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COLLKE  ug^^ 
JAN  SCPrlÄSör.  |Ians  Lorenz 

[ftUe  a.  S. 

Vorbemerkung.  Unter  einem  Kurbelgetriebe  verstellt  man 
in  der  Maschinentechnik  allgemein  jeden  Mechanismus^  welcher  die 
Rotation  eines  Körpers  um  eine  Axe  mit  der  geradlinigen  Hin-  und 
Herbe^vregung  eines  anderen  Körpers  derart  gesetzmässig  verknüpft^ 
dass  zwischen  beiden  Körpern  eine  Energieübertragung  möglich  ist. 
Den  rotierenden  Körper  bildet  dabei  immer  die  Kurbelwelle,  auf 
welcher  die  Kurbel  mit  dem  Angriffspunkt  des  erwähnten  Mechanis- 
mus, dem  Kurbelzapfen,  fest  angebracht  ist,  sowie  eine  ebenfalls 
mit  ibr  fest  verbundene  Masse,  das  sogenannte  Schwungrad.  Der 
hin-  und  beigebende  Körper  wird  allgemein  als  Gleitstück  bezeich- 
net und    besteht  im  speziellen  Falle  der  sogenannten  Kolbenmaschinen 
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aus  Kreuzkopf,  Kolbenstange  und  Kolben.  Sowohl  die  Gleit- 
bahn dieses  Körpers  (wohl  auch  Geradführung  genannt),  wie  auch 
die  Lager  der  Axe  des  rotierenden  sind  schliesslich  durch  einen 
dritten  Körper,  das  sogenannte  Maschinenbett  oder  die  Funda- 
mentplatte (auch  Främ  genannt)  fest  mit  einander  verbunden. 
Mittelst  dieses  Körpers  kann  das  ganze  System  durch  Fundament- 
schrauben mit  der  Erdoberfläche  oder  auch  mit  einem  Fahrzeug 
(Lokomotivgestell  oder  Schiffskörper)  verknüpft  werden. 

Die  äussere  Form,  welche  die  Kurbelgetriebe  in  der  praktischen 
Technik  annehmen,  kann  sehr  verschieden  ausfallen,  je  nach  den  kine- 
matischen Bedingungen,  welche  sie  zu  erfüllen  haben.  Am  einfachsten 
gestaltet  sie  sich,  wenn  die  Bahnlänge  des  Gleitstückes  gleich  dem 
Durehmesser  des  Kurbelkreises  (Fig.  1)  sein  soll.    In  diesem  Falle  hat 
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man  nur  den  Drehpunkt  0  der  Kurbel  K  in  die  Verlängerung  der 
Gleitbahn  B  zu  verlegen  und  das  Gleitstück  C  durch  ein  an  ihm  dreh- 
bares Zwischenglied  A,  die  sogenannte  Schubstange  mit  dem  Kurbel- 
zapfen  M  zu  verbinden.  Den  auf  diese  Weise  entstandenen,  bei 
weitem  am  häufigsten  vorkommenden  Mechanismus  bezeichnet  man  als 
Schubkurbejgetriebe.  Qiebt  man  die  hier  festgehaltene  Gleitbahn  frei 
und  hält  statt  ihrer  das  Zwischenglied  Ä  fest;  so  entsteht  daraus  das 
sogenannte  oscillierende  Kurbelgetriebe,  welches  jetzt  nur  noch 
selten  Anwendung  findet.  Denkt  man  sich  dagegen  das  Zwischenglied 
unendlich  lang,  bezw.  seinen  Drehpunkt  auf  dem  Gleitstück  C  unend- 
lich weit  von  0  entfernt,  so  kann  man  auch  den  Kurbelzapfen  M  ver- 
mittelst eines  Gleitstückes  auf  einer  mit  C  fest  verbundenen  senkrecht 


Fig.  2. 
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zur  ursprünglichen  Geradflihrung  BB  stehenden  Gleitbahn  bewegt 
denken  (Fig.  2).  Diese  Verbindung  bezeichnet  man  alsdann  als  Kurbel- 
schleife und  demnach  das  Ganze  als  Kurbelschleifengetriebe. 

Verschiebt  man  nun  unter  Feathaltung  des  Kurbelmittels  0  in 
Figur  1  die  Gleitbahn  B  parallel  zu  sich  selbst,  so  erhält  man  Getriebe, 
in  denen  der  Hub  des  Gleitstückes  immer  kleiner  ausfallen  wird  als 
der  Durchmesser  des  Kurbelkreises.  Ausserdem  ergeben  sich  hierbei, 
wenn  die  Verschiebung  nicht  klein  gegen  die  Länge  der  Schubstange 
ist,  sehr  ungünstige  Stellungen  derselben,  welche  in  der  Praxis  leicht 
zu  Klemmungen  fähren.  Will  man  sich  hiervon  unabhängig  machen 
und  zugleich  bezüglich  des  Verhältnisses  zwischen  dem  Hube  des  Gleit- 
stückes und  dem  Kurbeid iirchmesser  volle  Freiheit  bewahren,  so 
schaltet  man  nach  Figur  3  einen  Schwinghebel  oder  Balancier  1) 
mit  einer  am  Gleitstück  angreifenden  Schubstange  G  zwischen  dieses 
und  die  ursprüngliche  Schubstange.  Der  Abstand  des  Balancier- 
drehpunktes P  von  seinen  beiden  Endpunkten  Ji  und  F  bestimmt  hier 
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das  erwälmte  Verhältnis  ^  natürlich  mit  Rücksicht  auf  die  Schubstangen- 
langen A  und  G.  Da  bei  diesen  Balanciergetriebe  die  kinematischen 
Beziehungen  schon  ziemlich  verwickelt  ausfallen ,  anderseits  seine  Be- 
deutung g^en  das  Schubkurbelgetriebe  zurücktritt,  so  werden  wir 
dasselbe  nur  unter  der  yereinfachenden  Annabme  behandeln,  dass  die 
beiden  Schubstangen  A  und  G  durch  Eurbelschleifen,  ähnlich  wie  in 
Figur  2,  ersetzt  sind. 

Die  bisher  betrachteten  Kurbelgetriebe  sind  sämtlich  ebene 
Mechanismen;  verbindet  man  nun  mehrere  in  parallelen  Ebenen 
liegende  Getriebe,  die  übrigens  verschiedenen  Gattungen  angehören 
können,  durch  eine  gemeinsame  Welle,  so  entstehen  sogenannte  Mehr- 
kurbelgetriebe, welche  in  Verbindung  mit  mehreren  Dampfcylindem 
insbesondere  für  Lokomotiven  und  Schiffe  eine  grosse  Bedeutung  er- 
langt haben.  Die  bei  solchen  Mehrkurbelmaschinen  auftretenden  Er- 
scheinungen und  deren  Rückwirkung  auf  die  Schiffskörper  waren  auch 
die  Veranlassung  zu  einem  erneuten  Studium  der  Dynamik  der  Kurbel- 
getriebe überhaupt,  nachdem  sich  herausgestellt  hatte,  dass  die  bis- 
herige Auffassung  der  Vorgange,  welche  in  Radinger*  ihren  klassischen 
Vertreter  gefunden  hat,  dem  modernen  Bedürfnis  nach  grösserer  Schärfe 
nicht  mehr  entsprach. 

Entsprechend  ihrer  praktischen  Verwendung  setzen  wir  nun  für 
unsere  Getriebe  voraus,  dass  durch  eine  am  Gleitstück  angreifende 
mit  der  Bahn  desselben  gleichgerichtete  Kraft  ein  Widerstandsmoment 
am  Kurbelzapfen  oder  umgekehrt  durch  Einwirkung  eines  Drehmomentes 
an  diesem  ein  am  Gleitstück  angreifender  Widerstand  überwunden 
werden  soll.  Erfolgt  dies  sehr  langsam,  so  kann  man  unter  Ver- 
nachlässigung der  kinetischen  Energie  der  einzelnen  Getriebeteile  die 
Aufgabe  rein  statisch,  also  etwa  durch  Anwendung  des  Prinzips  der 
virtuellen  Verschiebungen  behandeln.  Für  die  jetzt  gebräuchlichen 
Geschwindigkeiten,  mit  denen  durch  solche  Getriebe  oft  ganz  enorme 
Energiemengen  hindurch  geleitet  werden,  ist  diese  Methode  indessen 
ganz  unzulässig,  auch  wenn  man  sich  auf  die  Untersuchung  der  Mechanis- 
men im  Beharrungszustande  beschränkt.  Dieser  ist  nämlich^  wie  man 
ohne  weiteres  erkennt,  ein  periodischer,  indem  nach  Vollziehung  einer 
Eurbelumdrehung  alle  Teile  in  dieselbe  Lage  zurückkehren  und  die 
ursprüngliche  Geschwindigkeit  wieder  erlangen.  Während  einer  Um- 
drehung aber  ändert  sich  nicht  nur  die  Lage,  sondern  auch  die  Ge- 
schwindigkeit aller  Getriebeteile,  welche  hiemach  Verzögerungen  und 
Beschleunigungen  unterworfen  sind.  Die  von  diesen  Geschwindigkeits- 
anderungen herrührenden  Kräfte,  welche  entweder  bei  stationären 
Maschinen  von  der  Fundamentplatte  aufgenommen  werden  oder  bei 
beweglicher    Unterlage   derselben   (auf  Fahrzeugen)  diese  in  Schwing- 

*  Siehe  dessen  Buch:  „Über  Dampfmaschinen  mit  hoher  Kolbengeschwindig- 
ieit^-,  2.  Aufl. ,  Wien  1892. 
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ungen  versetzen,  bezeichnet  man,  da  ihre  Grösse  neben  den  Be- 
schleunigungen wesentlich  von  den  Massen  der  Getriebeteile  abhängt^ 
als  Massenwirkungen.  Da  dieselben  insbesondere  bei  hohen  Um- 
drehungszahlen auf  Lokomotiven  und  Schiffen  sehr  lästig  werden, 
ja  bis  zu  einer  Gefährdung  der  Stabilität  und  des  Zusammenhangs  des 
ganzen  Systems  anwachsen  können,  so  musste  mau  auf  eine  Herab- 
minderung bezw.  Ausgleichung  derselben  bedacht  sein.  Wir  werdea 
im  ersten  Kapitel  der  nachstehenden  Untersuchung  kennen  lernen,  auf 
welche  Weise  und  in  welchem  Umfange  dies  gelungen  ist. 

Anderseits  aber  beeinflussen  die  Massenwirkungen  auch  das  Dreh- 
moment an  der  Kurbel  und  damit  die  Umdrehungsgeschwindigkeit. 
Sind  die  rotierenden  Maösen  sehr  gross  gegen  die  hin-  und  hergehen- 
den, bezw.  schwingenden  Teile  des  Getriebes,  oder  steht  die  Welle  in 
irgend  einer  Weise  (z.  B.  Riementrieb)  mit  erheblichen  im  gleichen 
Sinne  bewegten  Massen  im  Zusammenhang,  so  wird  dieser  Einfluss 
nur  gering  sein,  sodass  die  Annahme  einer  gleichförmigen  Winkel- 
geschwindigkeit der  Kurbel,  wie  sie  Radin ger  seiner  Behandlung  dea 
Problems  nach  dem  Vorgange  rein  kinematischer  Betrachtungen  zu 
Grunde  legte,  gerechtfertigt  erscheint.  Trifft  indessen  diese  Voraus- 
setzung wie  z.  B.  bei  Dampfmaschinen  in  direkter  Kuppelung  mit 
Dynamos,  in  denen  relativ  bedeutenden  Gestängemassen  wenige  rotierende 
Teile  mit  kleinem  Trägheitsmoment  gegenüber  stehen,  nicht  zu,  so 
muss  die  Annahme  einer  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  fallen  ge- 
lassen und  die  Behandlung  des  Problems,  wie  aus  dem  zweiten  Kapitel 
hervorgehen  wird,  auf  eine  allgemeinere  Basis  gestellt  werden. 

Auf  diese  Weise  werden  wir  auch  die  Mittel  an  die  Hand  be- 
kommen, die  erwähnten  Schwankungen  der  Winkelgeschwindigkeit 
bei  mehrkurbeligen  Maschinen  auf  ein  Minimum  zu  reduzieren. 

Kapitel  I. 

Die  MasBenwirkungen  und  ihr  Ausgleioh. 

1.  Die  Bewegungen  im  Schubkurbelgetriebe.  Die  Unter- 
suchung des  Kräftespiels  an  einem  Mechanismus  und  die  aus  demselben 
hervorgehenden  Energieänderungen  setzt  die  Kenntnis  der  Bewegungen 
der  einzelnen  Getriebeteile  zu  einander  voraus,  aus  denen  dann  die 
Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  abzuleiten  sind.  Da  nun, 
wie  aus  der  Betrachtung  der  obigen  Figuren  ohne  weiteres  erhellt^ 
jeder  Kurbelstellung  eine  eindeutig  bestimmte  Lage  des  Gleitstückes 
entspricht,  umgekehrt  aber  jeder  Lage  des  letzteren  im  allgemeinen 
zwei  Kurbelstellungen  zugehören,  so  empfiehlt  es  sich,  als  unabhängige 
Veränderliche  die  Kurbelstellung,  gemessen  durch  ihren  Anschlags- 
winkel gegen  eine  ihrer  Endlagen  (sogenannte  Totlagen  bezw.  Tot- 
punkte) zu  wählen.  Wir  gehen  dabei  von  dem  dem  Gleitstück  zu- 
gewendeten   sogenannten    inneren    Totpunkte   aus    und   bezeichnen 
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den  erwähnten  Eurbelwinkel  mit  9  (siehe  Fig.  4),  dem  alsdann  ein 
Anschlagswinkel  ß  der  Schubstange  aus  ihrer  Mittellage  entspricht. 
Bezeichnen  wir  nun  den  Eurbelradius  mit  r,  die  Schubstangenlange 
mit  {  und  die  momentane  Entfernung  des  Kreuzkopfzapfens  C  von 
der  Hubmitte  mit  x,  so  haben  wir  für  x  die  Beziehung 


1) 

welche  wegen 

übergeht  in 

la) 


X  +  1  =  r  cos  (p  +  l  cos  ß, 
r  sin  9  «  2  sin  ß 
x  +  l  -=^r cos q>  +  ^1/  1 "-  1? 8in*g>. 


Dieser  Ausdruck  ist  f^r  die  weitere  Behandlung  recht  unbequem; 
wir  wollen  daher  die  Wurzel  in  eine  Reihe  entwickebi  und  erhalten, 
nachdem  noch  l  auf  beiden  Seiten  weggehoben  ist, 

Ib)  ^*=costp  — -  ysin*g)n+-  ^sin«tp  +  -  ^sin*tpH j. 

Bei  der  starken  Konvergenz  dieser  Reihe  wird  man  sich  ohne 
Zweifel  mit  nur  wenigen  Gliedern  begnügen  dürfen.    Die  Glieder  werden 

Flg.  4. 


Ä 


samtlich  am  grossten  mit  ^^  ^f  ^uch  ist  dann  ihr  Einfluss  auf  das 

Gesamtergebnis  ein  Maximum,  da  hierfür  cos  qp  =  0  wird.  In  der 
Praxis  kommen  nun  vorwiegend  Verhältnisse  des  Kurbelradius  zur 
Schubstangenlänge  vor,  welche  zwischen  1 :  4  und  1 :  5  liegen.  Für 
diese  Grössen  haben  wir  aber  die  fönenden  Werte: 


r 
l 

1    r 

2  ; 

1  r« 
4   /» 

1  r* 
8   l* 

1:4 
1:5 

0,125 
0,100 

0,0156 
0,0100 

0,0005 
0,0002 

Daraus  folgt,  dass  man  sich  in  den  meisten  Fällen  mit  der  An- 
iaalierungsfonnel : 
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1  c)  ^  =  cos  9  —  -  y  8in*9) 

begnügen  kann.  Für  das  Kurbelschleifengetriebe  verschwinden^ 
da  hier  r:2»0  zu  setzen  ist^  in  Ib)  naturgemäss  alle  Glieder  bis 
auf  cos  97^  sodass  sich  die  Bewegungsverhältnisse  dieses  Mechanismus 
besonders  einfach  gestalten. 

Die  Geschwindigkeit  des  Gleitstückes  ergiebt  sieh  durch 
Diflferentation  von  1)  nach  der  Zeit,  also  mit  Rücksicht  auf  2): 

o\      dx  .        /t   t  dß\dw  .        /<   ,    '•   co8<p\(ia? 

Entwickeln  wir  auch  hier  den  Ausdruck 

1:  coBß  =  (l— ^8in*^pj     «" 
in  eine  Reihe,  so  geht  3)  über  in 

worin  wir  wieder  die  Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  r :  l  ver- 
nachlässigen dürfen,  sodass  nur  noch 

als  Näherungswert  übrig  bleibt.  Diesen  Ausdruck  hätten  wir  auch 
sogleich  durch  Differentiation  von  Ic)  erhalten  können.  Durch  Ver- 
gleich dieser  Formel  mit  3)  erkennt  man  übrigens,  dass  unsere  Ver- 
nachlässigungen in  der  Kleinheit  des  Winkels  ß  beruhen,  dessen  Kosinus 
deshalb  niemals  sehr  von  1  abweichen  wird.  Genau  zu  demselben 
Ergebnis  wären  wir  auch   gelangt,  wenn  wir  aus  demselben  Grunde 

sin/J  Aj  /J,   mithin  ^  co  -^  cos  97  gesetzt  hätten. 

Durch  eine  weitere  Differentiation  geht  schliesslich  aus  3)  die 
Beschleunigung  des  Gleitstückes  hervor,  die  wir  indessen,  da 
sich  dieselben  Überlegungen  hier  wiederholen,  unmittelbar  aus  3b) 
ableiten  wollen.  Wir  führen  nur  noch  eine  Abkürzung  für  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Kurbel  ein,  indem  wir 

^^  dt       ^ 

setzen,  und  erhalten  dann  für  die  Beschleunigung 

5)         ^  =  -  ra^(^co8q>  +  j'C082q)^  -  r  ^(siny  +  ^^  sm2q>^, 

welche  sich  für  das  Kurbelschleifengetriebe  vereinfacht  in 

^*)  -j^  «  -  r  ^^€*cos  9  +  ^^  sin  qp  j . 

In  allen  bisherigen  Behandlungen  der  Mechanik  des  Kurbelgetriebes, 
insbesondere  derjenigen  von  Radinger,  wird  nun  das  mit  der  Winkel* 
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beschleunigung  j-  behaftete  Glied  Temachläasigt  und  damit  eine  Ver- 
einfachung erzielt^  welche  indessen  in  zahlreichen,  gerade  in  neuerer 
Zeit  wichtig  gewordenen  Fallen  auf  Widersprüche  führt. 

Während  das  Gleitstück  sich  nur  in  einer  Richtung  bewegt,  sind 
für  die  einzelnen  Punkte  der  Schubstange  immer  zwei  Kom- 
ponenten zu  berücksichtigen.  Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  uns 
die  Elemente  der  Schabstange  auf  die  Verbindungslinie  zwischen  dem 
Ereuzkopf-  und  Kurbelzapfen,  die  sogenannte  Axe,  reduziert  denken  und 
einen  yon  ersterem  um  js  entfernten  Punkt  ins  Auge  fassen  (Fig.  4).  Die 
Lage  dieses  Punktes  bestimmen  wir  einerseits  durch  seinen  Abstand  x' 
Ton  0  gemessen  in  der  Bew^^ngsrichtung  des  Gleitstückes  und  seine 
Entfernung  y^  von  dieser  Linie,  und  erhalten  hierfür: 

6)  x'=  r  cos  q>  +  (l  —  z)  cos/J, 

7)  y'^  g  •  sin/J  «»  Zj  sin  q>. 

Von  diesen  Gleichungen  lasst  sich  6)  durch  die  schon  oben  an- 
gewandte Vernachlässigung  unter  gleichzeitiger  Elimination  von  ß 
überführen  in 

6a)  j-^—  =  cos  9  +  -gl"  •  j  sm«9. 

Durch  Elimination  von  g>  aus  6  a)  und  7)  gelangt  man  weiter 
zur  Gleichung  der  Bahnkurve  des  betrachteten  Punktes,  die  uns  in- 
dessen hier  um  so  weniger  interessiert,  als  sich  deren  Eigenschaften 
fiel  einfacher  mit  graphischen  Methoden  verfolgen  lassen.  Die  Formel  6  a) 
entspricht  in  ihrer  Bauart  genau  der  Gleichung  1  c)  für  die  Bewegung 
des  Gleitstackes,  sie  geht  auch  für  jsr «  0  in  diese  über,  wenn  wir 
nur  die  Abscisse  statt  auf  0,  auf  die  Hubmitte  beziehen.  Für  x? »  {, 
also  den  Kurbelzapfen  erhalten  wir  dann  die  der  Kreisbewegung  ent- 
sprechende Formel: 

6b)  x'o  "^  ^  cos  9. 

In  ganz  derselben  Weise,  wie  oben,  ergeben  sich  nunmehr  auch 
die  Geschwindigkeiten  des  betrachteten  Punktes  nach  beiden  Rich- 
tungen zu 

9)  -j^=  +  ^^-«cos9 

und  schliesslich  die  Beschleunigungen  in  beiden  Richtungen: 

d'a;'  ./  ,    l-e  r        «     \ 

-jfi- re*\eos9  +  —j—jCoa24pj 

10)  i  de  /  .  ,     1-*    r      .    a    \ 


^1)  d^ '"T  («*sin9  -  ^^  003 <pj. 
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Sehr  einfacli  gestalten  sich  endlich  die  Bewegungsgleichungen  des 
dritten  Gliedes,  der  Kurbel,  deren  einzelne  Punkte  sämtlich  Kreise 
beschreiben.  Hat  z.B.  der  ins  Auge  gefasste  Punkt  den  Abstand  q 
vom  Drehungsmittelpunkt  0,  so  sind  die  beiden  Koordinaten  desselben: 

12)  a;"=pcos9, 

13)  y''^QBmq>, 
mithin  die  Geschwindigkeitskomponenten: 

14)  -^  =  -9€sin9, 

15)  -^y-=  +  P6COS9?, 

und  die  Beschleunigungen: 

16)  -^p-  =  -  p  ^^€*cos gp  +  ^  sm 9? j, 


1')  -dtr  «  -  (>  («'  sm  V  -  ^  cos  gp j, 


Diese  letzten  Formeln  gelten  naturgemäss  auch  unverändert  und 
streng  för  das  Kurbelschleifengetriebe,  für  welches  Gleichung  10)  sich 
auf  5a)  reduziert,  seitliche  Bewegungen  von  anderen  Teilen  ausser 
der  Kurbel,  wie  sie  durch  Gleichung  9)  und  11)  charakterisiert  sind, 
dagegen  ganz  wegfallen. 

2.  Die  Massendrücke  am  Schubkurbelgetriebe.  Den  im 
vorigen  Paragraphen  ermittelten  Beschleunigungen  entsprechen  nun 
Reaktionen  der  einzelnen  Massen,  die  wir  als  Massendrücke  bezeichnen 
wollen.  Die  in  die  a:- Richtung  fallenden  Komponenten  X  dieser  Reaktio- 
nen summieren  sich,  wenn  wir  von  der  Reibung  im  ganzen  Getriebe  ab- 
sehen, im  Kurbellager  0  und  werden  dort  von  der  Fundamentplatte 
aufgenommen,  während  die  hierzu  senkrechten  Komponenten  Y  teils 
im  Kurbellager  0,  teils  auch  am  Kreuzkop&apfen  C  auftreten. 

Die  Massendrücke  ergeben  sich  dabei  einfach  als  die  Summe  der 
Produkte  der  einzelnen  Massenelemente  mit  ihren  Beschleunigungen. 
Es  sei  nun  P  das  Gewicht  des  lediglich  geradlinig  bewegten  Gleit- 
stückes, g  die  Beschleunigung  der  Schwere,  dann  ist  der  durch  seine 
Bewegung  wachgerufene  Massendruck  nach  Gleichung  5): 


=  —ra 


1QN  I  g    dt*        g 

^^^  \  P      dB 


*(  cosgp  +  yCos2gpj 


+  ~'r 


g    dt 


^siny  +  ^sin2g)j, 


In  derselben  Richtung  wirkt  auch  der  Beschleunigungsdruck  X' 
der  Schubstange,  deren  Gewichtselement  wir  mit  dG-  bezeichnen 
wollen.    Wir  haben  also  mit  10): 
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S) 


~y-,x  *=  — r£*(cosg)  +  -,  cos2cp  — -,,  cos29)) 

woraus  sich  der  Gresamtdnick  durch  Integration  über  die  ganze  Schub- 
stangenlange ergiebt.  Führen  wir  nunmehr  den  Schwerpunktsabstand 
s'  der  Schubstange  vom  Ereuzkopfzapfen  ein,  und  bezeichnen  mit  G 

das  Gesamtgewicht  derselben^  so  ist  offenbar 

i 

JzdG^Ga' 

0 

und  wir  erhalten  aus  19): 

IX'=  —  rs^leostp  +  -.  cos29?  —  ^5- cos 29) 

Endlich  wirkt  auch  noch  die  Kurbel  in  derselben  Richtung,  und 
zwar  ein  Element  dK  derselben  nach  Gleichung  16)  nut  der  Kraft: 

21)  rfX"=--    -äjr=-    ^  p(«*co89  +  g-sm9J, 

woraus  sich  der  Oesamtdruck  mit  dem  Schwerpunktsabstand  der  Kurbel 
.n"  und  ihrem  Totalgewicht  K  zu 

—  s  '«'cosop  -\ 

9  ^9 

ergiebt.     Die  Welle  und  das  Schwungrad  tragen  ihrer  symmetrischen 

Anordnung  um  die  Drehaze  wegen  zu  den  Massendrücken  nichts  bei. 

Dasselbe  würde  auch  für   die  Kurbel  gelten,  wenn  dieser  gegenüber 

auf  der  Welle   ein  Gegengewicht  yon  demselben  statischen  Moment  in 

Bezug  auf  die  Drehaxe  aufgekeilt  wäre.    In  diesem  Falle  sprechen  wir 

Ton  einer  ausgeglichenen  Kurbel. 

Dur(^    Zusammenfassen  der   Einzeldrücke  X,  X\  X"  folgt  dann 

der  totale  Massendruck  in  der  :r-Richtung  zu 

IX  =  — |(P+  Gr)r(cos9  +  j  cos 2 9)  +JSl's"cos9—  G^s'cos29} 

+  ^ Tt  {^P+(^)r{smq>+^ sin  2 q>)+Ks'^^ 

Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  der  Massendruck  in  der  y-Rich- 
tung  mit  Hilfe  von  11)  und  17)  zu 

24)  TY^^fGj  s'+  üTs'')  (s*  sin  q>  -  J-'  cos  9^). 

Die  Verteilung  dieses  Druckes  auf  die  beiden  Punkte  0  und  C 
kann  leicht  mit  Hilfe  des  Momentensatzes  ermittelt  werden;  für  unsern 
Zweck  ist  dieselbe  indessen  ohne  .Bedeutung.  Dagegen  ist  die  Be- 
merkung wichtig,   dass  eine  zahlenmässige  Auswertung  dieser  Drücke, 


22)  X"=  -  s"««cos(p  +  ^5"^^-  sing) 
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auch  bei  voller  Kenntnis  der  Dimensionen  und  Gewichte  aller  Getriebe- 
teile, sowie  der  mittleren  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Kurbel  zu- 
nächst nicht  möglich  ist.  Gerade  dieser  Umstand  ist  bei  der  An- 
wendung der  MassendrQcke  in  der  Theorie  der  Kurbelmechanismen 
bisher  wohl  ausnahmslos  übersehen  worden.  Immerhin  lassen  sich  aus 
unseren  beiden  Formeln  23)  und  24)  einige  wichtige  Schlüsse  ziehen. 
Für  das  Kurbelschleifengetriebe  gehen  dieselben,  indem  wir  hier  das 
Schubstangengewicht  fortlassen  und  r  :l  =  0  setzen,  über  in 

25)  IXo  -  -  (Pr  +  Es'')  (s* cos 9  +  ||  sin  9?), 


26)  I  Yo  =  -  if  s"  U  sin  9?  -  ~  cos  g>). 


Dadurch,  dass  man  der  Kurbel  gerade  gegenüber  auf  der  Welle 
eine  Masse  von  demselben  Momente  Ks'^  anbringt,  kann  man  den 
Massendruck  ZFq  vollständig  zum  Verschwinden  bringen,  wodurch 
übrigens  auch  ZX^  verringert  wird.  Hebt  man  jedoch  diesen  Druck 
allein  auf,  durch  Anbringen  einer  der  Kurbel  entgegengesetzten  Masse 
mit  dem  Momente  Pr  +  Ks*',  so  wird  gleichzeitig  hierdurch 


Z  ro=  -~Pr  («*cos  9  +  Jt  sin  9J, 


mithin,  da  gewöhnlich  Pr  >  Ks^\  nicht  nur  in  seiner  Richtung  um- 
gekehrt, sondern  auch  bedeutend  vergrössert.    Solche  Gegengewichte 

findet  man  häufig  bei 
Lokomotivmaschinen 
angewendet-,    man    er- 
kennt jedoch,   dass   es 
nicht    einmal    möglich 
ist,    mit    ihnen    beim 
Kurbelschleifengetriebe 
beide  Komponenten   des  Massendruckes  aufzuheben.    Ebensowenig   ge- 
lingt dies  beim  gewöhnlichen  Schubkurbelgetriebe,  bei  dem  man  aller- 
dings durch  Anbringen  einer  der  Kurbel  entgegengesetzten  Masse  vom 

Moment  GjS*+K^^  den  Massendruck  I  Z  aufheben  kann,  nicht  aber 

durch  irgend  eine  Masse,  die  unter  irgend  einem  Winkel  auf  die 
Welle  aufgekeilt  ist,  den  in  der  anderen  Richtung  wirkenden  Druck 
zu  beseitigen  vermag.  Es  liegt  dies  einfach  an  den  lediglich  von  der 
Schubstange  herrührenden  Gliedern  in  Gleichung  23),  welche  ihrerseits 
nur  durch  entgegengesetzt  gleiche  aufgehoben  werden  könnten.  Dies 
ist  aber  nur  erreichbar  durch  Anbringen  eines  mit  entgegengesetzter 
Kurbel  an  derselben  Welle  arbeitenden,  vollkommen  gleich  dimensio- 
nierten Getriebes  (siehe  Fig.  5),  welches  jedoch  nur  in  den  seltensten 
Fällen  praktisch  brauchbar  ist. 


Von  Prof.  Dr.  Hajis  Lobbkz. 


11 


3.  Die  Ausgleichung  der  Massendrücke  bei  mehrkurbligen 
Maschinen.  Wir  betrachten  nunmehr  einen  Mechanismus,  der  aus  n 
in  parallelen  Ebenen  nebeneinander,  aber  an  derselben  Welle  0  an- 
greifenden Kurbelgetrieben  besteht.  Ausserdem  mögen  sich  sämtliche 
Gleitstücke  in  einer  Ebene  bewegen,  in  der  gleichzeitig  auch  die  Welle 
liegt;.  Die  einzelnen  Eurbelradien  seien  r^r^r^-  -  -r^,  die  Gewichte  der 
einzelnen  Getriebeteile  und  ihre  Schwerpunktsabstande  mögen  ebenfalls 
unter  Beibehaltung  der  früheren  Benennungen  durch  diese  Indices  be- 
zeichnet sein  (Fig.  6). 

Steht  dann  die  erste  Kurbel  im  inneren  Totpunkte,  so  sei  die 
zweite  Kurbel  in  der  Drehrichtung  bereits  um  einen  Winkel  ff|,  die 
dritte  um  o,,  die  n^  um  o«  vorangeeilt.  Ausserdem  sei  der  Abstand 
der  Bewegungsebenen  der  einzelnen  Getriebe  von  derjenigen  des  ersten 
mit  a^f  a^yd^  bezeichnet  Die  in  jedem  Moment  infolge  der  starren 
Verbindung   der  Kurbeln    mit    der  Welle  allen   gemeinsame  Winkel- 


ig 


p  Fig.  6. 


p. 


t 


4» 


■^ 


an 
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geschwindigkeit  sei  wieder  e.  Da  sämtliche  Qetriebe  durch  die  Welle 
rerbonden  sind,  also  eine  gemeinsame  Fundamentplatte  besitzen,  so 
können  wir  auch  ihre  augenblicklichen  Masseudruckkomponenten  ad- 
dieren und  erhalten,  wenn  wir  diese  Summen  der  Efirze  halber  mit 
X  und  Y  bezeichnen,  hierfttr  bei  der  Stellung  9  der  ersten  Kurbel: 

'  X  =  -  jZ(Pr  +Gr  +  Ks")eoa(tp  +  a) 


27) 


28) 


+  z(Pr  +  Gr  -  öys')  ^coB  2(9?  +  «)} 
+  ^  5|(l(Pr  +Gr  +  Ks")Bm(g,  +  «) 
+  iz(pr+Gr-G^s')-j8in2(9  +  a)) 

r  =  ^' Z  (g  ^  s'+ ÜTs')  sin  (9  +  a) 


Durch  Auflösung  der  Winkelfunktionen  und  Vorsetzen  der  sin 
und  cos  des  für  alle  Getriebe  gleichzeitig  maßgebenden  einfachen 
bezw.  doppelten  Winkels  q>  vor  die  Summenzeichen  wird  hieraus: 
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'  X  =  -  COS  9>r  (Pr  -\-Gr  +  Ks")  cos  a 

-- sin  9 Z (Pr  +  6? r  +  Zs") sin« 

+  -  Jjcos9?Z(Pr  +  Gr  +  Ks'')%ma 
1  ds 


27a) 


H —  cos  2 


28  a) 


H —  j7  8m9Z(Pr  +  Gr  +  JSr5")cosa 

g?z(Pr+Gr- G^y5')yCos2a 
--sm29?z(Pr+  6?r  -  (?y5')  jsin2a 
+  l^%^o.2<pT{Pr+Gr-G'^^s)\sin2a 
+  /-8in29)ZlPr+ör+  (?ys')yCos2a 

7=  -sm9z(ßj5'+  iSTs")  cos«  +  -cosg)Z(&ys'+  ürs")sina 
+  - ~8in9Z(Gys'+Z5"J8ina ^cosgpzfGys'+jK'5"jcosa. 


Wir  wollen  nun  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  diese 
resultierenden  Drücke  ganz  oder  teilweise  für  beliebige  Stellungen  g? 
der  ersten  Kurbel  und  beliebige  Winkelgeschwindigkeiten,  bezw.  Be- 
schleunigungen zum  Verschwinden  gebracht  werden  können. 

Da  die  vor  den  Summenzeichen  stehenden  Produkte  aus  Winkel- 
funktionen, Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  ebenso  willkür- 
lich sind  wie  diese  selbst,  so  kann  ein  allgemeines  Verschwinden 
offenbar  nur  eintreten,  wenn  gleichzeitig  alle  Summen  zu  Null  werden, 
d.h.  wenn 

29)     Z(Pr  +  (?r  -f  Xs")cosa  =  0,    Z(Pr  +  Gr  +  Ks'')%\na  =  0, 


30) 


Z  (Pr  +  G^r  -  (?y5')y  cos 2«  =  0, 
z(Pr  +  Gr  -  Gys')y  sin2a  «  0, 


31)      Z  (g  y  s'+  Ks'")  cos  a  -  0,     Z  (g  y  s'+  Ks")  sin  a  -  0. 

Durch  Subtraktion  der  beiden  letzten  von  den  ersten  Gleichungen 
kann  man  übrigens  sofort  die  Eurbelmomente  aus  29)  eliminieren  und 
schreiben: 


29  a) 


Z  (Pr  +Gr-  Gjs')  cos  a  =  0, 
z(Pr  +Gr-  Gys')sina  =  0; 


30a) 
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z(Pr  +  Gr  -  G  js')  ~  coa2a  =  0, 
Z (Pr  +  Gr~  Gjs')  ^  sin2«  =  0; 
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31a)     z((?^5'+2£:s")cos«  =  0,     Z  («  ys'+ STs")  sina. 

Überaus  einfach  gestalten  sich  diese  Bedingungen  für  Kurbel- 
schleifengetriebe, da  hierfür  alle  G  «  0  und  r  :l  =^  0  zu  setzen 
sind.  Damit  werden  die  Formeln  30  a)  identisch  erfüllt  und  es 
bleiben  nur 

29b)  ZPrcos«  =  0,     ZPrsinc  =  0 

übrig,  vorausgesetzt,  dass  die  Kurbeln  jede  für  sich  ausgeglichen  sind. 
Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  müssten  zu  diesen  beiden  Gleichungen  noch 
die  aus  31)  hervorgehenden 

31b)                    ZITs^cosa^O,  ZZs"sina=-0 
hinzutreten. 

Da  unsere  Ergebnisse  weder  Geschwindigkeiten,  noch  auch  Be- 
schleunigungen mehr  enthalten,  so  stellen  sie  offenbar  Gleichgewichts- 


bedingungen  dar.  Es  ist  deshalb  von  Interesse,  dieselben  mit  derjenigen 
Bedingung  zu  vergleichen,  welche  ein  System  von  n  an  derselben 
Welle  arbeitenden  Kurbelgetrieben  erfüllen  muss,  um  in  jeder  Lage 
sich  im  Gleichgewichte  zu  befinden.  Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir 
(Fig.  7)  dem  ganzen  System  eine  schiefe  Lage  geben,  so  dass  die  Be- 
wegungsebene aller  Gleitstücke  mit  dem  Horizont  den  Winkel  y  bildet, 
und  das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen  darauf  anwenden.  Be- 
deutet h  die  momentane  Höhe  des  Schwerpunktes  S  eines  Gleitstückes 
über  einem  beliebigen,  z.  B.  den  durch  das  Wellenmittel  gelegenen 
Horizont,  h'  diejenige  des  entsprechenden  Schubstangenschwerpunktes 
S'  und  schliesslich  Ä"  die  des  Kurbelschwerpunktes  S",  so  lautet  die 
Gleichgewichtsbediagung  allgemein: 
32)  Z(PeJÄ  +  Gdh'+  KSV)  =  0. 


14  Dynamik  der  Kurbelgetriebe. 

Hierin  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  unsere  schon  früher  angewandten 
Vernachlässigungen  für  die  erste  Kurbel: 

dh  =  dx'siny  =  —  r  (sing)  +  -^am2ip)  d(p*siny, 

/t'=  —  (rcosg>  +  Zcos^)8in^  —  s'sin(y  —  ß) 

also  '      f  /  r  \ 

dh  ^  —  r  f  sin  <p  +  -,  sixi2q)jdq)'  siny 

+  s  jcostp-  coayöq)  +  s     j-,am2<pS(p, 

Ä"=  s"sin  (<p  +  y), 

dÄ"==  —  s"sin<psin  ydq)  +  s^' cosq)COQyd(p. 

Führen  wir  diese  Werte  in  32)  ein,  und  ersetzen  gleichzeitig  q> 
durch  den  für  eine  beliebige  Kurbel  giltigen  Winkel  9  +  «;  so  er- 
halten wir 

-  8inyI(Pr  +  Gr  +  Ks'')sin((p  +  cc) 


33) 


+  cos  y  I  (Gj  s'+  JTs")  cos  (y  +  «)  =  0. 


Lösen  wir  auch  hierin  die  Winkelfunktionen  auf  und  setzen  die 
allen  gemeinsamen  Werte  sin  9,  cos  tp,  sin  2  9,  cos  2  (p  vor  die  Summen- 
zeichen, so  erkennen  wir,  dass  die  Gleichung  33)  nur  bestehen  kann, 
wenn  die  einzelnen  mit  den  Funktionen  von  (p  behafteten  Summen 
sämtlich  verschwinden.  Diese  Summen  aber  sind  identisch  mit  den 
sechs  Ausdrücken  29)  bis  31)^  so  dass  unsere  Massendruckausgleich- 
ung nichts  anderes  besagt,  als  dass  in  einem  System  von  n  Kurbel- 
getrieben mit  gemeinsamer  Welle  der  Gesamtschwerpunkt 
seine  Lage  nicht  ändern  darf,  wobei  die  Neigung  der  gemein- 
samen Bewegungsebene  aller  Gleitstücke  ganz  willkürlich  ist. 

Bei  einer  einkurbeligen  Maschine  rufen  die  Massendrücke  nur 
dann  Momente  in  einer  durch  die  Welle  und  die  Bewegungsrichtung 
des  Gleitstückes  bestimmten,  sowie  einer  senkrecht  hierzu  stehenden 
Ebene  hervor,  wenn  die  Kurbel  nicht  durch  zwei  gleichweit  entfernte 
Lager  zu  beiden  Seiten  gestützt  ist.  Jedenfalls  wird  dann  die  Kurbel 
im  anderen  Falle  dem  nächsten  Lager  thunlichst  genähert,  sodass  die 
von  ihrer  seitlichen  Lage  herrührenden  Momente  nur  klein  sind.  Bei 
mehrkurbligen  Maschinen  dagegen  können  sie  ganz  erhebliche  Werte 
annehmen,  so  dass  hier  die  Frage  nach  der  Möglichkeit  einer  Aus- 
gleichung gerechtfertigt  erscheint.  Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  als 
Pol  einen  auf  der  Welle  um  a  von  der  ins  Auge  gefassten  Kurbel 
entfernten  Punkt  und  erhalten  durch  Multiplikation  dieses  Abstandes 
mit  den  beiden  Massendruckkomponenten  Gleichung  23)  und  24)  die 
fraglichen  Momente.    Führen  wir  statt  des  Winkels  (p  in  diese  Gleich- 
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34) 


35) 


ungen  dann  noch  den  allgemeineren  Winkel  g>  +  a  ein  und  verstehen 
unter  a  die  Entfernung  der  dem  Winkel  a  entsprechenden  Kurbel 
von  der  ersten  (Fig.  6)^  so  können  wir  alle  in  denselben  Ebenen 
wirkenden  Momente  summieren  und  erhalten  fär  die  resultierenden 
Momente  die  Ausdrücke: 

'Z(Xa)  ==  -(l(Pr  +Gr  +  K8'')aco6(tp  +  «) 

+  z(Pr+  Gr--  Gjs'^~acos2{q)  +  a)] 
+  i  ^|{l(Pr  +Gr  +  Ks")aBm{ip  +  a) 
+  l(^Pr  +  Gr  -  Gjs')  ^asm2(q>  +  a)] 

Z{Ya)  =  -  i(g  js'+  JS:s")asin((p  +  a) 

-  ^'^  I  (G  ^  s'+  Ks")  a cos  (9  +  «). 

Diese  Momente  (Kraftepaare)  suchen  nun  das  ganze  System  um  seinen 
Schwerpunkt  zu  drehen  und  würden,  wenn  sie  nicht  ausgeglichen  sind, 
Termoge  ihrer  Veränderlichkeit  zu  Schwingungen  (Pendelungen)  um 
zwei  zur  gemeinsamen  Welle  senkrechte  Axen  Anlass  geben.  Ein 
weiteres  Drehmoment,  welches  vorwiegend  von  der  Veränderlichkeit 
der  Winkelgeschwindigkeit  herrührende  Schwingungen  um  die  Welle 
selbst  zur  Folge  hat,  werden  wir  später  kennen  lernen. 

Als  Bedingung  für  das  Verschwinden  der  Werte  34)  und  35)  er- 
geben sich  nunmehr  in  genau  derselben  Weise  wie   oben  die  Gleich- 

Z(Pr4-  Gr+  Ks")acostt^O, 
Z{Pr+  Gr  +  Ks^')asijia^O, 

Z  (Pr  +  Gr-  G  jA  y  a  cos  2  «  =  0, 

z(Pr  +  Gr'-  Ojs')j  asin  2«  =  0, 

T(Gjs'+Ks'')acosa=^0, 

Z(öjs'+/r5")asina  =  0, 

oder  auch  übersichtlicher: 

Z  (Pr  +  Gr  -  (;^*  s')  acosa  =  0, 

Z  (Pr  +  Gr  -G ^ 5')  a  sin  a  =  0, 

z(Pr+Gr-  Gys'y^aeos2a  =  0, 
Z  (Pr  +  Gr  -  G-^'  s')  '^  a  sin  2a  «  0, 


ungen: 
36) 


{ 


37) 


38) 


36  a) 


37a) 


16  Dynamik  der  Kurbelgetriebe. 


38  a) 


T(^Gjs'+Ks'')asina^O, 


Für   ein   System   von  Kurbelschleifengetrieben   gehen   diese 
Gleichungen  über  in: 

36b)  Z  Pr  a  cos  a»=0,     ZPrasina=»0, 

38b)  ZJ5:s"acosa  — 0,   ZKs'^asma  =^0. 

Eine    recht    übersichtliche    Form    gewinnen    unsere    Ergebnisse 
übrigens,  wenn  wir  abkürzungsweise: 

39)  Pr+Gr-^Gjs'^Q, 

40)  Gjs'+Kts'^^B 

setzen.  Wir  wollen  diese  Ausdrücke  als  die  reduzierten  Momente 
der  hin-  und  hergehenden  bezw.  rotierenden  Massen  bezeichnen 
und  können  dann  unsere  Bedingungen  für  das  Verschwinden  der 
Massendrücke  und  Massendruckmomente  in  drei  Gruppen  ausschreiben: 

ZQcosa    «=0,      Z(?sina    =»0, 


L 


IL 


III. 


ZQacosa  =^0,      I.Qasma  =  0, 

ZRcosa    =0,      ZJJsina    « 0^ 

I.RacoBu  ==  0,      ZiJasina^*  0, 

r 


ZÖyCos2a  =0,     ZÖ|sin2a  =  0, 

ZÖ-Tacos2a«=  0,     Z^ya8in2a=»  0, 

Von  diesen*  bezieht  sich  die  Gruppe  I  ausschliesslich  auf  die 
Wirkung  der  hin-  und  hergehenden  Massen,  die  Gruppe  II  unabhängig 
davon    auf  die   rotierenden,   wobei   von   der   Schubstange   der  Betrag 

1  —  -,-)    als   lediglich   hin-  und  hergehend,   der  Rest   G-j  dagegen 

als  im  Eurbelzapfen  konzentriert  und  mit  diesem  rotierend  angesehen 
werden  darf.  Es  sind  dies  auch  die  beiden  sich  zu  dem  der  Schubstange 
ergänzenden  Gewichte,  mit  denen  diese  statisch  den  Ereuzkopf  bezw.  den 
Kurbelzapfen  belastet.  Die  Gruppen  I  und  11  sind  nun  ganz  ebenso  gebaut^ 
wie  die  Bedingungen  für  den  Ausgleich  von  Kurbelschleifengetrieben; 
wir  wollen  sie  in  der  Folge  die  Ausgleichsbedingungen  erster 
Ordnung  nennen.  Im  Gegensatz  hierzu  stehen  die  in  Gruppe  III  ver- 
einigten Ausgleichsbedingungen  zweiter  Ordnung,  für  welche 
die  rotierenden  Massen  keine  Rolle  mehr  spielen.  Hätten  wir  übrigens 
aus  unseren  Reihenent Wickelungen  z.  B.  8  a)  noch  Glieder  mit  höheren 

♦  Wir  werden  spater  untersuchen ,  inwieweit  diese  Gleichungen  mit  einander 
verträglich  sind,  bezw.  unabhängig  von  einander  bestehen  können. 
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Potenzen  von  r  :  l  bezw.  der  Winkelfunktionen  herangezogen,  so  würden 
wir  aach  hier  noch  Bedingungen  fQr  Massenausgleiche  höherer 
Ordnung  erhalten  haben,  denen  aber  bei  der  relativen  Kleinheit  der 
eintretenden  Grössen  keine  praktische  Bedeutung  mehr  zukommt. 

Die  hier  entwickelte  Theorie  des  Massenausgleichs  hat  nun  in  der 
Praxis  des  Schiffbaues  —  allerdings  in  vereinfachter  Form  —  eine 
weitgehende  Anwendung  erfahren.  Auf  ihre  theoretische  Möglichkeit, 
wenigstens  für  Eurbelschleifengetriebe,  wies  zuerst  der  amerikanische 
Ingenieur  Taylor  1891*  hin,  indem  er  die  Ausdrücke  29b)  und  36b) 
graphisch  durch  geschlossene  Polygone  darstellte.  Taylor  bezweifelte 
indes  die  praktische  Durchführbarkeit,  da  er  die  Schränkungswinkel  a, 
die  Cylinderabstände  und  auch  die  Gestangegewichte  als  durch  andere 
Rücksichten,  auf  die  wir  weiter  unten  zu  sprechen  kommen,  für  fest- 
gelegt ansah  und  schlug  nur  die  Einführung  einer  neuen  hin-  und 
heischenden  Masse  vor.  Diese  kann  aber  bei  sonst  gegebenen  Maschinen- 
dimensionen die  vier  Gleichungen  29  b)  und  36  b)  nicht  gleichzeitig  er- 
fHllen,  da  sie  selbst  und  ihre  Anordnung  schon  durch  drei  Grössen, 
nämlich  das  Produkt  Pr^  den  Abstand  a  und  den  Schränkungswinkel  a 
bestimmt  ist.  Dagegen  erkannte  der  englische  Schiffbauer  Yarrow  1892"^ 
die  Möglichkeit,  dies  durch  Einführung  zweier  Massen  zu  erreichen, 
verlies  aber  seine  Methode  sofort,  nachdem  der  deutsche  Ingenieur 
Otto  Schlick  1893***  die  praktische  Erföllung  der  Bedingungen  eines 
Ausgleiches  erster  Ordnung  durch  die  Massen  und  Anordnung  der 
arbeitenden  Getriebe  selbst,  ohne  Zuhilfenahme  neuer  toter  Gewichte, 
gezeigt  hatte.  Dem  Vorgänge  von  Yarrow  in  der  Annahme  des 
Schlickschen  Verfahrens  schlössen  sich  seitdem  rasch  die  namhaftesten 
Fabriken  des  In-  und  Auslandes  an,  während  sich  Schlick  selbst  in 
Anlehnung  an  die  praktischen  Ergebnisse  bemühte,  die  bald  erkannte 
Möglichkeit  auch  des  Ausgleiches  zweiter  Ordnung  für  die  Industrie 
nutzbar  zu  mach^i.  Aus  diesen  Bestrebungen,  an  denen  sich  u.  a.  der 
Verfasser  beteiligte,  ist  auch  die  vorliegende  Arbeit  hervorgegangen. 

*  Taylor:    „The   causes  of  vibrations  of  screw  steamers",  Joum.  of  the 
American  Society  of  Naval  Engineers  Vol.  m.  1891. 
**  Englisches  Patent  Nr.  6821/1892. 
♦**  Deutsches  Patent  Nr.  80974 ,  1893. 


(Fortseteang  folgt.) 
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Die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  nach  den  Methoden 

der  Photogrammetrie. 


Von  I 

I 

Karl  Heitn 

in  Berlin. 


Vor  zwei  Jahren  wurde  ich  —  bei  Gelegenheit  der  internationalen 
Wolkenmessungen,  die  vorwiegend  auf  photographischem  Wege  er- 
folgten —  angeregt,  eine  analytische  Lösung  der  Grundaufgabe  der 
Photogrammetrie  für  eine  ganz  beliebige  Orientierung  der  Platten  zu 
versuchen,  die  hier  im  ersten  Abschnitte  mitgeteilt  ist. 

Die  grossen  Fortschritte  der  photographischen  Aufnahmetechnik, 
welche  ich  bei  Gelegenheit  der  sogenannten  kinematographischen  Vor- 
führungen der  Gebr.  Lumiere  u.  a.  sah,  gaben  den  Anlass  zur  Auf- 
stellung und  Durchführung  des  naheliegenden  phoronomischen  Pro- 
blems der  Geschwindigkeits*  und  Beschleunigungsbestimmung  rasch 
bewegter  Objekte  auf  diesem  Wege. 

Zu  einer  praktischen  Ausbildung  des  Verfahrens  ist  allerdings 
mehr  nötig  als  die  Aufstellung  einiger  Formeln,  die  bei  ihrer  Hand- 
habung doch  noch  mancherlei  Vereinfachungen  verlangen  werden.  Nicht 
geringe  Schwierigkeiten  werden  namentlich  die  Bildmessungen  bei  dem 
kleinen  Plattenformat,  welches  bei  Serienaufnahmen  notwendig  ist, 
verursachen.  Aber  es  scheint  mir  verfrüht,  jetzt  schon  auf  Einzel- 
heiten hinzuweisen,  die  sich  dem  Problem  in  der  Praxis  ungesucht 
aufdrängen  werden.  Hier  ist  eine  Fassung  und  allgemeine  Lösung 
desselben  vom  Standpunkte  des  Mathematikers  mitgeteilt,  nicht  mehr. 

A.  Beziehungen  zwischen  den  Raumkoordinaten 
und  den  Plattenkoordinaten  eines  Punktes. 

1.  Setzen  wir  ein  photographisches  Objektiv  voraus,  welches 
winkelgetreue  Abbildungen  liefert,  so  kann  das  Bild  eines  Rauni- 
punktes,  welches  auf  der  Platte  entsteht  —  abgesehen  von  der 
sphärischen  und  astigmatischen  Abweichung  —  als  eine  Central- 
Projektion  desselben  betrachtet  werden.  Als  projizierender  Strahl  ist 
der  optische  Hauptstrahl  des  betreffenden  Punktes  anzusehen,  welcher 
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in  den  ersten  Hauptpunkt  eintritt,  aus  dem  zweiten  mit  eioer  Parallel- 
verschiebung  austritt  und  die  Platte  in  dem  Bildpunkt  durchsticht. 
Der  vordere  Hauptpunkt  erscheint  hiemach  als  Centrum  der  Projektion 
und  die  Bildebene  liegt  um  den  Abstand  der  Hauptpunkte  parallel 
Terschoben  Yor  der  Platte.  Jline  Gerade,  welche  durch  das  Centrum 
geht  und  die  Bildebene  senkrecht  durchschneidet,  soll  in  üblicher  Weise 
als  Hauptaxe  bezeichnet  werden. 

2.  Den  Raumpunkt  P  beziehen  wir  auf  ein  festes  rechtwinkliges 
Äiensystem  und  nennen  die  hierauf  bezüglichen  Koordinaten  o'j  y,  z. 
Die  entsprechenden  Koordinaten  des  Projektionscentrums  C*  seien  a, 
hy  c.  Bildet  nun  die  Hauptaxe  mit  den  Raumaxen  die  Winkel  a^  ß,  y^ 
so  sind  ihre  Gleichungen: 

X  —a         y  —  b         z  —  c 

COB  a  cos  ^  cos  y 

Auf  dieser  Geraden  errichten  wir  eine  normale  Ebene,  welche 
durch  C*  geht  und  von  der  zu  ihr  parallelen  Bildebene  den  Abstand 
h  hat.  In  dieser  Ebene  denken  wir  uns  ferner  zwei  zu  einander  senk- 
rechte Geraden  durch  C*  gezogen,  welche  mit  den  Raumaxen  be- 
bezw.  die  W^inkel  a'/JV  '^^^  a"ß"y"  einschliessen.  Hierdurch  erhalten 
wir  mit  Hinzunahme  der  Hauptaxe  ein  zweites  Axenkreuz,  auf  welches 
wir  den  Punkt  P  beziehen  können.  Die  entsprechenden  Koordinaten 
seien  x\  y\  z\  Beide  Koordinatensysteme  sind  durch  die  bekannten 
Gleichungen: 

jc'=='  {x  —  a)  cos  a  +  {y  —h)  cos  ß  +  (j?  —  c)  cos  y 

1)  y'=  (-P  —  ä)  cos  a'  +  (y  —  6)  cos  ß^  +  {z  —  c)  cos  y' 
z^^{x  —  a)  cos  «"+  (y  —  h)  cos  /S"+  (^  —  c)  cos  y ", 
a- —  a  =  a;'cosa  +  y'cosa'+ «sr'cosa" 

2)  y- fe  =  a;'cos/J+ y'cos/J'+;8f'cos/3'' 
z  —  c  =  x'co9y  +  y*eo8y'+ z^cosy" 

analytisch  verknüpft. 

Da  sich  die  abbildenden  Strahlen  im  Centrum  kreuzen,  so  be- 
stehen zwischen   den  Axenwinkeln   die  Relationen   der  Orthogonalität 

in  der  Form:       .  h  «,  ^  i 

1   cos  a"—  cos  p  cos  y  —  cos  p  cos  y 

3)  I   cos  /S"«—  cos  y' cos  a  —  cos  y  cos  a' 

\  cos  y "—  cos  a '  cos  ß  —  cos  a  cos  /J'. 

Es  ist  nun  sehr  leicht,  zu  den  Grundformeln  der  Photogrammetrie 
zu  gelangen.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Gentralprojektion  des  Punktes 
P  mit  P'  und  setzen  zugleich  C*P=e,  C*F^=e\  so  folgt  aus  der 
perspektivischen  Lage 

wenn  v  und  w  die  rechtwinkligen  Plattenkoordinaten  des  Bildpunktes  P' 
bedeuten.     Die  Gleichungen  1)  und  2)  gehen  jetzt  über  in: 
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4) 


und 


(TÄ  ■=  (x  —  a)  cos  a  +  (y  -—  &)  cos  /J  +  (^  —  c)  cos  y  '^  F 
öv  <^{x~  a)  cos  0/  +  (y  —  &)  cos  /3'  4-  (£r  —  c)  cos  y'  =  F^ 
öw=  {x  —  a)cosft"+  (y  —  5)cos/J"+  (;?  —  c)cosy"==  F" 


a;  —  a  ==  <y  (7i  cos  a  +  «;  cos  «'+  e«;  cos  a")  =  <y  J. 

5)  {  y  —  &  «=  <y (Ä cos /J  +  1; cos/S'+  «; cos /J")  =  6B 
z  —  c  =  a  (Ä  cos  y  +  t;  cos  y'+  tr  cos  y ")  —  0  C 

Die  Gleichungen  4)  geben  zur  Bestimmung  der  Plattenkoordinaten 
(d.  h.  der  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Bildpunktes  in  der  Bildfläche) 
die  Formeln: 

6)  1;  =  j^Ä     und     tc?  =  -^  Ä. 
Aus  den  Gleichungen  5)  folgt  unmittelbar: 

also  die  Gleichungen  des  projizierenden  Strahls  PP\ 

Hat  man  zwei  centralprojektivische  Bilder  desselben  Punktes  P 
mit  den  Bildkoordinaten  Vq,  Wq  und  t?^,  w^,  welche  zu  den  Orientierungs- 
konstanten ,  _  I    ai      I       n    rtit      n     1 

%\Cfi  «o/^o^o  «o/'o/o  «0/5  0/0  K 

gehören,  dann  dienen  die  Gleichungen: 

'^  »aj  — Ol        y  —  \         £  —  Ci 


zur  eindeutigen  Bestimmung  des  Punktes  P. 

Hiermit  ist  die  Grundaufgabe  der  Photogrammetrie  erledigt. 

3.  Nur  selten  wird  man  jedoch  die  Formeln  8)  in  ihrer  voll- 
ständigen Allgemeinheit  d.  h.  bei  ganz  beliebiger  Orientierung  der 
Platten  zur  Anwendung  bringen..  Die  Axe  der  v- Koordinaten  kann 
man  fast  immer  horizontal  legen.    Dann  ist 

cos«  cosa'+  cos/S  cos/3'=  0 
und 

cos*a'+  cos*/S'=  1, 

also  ,       .    ^, 

cosa^=smp. 

Hiernach  wird 

,  CO8  ß  a,  COS  er  f        ^ 

cos  «'«=-7—^?     COS/J'-« -. ;     cosy'=0 

Bin  y  '^  sin  y  ' 

und  wegen  der  Gleichung  3): 

cos  a"=  —  cos  o  ctg  y,     cos  /S"=  ~  cos  ß  ctg  y,     cos  y"«^ 


Biny 
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llf.1. 


Fig  i. 


OL^A 
'^   OM=A 
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Erfolgen  die  Aufnahmen  durch  einen  Photo theodolithen^  der  es 
gestattet^  das  Äzimuth  g  und  die  Höhe  rj  der  Hauptaxe  zu  bestimmen, 
dann  ist: 

cosa  =      cos  17  cos  g,     cosjS  =      cosijsinf, 

cos«'—      sinj;, 

cos  «"=  —  sin  tj  cos  g, 

cosy  =  sin^y, 


9) 


cos/J'=  —  cosg 
cos^"-=  —  sin  7]  sin  g, 


cosy'=  0, 


ji 


und  demnach: 


10) 


oder 


cosy"=  cosi^, 

Ä^h  cos  rj  cos  5 
jB  «  Ä  cos  iy  sin  5 
C  ==  7&sini^  +  t<;cos77, 

A  «=  A'cos  J;  +  t?  sin  g 
B  =  A'sin  i  —  V  cos  g 
C  ^h  siUT]  +  w  cos  ly 


t?  sin  J  —  t«?  sin  r^  cos  f , 
t;  cos  £  —  w?  sin  iy  sin  J;, 


7t'=  A  cos  17  —  t(;8ini7. 


Für  die  graphische  Durchführung  konstruiert  man,  nach  den 
vorstehenden  Oleichungen,  zunächst  h'  und  C  aus  h,  w  und  17  und 
darauf  B  und  ^  aus  /»',  v  und  (.  Hat  man  so  die  Richtungs- 
konstanten für  jede  Platte  gefunden,  so  kennt  man  die  Projektionen 
der  Oeraden  C*qP  und  C*^Pj  deren  Durchschnitte  den  Grundriss 
und  Aufriss  des  gesuchten  Baumpunktes  P  liefern  (cf.  die  vorstehenden 
Figuren  1  und  2). 

In  manchen  Fällen  mag  die  rechnerische  Durchführung  —  wegen 
der  Erreichung  grösserer  Genauigkeit  —  vorzuziehen  sein. 


B.  Beziehungen  zwisohen  der  Gtesohwindigkeit  des  Baumpunktes 

und  seiner  Oentralprojekücn. 

4.  Bisher  haben  wir  uns  den  Punkt  P  im  Räume  ruhend  vorgestellt. 
Wir  wollen  nun  annehmen,  er  besitze  eine  stetige  Bewegung,  so  dass 
auch  der  Bildpunkt  P'  eine  gesetzmässige  Bewegung  in  der  Bildebene 
erhält.  Die  Beziehungen  zwischen  den  Geschwindigkeitskomponenten 
beider  Punkte  ergeben  sich  am  einfachsten,  indem  wir  die  Gleich- 
ungen 5)  nach  der  Zeit  differentiieren.  Die  entsprechenden  Derivierten 
sollen  durch  übergesetzte  Punkte  bezeichnet  werden.    So  erhalten  wir: 


•  11) 


X  = 

aA  +  <sA 

• 

y  - 

ÖB+oB 

• 

z  = 

iC+eC. 
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In    diesen   Ausdrücken    ist   a  als   bekannt   anzusehen  ^   denn  wir 
haben  nach  den  Gleichungen  4): 


12)  ^  _  V{^-ay+(y-by+iz^c)^ 


•     •     •  • 

Ebenso   sind  Ay  B,  C  ihrem  Werte   nachgegeben,  sobald    v  und 

tr  bestimmt  sind.     Es  ist: 

■  ■  •  •  •  • 

A  ^  V  cos  a^  +  w  cos  «" ,  JB  =  v  cos ß '+  w  cos  /!", 

•      •  • 

C  -^  V cos y'+  tr  cos  y", 

denn  h  wollen  wir  als  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Orösse  an- 
sehen. 

Aus    den    Gleichungen   11)   erhalten   wir   durch   Elimination   der 

Grosse  6i 

•  •   •  •  •  •  • 

-«N  x  —  cA         y  —  üB         M  —  öC 

5.  Obwohl  die  vorstehenden  Relationen  für  die  Geschwindigkeits- 
bestimmung nach  den  Methoden  der  Photogrammetrie  die  ausreichende 
Grundlage  abgeben,  so  wollen  wir  doch  noch  die  entsprechenden  Aus- 

_  •       • 

drücke  des  Komponenten  der  Plattengeschwindigkeit  (y,  w)  durch    die 

Komponenten  der  Raumgeschwindigkeit  {Xj  y,  z)  hinzufügen,  weil  sie 
einen  weiteren  Einblick  in  die  Natur  des  vorliegenden  Problems  ge- 
statten. Wir  differentiieren  deshalb  auch  die  Gleichungen  4)  nach  der 
Zeit  und  erhalten: 

hö  =  Fy     ÖV  +  öv  '=  F,     öw  +  öw^  F". 

Hieraus  folgt: 

hö^i  ^FP      F'if' 

hö^w^Fp'     F"F, 

oder  durch  Ausführung  der  Produkte  und  Berücksichtigung  der  Gleich- 
ungen 3): 

hö^v  =  [{z  - c)y  —  (y  —  h) z]  cos  a"+  [(x  —  a)  z  —  (z  —  c) x]  cos  /3" 

+  [(y  ~-h)x-  (x  -  a)y]  cos  y" 

_  •  •  • 

ho^w=^[(z  — c)y  —  {y~b) z] cos a*  +  [(x  —  a)z  —  (z  —  c)x]  cos/3. 

+  [fy  -  h)x  -  (x  -  a)y]  cos  y" 
Die  Grossen: 

{z  ■~(')y-{y-  h)z  =i> 

.  ■ 

{x  —  u)z  —  (ß  —  c)x  =  q 

{y-h)x  -  (x-  a)!f=-  r 


14) 


15) 
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sind  die  Komponenten  der  Sektorengeschwindigkeit  des  Vektors  C*P, 

Die  Komponenten  der  Plattengeschwindigkeit  v  und;  w  yerschwindeu 
gleichzeitig  mit  den  Grössen  p,  q,  r,  Ist  die  Sektorengeschwindigkeit 
konstant  —  wie  bei  der  Centralbewegung  — ,  so  sind  auch  die  Grössen 

o^v  und  a^w  konstant^  d.h.  die  Plattengeschwindigkeit 


ist  dem  Quadrat  von  a  umgekehrt  proportional. 

6.  Wir  setzen  nun  voraus,  dass  man  aus   zwei  Centren  C*q  und 
C\  zwei  Serien  photographischer  Momentaufnahmen  desselben  in  Be- 


Fig.  3. 


Flg.  4. 
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wegung  befindlichen  Punktes  P  besitze ,  die  synchron  und  in  gleichen 
Zeitabschnitten  hergestellt  sind.  Ist  das  Objekt  den  Apparaten  so 
nahe,  dass  seine  Abstände  von  den  Platten  nicht  sehr  grosse  Vielfache 
der  Brennweiten  der  Objektive  betragen,  so  werden  auch  die  Bild- 
weiten Hq  und  h^  für  die  verschiedenen  Aufnahmen  nicht  konstant 
bleiben  können.  Bei  den  sehr  rasch  aufeinander  folgenden  Aufiiahmen 
der  Bilderreihen  f&r  die  sogenannten  kinematographischen  Vorführungen 
vermeidet  man  diese  Schwierigkeit,  indem  man  Objektive  mit  ver- 
hältnismässig kleiner  Brennweite  verwendet  und  die  Aufnahmen  ab- 
bricht, sobald  das  Objekt  nicht  mehr  die  hinreichende  Entfernung  vom 
Apparat  hat.  Für  die  Lösung  unseres  Problems  wollen  wir  demnach 
ebenfalls  konstante  Bildweiten  annehmen. 

Aus  den  beiden  Aufhahmereihen  greifen  wir  zunächst  die  Platten- 
koordinaten (r,  w)  heraus,  tragen  sie  in  ein  Axenkreuz  ein  und  er- 
halten so  zwei  diskrete  Punktreihen,  welche  den  in  gleichen  Zeit- 
abschnitten aufeinander  folgenden  Lagen  (cf.  Fig.  3  und  4)  des  Objekt- 
panktes  entsprechen. 


Von  Karl  Hsun. 
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Nun  wähle  man  fQr  das  konstante  Zeitintervall  eine  gewisse 
Lungeneinlieit  und  stelle  die  Koordinaten  v  und  w  einzeln  als  Funktionen 
der  Zeit  dar,  wie  die  Figuren  5  und  6  zeigen. 

Bei  stetigen  Bewegungen  —  um  die  es  sich  hier  allein  handelt  — , 
kann  man  durch  die  Endpunkte  der  Koordinaten  v  und  w  eine  Kurve 


Fiff.  r>. 


w^  »  Ainkl  (t) 


legen,  so  dass  die  Tangenten  in  den  einzelnen  Punkten  ohne  weiteres 
die  Grossen  v  und  w  darstellen.     In   den  meisten  Fällen  wird  es  je- 


Fig.  6. 


ic;^«  funkt  {t) 


doch  vorzuziehen  sein,  die  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  t  durch 
Interpolation  aus  einer  bestimmten  Ordinatenzahl  numerisch  zu  finden 

und  die  gefundenen  Werte  von  v  und  w  in  der  Zeichnung  darzustellen. 
För  drei  Ordinaten  v\  v",  t?'",  welche  den  Abscissen  ^',  t'\  t"  entsprechen, 
hat  man  die  einfachen  Interpolationsformeln  (<"—<'=  ^"'— ^"=  Af): 
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2A^ 


("),r 


itf 


Die  erste  und  dritte  gelten  für  die  Grenzpunkte,  die  zweite  für 
die  Zwischenpunkte.  Hiernach  sind  die  Figuren  7  und  8  aus  den 
vorstehenden  abgeleitet. 


Fig.  7. 


Fig  8. 


w^  =  funkt  U) 


w^ «  ftinkt  (t) 


•  •  •  _ 

In  den  Gleichungen  13)  sind  jetzt  die  Grössen  öA,  öB,  aC 
für  jeden  Wert  t  des  in  Betracht  kommenden  Zeitintervalls  bekannt. 
Setzen  wir  also  -.         ,        f^      t»        /y        r 

so  ist  die  Gerade  mit  den  laufenden  Koordinaten  Xj  y,  z^  deren  Gleich- 
o     •  x—a*        y—b'       s-^c' 


A 


0 


sind,  fcir  die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  noch 
nicht  ausreichend.  Nehmen  wir  aber  zwei  solcher  Geraden,  die  sich 
auf  die  Centren  C*^  und  C*i  beziehen: 


16) 


X 

-< 

y 

-K 

z 

-c'„ 

4, 

B„ 

ö. 

X 

-«'. 

• 

-K 

• 

z 

-c\ 

A 

B, 

(\ 
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•  •         • 

SO  können  die  Komponenten  Xy  y,  z  genau  so  gefunden  werden,  wie 
die  Koordinaten  Xj  y^  z  aus  den  Gleichungen  8),  also  auch  nach 
dem  in  Figur  2  erläuterten  graphischen  Verfahren.  Hiermit  ist  die 
(leschwindigkeit  des  Raumpunktes  P  fär  einen  bestimmten  Wert  der 
Zeit  gefunden,  ohne  dass  wir  seine  vorangehenden  und  nachfolgenden 
Lagen  im  Baume  zu  kennen  brauchen. 

C.  Die  Besohleunigong. 

7.  Die  Bestimmung  der  Beschleunigung  des  Raumpunktes  bietet 
nach  dem  Vorstehenden  nichts  neues.  Wir  haben  die  Gleichungen  11) 
nochmals    nach   der  Zeit   zu  differentiieren  und  die  zweite  Derivierte 

Ton  c  nach  der  Zeit  o  zu  eliminieren.    So  folgt  aus  den  Ausdrücken: 

ar  =  a  A  +  2oA+  6Ä 

y^6B+26B^  öB 

'b^6C  +  2cC  +  aC\ 


indem  wir 


setzen,  das  System 
17) 


26Ä  +  6Ä=^a" 
2öB  +  öB==b" 
2ifC  +  60  -^c" 

i-o"        y-b"        'i-c" 


A  B  C 

welches  wieder  för  die  Orientierungen  aus  den  Centren   0%  und  C*^ 

gilt  und  dann  zur  Auffindung  von  x^  y^  z  ausreicht. 

Aus  den    Gleichungen  tl)  kennt  man  jetzt  <f,   denn  durch  Qua- 
drieren und  Addieren  erhalten  wir 

(i  -  6Äy+  (y  -  6By+  (z  -öCy  -  a\Ä^+  B^+  C^), 

oder  

18)  i_   K(i-ar+(3/-&r+(i-er 


c  = 


l/Ä«  +  t?«  +  t|7« 

sodass  in  der   Gleichung  17)  alle  Grössen   bekannt  sind,   sobald  man 

die  Beschleuni^ungskomponenten  v  und  w  aus  den  graphischen  Dar> 
Stellungen  (Figur  7  und  Figur  8)  entwickelt  hat. 


Beweis  einiger  Determinantensätze  mittels 
der  Grassmannsohen  Ausdehntmgalehre« 

Von 

Emil  Müller 

in  Königsberg  i.  Pr. 


Schon  H.  Hankel  hat  in  seinem  Werke  „Theorie  der  kom- 
plexen Zahlen ^^*  an  einigen  Beispielen  gezeigt^  mit  welcher  Leichtig- 
keit sich  Determinantensätze  mit  Hilfe  der  Grassmann  sehen  Aus- 
dehnungslehre ableiten  lassen^  und  Herr  V.  Schlegel  spricht  geradezu 
die  Behauptung  aus^  ^^dass  die  Lehre  von  den  äusseren  Produkten  zur 
wissenschaftlichen  Begründung  der  Determinantentheorie  unentbehrlich 
sei."**  Auch  von  anderen  Seiten  wurde  wiederholt  auf  die  Vorteile  hin- 
gewiesen, welche  die  Auffassung  jeder  Determinante  als  äusseres  Pro- 
dukt gewährt.***  Ich  bin  nun  der  Meinung^  dass  jedes  Gebiet  der 
Mathematik^  in  dem  Determinanten  zu  häufiger  Anwendung  kommen^ 
sich  überhaupt  kürzer  und  anschaulicher  mit  Benützung  des  Grass- 
mann sehen  Kalküls  darstellen  lasse.  Bisher  sind  nur  erst  wenige 
Versuche  in  dieser  Richtung  gemacht  worden.  Aus  einer  Durcharbeitung 
der  verschiedenen  mathematischen  Disziplinen  mit  Benützung  der  Aus- 
dehnungslehre zöge  auch  diese  bedeutenden  Nutzen;  denn  immer 
werden  dabei  Schwierigkeiten  auftreten,  zu  deren  Überwindung  ent- 
weder neue  Begriffsbildungen  oder  wenigstens  Erweiterungen  vor- 
handener Begriffe  und  Sätze  erforderlich  sein  werden. 

Arbeitet  man  z.B.  die  Lehre  von  den  Determinanten  im  Sinne 
der  Ausdehnungslehre  durch,  so  stösst  man  bei  der  Ableitung  der 
Sätze  über  ünterdeterminanten  auf  Schwierigkeiten.  Während  vorher 
stets  nur  Determinanten  aus  v?  Elementen  auftraten,  die  sich  als 
äussere  Produkte  von  n  Grössen  erster  Stufe  eines  Hauptgebietes 
w*®'  Stufe  darstellen  liessen,  treten  jetzt  daneben  noch  Determinanten 
höherer  Grade  auf  Man  bewegt  sich  also  nicht  mehr  in  einem  Ge- 
biete M*®""  Stufe,  sondern  hat  es  mit  Beziehungen  zwischen  diesem  und 
Gebieten  höherer   Stufen   zu   thun.     Ich   zeige  nun  im  nachfolgenden 


*  Leipzig  1867. 

**  Raumlehre  11.  Teil  S.  126.   Leipzig  1875. 

***  Die  darauf  bezügliche  Litteratur  findet  mau  vollstäudig  angegeben  in  dem 
wertvollen  Aufsatze  von  Herrn  V.  Schlegel:  „Die  Grassmannsche  Ausdehnungs- 
lehre", im  41.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift. 


Von  Emil  MiJllkk.  ^  29 

(^  2 — 4),  wie  man  sich  diese  Erscheinung  dadurch  zurecht  legen 
kann,  dass   man  die  OrOssen  r^'  Stufe  eines  Hauptgebietes  n}*^  Stufe 

als  Grössen   erster  Stufe  eines  Hauptgebietes  (j      Stufe   betrachtet. 

Es  ergeben  sich  dann  leicht  und  übersichtlich  jene  Sylyesterschen 
Satze  über  ünterdeterminanten,  deren  Beweis  Herr  Netto  gegeben 
hat*  Hingegen  gelang  es  mir  noch  nicht,  die  weiteren  Sätze,  welche 
Sylvester  in  dem  Aufsatze:  „Sur  les  determinants  compos^s^'**  anführt, 
zu  beweisen.  Im  §  1  zeige  ich,  wie  aus  einem  allgemeinen  Satze  über 
das  Produkt  mehrerer  Determinanten  sowohl  der  Laplacesche  Deter- 
minantensatz,  als  auch  dessen  von  Herrn  Netto  gegebenen  Erweiter- 
ungen folgen,  wenn  lAan  sich  der  Grassmannschen  Methoden  be- 
dient. 

Hit  A^  citiere  ich  im  folgenden  die  Ausdehnungslehre  von  1862, 
wie  sie  als  zweiter  Teil  des  ersten  Bandes  der  „Gesammelten  Werke '^ 
Grassmanns  vorliegt  (herausgegeben  von  Fr.  Engel,  Leipzig  1896). 

§1. 

Satz  ober  das  Produkt  mehrerer  Determinanten. —  Verallgemeinerter  Laplace scher 

DeterminantenBatz. 

In  einem  Hauptgebiete  n^'  Stufe,  dessen  ursprüngliche  Einheiten 
*u^,'"'i^n  heissen  mögen,  seien  a^y  cl^^  , ,  ,y  an  n  von  einander  un- 
abhängige Grossen  erster  Stufe; 

sei  ihr  äusseres  Produkt  oder  die  aus  ihren  n'  Ableitungszahlen  ge- 
bildete Determinante  und    ^      .,  ^         ,  _ 

ein  Produkt  von  r  anderen  Grössen   erster  Stufe   desselben    Gebietes. 
Bildet  man  nun  aus  a^,  a^; .  .  .;  a»  die  (    )  ===  f^  möglichen  äusseren  Pro- 
dukte r^"*  Stufe  Aj^y  A^, . ,  .yÄfty   so   ^sst   sich  B  aus  ihnen  ableiten, 
etwa 
1)  -B  «  Oi^i  -f  0,^  + h  a^A^. 

Um  den  Koeffizienten  a,-  zu  bestimmen,  multipliziere  man  diese 
Gleichung  mit  dem  Produkte  Ct  der  in  Ai  nicht  vorkommenden  Faktoren 
Oj,  Ol, . . .,  a«^  wobei  diese  in  C|  so  geordnet  sein  mögen,  dass 

[CiAi]  —  [aiOj  . . .  aj  •=  A 
wird.    Da  [CiAjt]  =«  0  für  f  ^  Ä  ist,  so  geht  durch  diese  Multiplikation 
Gleichung  1)  in: 

*  Journal  für  Mathematik  Band  114. 

**  Journal  für  Mathematik  Band  88.  Den  Satz  auf  S.  66  hat  Sylvester 
nachher  bekanntlich  zurackgezo^en.  Yergl.  die  Bemerkangen  Borchardts  zu 
diesem  Aufsatze  im  89.  Bande  S.  82. 
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Über,  woraus 


[dB]  =  adQAi]  -  ttjA 

"«  A 


folgt.     Durch  Einsetzen   dieser  Werte   in  Gleichung  1)   erhält  sie   die 
Form: 

2) 


AB-^dCiB]A* 


Bezeichnen  jetzt 
a\,  a'2, . . .,  a\]    a'\y  a"g,  . . .,  a",; . . .;  a^P\,  a^P\, ,  . .,  a^^\ 

p  Gruppen  von  je  n  und  B\  B^\  . . .,  B^^^  p  Produkte  von  je 

Grossen  erster  Stufe,  und  setzt  man 

A'   =  [a\  a',   ...  a'n] 
A"  ^[a\  a\^  ...a".] 


£iip)==[a^p\a(P\...a^P)ni, 


80  wird  analog  mit  2): 


3)- 


A'B'^^dC'iB']Ä\ 


1 


1 

•  ■ 

•  ■ 

■ 


dann  stellt 


sein.     Bezeichnet  BCp+i)  noch  eine  Grösse  r(''+^^'"  Stufe  und  ist: 

[B'B'\  .  .  i?(p+i)]  =  A 

die  aus  den  Ableitungszahlen  der  n  Faktoren  erster  Stufe  der  Grössen 
7^', . .  .,  JB<P+^)  gebildete  Determinante  dar.  Multipliziert  man  nun  alle 
Gleichungen  3)  miteinander  und  mit  B^f+^\  so  folgt: 

I   A'A". . .  A(P)A  =  I[C',B'][C",J5"] . . . 

wo  die  Summe  über  alle  möglichen  Kombinationen  i,j,,..jk  aus- 
zudehnen ist  und  jede  der  Klammem^  als  äusseres  Produkt  von 
n  Grössen   erster  Stufe,   eine  Determinante  darstellt.     Dies   giebt  eine 


4) 


*  Diese  Gleichung  hätte   auch   unmittelbar  aus   dem   Satze  A^  Nr.  113  ge- 
folgert werden  können. 


Von  Emil  Müllei.  31 

Verallgemeinerung  eines  von  Sylvester  herstammenden  Satzes ,  die 
man  folgendermaßen  aussprechen  kann: 

„Es  seien  (p  +  1)  Determinanten  n^  Ordnung 

t:,  A", . . .,  A(P),  A 

gegdßefi  und  die  letzte  in  p  +  1  Gruppen  von  je 

r\   r\,.,f<^\   r(P+i) 

Beihen  zerlegt  gedockt;  vereinigt  man  nun  die  p  ersten  dieser  Gruppen 
lezic.  mit  n  —  r'j  n  —  r", . .  .,  w  —  r^^^  Beihen  von  A',  A", . . .,  A^''^  zu 
je  einer,  die  ührighleibenden  Beihen  dieser  Determinanten  aber  mit  der 
letzten  Gruppe  von  A  zu  einer  Determinante  und  multipliziert  sie  mit 
einander,  so  ist  die  Summe  aller  möglichen  auf  diese  Weise  gebadeten 
Produkte  gleidi  dem  Produkte  der  (p  + 1)  gegebenen  Determinanten.^^ 

Wendet  man   diesen  Satz   auf  zwei  Determinanten   an,   so  erhält 
man  den  bekannten  Sylvester  sehen  Satz* 
Setzt  man  in  Gleichung  4): 

A'«  A"=  . .  .  =  AC»)  -  [e,  e,...  e.J  ==  1, 

so  kann  man  bei  den  Grössen  Q  und  A/  die  oberen  Indices  weglassen 
und  die  Gleichung  in  der  Form: 

5)  A  -  T[CiB'][CjB"]  . . .  [CkBiP)][ÄiAj . . .  AtB^p^^^] 

schreiben.  Da  die  Grössen  C  und  A  jetzt  Produkte  von  Einheiten 
sind;  so  sind  die  Produkte 

[C,B%    [CjB%...,[C,BiP)l    [A,Aj-.-A,B(p-^^)] 

Unterdeterminanten  von  A,  die  aus  je  r',  r'*,,..,r^p\  r^+*^  Reihen 
entnommen  sind.  Das  letzte  Produkt  hat  aber  nur  dann  einen  von 
Null  verschiedenen  Wert,  wenn  in  [AiA^ ,  . .  Ak]  keine  der  Einheiten 
6*1,  ej, . . .,  ^«  zweimal  vorkommt  oder,  was  dasselbe  sagt,  wenn  die 
ünt^rdeterminanten   ^(j^;ßi^^     [CjB%  .  .  .,[CkB^P)] 

lauter  verschiedenen  Eolonnengruppen  entnommen  sind.     Gleichung  5) 
spricht  daher  den  Laplace sehen  Determinantensatz  aus. 
Setzt  man  jetzt  in  Gleichung  4)  n  +  m  statt  n,  also 

femer  *fAff  a/x^  i  ,-. 

A'=  A''= =  A(P)  =  [ei6'3  .  .  .  Cnb^^i  .  .  .  6*4-m], 

dann  erhält  sie  die  Form: 

6)  A'^A  -  J:[CiB'][CjB"] . . .  [CuB^p)][AiAj . . .  AkB^p-^% 

worin  C)^  Cj,  .  .  .,  C\  sowie  [AiAj .  .  ,  At]  Produkte  der  Grössen 
hezßichnem 


*  YeTgl.  JBaltzer,   „Detenuinanten",   5.  Aufl.  §4,4.   Leipzig  1881. 
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Wählt  man  femer 

SO  muss^  um  auf  der  rechten  Seite  der  Oleichung  6)  von  Null  ver- 
schiedene Summanden  zu  erhalten , 

[ÄiAj . ,  .Äi]^  [e^e^ '  --en], 

demnach  r  ^    ^  ^   t-i/    i  .n-i       ai 

[A{Äj . , .  ÄjtB(P-^^)]  =^  A* 

sein.    Oleichung  6)  kann  also  in  der  Form: 

geschrieben  werden. 

Um  das  hierin  enthaltene  Gesetz  leichter  zu  erkennen^  nehme 
man  eine  einfache  Umformung  vor.  Nach  der  Definition  der  Grösse 
Ci  z.  B.  soll  [CiAi]  =  A'  sein;  da  Ät  bloss  /  der  Einheiten  e^,  e^, . .  .,e^ 
enthalt,  muss  d  ausser  w  —  /  dieser  Einheiten  alle  Grössen 

als  Faktoren  besitzen.  Denkt  man  sich  nun  die  in  Q  enthaltenen 
Einheiten  in  einer  solchen  Reihenfolge  zu  einem  äusseren  Produkte  Ei 
vereiniirt,  dass  rip  a  i       r^^         ^  i 

wird,  so  muss,  wegen  [QÄ,]  =  A'  ==  [ei^j  . . .  e,,6,4.i .  . .  ft^+m], 

[C,Äi]  =  [EiÄibn-\-l  . . .  6„  +  m] 

sein.  Das  Produkt  [CiAi]  ändert  demnach  sein  Vorzeichen  nicht,  wenn 
man  Ac  über  die  Faktoren  6„4.i, . . .,  6„_|_„  hinwegschiebt  und  statt  der 
in  Ci  vorkommenden  Einheiten  Et  als  ersten  Faktor  setzt.  Da  B' 
dieselbe  Anzahl  Faktoren  wie  Ai  besitzt,  so  wird  auch 

[CiB^]  =  [EiB'K  +  l...bn+n.] 

sein.     Dasselbe  gilt  fär  alle  anderen  Produkte 

[CjB%.,.,[C,B(P)]. 
Gleichung  6'*')  kann  deshalb  in  der  Form: 

A'"-i  A  =^  Z[EiB^^bn  +  i . . .  b,+m][EjB''. fc,  +  i  . . .  6.+m]  . . . 

[EiB(P)'bn^l...bn  +  m] 

geschrieben  werden. 

Wären  &i,  &2>  •  -  •;  ^»  ^^^  ^^^  ^  Einheiten  abgeleitet,  also 

A  «  [b^b^ . . .  6n]  =  [B'B^\  . .  B(p)] 

eine  Determinante  n**'  Ordnung,  so  gäbe  ihre  Entwicklung  nach  dem 
Laplaceschen  Satze  [vergl.  Gleichung  5)], 

A  -  T[EiB'][EjB^'] . . .  [EtB(p)l 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  Gleichung  7),  so  kann  man 
den  von  Herrn  Netto  gefundenen  Satz  ablesen: 


7) 


Von  Eun.  Müller.  33 

„Aus  jeder  durdi  die  Laplacesche  Zerlegung  gegebenen  F&rmd  für 
DeterminafUen  n*"*  Ordnung,  bei  welcher  die  Elemente  der  Produkt- 
Summen  durch  Subdeterminanten  ausgedrückt  sind,  kann  man  eine  ahn- 
liehe  Formel  für  die  Determinante  {n  +  m)^  Ordnung  herleiten,  indem 
fnan  der  Deiermina/nte  A  den  Faktor  A'^"**  hinzufügt,  A'  bezeichnet 
ilabei  di^enige  Determinante,  u:elche  aus  A  durch  Unterdrückung  der 
n  ersten  Reihen  und  Kolonnen  Jiervorgehty  und  p  giebt  die  ZcM  der 
Faktoren  an,  weldie  jedes  einzelne  Glied  der  Produktensumme  enthnlt.^^*- 

§2. 

Die  Grössen  r*«'  Stufe  eines  Gebietes  g  als  Grössen  erster  Stufe 

eines  Gebietes  G. 

Die  aus  den  ursprünglichen  Einheiten  ^i,  e^^ , ,  .^  e^  eines  Gebietes 
»'"  Stufe  gebildeten  (  1  =  f*  äusseren  Produkte  r*®'  Stufe  sollen  in 
irgend  einer  Reihenfolge  mit 

E[^\Ei^),...,E('), ,£W 

bezeichnet  und  die  Einheiten  r**'  Stufe  genannt  werden.    Sind 

ötj,      a^y    ...,011 

wieder  irgend  n  Grössen  erster  Stufe  desselben  Gebietes,  das  g  heissen 
möge,  so  sollen  deren  äussere  Produkte  r*®'  Stufe  mit 

Afr),  A^\  . .  ,  Ap, . .  .,  ^« 

derart  bezeichnet  werden,  dass  A^p  in  E^""^  übergeht,  wenn  man  jeden 
Faktor  a^  durch  Ck  ersetzt.  Bezeichne  femer  Ej^^  ""  ••)  die  Ejp  ergänzende 
Einheit  (n  —  r)**"  Stufe,  d.  h.  das  äussere  Produkt  aller  in  E^^  nicht 
vorkommenden  Einheiten  und  zwar  in  solcher  Reihenfolge  genommen, 

dass  [-E^'-^J?^"  -  ^)]  =  1 

ist  Dann  lässt  sich  jede  Grosse  A^^  durch  die  Grössen  Ejp  ebenso 
ausdrücken,  wie  sich  in  Gleichung  2)  die  Grösse  B  durch  die  Grössen 
Ai  ausdrücken  liess,  nämlich: 

8)  A^)  =V*  CA-'^-^i"  "  '■^l  ^k^' 

1 

Die  in  dieser  Gleichung  auftretenden  Koeffizienten 

sind  die  aus  r  bestimmten  Reihen  Ton  A  »  [o^ci^  . . .  aj  entnommenen 
ünterdeterminanten  r^'  Ordnung.     Ist  nämlich: 


♦Netto  a.  a.  O.  S.  348. 

ZeiiieJirift  f.  ICatbematik  n.  Physik.  44.  Jahrg.  1899.  1.  Heft. 
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so  stellt  \ÄpEj^*  "^""^  jene  UnterdeterminaDte  von  A  dar,  die  aus 
den  Reihen  i\,  ^2?  •  •  -t  'V  diirch  Unterdröckung  der  Kolonnen 

hervorgeht 

Zu  einer  einfachen  und  den  Methoden  der  Ausdehnungslehre  ent- 
sprechenden Ableitung  der  auf  die  Unterdeterminanten  von  A  bezüg- 
lichen Sätze  gelangt  man,  wenn  man  die  Einheiten  r**'  Stufe  Ej^^^  des 
Gebietes  g  als  ursprüngliche  Einheiten  eines  neuen  Gebietes  G  von 
ft*®'  Stufe  betrachtet.  Dies  ist  erlaubt,  da  die  Grössen  Ej^^^  in  keiner 
Zahlbeziehung  zu  einander  stehen.  Die  Produkte  Ap,  als  aus  diesen 
Einheiten  abgeleitet,  gehören  dann  G  an.  Die  auf  das  Gebiet  G  be- 
züglichen äusseren  Produkte  sollen  zum  Unterschiede  von  den  firüheren, 
auf  das  Gebiet  g  bezüglichen,  durch  geschweifte  Klammem  {  }  gekenn- 
zeichnet werden.  Setzt  man  nun  das  äussere  Produkt  der  ft  Einheiten 
E^  gleich  eins,  also 

9)  [i;wi:w...i^w[  =  i, 

dann  ist  jedes  äussere  Produkt  von  ft  Grössen  erster  Stufe  des  Ge- 
bietes G  gleich  der  aus  ihren  Ableitungszahlen  gebildeten  Deter- 
minante fi'®'  Ordnung.     Der  Gleichung  8)  zufolge  ist  insbesondere 

10)        AC-)  =  ^A['^MK  . .  J.);) j  =  [^(^)£(»-^)]  I,    i,  i  =  1, 2, . . .,  /ii 

(Lh.  glndi  der  aus  den  Unterdeterminanten  r*^  Ordnung  von  A  gcbildetm 
Determinante  fi*^'   Ordnung. 

Das  Produkt  ^^  _  j  ^(.)^^.,        J^r)  j 

lässt  sich  aber  noch  in  anderer  Form  darstellen.  Setzt  man  in  A  statt  a, 
die  Grösse  ,       <         .   *■        .  .   t 

&  =  Ol  tti  +  bgttg  -^ h  inCln 

und  bezeichnet  die  aus 

flj,   a2, . ' .,  a^i—if   &,  «i-i-i, . .  .,  a^ 

gebildeten  äusseren  Produkte  /***'  Stufe  den  früheren  Produkten  ent- 
sprechend mit  A^/^\  A!^^\  .  .  .,  A^p\  so  enthalten 


(;:;)= 


dieser  Grössen  das  Element  h.  Ist  A^p'  eine  solche  Grösse,  und  er- 
setzt man  darin  b  durch  obigen  Ausdruck,  so  zerfallt  A^p'  in  eine 
Vielfachensumme  von  Grössen  A^''\  worunter  sich  auch  A^p  befindet 
und  zwar  mit  dem  Koeffizienten  b,-  versehen. 


Von  Emil  Müllbb.  35 

Bildet  man  daher  das  Produkt 

so  können  von  A^j^^  alle  Glieder  A^''^  ausgenommen  A^^\  weggelassen 
werden,  da  sie  als  andere  Faktoren  vorkommen.  Statt  jedes  Faktors 
.4^^^'^  der  &  enthält,  ist  demnach  in  dem  letzten  Produkte  hiA^^^  zu 
setzen.  Da  diejenigen  Faktoren  A^r^y  welche  b  nicht  enthalten,  ohne- 
dies mit  den  A^r^  identisch  sind,  so  muss 

j^-)'^«^)'.  .  .  A^^y  }  =  ii-{A({)A^-K  . .  ^(;)) 

sein.    Nun  folgt  aber  aus  der  Gleichung  für  &,  indem  man  mit 

[a^a^ . . .  a,--ia,-|-i . . .  a«] 

multipliziert,  ^  tc       r  r  n 

LöTiöj  .  . .  o« J 0/  =  [% a, .  . .  a,_ loa, •+ 1 . . .  a„J 

oder,  wenn  man  die  Determinante  rechts  mit  A'  bezeichnet, 

Benutzt  man  dies,  so  lässt  sich  die  obige  Gleichung  in  der  Form: 

^  A'        '  A* 

schreiben.  Daraus  schliesst  man,  dass  diese  Gleichung  auch  dann  be- 
steht, wenn  alle  Grössen  o,-  durch  beliebige,  aus  ihnen  abgeleitete 
Grossen  ersetzt  werden  und  A'  das  äussere  Produkt  dieser  neuen 
Grossen  bezeichnet  oder,  anders  ausgedrückt,  dass 

A* 

gegenüber  den  linearen  Transformationen  des  Gebietes  g  invariant  ist. 
Setzt  man  nun  in  diesem  Ausdrucke  insbesondere  statt  der  Grössen  a,* 
die  Einheiten  e,-,  so  wird  er  wegen  [e^c^  .  .  .  c„]  —  1  und  Gleichung  9) 
gleich  1.    Gleichung  11)  kann  also  auch  in  der  Form: 

12)  {A({)A^r)_^^ir)^^^r 

geschrieben  werden,  wodurch  ein  zweiter  Ausdruck  für  das  Produkt 
der  Grössen  -4^'')  gefunden  ist. 

Vergleicht  man  jetzt  die  Gleichungen  10)  und  12),  so  folgt 

13)  A('')=a("-'). 

Diese  Gleichung  spricht  den  von  Sylvester*  gefundenen  Satz 
aus,  dass  die  aus  den  Unterdeterminanten  r*""  Ordnung  einer  Deter- 
minante n*""  Ordnung  A  gebildete  Determinante  die  in  —  i\^2^ot€n2  von 
A  i^.  \r-i) 


•  Phil.  Mag.   1851   und  Journal  für  Mathematik  Bd.  88  S.  51.  —  Vergl.  auch 
Baltzer,  Determinanten,  §  7,  6. 


o* 
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§3. 

Die  Grössen  (fi  —  1)*«'  Stufe  des  Gebietes  G. 

Nach  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Ergänzung  (vergl.  A^,  Nr.  89) 
ist  in  dem  Gebiete  G,  zufolge  öleichung  9),  unter  [  E^'"^  das  Produkt 
aller  Einheiten  r*®'  Stufe  mit  Ausnahme  von  JEi''^  zu  verstehen  und 
zwar  die  Faktoren  in  solcher  Reihenfolge  genommen^  dass 

wird.    Aus  dieser  Festsetzung  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass 

für   alle   von  i  verschiedenen   Indices  k  sein   muss.     Nun   war  im  Ge- 

Man  gelangt  daher  zu  demselben  Zahl  wert,  ob  man  das  Produkt 

zweier  Grössen  r*®'  und  (n  —  r)*®'  Stufe  im  Gebiete  g  bildet,  oder  ob 
man  J.^**^  als  Grösse  erster  Stufe  und  JS  (*  —  ''),  indem  man 

14)  Ej^-')^iE(p 

setzt,  als  Grösse  (^  —  1)*®'  Stufe  des  Gebietes  G  ansieht  und  das  auf 
dieses  Gebiet  bezügliche  Produkt 

j^(r)B(»-r)j 

bildet.  Man  kann  mithin  jede  Grösse  (n  —  r)*^  Stufe  des  Gebietes  g 
durch  Anwendtmg  van  Gleichtmg  14)  als  Grösse  (^  —  l)***"  Stufe  d/'s 
Gebud^s  G  letraditen. 

Daraus  folgt  insbesondere,  dass  jede  Unterdeterminante 

von  A  stets  in  der  Form         ,  . 

geschrieben  werden  darf. 

Von  jetzt  an  sollen  die  Grössen  Ä{'*  ~  ''\  wenn  sie  mit  anderen 
durch  geschweifte  Klammem  umschlossen  sind,  stets,  der  Gleichung  14) 
entsprechend,  als  Grössen  (fi  —  1)*"  Stufe  des  Gebietes  G  betrachtet 
werden. 

Da  [Ej''^FA-^)]^[e,e,...en] 

"^^  \m'^Ej:^  -  ^)]  -  0 

ist,  so  wird,  der  Definition  der  Grössen  -4^'*)  und  -4|.*  — '^^  in  §  2  ent- 
sprechend: 
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oder  ,  . 

I    [a^^A^;^-''^]  =0    für  i>i- 

sein.  Die  letzte  Gleichung  sagt  aus^  dass  die  fi  -  1  von  A^^^  ver- 
schiedenen Grossen  A^^^  dem  durch  A^*  ~  '"^  bestimmten  Gebiete  (fi  —  1)'*' 
Stufe  angehören  oder  (J,,  Nr.  84),  dass  j4J'""''>  dem  Produkte  der 
fi  -  I  Grössen  A{''^  kongruent  ist,   also  eine  Gleichung  von  der  Form: 

besteht.  Zur  Bestimmung  des  Koeffizienten  a  multipliziere  man  diese 
Gleichung  mit  .dj*^.    Man  erhält  dann 

oder  mit  Beachtung  der  ersten  Gleichung  15)  und  der  Gleichung  12): 
Die  Gleichung  für  -4J."  ~  **>  lautet  daher 

IS)  ^(»  -  r)  _  (zi)iZi  f   J (r)  ^(r)      ^(r)  ^(r)    ] 

AUS  ihr  erhält  man  unmittelbar  einen  Determinantensatz,  vrenn 
man  sie  etwa  mit  Ej^''^  multipliziert;  es  ist  dann 

[£^r)^(.-r)-|^r-l  _  [  ^^r)  _  ,  ^(r)^  ^  £  W  J  (0^  ^  .  .  .  ^W    j, 

and  diese  Gleichung  spricht  den  Satz  aus: 

,,Die  mit  A*~^  multiplizierte  Vnterdetemunante  (n  —  r/^  Ordnung 
vofi  Ä,  die  durch  WegUiSsung  der  *'**  Zeilen-  und  t'**  Kdonnenkombination 
cntstdity  ist  gleich  derjenigen  ünterdeterminante  von  A^''\  die  durch  Weg- 
\asming  der  i^  Zeile  und  V^  Kolonne  entsteht.^^ 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  Spezialfall  eines  allgemeineren,  der  sich 
auf  ganz  dieselbe  Art  wie  dieser  ableiten  lässt.  Bezeichnet  man  die 
Zahlen  1,  2, . . .,  fi  in  irgend  einer  anderen  Reihenfolge  mit  i^,  tj; . . .  ijn, 
so  schliesst  man  aus  Gleichung  16)  [vergl.  A^y  Nr.  112],  dass  das  äussere 
Produkt  von  ii^end  k  Grössen  A^*~'''\  z.B.: 

kongruent  ist  dem  Produkte 

(  A^r)    A(r^    . . .  A^rA 

aus  denjenigen  (fi  —  k)  Grössen  A^,  deren  Indices  in  dem  obigen 
Produkte  nicht  Torkommen,  dass  also  eine  Gleichung  von  der  Form 
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17)     U(«-'^)^('»-'-). . .  ^(--'')|  =  a{  A(r)     A^'-^     . . .  Ä^rA 

besteht.     Zur  Ermittelung  von  a  multipliziere  man  diese  Gleichung  mit 
Dann  folgt 

\A^r)A^r) , . .  ^w . 4(--o^(--r) . . .  ^(--r) j 

I 

wenn  die  Reihenfolge  von  ii,4^*-;V  ^^  gewählt  ist^  dass  sie  aus 
1^2^  ...^  /li  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Vertauschungen  hervorgeht^ 
oder,  da  das  Produkt  links  zufolge  A^,  Nr.  175*: 

ist,  1 

a  =» 

Den  allgemeineren  Determinantensatz  erhält  man  jetzt  aus  Gleich- 
ung 17),  indem  man  sie  mit  dem  Produkte  von  irgend  Je  Einheiten 
r^'  Stufe,  z.B.:  ,  , 

l    Jt     J%  Jk  J 

multipliziert.     Sie  geht  dadurch  aber  in 

\mr)E{r)  .  .  .  EW.  ^(*-r)^(n-r)  _  ,  ,   ^(«  -  r)  j 
l      h        h  Jk  *i  U  *k  J 

Da  die  linke  Seite  diejenige  ünterdeterminante  von 

A("-'-)«  [a['-'')A!^*-'')  . .  .  A(*-^)\ 

darstellt,  die  aus  den  Zeilen  »i,  t», . . .,  **  und  den  Kolonnen  j^,  jg, .  .,jk 
entnommen  ist,  das  Produkt  rechts  hingegen  jene  ünterdeterminante 
von  A^,  die  durch  Unterdrückung  der  Zeilen  i^,  i^y^-^^ik  und  der 
Kolonnen  j^,  j^^ . . .,  j*  hervorgeht,  so  spricht  sie  den  Frankeschen 
Satz  aus: 

,,lu}ie  Unterdeterminante  V*"^  Grades  von  A^"""'")  liat  zur  Adjunkte 
der  entspreclienden  Ünterdeterminante  von  A^  das  Verhältnis  A* :  A*".** 


*  Diesen  Satz  so  aufgefasst,  wie  ich  ihn  in  dem  Aufsatze  ,,  Anwendung  der 
6  rassmann  sehen  Methoden  etc/\  Journal  für  Mathematik  Bd.  115,  S.  236,  aus- 
gesprochen habe. 

*♦  Siehe  Baltzer,  §  7,  7. 
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§4. 

Beweis  des  Sylvest ersehen  Satzes. 

In  einem  Hauptgebiete  g  von  {m  +  n)**"  Stufe  seien  e^^e^, , .  .,6^-»^ 
wieder  die  ursprünglichen  Einheiten ,  a^,  «Tg;  •  •  •?  ^«i  +  i»  (w  +  w)  von 
einander  unabhängige  Grössen  erster  Stufe: 

A  =  [«lOg  .  . .  a;„+J 

^^^  Ar  1 

dann   ist  A^  die   zu  den  m  ersten  Reihen  und  Zeilen  gehörige  Unter- 
determinante  von  A. 

Bildet  man  femer  aus  a^,  o^,  .  .  .,  a^»  die  äusseren  Produkte 
{m  —  r)**'  Stufe  und  multipliziert  jedes  mit 

SO  erhält  man  (    *" .  )  ="  (    )  Grössen  von  der  Stufenzahl 

S     =      W      +      M  -      Vy 

die  mit  .,.      .,.  .  ,. 

bezeichnet  werden  sollen. 

Betrachtet  man  jetzt  wie  in  §  2  die  Grössen  r**'  Stufe  des  Ge- 
bietes g  als  Grössen  erster  Stufe  eines  Gebietes  G  und  setzt 


A^[A^)A%..A^Il^\ 


so  kann  man  ähnlich  wie  dort  zeigen,  dass 

ungeändert    bleibt ,    wenn    die    Grössen    «1,02,...,«;»    durch    andere 
(Trossen  erster  Stufe  des  Gebietes  g  ersetzt  werden. 

Setzt   man   dafilr   insbesondere   die   Einheiten   e^,  ^9  *  •  }^m   und 
nennt  _g     j^m     jgr,)  jy(,) 

die  durch  diese  Substitution  aus 

A,    ^w,   4'),...,^w 

hervorgehenden  Grössen^  so  besteht  demnach  die  Gleichung: 
18)  ^  ^ 


A 

Bezeichnen  nun  noch 


C"7')       Ä-7') 


die  aus  ej,  6^,  .  .  .^em  gebildeten  äusseren  Produkte  r*®'  Stufe  derart, 
dass  £W  ^e  in  Sj*^  nicht  auftretenden  Einheiten  und  zwar  in  solcher 
Reihenfolge  enthalt^  dass: 
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oder  nach  §  3:  ,  , 

ist;  so  folgt 

Gleichung  18)  geht  also  durch  Multiplikation  mit 
Über  in  ^  ^^^  ^  ,,„. 

oder 

\r)  \r) 

Entwickelt  man  das  Produkt  linker  Hand  nach  dem  früher  an- 
geführten Satze  A^y  Nr.  175  in  die  Determinante  \J^]      Ordnung: 

so  sind  deren  Glieder  jene  XJnterdeterminanten  von  A^  die  zu  den 
Unterdeterminanten  r^**  Ordnung  eines  aus  A  herausgeschnittenen 
Quadrates  von  m^  Elementen  gehören.  Gleichung  19)  stimmt  daher 
mit  der  von  Sylvester,  Journal  für  Mathematik  Bd.  88  S.  52,  an- 
geführten, sowie  mit  der  von  Herrn  Netto  a.a.O.  bewiesenen  letzten 
Gleichung  auf  S.  S52  überein. 

Mit  der  Ableitung  der  Sylvesterschen  Sätze  mittels  der  Aus- 
dehnungslehre hat  sieh  auch  Herr  v.  Escherich  gelegentlich  be- 
schäftigt, aber  bisher  meines  Wissens  nichts  darüber  veröffentlicht. 
Vergl.  diesbezüglich  die  Anmerkung  zu  seinem  Aufsatze:  „Die  Deter- 
minanten höheren  Ranges'',  Denkschriften  der  kaiserl.  Akademie  der 
Wissenschaften,  mathem.-naturw.  Klasse,  Bd.  43,  Wien  1882. 


Beitrag  zur  grapbisohexL  Integration 
der  linearen  Differentialgleichungen 

erster  Ordnnng. 


Von 

Prof.  E.  CzuBER 

in  Wien. 


Die  folgenden  Ausführungen  betreffen  eine  bisher  nicht  bemerkte 
Eigenschaft  des  Systems  der  Linienelemente  und  der  Integralkurren 
einer  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welche  ausser  dem 
theoretischen  Interesse  in  manchen  Fällen  auch  ein  Mittel  darbietet, 
einzelne  Elemente  zu  konstruieren  und  den  Lauf  einer  einzelnen  Inte- 
gralknrve  mit  genügendem  Grade  der  Genauigkeit  festzustellen. 

1.  Es  sei 

die  vorgelegte  Gleichung,   unter    P,  Q   eindeutig^  Funktionen  von  x 
Terstanden. 

Sind  X  Ifj^  y\,  ^  yi\y\  zwei  Linienelemente,  welche  der  Gleichung 
genügen  und  in  der  Abscisse  x  ihrer  Punkte  übereinstimmen,  so  gelten 
die  Gleichungen:  , 

l  Vi 
durch  deren  Subtraktion  sich  ergiebt: 

2)  y\  -  y\  +  Pivi  -  y»)  =  o. 

Ist  nun  1 1 1]  der  Punkt,  in  welchem  sich  die  Geraden  dieser  beiden 
Elemente  schneiden,  so  hat  man  die  Beziehungen: 

I  *-!     y^ 

welche  mittels  Subtraktion  zu  der  weiteren  filhren: 


y't  +  Pyi  =  Q 
>  +  Pyt'Q, 
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Die  Verbindung  von  2)  mit  3)  aber  liefert: 

4)  ^-X  +  y 

Au8  ß)  und  4)  folgert  man 

y\-  -  PUji  -  v), 

anderseits  ist  vermöge  a): 

y'i  =  -  Pyi  +  «; 

die  Vergleichung  der  rechten  Seiten  ergiebt: 
5)  1?  - 1. 

In  Zusammenfassung  der  Resultate:  Die  Geraden  der  beiden  Ele- 
mente schneiden  sich  in  dem  Punkte 

1  5  =  ^  +  pJ 

der  nur  von  dem  gemeinsamen  x  abhängt.  Dies  fährt  zu  dem  Satze: 
Alle  Linienelemente  der  Gleichung  1),  deren  Punkte  auf 
einer  zur  y-Axe  parallelen  Geraden  liegen,  strahlen  von 
einem  Punkte  aus. 

Mit  veränderlich  gedachtem  x  repräsentieren  die  Gleichungen  6) 
eine  Kurve  8,  deren  Bedeutung  für  die  Differentialgleichung  sich  zu- 
nächst in  dem  Satze  ausdrückt:  Pie  Linienelemente  einer  linearen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  strahlen  von  den 
Punkten  einer  gewissen  Kurve  S  aus  und  zwar  so,  dass  die 
Träger  der  von  einem  Punkte  ausstrahlenden  Elemente  auf 
einer  der  y-Axe  parallelen  Geraden  liegen. 

Für  das  System  der  Integralkurven  einer  solchen  Gleichung  er- 
giebt sich  daraus  die  folgende  Eigenschaft:  Schneidet  man  die 
Integralkurven  von  1)  durch  eine  der  y-Axe  parallele  Gerade, 
so  laufen  die  in  den  Schnittpunkten  an  die  Kurven  geführten 
Tangenten  durch  einen  Punkt. 

2.  Hiemach  gehört  zu  jeder  Gleichung  der  Form  1)  eine  Kurve  S, 
und  zwischen  den  zur  y-Axe  parallen  Geraden  und  den  Punkten  dieser 
Kurve  besteht  eine  eindeutige  Korrespondenz,  die  im  allgemeinen  durch 
die  Gleichung  4)  geregelt  wird. 

Von  diesem  Zusammenhange  kann  der  folgende  konstruktive  Ge- 
brauch gemacht  werden. 

Ist  ein  Punkt  der  Ebene  gegeben  und  soll  das  zu  ihm  gehörige 
Linienelement  verzeichnet  werden,  so  bestimme  man  den  zu  der  Abscisse 
X  dieses  Punktes  gehörigen  Punkt  von  S  und  verbinde  ihn  mit  dem 
gegebenen. 
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Um  den  Verlauf  einer  Integralkurve  zu  verfolgen,  konstruiere 
man  eine  genügend  dichte  und  ausgebreitete  Schar  von  Parallelen  zur 
//-Aie  und  bestimme  die  korrespondierenden  Punkte  auf  S.  Die 
Parallelen  mögen  in  der  Reihenfolge  von  links  nach  rechts  mit 
/«j,  i»j,  »I3, .  .  .,  die  zugehörigen  Punkte  auf  S  mit  Jfi,  M^,  M^y  .  . . 
bezeichnet  werden.  Man  verbinde  einen  beliebigen  Punkt  M\  von  m^ 
mit  Ml  und  fähre  diese  Gerade  bis  an  in^]  verbinde  den  so  erhaltenen 
Punkt  M'2  mit  M^  und  ffihre  diese  Gerade  bis  an  m^]  den  so  erhaltenen 
Punkt  M'^  verbinde  man  mit  M^  u.  s.  w.  Das  Polygon  M\  M\  M\ . . . 
bezeichnet  um  so  genauer  den  Lauf  einer  Integralkurve,  je  enger 
i/ij,  m^y  m,, .  . .  beisammen  liegen  (Fig.  1). 

Es  braucht  nicht  erklärt  zu  werden,  wie  man  vorzugehen  hätte, 
um  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  verlaufende  Integralkurve  zu 
konstruieren. 


FiK.  1. 


3.  Während  zu  einer  vorgelegten  Gleichung  1)  nur  eine  bestimmte 
Kurve  S  gehört,  giebt  es  zu  einer  gegebenen  Kurve  S  unendlich  viele 
ihr  entsprechende  Differentialgleichimgen. 

Aus  der  Gleichung 

der  Kurve  S  entspringt  nämlich  eine  Gleichung  zwischen  den  Koeffi- 
zienten der  zugehörigen  Differentialgleichung: 

Q 
P 
die  letztere  lautet  also 

und  da  für  P  jede  eindeutige  Funktion   genommen  werden  kann,   so 
gehören  zu  7)  unbegrenzt  viele  Differentialgleichungen. 


=K^+?> 
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•  

4.  Von  besonderem  Interesse  sind  diejenigen  Differentialgleichungen, 
für  welche  die  Kurve  S  zu  einer  Geraden  wird.  Zunächst  sei  es  eine 
zu  den  Axen  geneigte  Gerade  und 

9)  Ti^a^  +  ß 

ihre  Gleichung;  dann  ist  vermöge  8): 

oder  L   V        i^/        J 

10)  y'+P(y-ax-ß)^a 

die  zugeordnete  Differentialgleichung. 

Die  Integralkurven  dieser  Gleichung  sind  affin  in  Be- 
zug auf  die  Gerade  9)  als  Affinitätsaxe;  die  Affinitäts- 
richtung ist  der  y-Axe  parallel. 

Sind  nämlich  x  y^  x  Y  zwei  vermöge  dieser  Affinität  einander  zu- 
geordnete Punkte  der  Ebene,  so  besteht  die  Beziehung: 

11)  4-^^-;    =x, 

wenn  x  das  Affinitätsverhältnis  ist;  aus  derselben  ergiebt  sich 

y  =•  x( r  —  aa?  —  /J)  -h  «ä;  +  /5, 

die  Eintragung  dieser  Ausdrucke  in  10)  fuhrt  auf 

x(r'-  «)  -F  «  -f-  xP(r ~  «a;  -  /3)  =  « 

^'^^'"  xr+  %P{Y-  ax-ß)^  xa, 

d.h.  die  Differentialgleichung  10)  ist  der  affinen  Transformation  11) 
gegenüber  invariant.    Damit  ist  aber  der  obige  Satz  bewiesen. 

Die  Gerade  9)  gehört  selbst  zu  dem  Integralsystem  von  10),  wie 
dies  aus  der  in  2.  erklärten  Konstruktion  oder  aus  der  blossen  Sub- 
stitution y  ^  ax  +  ß  in  10)  hervorgeht. 

Ist  S  eine  zur  x-Axe  parallele  Gerade,  so  kommt 

—  ß  eine  Eonstante  —  ,  mithin  auch 

p-ßf 

und  die  Differentialgleichung  lautet 

y'+Py  =  ßP 
oder 

12)  y+P(2/-/J)  =  0; 

dieselbe  lässt  sich  durch  die  Transformation  x  ^  x^  ym^Y+ß  auf 
die  homogene  Gleichung: 
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13)  "  r+PY^O 

zuröckfähren^  f&r  welche  die  5- Kurve  mit  der  x-Axe  zusammenfallt. 
Die  Affinitat  ist  jetzt  eine  orthogonale. 

Soll  schliesslich  S  eine  der  y-Axe  parallele  Gerade  sein,   so 
niuss  i 

konstant  sein;   daraus  ergiebt  sich  fttr  P  die  Bestimmung: 

«  — .r 
und  for  die  Differentialgleichung  die  Form: 

14)  y'+-l-.Q 

mit  beliebigem  Q.  Ist  hier  Q  =^0^  so  treffen  die  beiden  letzten  Fälle 
zusammen  und  reduziert  sich  die  Eurye  S  auf  den  Punkt  a  0;  in  der 
That  ist  nun  das  Integralsystem  das  Oeradenbüschel  durch  diesen 
Punkt. 

Die  Affinität  besteht  fort,  die  Affinitätsrichtung  ist  der  Affinitäts- 
axe  parallel.     Die  betreffende  Transformation  lautet: 

T  —  y  ^  k(x  —  a) 
und  riebt  xr  .      /  \ 

die  Einführung  dieser  Werte  in  14)  liefert: 

a—x  ^' 

also  die  nämliche  Differentialgleichung. 
5.  Aus  den  Gleichungen  6)  folgt: 


<n-{i-^)dx 


daraus  ei^iebt  sich  ^        PQ'-P'Q 

di  ^"  P*-P'      ' 

wodurch  die  Richtung  der  Tangente  an  jS  im  Punkte  £  |  ri  bestimmt  ist. 

Bedeutet  x^  eine  Lösung  der  Gleichung: 

so  liegt  der  zu  Xq  gehörige  Punkt  1 1  tj  von  S  im  unendlichen.  Die 
Tangenten  an  jene  Punkte  der  Integralkurven^  für  welche  x  =  Xq  ist^ 
sind  hiemach  parallel.  Die  Richtung  dieser  Tangenten  ergiebt  sich 
ans  der  Differentialgleichung  1)  und  ist  bestimmt  durch 

y'o-Qoy 
wenn  Q^  das  Resultat  der  Substitution  x  =  Xq  in  Q  vorstellt.    Dies  ist 

abo  zugleich   die   Richtung   nach   dem   in  Rede  stehenden  unendlich 
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fernen  Punkte  von  S;  die  Urspmngsordinate  der  dieser  Richtung  ent- 
sprechenden Asymptote  von  S,  wenn  eine  solche  vorhanden  ist,  ergiebt 
sich   als  das  Resultat  der  Substitution  x  =  x^  in  den  Ausdruck 


n-Q%,   d.i.  9,-q{x  +  ^^, 


hat   also,   vorausgesetzt,   dass    Q^  eine   endliche  Grösse  bedeutet,   den 
Wert  —  iCo^o5  niithin  ist         _  n  ft         \ 

die   Gleichung   der   Asymptote,    welcher   zu  entnehmen   ist,    dass    die 
Asymptote  durch  den  Punkt  ar^lO  hindurchgeht. 

Wird  Q  an  der  Stelle  x^^^  unendlich,  P  aber  weder  unendlich  noch 
Null,  so  hat  der  zugehörige  Punkt  von  S  ein  endliches  |,  ein  un- 
endliches fj.  Die  Tangenten  an  jene  Punkte  der  Integralkurven,  deren 
X  =  x^^\  sind  parallel  der  Ordinatenaxe.   Die  Kurve  S  hat  die  Asymptote 

Ist  X  eine  gemeinsame  Wurzel  der  Gleichungen 

P=0,     (?  =  0 

und  lim  y,  ein  bestimmter  Wert  =  7n,  so  sind  die  Tangenten  in  jenen 

x  =  x  

Punkten    der    Integralkurven,    für    welche    x  ^  x,    der    Abscissenaxe 
parallel,  und  die  Kurve  S  hat  die  Gerade  iy  =  w  zur  Asymptote. 

6.  Zur  Erläuterung  mögen  die  folgenden  Beispiele  dienen, 
a)  Die  Differentialgleichung: 

V'+  ^  =  a; 
hat  zur  S-Kurve  die  Parabel  (Fig.  2): 

und  weil  ^  =  2x  ist,  so  strahlen  die  Elemente  mit  der  Abscisse 
X  aus  dem  Parabelpunkte  von  der  Abscisse  2x  aus;  dies  giebt 
eine  einfache  Konstruktion  der  Linienelemente  und  angenäherter 
Integralkurven,  welch  letztere  Linien  dritter  Ordnung  sind, 
dargestellt  durch  x'  -.  3xy  +  C  =  0. 
ß)  Die  Differentialgleichung: 

y'=ax  +  hy  +  Cy 

in  welcher  r/,  ft,  c  gegebene  Konstanten  bedeuten,  gehört  zu 
denjenigen,  deren  S-Kurve  eine  Gerade  ist  (Fig.  3);  man  kann 
sie  nämlich  auf  die  Form: 

bringen  und  diese  stimmt  mit  10)  überein. 


Von  Prof.  E.  Czubkb. 


47 


Kle.  S 
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Beitrag  zur  graphischen  Integration  etc. 


Hiernach  ist 


~b^  b~ 


die  Gleichung  jener  Geraden  8,  bezüglich  welcher  die  Integral- 
kurven  affin  sind  und  die  auch  selbst  ein  partikuläres  Integral 
darstellt.  Andere  Integralkurven  können  näherungsweise  mit 
Hilfe  dieser  Geraden  und  auf  Grund  der  Relation: 

konstruiert  werden,  wonach  sich  5  von  dem  zugeordneten  x 
um  die  Konstante  —  ^  unterscheidet. 

0 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden ,  dass  hier  transcendente 
Kurven    als    Grenzresultat    einer    linear   durchgeführten   Kon- 
struktion erscheinen;  denn 
das     allgemeine     Integral 
lautet 


Fig.  4. 


y^C&' 


a 


a  ■\-b  c 

■         ■  ■    < 

6' 


y)  Als  einen  speziellen 
Fall  zu  13),  der  ein  be- 
sonderes Interesse  bietet, 
führen  wir  die  Gleichung: 

an.    Für  sie  ist 


2x 


^o^X 


a' 


wenn  ^  =  9  gesetzt  wird; 

es  kann  also  das  zu  einem 
X  gehörige  g  mit  Hilfe  der  gleichseitigen  Hyperbel 


a;^  =- 


2 


konstruiert  werden  (Fig.  4);  man  braucht  nur  den  Punkt,  in 
welchem  die  Hyperbel  von  der  im  Abstände  o;  parallel  zur  y-Axe 
gezogenen  Geraden  getroffen  wird,  durch  einen  Strahl  auf  die 
:r-Axe  zu  projizieren,  welcher  der  Halbierungslinie  von  YOX' 
parallel  läuft.  Durch  eine  Reihe  linearer  Konstruktionen  kann 
also  ein  Polygon  verzeichnet  werden,  das  mit  genügender  Ge- 
nauigkeit den  Verlauf  einer  Integralkurve  anzeigt;  die  Grenze 
dieses  Polygons  bei  beständig  zusammenrückenden  Ordinaten- 
linien  wäre  eine  Integralkurve  selbst,  und  zwar  eine  trans- 
cendente Kurve,  enthalten  in  der  Gleichung: 


y  =  Ce 
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für  ein   entsprechend  gewähltes  C.    Man  erkennt  leicht,   dass 
auf  den  Ordinatenlinien,  welche  durch  die  Scheitel  der  Hyperbel 
gehen,  die  Wendepunkte  der  affinen  Kurven  liegen. 
d)  In  der  Gleichung  ij*=  O 

ist  P  =  0,  daher  g  wie  iy  unendlich;  die  Tangenten  an  Punkte 
mit  gleicher  Abscisse  sind  demnach  parallel.  In  der  That 
hat  eine  Gleichung  von  jii^  5 

der  vorliegenden  Form 
ein  Integralsystem,  das 
den  Translationen  paral- 
lel zur  y-Axe  gegen- 
über invariant  ist. 

b)  Die  Gleichung: 

y  1 


y'+ 


a  —  x 


ß  —  x 


gehört  unter  die  Form 
14);  ihre  iS- Kurve  ist 
die  Gerade 

|==«; 
da  femer 


^=* 


a  —  X 
ß  —  x 


SO     besteht     zwischen 
dem  Büschel  der  Ordi- 
natenlinien und  den  zu- 
geordneten Punkten  von  S  Projektivität.     Die  Integralkurven, 
transcendente  Linien  von  der  Gleichungsform: 


fr 5-) 

—  a     Ä  — p 

erscheinen  demnach  wieder  als  Grenzresultat  einer  linear  ge- 
führten Konstruktion.  Ihre  Tangenten  im  unendlich  fernen 
Punkte  gehen  durch  den  festen  Punkt: 

von  /S;  dieser  Punkt  ist  also  der  Träger  des  Büschels  der 
Asymptoten  der  Integralkurven  (Fig.  5). 
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Sur  les  „Tables  des  chifltes  constants**  de  M.  Calza, 
destinees  ä  faciliter  les  multiplications  et  les  divisions. 

Par 

M.  G.  C.  Baravelli, 

Ingenieur  iL  Rome. 


Les  tables  numeriques  dont  on  se  sert  plus  generalement  lorsqu'on 
a  un  grand  nombre  de  multiplications  ou  de  divisions  ä  faire ^  et  sur- 
tout  lorsqu'on  doit  op^rer  sur  des  nombres  ayant  beaucoup  de  chiffres^ 
ne  sont  que  des  tables  de  produits,  telles  que  la  Table  de  Pythagore. 
Les  plus  connues  parmi  les  tables  de  ee  genre  sont  celles  qui  ont  ^te 
publiees  par  le  Dr.  Grelle  et  qui  contiennent  les  produits  de  tous  les 
nombres  de  trois  chiffres. 

La  mani^re  de  se  servir  de  ces  tables  est  simple;  et  Tavantage  qu'on 
en  tire  consiste  essentiellement  en  ce  qu'elles  permettent  d'ex^cuter  les 
multiplications  et  les  divisions  par  la  simple  transcription  des  produits 
partiels  et  par  Texecution  d'additions  ou  de  soustractions. 

Les  tables  des  Quarts  de  carres  de  M.  Blater  sont  aussi  en  usage 
et  pr&entent  un  avantage  reel  pour  la  multiplication  et  pour  Textraction 
des  racines  carrees. 

Nous  donnons  ci-apres,  avec  le  consentement  de  M.  F.  Galza  qui 
en  est  Fauteur,  un  specimen  d'une  nouvelle  serie  de  tables^  qui 
permettent  d'executer,  avec  une  facilite  et  une  rapiditÄ  tout-ä-fait 
remarquables^  les  multiplications  et  les  divisions.* 

Ces  tables,  que  Tauteur  a  appelees  Tavole  delle  cifre  costanti, 
sont  au  nombre  de  989,  pour  les  nombres  compris  entre  11  et  999; 
elles  donnent  immediatement  les  quotients  et  les  restes  de  toute 
division,  quand  le  diviseur  a  quatre  chiffres  au  plus.  Pour  les  divi- 
seurs  de  5  ä  12  chiffres  on  fait  usage  de  petites  tables  auxiliaires. 
Elles  donnent  aussi  immediatement  les  produits  par  tout  nombre  de 
trois  chiffres. 

La  table  que  Ton  trouvera  ci- apres  sert  ä  multiplier  par  247  et 
a  effectuer  les  divisions  par  247  et  par  2471  ä  2479. 

Division:  diviseur  de  trois  chiffres.  On  cherche  dans  la  pre- 
miere  colonne  les  nombres  les  plus  proches,  par  d^faut,  des  dividendes 
successifs;  la  deuxifeme  colonne  donne  les  quotients  correspondants  et 
le  premier  chiffre  (centaines)  des  restes;  le  chiflre  des  unit^s  du  reste 
se   trouve   dans   la   colonne  qui   porte   en   tete  un  0  et  le  chiffire  des 


*  ün  specimen  de  ces  tables  a  6t4  publik  par  Tauteur,  ä  Naples.  Une  de- 
scription  en  a  6t6  donnäe  dans  une  Nota  su  alcuni  aiuti  air  esecuzione 
dei  calcoli  numerici,  publice  dans  les  Annali  della  Societä  degli 
Ingegneri  e  degli  Architetti  Italiani.    Rome  1896. 
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dizaines  est  represeiit^  par  la  colonne  Tide  enire  les  deuz:  on  Tobtient 
en  retranchant  du  dividende  le  nombre  approch^  par  d^faut  qu'on  a 
trouve  dans  la  premi^re  colonne.     Exemple:  18674919:247. 

On  cherche  dans  la  colonne  des  diyidendes  la  premiere  tranche  de 
trois  cbiffires*  (en  comptant  de  gauche  ä  droite)  du  dividende  (136); 
le  nombre  qui  en  approche  le  plus  par  d^faut  (134)  donne  le  quotient 
5  et  le  reste  1*5;  en  retranchant  134  de  136  on  obtient  2,  qui  est  le 
ehiffre  des  dizaines  du  reste:  le  reste  est  donc  125.  On  ajoute  ä  ce 
nombre  le  quatri^me  chiffire  du  dividende  (7)  et  on  obtient  132,  qu'on 
cherche  dans  la  colonne  des  dividendes.  Le  nombre  le  plus  rapproche 
par  de&ut  est  124,  qui  donne  5  au  quotient  et  -5  de  reste;  et  puisque 
132  —  124  »^8,  le  reste  est  85.  On  ajoute^ä  ce  nombre  le  cinquiöme 
chifire  (4)  du  dividende  et  on  obtient  89.  A  la  colonne  des  dividendes 
on  a  85  "»  89  —  4:  le  quotient  est  3  et  le  reste  1[4]9,  et  ainsi  de 
soite. 

L'operation  est  arretee  i  Tavant  demier  chiffre  (de  droite)  du 
dividende.     On  dispose  le  calcul  de  la  mani^re  suivante: 

13674919:247 

Quotient  .    .  553  64  • 

Reste 11 

Le  reste  de  le  division  est  la  somme  du  reste  (2)  correspondant 
au  demier  chiffire  du  quotient  et  du  demier  chiffire  du  dividende. 

11  est  ä  remarquer  que  les  neuf  lignes  entre  filets,  qui  partagent 
la  table  en  tranches  horizontales,  correspondent  aux  multiples  du 
dinseur:  247,  494,  etc.  Si  au  cours  de  la  division  on  tombe  sur  un 
de  ces  multiples,  et  si  son  dernier  chiffire  n'est  pas  plus  fort  que  le 
chiffire  suivant  du .  dividende,  on  obtient  ä  la  fois  deux  chiffires  du 
quotient;  et  la  difference  donne  les  dizaines  du  reste,  dont  le  chiffi*e 
des  unites  est  0. 

Exemple:  12364*  ••:  247.  On  trouve  que  1236  est  un  multiple; 
et  comme  on  a  au  dividende  1236  on  peut  mettre  ÖO  au  quotient  et 
on  a  le  reste  6  —  5  =  1  dizaine,  c'est-ä-dire  10,  qu'on  ajoute  au 
chiffre  suivant  (4)  du  dividende,  et  ainsi  de  suite.  Si  le  dividende 
etait  12334 ...  on  ne  pourrait  pas  s'arrdter  au  multiple  1235;  on  de- 
rrait  reculer  au  119,  qui  donnerait  le  quotient  5  et  le  reste  242;  pour 
242  +  3  »  245  on  aurait  le  quotient  9  et  le  reste  227,  etc. 

II  va  Sans  dire  qu'on  peut  continuer  la  division  et  calculer  le 
quotient  avec  autant  de  decimales  qu'on  veut,  en  supposant  qu'un 
nombre  correspondant  de  z^ros  soient  ajoutes  au  dividende. 

Diviseur  de  quatre  chiffres.  Le  proced^  de  calcul  est  sem- 
hkble;  seulement,  au  lieu   de   chercher  le  demier   chiffire   des  restes 

*  Si  le  nombre  fonn<^  des  trois  chiffres  ^tait  plus  fort  que  le  divisenr,  11 
faadrait  n^en  prendre  que  deux.  Ainsi  si  le  dividende  est  276 . . .  on  devra 
chercher  dans  la  colonne  des  dividendes  le  nombre  approchant  de  27. 
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dans   la  colonne   intitulee  0,   on   le   cherche  dans  la  colonne  designee 

par  le  dernier  chifFre  du  diyiseur.    Le  chiffre  ä  droite,   en  haut,   doit 

etre  ecrit   au-dessus    du    dividende  en   ayan9ant   de  denx   rangs  vers 

la  droite.     Les  chiffires  ecrits  au  dessus   du  dividende  sont  ä  ajouter 

aus  ehiffres  correspondants  du  dividende.    Exemple:  1443642 :  2473. 

Pour  le  144  la  colonne  des  dividendes  donne  144;  le  quotient  est 

5  et  le  reste  2[0]3;  on  ^crit  un  5  au-dessus  du  6  du  Dividende.    Pour. 

203  +  3  «=  206  on  trouve  198;  le  quotient  est  8  et  le  reste  [8]1;   on 

ecrit  un  6  au-dessus  du  4  du  dividende.    Pour  81  +  6  +  5  =  92  on 

trouve  85;   le  quotient  est  3  et  le  reste  1[7]8;  on  ^crit  1  au-dessus 

du  2  du  dividende.    L'operation  est  terminee  au  deuzi^me  chiffre  avant 

le    demier    du   dividende;    on    obtient  le    reste  en  ajoutant  au    reste 

trouve   (178)    decupl^   les   deux   derniers  ehiffres    du  dividende  et  les 

ehiffres  forits  au-dessus:    1780  +  42  +  61  «-  1883. 

On  dispose  le  calcul  ainsi: 

561 

1443642 :  2473 

Quotient    .  .  583 

178^^ 


Reste  ....       1883 

Quand  un  trait  —  est  superpose  au  chiffre  des  unites  du  reste  on 
doit  retrancher  10  du  reste.    Ainsi  pour  21142-  ■  -:  2477  on  trouve  208; 

le  chiffre  du  quotient  est  8  et  le  reste  138  doit  etre  reduit  a  128. 
Si  on  tombe  sur  Fun  des  multiples  on  peut,  comme  pour  le  diviseur 
de  trois  ehiffres,  ^crire  ä  la  fois  deux  ehiffres  du  quotient:  il  faut 
ajouter  au  reste,  avec  leur  signes,  les  nombres  qui  se  trouvent  entre 
les  filets,  ä  la  rencontre  de  la  ligne  du  multiple  et  de  la  colonne 
design^e  par  le  dernier  chiffre  du  diviseur.  Si  le  resultat  qu'on 
obtient  est  negatif  on  devra  remonter,  dans  la  premiere  colonne,  au 
dividende  pr^cedent.  Exemple:  148313  :  2472.  On  a  le  multiple  1482 
qui  donnerait  60  au  quotient  et  1  dizaine,  ou  10  unites,  de  reste. 
Mais  il  faut  ajouter  au  reste  +8  —  20  ce  qui  donnerait  un  resultat 
negatif;  par  consequent  il  faut  reculer,  dans  le  colonne  des  dividendes, 
au  nombre  precedent  (144)  et  on  trouve  que  le  quotient  est  59. 

II  est  aussi  ä  remarquer  que  les  nombres  a  gauche  des  multiples, 
qui  leur  correspondent  exactement  (122 16  est  T^quivalent  de  1236,  etc.) 
aident  quelquefois  a  abr^ger  les  calculs.  Exemple:  11379  •••:  2473. 
On  a  pour  113  le  quotient  4  et  le  reste  140;  on  ^crit  un  8  au-dessus 
du  9  du  dividende.  On  a  ensuite  140  +  7  =  147,  et  on  trouve  ä  gauche 
du  multiple  148  2  les  ehiffres  147 12,  et  comme  on  a  au  dividende 
9  +  8  =  17  on  peut  marquer  60  au  quotient.  On  a  pour  le  reste 
17  —  12  =  5  dizaines,  auxquelles  il  faut  ajouter  avec  leurs  signes  les 
nombres  entre  filets  ä  la  colonne  3;  ainsi  on  a  50  —  20  +  2  =  32, 
qui  est  le  reste. 
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Diyiseur  de  cinq  &  douze  chiffres.  Les  tables  auxiliaires 
quon  doit  employer,  forment  un  cahier  a  part  compr^nant  les  nombres 
entre  11  et  9999.  La  table  auxiliaire  de  chaque  nombre  donne  les 
eomplements  des  neuf  premiers  multiples  du  nombre  aux  multiples  de 
lunite  suivie  d'autant  de  zeros  que  le  nombre  a  de  chiiSres. 
Ainsi  la  table  auxiliaire  de  742  est  la  suiyante:  742 

Soit  864319  :  247742:  le  quotient  aura  evidemment  un 


1 
2 
S 
3 
4 

6 
6 
6 

7 


258 
516 
774 
032 
290 
548 
806 
064 
322 


seul  chiffre  entier.    Dans  la  table  principale  (247)  on  trouve,  ^ 

pour  86,  3  119;  dans  la  table  auxiliaire  on  a^  pour  le  quotient  ^ 

3,  3  774  et  on  ecrit  774  3 

864319  4 

3  5 

Les  eliiffres    qu'on  ^crit   au-dessus    du   dividende    sont  ä  ^ 

Mlditionner;  ceux  qu'on  ^crit  au-dessous  sont  ä  retrancher.  7 

£n  continuant   on  pose  la  yirgule  au  quotient,   et  comme  8 

le  reste   est    119  +  4  —  3  «=  120  on   trouve,   sur  la   table  9 
principale,  4  212  et  sur  la  table  auxiliaire,  pour  le  quotient 

4,  3  032,   qu'on  ^crit  qqo 

774 
864319 
33 
Le  reste    est   212  +  3+7  —  3  =  219   qui  donne,  dans  la   table 
principale,   8214  et  dans  la  table  auxiliaire,  pour  le  quotient  8,  6  064. 
Si  on  s  arrete    ä   ce   point   on   obtient   le  reste  de  la  division  d'une 
maniere  analogue  a  celle  qui  a  ^te  indiquee  precedemment.    Si  on  trace 
une  ligne  yerticale  a  droite  du  chif&e  du  diyidende  qui  correspond  au 
nombre  demand^  de  d^cimales,  on  peut  limiter  ä  cette  ligne  les  chiffres 
a  eerire  au  -  dessus  du  diyidende.     Le  calcul  est  dispose  de  la  maniere 
suirante: 


0 

77 

86431 

336 


9 


Quotient  3,488 

Cette  disposition  rappelle  le  proc^de  de  la  diyision  abr^gee  effectuee 
par  les  methodes  ordinaires,*  mais  le  resultat  est  obtenu  d^une  maniere 
bien  plus  rapide  et  le  nombre  des  chiffres  ä  Eerire  est  aussi  limit^ 
que  possible. 

La  juxtaposition  de  deux  tables  auxiliaires  permet  d'arriyer  aux 
diviseurs  de  12  chiffres;  la  conyenance  de  Temploi  de  ces  tables  est 
surtout  tres  grande  quand  on  a  ä  effectuer  plusieurs  diyisions  par  un 
meme  diviseur. 


*  Vieüle,  Theorie  g^n^rale  des  approximations  num^riques. 
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Maltdplioation.  Ghaque  tranche  horizontale  de  la  table  donne, 
dans  chacune  des  colonnes  qui  portent  au  haut  Tun  des  chiffres  1  ...  9, 
les  produits  de  247  par  les  nombres  11  ä  99.  Ghacun  de  ces  multiples 
est  partag^  en  deux  sections,  dont  Tune  est  au  bas  et  Tautre  au  haut 
de  la  tranche^  ce  qui  empSche  toute  confusion  avec  les  uombres  inscrits 
au  milieu  de  la  tranche^  qui  servent  pour  la  division. 

Le  proc^d^  est  le  suivant.     Soit 

769532  X  247 

190074404 

En  comptant  de  droite  a  gauche  on  a  d'abord  32  au  multiplicande: 
ä  la  tranche  3  et  ä  la  colonne  2  on  trouye  04  ^  qu'on  marque  au  pro- 
duit,  et  79  qu'on  retient.  5  etant  le  troisi^me  chiffre  (de  droite  ä 
gauche)  du  multiplicande^  on  cherche  dans  la  tranche  5  le  reste  qui 
approche  le  plus  de  79;  ou  trouve  [7] 5,  qui  correspond  au  dividende 
124  +  7  «  131:  on  retient  131  et  on  marque  79  —  75  «=  4  au  produit. 
Pour  le  quatri^me  chiffi-e  (9)  du  multiplicande  on  trouve^  dans  la 
neuvi^me  tranche,  1  [2]  7  et  le  dividende  233  +  2  «  235,  qu'on  retient; 
on  marque  au  produit  131  —  127  «  4.  Pour  le  6  on  a  2  [2]  8  et  le 
dividende  169  +  2  —  171;  on  marque  235  -  228  =  7.  Pour  le  7  du 
multiplicande  on  a  1[7]1  et  le  dividende  183  +  7  =*  190:  on  marque 
171- 171 --0  et,  ä  gauche,  190. 

L'application  de  ce  procede  est  beaucoup  plus  simple  que  sa  de- 
scription;  les  petites  additions  et  soustractions  sont  faites  mentalement 
et  Ton  n'a  ä  ^crire  que  les  chiffres  du  produit,  tandis  qu'avec  toute 
autre  table  de  produits  partiels  on  devrait,  au  moins,  transcrire  un  de 
ces  produits  pour  chaque  tranche  de  trois  chiffres  du  multiplicande,  et 
additionner  ces  produits  partiels  convenablement  dispos^s.  Si  le  multi- 
plicateur  a  plus  de  trois  chiffres,  l'avanti^e  est  aussi  grand,  car  on  ob- 
tient  les  produits  partiels  du  multiplicande  tout  entier  par  chaque 
section  de  trois  chiffres  du  multiplicateur. 

Extraotion  des  raolnes  oarröes.  Chaque  table  porte  en  tete 
rindication  du  quart  du  carr6  du  nombre  qui  la  d^signe,  ce  qui  rend 
tres  ais6e  Teffectuation  de  l'op^ration  par  le  methode  ordinaire,  puisqu'on 
a  immediatement  les  premiers  chiffres  de  la  racine.  La  table  aide  ä 
la  rapidite  de  Teffectuation  des  divisions  successives,  dont  les  diviseurs 
commencent  toujours  par  les  m^mes  chiflres. 

Conolusion.  On  voit  qu'ä  Taide  des  tables  de  M.  Calza  on  peut 
effectuer  avec  une  plus  grande  facilit^  et  d'une  maniere  plus  prompte 
les  calculs  pour  lesquels  on  a  employe  jusqu'ä  present  les  tables  des 
produits  ou  les  tables  tetragonom^triques;  on  peut  dire  aussi  que  les 
r^sultats  sont  plus  sürs  puisque  le  calculateur  n'a  pas  ä  transcrire 
machinalement  des  r^sultats,  mais  doit  les  trouver  &  Taide  de  calculations 
mentales  excessivement  simples,  qui  tiennent  son  esprit  en  eveil. 


Par  M.  G.  C.  Babatblu. 
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Bestes 


Beispiele   graphischer  Tafeln,  mit  Bemerkungen 
über  die  Methode  der  fluchtrechten  Punkte. 

Von 

B.  Mehmke 

in  Stuttgart. 


Hierzu  drei  Tafeln. 


Die  mannigfachen  unbestreitbaren  Vorzüge  graphischer  Dar- 
stellungen gegenüber  numerischen  Tabellen  sind  bekannt.  Während 
aber  die  nächstliegende  Methode,  eine  Funktion  z  =  f{Xy  y)  von  zwei 
Veränderlichen  in  einer  Ebene  darzustellen,  nämlich  (unter  Deutung 
der  Veränderlichen  als  Cartesischer  Koordinaten  eines  Punktes)  durch 
Höhenkurven  der  zugehörigen  Fläche,  längst  zum  Gemeingut  der 
Mathematiker,  Physiker  und  Techniker  aller  Richtungen  gevrorden  ist, 
hat  die  „Methode  der  fluchtrechten  Punkte"*  trotz  ihrer  besonderen 
Vorzüge  und  trotzdem  ihre  Spuren  vielleicht  in  Deutschland  am 
weitesten   zurückverfolgt   werden   können,**  bei   uns  noch  wenig  Ver- 


*  Ich  gebe  so  die  neuerdings  von  Maurice  d'Ocagne  im  Bulletin  de  la 
Soci^tö  Mathämatique  de  France,  t.  XXVI,  p.  31,  1898,  vorgeschlagene  Bezeich- 
nung „mdthode  des  points  alignds"  wieder.  In  der  Sprache  der  Bauleute  und 
Feldmesser  ist  „Flucht"  gleichbedeutend  mit  dem  französischen  „alignement", 
„einfluchten"  oder  „nach  der  Flucht  einrichten"  mit  „aligner",  daher  darf  man 
wohl  „fluchtrecht",  d.  h.  nach  der  Flucht  eingerichtet  oder  in  einer  geraden 
Linie  liegend,  für  das  französische  „align^"  setzen,  wie  ja  auch  wagerecht,  senk- 
recht oder  lotrecht  genannt  wird,  was  nach  der  (Setz-  oder  Wasser-)  Wage,  dem 
Senkel  oder  Lot  eingerichtet  ist. 

**  Das  älteste  mir  bekannte  Beispiel  für  die  Anwendung  der  fraglichen 
Methode  findet  sich  in  einer  Abhandlung  von  Möbius  aus  dem  Jahre  1841 
(Grelles  Journal,  Bd.  22,  S.  280,  Fussnote,  oder  Möbius'  Gesammelte  Werke, 
Bd. 4,  S.620).  Es  heisst  dort:  „Man  könnte  hiemach  eine  Parabel  in  Verbindung 
mit  einer  Geraden,  beide  auf  die  oben  beschriebene  Weise  eingeteilt,  auch  als 
Multiplikationsmaschine  benützen.  Ein  Lineal,  gelegt  durch  die  Teilpunkte  der 
Parabel,  an  welchen  die  Faktoren  stehen,  würde  die  Gerade  in  dem  Teilpunkt 
des  Produktes  treffen.  Bei  dieser  Gelegenheit  mag  noch  bemerkt  werden,  dass 
.zu  demselben  Zweck  statt  der  Parabel  auch  zwei  Geraden ,  die  eine  für  den  einen, 
die  andere  für  den  anderen  Faktor,  angewendet  werden  könnte. . .".  Ein  anderes 
Beispiel,  auf  das  ich  schon  früher  hingewiesen  habe  und  das  ich  damals  für  das 
älteste  hielt  (siehe  W.  Dyck,  Katalog  mathematischer  und  mathematisch -physi- 
kalischer Modelle,  Apparate  und  Instrumente,  Nachtrag,  München  1893,  S.  17, 
Nr.  43a),  ist  die  Tafel  zur  Geschwindigkeitsformel  von  Ganguillet  und  Kutter 
(Zeitschrift  des  österreichischen  Ingenieur-  und  Architektenvereins,  21.  Jahrgang, 
1869,  Figur  13  auf  Blatt  Nr.  9;  abgedruckt  im  Handbuch  der  Ingenieurwissen- 
schaften ,  Bd.  4 ,  und  in  verschiedenen  Auflagen  des  Taschenbuchs  des  Ingenieurs, 
herausgegeben  vom  Verein  „Hütte"). 
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breitung  gefunden.  Ich  habe  mir  deshalb  die  Aufgabe  gestellt,  durch 
Veröffentlichung  gebrauchsfertiger,  den  verschiedensten  Anwendungs- 
gebieten entnommener  Tafeln,  die  nach  dieser  Methode  konstruiert 
sind,  zum  Bekanntwerden  der  letzteren  nach  Möglichkeit  beizutragen.* 

Es  erscheint  mir  zweckmässig,  des  Vergleiches  wegen  in  erster 
Linie  solche  Beispiele  zu  wählen,  die  bereits  nach  der  älteren  Me- 
thode, um  deren  Entwickelung  sich  bekanntlich  L^on  Laianne** 
und  Chr.  A.  Vogler***  besonders  verdient  gemacht  haben,  behandelt 
worden  sind.  , 

Zur  Kennzeichnung  der  hier  in  Rede  stehenden  Methode  sei 
folgendes  mitgeteilt.  Ist  zwischen  drei  veränderlichen  Grössen  :r,  y 
und  z  eine  durch  die  Gleichung  F{Xy  y,  z)  =-  0  dargestellte  Beziehung 
Torhanden,  so  wird  diese  geometrisch  zum  Ausdruck  gebracht,  indem 
man  (siehe  Fig.  1)  drei  (im  allgemeinsten  Falle  krummlinige)  Skalen  von 
der  Beschaffenheit  konstruiert,  dass  zu  drei  in  einer  Geraden  liegenden 
Teilpunkten   derselben   immer   solche  Zahlenwerte  von  x,  y  und  z  ge- 


*  Ausser  der  in  der  vorhergelienden  Anmerkung  genannten  Tafel  von 
Ganguillet  und  Kutter  (1869)  sind  mir  noch  folgende  im  deutschen  Sprach- 
gebiete veröffentlichte  Anwendungen  der  Methode  der  fluchtrechten  Punkte  be- 
kannt: 

B.  Mehmke,  Graphische  Tafel  zur  Bestimmung  der  Korrektion  des  Baro- 
meterstandes, welche  bei  der  Reduktion  auf  0*^  wegen  der  Temperaturausdehnung 
des  Quecksilbers  und  des  Maßstabes  nötig  ist,  Annalen  der  Physik  und  Chemie, 
neue  Folge,  Bd.  41,  Tafel  VII  (Text  S.892),  1890.  R.  Mehmke,  Graphische 
Tafel  zur  Ermittelung  der  Leistungen  von  Lokomotiven,  Centralblatt  der  Bau- 
verwaltung, Jahrgang  1890,  S.  418.  Hans  Maurer,  Graphische  Tafeln  für 
meteorologische  und  physikalische  Zwecke,  Inaugural- Dissertation,  Strassburg 
Dmck  von  Hammerich  &  Lesser  in  Altona)  1894;  es  sind  vier  meteorologische 
Tafeln  (für  die  Korrektion  des  Barometerstandes  wegen  der  Wärmeausdehnung 
de?  (Quecksilbers  und  des  Maßstabes,  für  die  Reduktion  des  Barometerstandes 
auf  Meeresniveau  und  auf  die  geographische  Breite  von  45",  allgemeine  Barometer- 
tafel. Psychrometertafel)  und  fünf  physikalische  Tafeln  (für  die  Berechnung  der 
Luftdichtigkeit  und  die  Reduktion  eines  Gasvolumens  auf  0^  und  760  mm  Druck, 
die  Reduktion  einer  Skalenablesung  auf  ihren  Winkelwert,  die  Reduktion  von 
Scbwingungsdaaem  auf  unendlich  kleine  Bögen,  die  Bestimmung  des  Brechungs- 
rerhältnisses  eines  Prismas,  die  Bestinunung  der  Dispersion  mit  dem  Ab  besehen 
fiefraktometer)  gegeben. 

Auf  der  mathematischen  Ausstellung  in  München  im  Herbst  1893  haben 
»ich  14  im  Jahre  1889  von  mir  entworfene  graphische  Tafeln  der  fraglichen  Art 
(darunter  die  hier  vorgelegten)  befunden,  siehe  W.  Dycks  Katalog,  Nachtrag, 
München  1893,  Nr.40d,  S.  9  und  Nr.  44b,  S.  19. 

Über  die  zahlreichen  Anwendungen  der  Methode,  die  seit  1891  namentlich 
in  Frankreich  nnd  Italien  veröffentlicht  worden  sind ,  findet  man  einen  interessanten 
Bericht  von  M.  d'Ocagne  in  der  Revue  g^n^rale  des  sciences,  9«  ann^e,  1898, 
I'.  116. 

**  H^moire  sur  les  tables  graphiques  et  sur  la  g^ometrie  anamorphique . . . , 
Annales  des  Ponts  et  Chauss^es,  2*™«  s^rie,  1. 11,  ler  semestre  1846,  p.  1. 

***  Anleitung  zum  Entwerfen  graphischer  Tafeln,  Berlin  1877. 
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hören^  die  jene  Gleichung  befriedigen*  Setzt  man  an  Stelle  einer 
dieser  Skalen  eine  einfach -unendliche  Schar  von  solchen,  so  wird 
damit  eine  neue  Veränderliche  eingeführt,  nämlich  der  Parameter,  der 
die  Lage  des  Trägers  einer  einzelnen  dieser  Skalen  bestimmt.  Auf 
diese  Weise  ist  es  möglich,  das.  Verfahren  auf  Gleichungen  zwischen 
4,  5  oder  6  Veränderlichen  auszudehnen.** 

Mit  M.  d'Ocagne  wollen   wir    von    den    sogenannten    Parallel- 
koordinaten   einer    geraden   Linie    Gebrauch    machen.    Darunter  sind 


F{x,  y,  z)  = 


*  Damit  eine  solche  Darstellung  möglich  sei,  wozu  gehört,  dass  die  Funk- 
tion F  sich  auf  die  Form:  ,.      ,   ,  v     . 

<Pi(y)   V',(y)    1 

bringen  lässt,  muss  F  einer  gewissen  partiellen  Differentialgleichung  genügen, 
deren  Aufstellung  und  nähere  Untersuchung  noch  aussteht.  Es  hat  aber  kürzlich 
M.  E.  Duporcq  im  Bulletin  des  sciences  math^matiques,  2^o^o  särie,  t.  22,  p.287, 
1898,  einen  Weg  gezeigt,  um  auch  ohne  jene  Differentialgleichung,  nur  mit  Hilfe 
notwendiger  und  hinreichender  Funktionalgleichungen,  die  Funktion  F  zu  prüfen 
und  ihr,  wenn  es  möglich  ist,  die  fragliche  Form  zu  geben.  Aus  Mangel  an 
Raum  kann  hier  auf  diese  Untersuchungen  nicht  eingegangen  werden,  es  soll 
dies  aber  bei  nächster  Gelegenheit  geschehen. 

**  In  geschichtlicher  Beziehung  ist  folgendes  zu  sagen.  Bei  den  in  der  zweiten 
Anmerkung  auf  S.  66  erwähnten  vereinzelten  Anwendungen  von  Möbius  (1841) 
sowie  Ganguillet  und  Eutter  (1869)  ist  noch  nicht  davon  die  Rede,  dass  es 
sich  um  eine  allgemeine  Methode,  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  geo- 
metrisch darzustellen,  handelt,  wenngleich  Möbius  tiefer  in  die  Sache  ein- 
gedrungen sein  mag,  als  seine  oben  wiedergegebenen  kurzen  Bemerkungen  er- 
kennen lassen.  Es  hat  dann  1884  M.  d'Ocagne  in  den  Annales  des  Fonts  et 
Chauss^es,  6.  s^rie,  t.  8,  p.  531,  aus  den  von  Laianne  1846  a.  a.  0.  zur  Auflösung 
trinomischer  Gleichungen  vorgeschlagenen  Tafeln  durch  Vertauschung  von  Punkt- 
koordinaten mit  Linienkoordinaten  neue,  demselben  Zwecke  dienende  Tafeln  ab- 
geleitet, welche  zu  den  „abaques  ä  alignement^*  gehören,  aber  er  hat  es  damals 
unterlassen,  das  allgemeine  Prinzip  der  Methode  der  fluchtrechten  Punkte  aus- 
zusprechen und  dies  erst  1890  nachgeholt  (Genie  civil,  t.  XVII,  p.  343).  Inzwischen 
hatte  das  jedoch,  18^6,  August  Adler  (Berichte  der  Wiener  Akademie,  Bd.  94, 
2.  Abtlg.,  S.  404),  ebenfalls  an  Laianne  anknüpfend,  aber  offenbar  ohne  Kenntnis 
der  ersten  Arbeit  von  M.  d'Ocagne,  bereits  gethan.  Die  speziellen,  von  Adler 
angegebenen  Tafeln  zur  Auflösung  numerischer  Gleichungen  u.  s.  w.  sind  mit  denen 
von  M.  d'Ocagne  kollinear  verwandt,  aber  nicht  identisch,  weil  Adler  andere 
Linienkoordinaten  benützt  als  M.  d'Ocagne.  Ich  selbst  bin  auf  die  fragliche, 
alle  wesentlichen  Gesichtspunkte  enthaltende  Arbeit  von  Adler  erst  in  neuester 
Zeit  aufmerksam  geworden;  unabhängig  davon  hatte  ich  1889  ebenfalls  die  Me- 
thode ausgebildet,  einzelnen  meiner  Schüler  mitgeteilt  und  viele  Anwendungen 
von  ihr  gemacht.  Es  scheint  Adler  auf  die  Sache  nicht  wieder  zurückgekommen 
zu  sein,  während  M.  d^Ocagne  in  zahlreichen  Veröffentlichungen  diese  wie 
andere  Methoden  der  „Nomographie*^  gefördert  und  in  seinen  letzten  Arbeiten 
(siehe  namentlich:  Bulletin  de  la  Soci^tä  Math^matique  de  France,  t.  XXVI,  p.  16, 
1898)  das  Ganze  in  ein  System  gebracht  hat. 

Die  Ausdehnung  der  Methode  der  fluchtrechten  Punkte  auf  den  Raum  be- 
treffend vergleiche  man  die  Mitteilung:  „Über  einen  Apparat  zur  Auflösung 
numerischer  Gleichungen  mit  vier  oder  fünf  Gliedern  ^^  am  Schlüsse  des  vorher- 
gehenden Bandes  dieser  Zeitschrift. 
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(siehe  Fig.  2)  die  Abschnitte  u  und  v  zu  yerstehen,  welche  die  Gerade 
auf  zwei  zu  einander  parallelen  Axen  von  beliebigem  Abstand  bildet, 
jeder  Abschnitt  von  dem  willkürlichen  Nullpunkt  der  betreffenden  Axe 
an  gemessen  und  mit  dem  Plus-  oder  Minuszeichen  yersehen,  je  nach- 
dem  er  dem  positiven  oder  negativen  Teile  dieser  Axe  angehört  * 

Legt  man  den  Nullpunkten  o^  und  o^  der  u-  und  v-Axe  die  Oe- 
Wichte  i  und  ^  bei,  zieht  man  femer  durch  ihren  Schwerpunkt  q  eine 
Parallele  zu  den  Axen  und  bezeichnet  das  auf  ihr  durch  die  betrach- 
tete Grerade  abgeschnittene  Stück  mit  w^  so  sind  die  parallel  zu  den 
Axen  gemessenen  schiefen  Abstände  u,  v,  w  der  Punkte  o^y  Og  und  q 
TOD  jener  Geraden  proportional  den  zugehörigen  senkrechten  Abstanden 
\j  Ky  A,  zwischen  denen  bekanntlich  die  homogene  lineare  Gleichung: 

besteht.    Folglieh  ist  auch 
1)  Au  +  ft  V  —  (A  +  f*)  W7  ==  0. 


Fig.  1. 


Flg.  r 


Es  leuchtet  ein,  dass  jede  Gerade,  deren  Parallelkoordinaten  u,  v 
dieser  Gleichung  genügen,  durch  den  Punkt  p  geht,  der  durch  die 
Zahlen  A,  ^  (bezw.  deren  Verhältnis)  und  den  Abschnitt  w  bestimmt 
ist.  Daher  kann  1)  die  Gleichung  dieses  Punktes  genannt  werden. 
Um  den  Punkt  zu  einer  gegebenen  Gleichung  zu  finden,  kann  man 
zwei  (oder  zur  Probe  noch  mehr)  Geraden  konstruieren,  deren  Koordi- 
naten die  Gleichung  befriedigen,  indem  man  etwa  jedesmal  eine  Ko- 
ordinate beliebig  wählt,  die  andere  aus  1)  berechnet;  es  lässt  sich 
auch  der  Umstand  benützen,  dass 


O^q  :  qo^  ^  ^  :  X. 


*  Schon  zehn  Jahre  vor  M.  d'Ocagne  hat  Herr  E.  Schwering  (im  Jahres- 
bericht för  1874  des  Westfälischen  Provinzialvereins,  S.  149)  Parallelkoordinaten 
benutzt,  wenn  auch  zu  anderen  Zwecken.  Herr  Schwering  nimmt  die  Ver- 
bindxuigslinie  der  Nullpunkte  beider  Axen  senkrecht  zu  letzteren  an.  Oft  ist  es 
aber  you  grösstem  Wert,  von  dieser  Beschränkung  frei  zu  sein.  Dagegen  kann 
inan  beiden  Axen  stets  die  gleiche  positive  Richtung  geben,  was  im  folgenden 
geschehen  soll. 
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Lässt   sich  nun   die   darzustellende  Gleichung  F{x,  y,  ^)  =  0  auf 
die  Form 

2)  a  iß)  q>{x)  +  ß{z)  tl;(y)  +  y{0)  =  0 

bringen  —  ein  sehr  häufiger  besonderer  Fall,  auf  den  wir  uns  hier  be- 
schränken wollen  — ,  so  kann  Gleichung  1)  dadurch  mit  2)  identisch 
gemacht  werden,  dass  man: 

3)  u  =  aq)(x), 

4)  v^ht(td 

setzt,  wo  a  und  b  beliebige  Konstanten  bezeichnen,  und  ferner 


a   '      ^  5    '  a{z)  ß(z) 


a 


Werden  in  3)  dem  x  verschiedene,  eine  arithmetische  Reihe 
bildende  Werte  erteilt,  an  die  Endpunkte  der  zugehörigen  u  die  be- 
treflfenden  Werte  von  x  geschrieben,  so  ergiebt  sich  die  Skala  der  z, 
die  hier  also  geradlinig  ist  und  die  u-Axe  zum  Träger  hat.  Ebenso 
liefert  4)  die  ^- Skala  mit  der  t^-Axe  als  Träger.  Endlich  gehört  ver- 
möge 5)  auch  zu  jedem  Werte  von  z  ein  bestimmter  Punkt,  was  zu 
einer  dritten  Skala,  derjenigen  der  ;?,  Veranlassung  giebt.  Diese  wird 
im  allgemeinen  krummlinig  sein,  dagegen  als  Träger  eine  Parallele  zu 
den  Axen  haben,  wenn  a  und  ß  Konstanten  sind. 

Dass  zwischen  den  drei  Skalen  der  gewünschte  Zusammenhang 
besteht,  ist  klar.  Die  Gerade  durch  irgend  drei  zusammengehörige 
Punkte  wird  man  in  der  Regel  nicht  zu  zeichnen  brauchen,  sondern 
z.  B.  durch  einen  mit  den  Händen  gespannten  Faden  herstellen  können. 
Auch  ein  Lineal  aus  Hartglas  oder  Zellhorn  mit  einer  unterwärts  ein- 
geritzten feinen  Linie  ist  zweckmässig. 

Beispiele. 

1.  Zustand -Tafel  für  1kg  atmosphärische  Luft  (Tafel  I).  Diese 
Tafel  ist  die  Umwandlung  einer  nach  der  älteren  Methode  entworfenen 
von  G.  Herrmann*  Die  zwischen  dem  Druck  p,  dem  Volumen  V 
und  der  Temperatur  t  nach  dem  Mariotte-Gay  Lussacschen  Gesetz 
vorhandene  Beziehung    ^  ^  _  29,268  (273  +  t) 

wurde  durch  Logarithmieren  auf  die  Form  2)  gebracht,  nämlich: 

logp  +  log  F-  log  [29,268 (273  +  t)]  =  0. 
Es  konnte  dann     ^  _  ^^^^^^     ^  _  ^j^g  y^ 

gesetzt   werden,    d.h.  für  den  Druck  und  das  Volumen  sind  logarith- 
mische Skalen  gleicher  Längeneinheit  genommen,  wodurch  A  =  ^  wurde 

*  Zur  graphischen  Behandlung  der  mechanischen  Wärmetheorie,  Zeitschrift 
des  Vereins  Deutscher  Ingenieure,  Bd.  28,  1884,  Textblatt  4  vor  S.  901. 
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oder  die  Skala  für  die  Temperatur  in  die  Mitte  zwischen  die  Axen 
fiel    Bei  adiabatischer  Zustandänderung  ist  bekanntlich: 

p  J^Mi  =  const;     was    t*  +  1,41 1?  —  const  *=  0 

giebt.  Dies  ist  die  Qleichung  eines  Punktes  auf  einer  (in  der  Tafel 
gezeichneten)  Parallelen  zu  den  Axen,  welche  deren  Abstand  im  Ver- 
hältnis 1,41 :  1  teilt.  Die  gestrichelten  Linien  zeigen  die  Lösung  der 
Aufgabe:  Wie  tief  sinkt  die  Temperatur  einer  Luftmenge  von  20 ®C. 
Temperatur  und  6  atm.  Druck  bei  adiabatischer  Ausdehnung  bis  auf 
atmosphärische  (1  atm.)  Spannung?    Die  Tafel  giebt  ungefähr  —  100®  C. 

2.  Tafel  II  entspricht  der  auf  der  älteren  Methode  beruhenden 
Kurventafel  zur  Berechnung  der  von  künstlichen  Lichtquellen  indizier- 
ten Helligkeit  von  Leonhard  Weber* 

Für  die  Helligkeit  H  eines  wagerechten  Flächenelementes,  das 
durch  eine  Lichtquelle  von  100  Normalkerzen  mit  nach  allen  Richt- 
ungen gleicher  Emission  beleuchtet  wird,  hat  man,  wenn  das  Flächen- 
element die  wagerechte  Entfernung  x  und  die  senkrechte  Entfernung  z 
[m  cm  ausgedrückt)  von  der  Lichtquelle  besitzt: 

10«;^ 


H 


Wir  stellen  (nach  Erheben  beider  Seiten  auf  die  Potenz  —  j  die  Form 


her.  die  mit  der  von  2)  übereinstimmt,  wenn  y  statt  H  geschrieben 
wird-    Wir  haben  dann  gemäss  3)  und  4)  zu  setzen: 

u  =  ax%    V  «=  bH     » . 

Die  von  irgend  einem  Punkte  der  x- Skala  an  den  Träger  der 
i-Skala  gezogene  Tangente  trifft  die  H- Skala  offenbar  in  dem  Punkte, 
an  welchem  die  grösste,  beim  wagerechten  Abstand  x  zu  erzielende 
Helligkeit  des  Flächenelementes  steht,  und  an  dem  (schätzungsweise 
zu  bestimmenden)  Berührungspunkte  jener  Tangente  kann  die  Höhe  z 
abgelesen  werden,  in  welcher  die  Lichtquelle  sich  befinden  muss,  damit 
die  Helligkeit   den  fraglichen  Grösstwert  annimmt.     (In  der  Tafel  ist 

h=  —  10*a  und  a  ungefähr  rr^rr  mm.  Der  in  der  Tafel  nicht  an- 
gegebene, dem  Werte  if  =  oo  entsprechende  Nullpunkt  der  v-Axe  liegt 
weit  oben.  Würde  man  h  dasselbe  Vorzeichen  geben  wie  a,  so  würden 
die  Werte  von  H  von  oben  nach  unten  wachsen,  also  umgekehrt  wie 
diejenigen  von  x,  und  der  Träger  der  ^- Skala  würde  nicht  zwischen 
die  Axen  fallen.) 

*  Elektiotechn.  Zeitschr.,  6.  Jahrg.,   1886,  S.  55.     Die  Tafel  ist  mit  Fig.  3 
bezeichnet 
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3.  Bei  der  Berechnung  von  Wasserleitungen  wird  oft  die  einfache 
Dupuitsche  Formel  400000  Jd^^  Q^  angewendet,  worin  J  das  Ge- 
fälle in  m/km,  Q  die  durchfliessende  Wassermenge  in  cbm/sec,  d  den 
lichten   Rohrdurchmesser   in   Meter   bezeichnet.     Für   die   Durchfluss- 

Geschwindigkeit  Fin  m/sec  hat  man  ausserdem  Q^  —  Vd^.    Die  durch 

Logarithmieren   hieraus  hervorgehenden  Gleichungen  schreiben  wir   in 
der  Form 

log  J^-f  ölogd  -  6  (|logö  +  const^  =-  0 
und 

logF+  21ogd  -  3(|log^  +  const^  =-  0. 

Der  ersten  Gleichung  entsprechend  sind  in  Tafel  III  zwei  logarith- 
mische Skalen  mit  derselben  Längeneinheit  für  J  und  d  vorhanden  und 
eine  logarithmische  Skala  für  Q,  deren  Längeneinheit  nur  y,  so  gross 
ist  und  deren  Träger  den  Abstand  der  beiden'  anderen  im  Verhältnis 
5  :  1  teilt,  um  auch  der  letzten  Gleichung  zu  genügen,  wurde  eine 
logarithmische  Skala  für  die  V  im  Maßstabe  der  erstgenannten  in 
solcher  Lage  hinzugefügt,  dass  der  Träger  der  Q- Skala  den  Abstand 
der  Träger  der  F-  und  d- Skala  im  Verhältnis  2:  1  teilt.  Die  F- Skala 
liegt  so  in  der  Mitte  zwischen  der  J-  und  df- Skala.  Sind  von  vier 
zusammengehörigen  Werten  J",  Q^  F,  d  irgend  zwei  gegeben,  so  liefert 
die  Tafel  augenblicklich  die  beiden  anderen.  Die  gestrichelte  Gerade 
der  Tafel  entspricht  dem  Zahlenbeispiel  «7"=  60  m/km,  Q  =  500  1/sec; 
man  erhält  d  =  0,4  m  und   F=  3,9  m.* 

(Die  Beispiele  werden  fortgesetzt  werden.) 


Die  Deformation  einer  geradlinigen  Fläche  zweiten  Grades 
ohne  Änderung  der  Längen  ihrer  Geraden. 

Von  Friedrich  Schur  in  Karlsruhe. 

Im  Jahre  1873  fand  Herr  Henrici**  den  folgenden  Satz: 

„Wenn  man  die  Erzeugenden  eines  einschaligen  Hyper- 
boloids als  starre  Geraden  betrachtet,  die  überall,  wo  sie  sich 
treffen,    fest    verbunden    sind,    aber  so,    dass    an  jedem  Schnitt- 


*  Eine  ähnliche,  von  M.  G.  Darios  konstruierte,  auf  der  Formel  von  M.  L^v  j 
beruhende  Tafel  neueren  Datums  findet  man  in  den  Nou volles  Annales  de  la  Con- 
stmction,  6«  särie,  t.  IV,  1897,  pl.  33. 

**  Vergl.  den  Katalog  mathem.  Modelle,  herausgegeben  von  Walter  Dyck, 
München  1892,  S.  261. 
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punkte  eine  freie  Bewegung  der  einen  um  die  andere  möglioh 
bleibt,  so  ist  die  FlScbe  nicht  starr,  sondern  erlaubt  noch  eine 
Deformation  in  eine  einfach  unendliche  Anzahl  anderer  Hyper- 
boloide/^ 

Obwohl  dieser  Satz  schon  mehrfach  Gegenstand  von  Publikationen* 
gewesen  ist,  so  ist  seine  Stellung  im  Systeme  der  Geometrie  noch  kaum 
zu  einem  hinreichend  einfachen  Ausdrucke  gebracht  worden.  Hat  man  es 
doch  bisher  nicht  einmal  der  Erwähnung  für  wert  gehalten,  dass  derselbe 
Satz  auch  für  das  hyperbolische  Paraboloid  gilt.  Der  Satz  ergiebt  sich 
aber  ganz  von  selbst,  wenn  man  nach  denjenigen  Geraden  des  Baumes 
fragt,  denen  bei  einer  raumlichen  Affinität  ihnen  kongruente  Geraden  ent- 
sprechen. 

Denn  zwei  Flächen,  von  denen  die  eine  aus  der  anderen  nach  der  im 
Satze  angegebenen  Vorschrift  entstanden  ist,  stehen  ja  sicher  in  affiner 
Verwandtschaft  zu  einander,  in  derjenigen  nämlich,  welche  dadurch  be- 
stimmt ist,  dass  irgend  einem  windschiefen  Yierseit  der  einen  Fläche  das 
ans  ihm  hervorgehende  Yierseit  der  anderen  als  entsprechend  zugeordnet 
wird.  Durch  diese  Affinität  müssten  also  alle  Geraden  der  ersten  Fläche 
in  ümen  kongruente  Geraden  übergeführt  werden. 

Besitzt  nun  eine  Gerade  g  die  Eigenschaft,  durch  eine  Affinität  % 
in  eine  ihr  kongruente  Gerade  g^  übergeführt  zu  werden,  so  gilt  dasselbe 
offenbar  von  allen  zu  ^  parallelen  Geraden.  Denn  jedes  Parallelogramm  ^£  OD, 
von  dem  eine  Seite  AB  auf  g  liegt,  wird  dann  durch  91  in  ein  solches 
Parallelogramm  A^B'C'D*  übergeführt,  dass 

ist.  Will  man  also  alle  Geraden  kennen ,  denen  bei  irgend  einer  Affinität  9t 
ihnen  kongruente  Geraden  entsprechen,  so  braucht  man  nur  die  Geraden 
durch  einen  Punkt  M  zu  suchen,  denen  diese  Eigenschaft  zukommt. 

Nun  entspricht  doch  irgend  einer  Kugel  x  um  M  als  Mittelpunkt  ein 
Ellipsoid  %'  mit  dem  entsprechenden  Punkte  M^  als  Mittelpunkt,  und  die 
gemeinsamen  Durchmesser  desselben  mit  einer  zu  x  kongruenten  Kugel  c' 
nm  If'  erfüllen,  sofern  sie  überhaupt  reell  sind,  einen  Kegel  zweiten 
Grades  a\  der  auch  in  zwei  Ebenen  zerfallen  kann.  Das  Original  a  dieses 
Kegels  besteht  offenbar  aus  lauter  Geraden,  die  durch  die  Affinität  91  in 
ihnen  kongruente  Geraden  übergeführt  werden,  und  jede  Fläche  zweiten 
Grades,  deren  Erzeugende  den  Kanten  dieses  Kegels  paraUel  sind,  wird 
durch  9(  in  dem  geforderten  Sinne  deformiert. 

Ist  umgekehrt  ein  einschaliges  Hyperboloid  mit  dem  Mittelpunkte  M 
mid  dem  Asymptotenkegel  a  gegeben,  und  ist  c  irgend  ein  Ellipsoid  durch 
den  sphärischen  Kegelschnitt,  den  a  auf  irgend  einer  Kagelfläche  um  M 
aasschneidet,  so  führt  jede  Affinität  91,  bei  welcher  das  Ellipsoid  s  in  eine 

*  Cayley  in  Messenger  of  Math.,  t. 8,  p.  51  (1878),  Darboux  in  Despeyroox- 
Darboox's  Mechanik,  t.  II,  p.  622  (1886),' Mannhe  m  in  Principes  et  d^veloppe- 
nienta  de  g^om^trie  cin^matique,  p.  189  (1894). 
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zu  9c  kongruente  Kugel  e'  übergeht,  das  Hyperboloid  in  ein  solches  mit 
entsprechend  kongruenten  Geraden  über.  Jede  dieser  Affinitäten  setzt  sich 
offenbar  aus  einer  solchen,  bei  welcher  das  Axenkreuz  des  Ellipsoids  in 
ein  auf  dasselbe  fallendes  rechtwinklig -gleichschenkliges  Axenkreuz  über- 
geht, und  einer  Bewegung  zusammen.  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  die 
Affinitäten  der  ersten  Art  das  Hyperboloid  in  die  konfokalen  überführen. 
Ist  nämlich:  ,  .  , 

die  Gleichung  des  Hyperboloids,  so  ist  durch: 

eins  der  Ellipsoide  dargestellt,  sobald  nur  >l  so  gewählt  ist^  dass  die  Koeffi- 
zienten von  ic^,  y^  und  z^  positiv  sind.     Durch 


^)       ^ T — ^'    3/  =  — ? y,    »-=- :; ^ 


4)  ?- +  - ^- '  ^  1 


ist  folglich  die  Affinität  dargestellt,  die  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel  vom 
Radius  d  verwandelt;  diese  selbe  Affinität  führt  also  das  Hyperboloid  in 
das  andere: 

a^  +  Xd*     "*"    b*-\-kd*  c*'^d' 

über,  das  dem  gegebenen  konfokal  ist.  Hiermit  ist  zugleich  gezeigt,  dass 
nur  die  einem  gegebenen  einschaligen  Hyperboloide  konfokalen  und  die  aus 
ihm  durch  Bewegimg  entstehenden  Hyperboloide  der  Forderung  des  Henrici- 
schen  Satzes  genügen. 

Handelt  es  sich  um  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  so  ist  der  Asymptoten- 
kegel nur  durch  ein  Paar  von  Ebenen  zu  ersetzen,  denen  die  Erzeugenden 
des  Paraboloids  parallel  sind.     Ist: 

5)  --C-=2* 

^  ab 

die  Gleichung  des  Paraboloids,  so  kann  man  eins  der  Ellipsoide  in  der  Form: 

annehmen,  die  Affinität  folglich  in  der  Form: 

7)  ,,  =  ^'|/_±_,     y-y'l/-^ 

Verbindet  man  mit  ihr  noch  die  Translation: 

SO  geht  das  gegebene  Paraboloid  in  das  konfokale: 
9)  ^- L  =  2«"+  l 

^  a-j-X  h  —  X 

über,  so  dass  die  Analogie  vollkommen  ist. 


X*   *-''• 
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Fianinos  460  Mk.  ao,    Fltlgel  10jährige  Garantie, 

Harmoniums  96  Mlc.  an. 
Abzahlung  gestattet.    Bar:  Rabatt  nnd  Freisendnng. 

Fabrik:  W.  Emraer,  Berlin  C, 

S«yd«latr.  SO|  Freialistei  Musterbaoh  umabnst* 
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Dynamik  der  Kurbelgetriebe* 


Von 

Prof.  Dr.  Hans  Lorenz 

in  HftUe  •.  S. 


4.  Diskussion  der  Ausgleichsbedingungen.  Die  von  uns 
entwickelten  acht  Gleichungen  für  den  Massenausgleich  erster  Ordnung 
und  vier  Gleichungen  fttr  einen  solchen  zweiter  Ordnung  enthalten 
ausser  den  Winkeln  o^a, . . .  a»  der  einzelnen  Kurbeln  gegen  die  erste 
noch  die  reduzierten  Momente  Q  der  hin-  und  hergehenden ,  sowie  It 
der  rotierenden  Massen ,  die  Abstände  a^a^  . .  -  (in  der  einzelnen  Getriebe- 
ebenen  von  derjenigen  des  ersten  und  schliesslich  die  Schubstangen- 
Verhältnisse  r :  l  jedes  Getriebes.  Dividieren  wir  nun  unsere  Gleich- 
ungen mit  Q^  bezw.  JK^,  so  erkennen  wir,  dass  sie  als  Variable  nur 
die  Verhältnisse  der  fraglichen  Momente  enthalten,  die  wir  abkürzungs- 


weise 


41) 
42) 


^»      a 

=  2« 


=  p. 


setzen  wollen.    Dasselbe  Verfahren  können  wir  auch  mit  den  Grössen  a 
wiederholen  und  deren  Verhältnisse 


43) 


<h 


a. 


k. 


an 

setzen.    Endlich  wollen  wir  auch  noch  die  Verhältnisse  der  Quotienten 
r :  l  bilden  unä  schreiben: 


44) 


^i^ 


—  ^«; 


rsh 


=  1 


l'nlt 


«A 


la) 


hr^        '•«'        hr,         "»        hr. 
Alsdann  lauten  unsere  Gleichungen  in  entwickelter  Form,  da  cc^ 

1 -f  gjcosoj-hgg     cosflTj-l +  <Z«cosan      =0, 

^2  sin  «8  -f  ^3     sin  or,  -f  • 

g,  cos  (Jfg -h  ^3  *3  cos  OTg -f  • 


=  0: 


+  g„sin  Un     =  0, 

+  qnknCOSUn-^O, 

+  qnknBinan=  0; 
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IIa) 


(1+  (>2  COSOTg 

^2  sin  oTg 

p2  cos  a^ 

(>2  sin  0^2 


+  (>3        COSOfj 

+  p3      sin  ofg 

+  (>8Ä;5  cos  «3 


+ 
+ 
+ 
+ 


sina. 


nia) 


+  (»8^8  sincTj 
1  +  ftA2COs2a2  +  33^8    cos2ff3  + 
q^  Aj  sin  2a^  +  q^  l^    sin  2^3  + 

g2^2COS2cf2  +  28  ^8^'»  cos  2  «3  + 

^2  ^2  sin  2  «2  +  q^  X^k^  sin  2^2  + 


+  Qn     cosa«  =  0, 

==05 


+ 

+  pn**cosa, 

+  Qnhn^ma^ 

"+q^kn     C082a„=0, 
-+qnK    sin2an=0, 

•     +g»AnÄnC0s2an=  0, 

••  +  gn^nft»8in2a„=0. 


Diese  zwölf  Gleichungen  enthalten  mithin  je  n—\  Winkel  a, 
Momentenverhältnisse  q  und  r,  Doppelverhältnisse  A  und  w  —  2  Abstands- 
verhältnisse t^^  zusammen  also  bn  —  Q  Variable^  woraus  man  schliessen 
darf,  dass  eine  weniger  als  vierkurblige  Maschine  überhaupt  nicht  aus- 
gleichbar (und  zwar  gleichzeitig  von  erster  und  zweiter  Ordnung)  wäre, 
für  eine  vier-  und  mehrkurblige  dagegen  noch  über  wenigstens  vier 
Grössen  willkürlich  verfügt  werden  könne.  Ein  ganz  ähnlii^hes  Resultat 
würde  sich  ergeben,  wenn  man  vom  Ausgleich  zweiter  Ordnung  ab- 
sieht; es  fallen  dann  die  vier  Bedingungen  III  a)  und  die  n  —  1  Grössen  A 
weg,  so  dass  acht  Gleichungen  noch  4n  —  5  Veränderliche  entsprechen. 
Bei  vier  Kurbeln  hätte  man  alsdann  noch  eine  frei  verfügbare  Grösse. 

Diese  Schlussfolgerungen  setzen  indessen  voraus,  dass  unsere  zwölf 
Gleichungen  für  jedes  n  mit  einander  praktisch  verträglich,  bezw.  von 
einander  unabhängig  sind.  Als  praktisch  unannehmbar  wäre  z.  B.  eine 
Lösung  zu  bezeichnen,  bei  der  einer  der  Werte  von  Ä  =  1  vrürde,  da 
dies  ein  Zusammenfallen  zweier  Getriebe-Ebenen  bedeutet. 
Ebenso  unzulässig  ist  die  Bedingung,  dass  einer  der  Winkel  a,  bezw. 
eine  Differenz  a^  — a*=0  oder  =180®  wird,  da  alsdann  die  Tot- 
punkte zweier  Getriebe  zusammenfallen,  so  dass  die  Gefahr  ent- 
steht, dass  die  Maschine  nicht  in  jeder  Lage  anspringt,  d.  h.  sich  von 
selbst  durch  den  Dampfdruck  in  Bewegung  setzt.  Um  zu  entscheiden, 
ob  und  wann  diese  Fälle  eintreten,  wollen  wir  zunächst  einmal  die 
mit  dem  Index  2  behafteten  Glieder*  eliminieren. 

Wir  erhalten  so  durch  Subtraktion  der  dritten  von  der  ersten  bezw. 
der  vierten  von  der  zweiten  Gleichung  in  la)  bis  Illa): 

1  +  &     (1  —  *s) cosa3  H h  ««(1  —  in)cosa„  =  0, 


Ib) 


Hb) 


(1  -  Äj)  sin  «3  -f 

(l~Ä;3)cosa3-f 
(1  -  Äj)  sin  flTg  + 


-f  g'„(l  -Ä«)sinan==0; 

-fPn(l  — *n)cosa„  =  0, 
-f  (>n(l  — *«)sina„«=0; 


*  Selbstverständlich  hätten  wir  auch  die  mit  einem  anderen  Index  behafteten 
Glieder  eliminieren  können,  da  doch  die  Reihenfolge  ganz  willkürlich  ge- 
wählt ist. 


Illb)  { 


Von  Prof.  Dr.  Haks  Lobsnz.  g7 

1  +  «s^s(l  —  h) cos2flr,  + h  g^A«(l  —  ifc«)co82«,  «=  0, 

& ^9(1  —  i,) sin  2aj  + h  g« A«(l  —  *„)8m 2a«  —  0. 

Hierin    lassen    sich    noch    die    entsprechenden    Gleichungen    der 
Gruppen  la)  und  IIa)  vereinigen  zu 

45)  (Sz  —  p8)(l  - *8)cosa5  + h  (««  -  p»)(l  -  *-)co8a«  —  0, 

46)  (g,  —  P3)(l  —  Ä-j)  sin flr,  H h  (?*  —  (>«)(1  —  tOsi^^ «*  "^  0, 

während  für  lUb)    keine   weitere  Vereinfachung   möglich   ist.     Diese 
beiden  Formeln  gehen  fflr  eine  Yierkurbelmaschine  über  in 

45a)      (&  -  P8)(l  -  fr8)co8ar3  +  (g^-  pj(l  -  Äjcosa^«  0, 
■^ßa)      (2a  -  ft)(l  -  *3)8inflr8  +  («4 -  p4)(l  -  A-Jsin a^«  0. 

Sind  hierin  g,  ^^^  Ps»   hezw.  g^  und  P4  von  einander  verschieden; 
so  müsste 

47)  tg  0^8-^*8  «47 

.h.  a^«»  a,  oder  =^  180  +  ^z  sein.  Dies  besagt  aber,  dass  die  Kurbeln 
3  und  4  entweder  einander  gleich  oder  gerade  entg^engesetzt  gerichtet 
sein  sollen ;  eine  praktisch  unbrauchbare  Anordnung.  Mithin  wird  47) 
hinfällig  *  und  es  können,  da  M^  ^^^  ^4  niemals  =»  1  werden,  die 
Gleichungen  45a)  und  46a)  nur  bestehen,  wenn 

93  =  (>8     und     «4  =  ^4 

wird  Dies  hat  weiter,  wie  man  aus  la)  und  IIa)  erkennt;  die  Gleich- 
heit von  $2 »  P9  zur  Folge  und  führt  wegen  41)  und  42)  auf  den 
praktisch  wichtigen  Satz,  dass  bei  ausgeglichenen  Yi^rkurbel- 
maschinen  die  Momente  der  rotierenden  Massen  in  allen 
Getrieben  denjenigen  der  hin-  und  hergehenden  proportional 
sein  müssen. 


*  Aaf  g^nz  ähnliche  Verhältnisse  ffihrt  der  Ausgleich  von  Dreikurbelmaschinen, 
der  äbrigens  auch  theoretisch  nur  in  erster  Ordnung,  d.  h.  ohne  Rücksicht  auf  III a) 
durchführbar  ist.  Auch  hier  muss  zunächst  g,  =  9^,  §f,  =  p,  sein,  weiter  aber  er- 
hilt  man  aus  la)  zweite  und  vierte  Gleichung: 

sin  er,  =  A*,  sin  a, , 

•"^•^^  a,=  0     oder    =« 

und,  da  wegen  der  zweiten  Gleichung  dann  auch  sinor,  =  0  sein  muss, 

cos  a^  =  -f  1  ==  —  cos  ofj. 

Die  ICaschinenanordnung  ist  mithin  bestimmt  durch: 

was  bei  symmetrischer  Anordnung  I  also  X;  =  -^  =  2  j  auf  die  in  Fig.  8  skizzierte 

Form   fahrt.    Diese  ist  indeissen  praktisch  unbrauchbar,  weü  alle  Totlagen  der 
drei  Kurbeln  zu  gleicher  Zeit  eintreten. 

6* 
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Diese  Bedingung  würde  nun  z.  B.  für  die  Niederdruckkurbeln  an 
Schiffsmaschinen  auf  ganz  enorme  Gewichte  f&hren,  deren  Unter- 
bringung nicht  immer  möglich  sein  dürfte.  Um  in  solchem  Falle 
nicht    durch    mangelhaften    Ausgleich     schädliche    Massendrücke     im 

ganzen  System  zu  behalten^ 
erscheint  es  zweckmässig,  für 
die  rotierenden  Teile  allein  auf 
die  schon  oben  erwähnte  ge- 
wöhnliche Ausgleichung  zurück 
zugreifen,  also  z.  B.  an  den 
beiden  Enden  der  Maschinen- 
welle rotierende  Ausgleichs- 
gewichte anzubringen,  die  Kur- 
beln selbst  aber  lediglich  nach 
konstruktiven  Erwägungen  zu 
dimensionieren.  Alsdann  werden 
unsere  Ausdrücke  II)  bezw.  IIa) 
erst  durch  Hinzutreten  der  von 
den  Momenten  B'  und  B"  der  Ausgleichsgewichte  herrührenden 
Glieder  zum  Verschwinden  gebracht.  Nennen  wir  die  Entfernungen 
derselben  von  der  Anfangskurbel  (gemessen  in  der  Richtung  der 
gemeinsamen  Drehaxe)  6'  und  6"  und  die  Winkel  ihrer  Radien  (d.  i. 
der  Verbindungslinien  der  Gewichtsschwerpunkte  mit  der  Axe)  mit  der 
Anfangskurbel  a'  und  a",  so  haben  wir  jetzt  statt  11): 

B'  cosa'+i?"  cosa"  +  IJB  cos«  =  0, 
B'  sina'+jB"  sina"  +  Zi?  8ina  =  0, 
B'b'cosa!+  i?"6"cosa"  +  Z  JSacosa  «  0, 
B'b'sma'+  B"h%ma'' +  Z  Basina  «  0. 


n 


IIc) 


Nehmen   wir    zunächst   die    Entfernungen  b'  und  6"  als   gegeben 

an,  so  folgt: 

h"  Z  Msin  a  —  Z  B  a  sin  a 


48) 
49) 


tga'= 


B'^ 


h''I.ItcoBa  —  ZBacosa 
b"ZB%mec  —  ZRasma 


(b'-  b")smcc' 


b''TR  cos a  —  ZRa  cos  a 

(b'-b")cosa' 


und  ebenso  tga"  und  5"  durch  Vertauschen  der  Indices  von  b  und  a. 
Man  erkennt  hieraus,  dass  die  Momente  B  und  damit  die  Ausgleichs- 
gewichte selbst  um  so  kleiner  ausfallen,  je  grösser  ihre  Entfernung 
von  einander  ist.  Hiermit  aber  ist  man  nicht  unbeschränkt,  da  die 
neuen  Ausgleichsgewichte,  um  lediglich  innerhalb  des  Maschinen- 
systems zur  Wirkung  zu  gelangen,  auch  innerhalb  desselben  angebracht 
werden  müssen.  Es  ist  deshalb  nicht  angängig,  dieselben  etwa  auf 
Verlängerungen  der  Maschinenwelle  zu  setzen,  da  diese  sonst,  um  nicht 
durch  die  Centrifugalkraft  der  Gewichte  ausgebogen  zu  werden,  ausser- 
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halb  gelagert  werden  müs3te.  Auf  diese  Lager  würde  sich  dann  ein 
Teil  der  Wirkung  unserer  Ausgleichsgewichte  übertragen  und  nur  mehr 
der  Rest  in  die  Maschine  gelangen.  Schlick  schlagt  deshalb  einfach 
?or;  diese  Grewichte  an  den  beiden  äussersten  Kurbeln^  selbstyerständ- 
lieh  mit  den  ihnen  zugehörigen  Winkeln  a'  und  a"  und  einem  passend 
gewählten  Radius  anzubringen. 

Es  ist  nun  eyident^  dass  man  dieses  Verfahren,  die  als  lediglich 
rotierend  zu  betrachtenden  Massen  für  sich  auszugleichen,  auch  auf 
mehr  als  yierkurblige  Maschinen  ausdehnen  kann.  In  der  ausführenden 
Technik  ist  man  hierzu  sogar  gezwungen,  da  man  auf  die  Dimen- 
sionierung dieser  Teile  nach  FestigkeitsrQcksichten  nicht  verzichten 
darf.  Alsdann  aber  fallt  die  ganze  Gruppe  II)  bezw.  IIa)  aus  unseren 
Rechnungen  fort  und  wird  durch  vier  für  sich  zu  behandelnde  Formeln 
II  c)  ersetzt.  Für  das  ursprüngliche  Ausgleichsproblem  bleiben  mithin 
nar  noch  die  acht  Oleichungen  la)  und  IIa)  mit  den  Unbekannten  q^ 
a^  k  und  X.  Setzt  man,  wie  es  in  der  Praxis  aus  Herstellungsgründen 
und  mit  Rücksicht  auf  den  Raum  für  die  Maschinen  immer  geschieht, 
die  Verhältnisse  r :  l  alle  einander  gleich,  so  werden  sämtliche  A  =  1, 
und  die  Zahl  der  unbekannten  reduziert  sich  bei  einer  Maschine  mit 
»Kurbeln  auf  3n--4.  Hiemach  würden  für  die  Fünfkurbelmaschine 
noch  drei  Grossen  frei  verfügbar  bleiben,  während  eine  Yierkurbel- 
masehine  gerade  durch  unsere  acht  Gleichungen  bestimmt  wäre.  Wir 
werden  bei  der  analytischen  Behandlung  der  letzteren  sogleich  die 
Notwendigkeit  einer  noch  weiteren  Einschränkung  für  den  letzt- 
genannten Fall  kennen  lernen. 

5.  Analytische  Behandlung  der  Yierkurbelmaschine.  Nach 
den  letzten  Bemerkungen  brauchen  wir  uns  nur  noch  mit  dem  Aus- 
gleich der  hin-  und  hergehenden  Teile  an  der  Yierkurbelmaschine  zu 
bföchäftigen,  welche  praktisch  überhaupt  die  grösste  Bedeutung  be- 
sitzt.   Für  dieselbe  haben  wir  zunächst  aus  der  zweiten  Gleichung  Ib): 

50)  ftC^B""  l)ßiu«8+  ÜAiK"  l)flina4«=  0. 

Multiplizieren  wir  noch  die  dritte  Gleichung  la)  mit  sin  cc^  und 
die  vierte  Gleichung  mit  cos  a^ ,  so  ergiebt  die  Subtraktion  beider 

51)  jj  t,  sin  («3  —  cfj)  -I-  q^  A4  sin  (a^  —  a,)  =  0. 
Durch  Yerbindung  von  50)  und  51)  folgt  schliesslich: 

A-,(^^--l)    sin  «g  sin  (cr^  —  et,) 

*4(*8  —  1)    ""  sina^sinCa,—  «,)' 

oder,  wenn  wir  wieder  für  die  k  ihre  Werte  43)  einsetzen, 

^  »4  («8  —  o.)         sin  a^  •  8in(a,  —  «,) 
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Diese  Ton  Prof.  Schubert  (Hamburg)  aufgedeckte  Beziehung* 
lehrt,  dass  zwischen  den  Abständen  a  der  einzelnen  Getriebe 
einer  Yierkurbelmaschine  dann  dasselbe  Doppelverhältnis 
wie  zwischen  den  Sinus  der  entsprechenden  Eurbelwinkel 
besteht,  wenn  die  Maschine  in  erster  Ordnung  (nach  Schlick- 
scher Methode)  ausgeglichen  ist.  Tragt  man  also,  wie  es  in  Figur  9 
geschehen  ist,  die  Abstände  a  der  einzelnen  Getriebe  von  einem  Punkte 
aus  gerechnet  auf  einer  Geraden  ab,  so  kann  diese  Gerade  in  eine 
solche  (perspektivische)  Lage  gebracht  werden,  dass  die  Endpunkte 
der  Abstände  von  den  Verlängerungen  der  entsprechenden  mit  ihren 
Winkeln  um  einen  Punkt  gruppierten  Kurbelradien  geschnitten  werden 
Die  Aufzeichnung  der  Figur  9  bildet  nun  nicht  nur  ein  Kriterium  für 
den  Massenausgleich   erster  Ordnung  bei  vier  Kurbeln,   sie  lehrt  auch 


-(«4-02) 


1  i^ — ' ^4 1 >; 

K {a,^<h)  ¥  ! 

k a^ )l 


durch  den  Augenschein,  dass  keiner  der  Winkel  a  =  0  oder  ^=  ä 
werden  darf,  da  sonst  die  Ebenen  zweier  Getriebe  zusammenfallen. 
Aus  diesem  Grunde  ist  auch  eine  vollkommen  symmetrische  Anordnung 
aller  Kurbeln  in  Kreuzform  mit  den  Winkeln: 

a,  =  90^    «8  =  180«,    «^==270« 

(siehe  Fig.  10)  mit  unseren  Bedingungen  unvereinbar,  während  der 
Verwendung  zweier  rechter  Winkel  so  lange  nichts  im  Wege  steht,  als 
sie  im  Kurbelkreis  (wie  in  Fig.  11)  nicht  unmittelbar  aufeinander 
folgen.  Soll  nun  eine  Yierkurbelmaschine  auch  noch  einem  Massen- 
ausgleich zweiter  Ordnung  unterworfen  sein,  so  müssen  ausser  la) 
und  IIa)  auch  die  vier  Gleichungen  III a)  erfüllt  sein.  Aus  diesen  lassen 
sich   aber  die  Grössen  q^X  ebenso   eliminieren,  wie  die  q  aus  la),  und 

*  H.  Schubert,  Zur  Theorie  des  Schlickschen  Problems.    Mitteilungen  der 
mathem.  Gesellschaft  in  Hamburg.    1898. 
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wir  erhalten  als  Ergebnis  das  der  Gleichung  52)  genau  entsprechende 
Doppelyerhältnis : 
53)  MOiHöt)  ^  sin  2  g,  »in  2 («4-^1) . 

^  04  (Oj  —  o,)        sin  2  «4  sin  2  (a,  —  er,) 

Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  beiden  Doppelyerhältnisse  überhaupt 
mit  einander  vereinbar  sind.  Setzen  wir  sie  einander  gleich  und 
losen  die  Sinus  der  Doppelwinkel  in  53)  auf,  so  bleibt: 

cos  ffj  cos  («4  —  ffj)  =  cos  «4  cos  («3  —  tfj), 

oder  nach  Ausführung: 

(tg  «4  -  tg  flf,)  sin  ffg  =  0, 

bezw.,  da  sino^  nicht  verschwinden  darf: 

tga^^tga,, 
wie  in  47).     Die   praktische   Unmöglichkeit   dieser  Bedingung  haben 
wir  aber   schon    oben   erkannt,   so    dass  wir  jetzt  den  Satz  erhalten, 

Fig.  10.  Fig.  11, 

\  / 

\  / 

dass  ein  Yollständiger  gleichzeitiger  Ausgleich  erster  und 
zweiter  Ordnung  bei  Yierkurbelmaschinen  unmöglich  ist.'*' 
Es  fragt  sich  nun,  ob  man  auf  Grund  dieser  Thatsache  fUr  diese 
Maschinengattung  auf  den  Ausgleich  zweiter  Ordnung  überhaupt  ver- 
zichten soll.  Dann  besteht  immerhin  für  Schiffe  die  Gefahr,  dass  beim 
Zusammenfallen  der  Umdrehungszahl  der  Maschine  mit  der  Schwingungs- 
zahl  des  Schiffskörpers  (als  elastischer  Träger  betrachtet)  durch  die 
sich  summierenden  Impulse  der  Massendrücke  zweiter  Ordnung  Durch- 

*  Änch  diesen  Satz  hat  Schubert  (siehe  a.a.O.)  zuerst,  wenn  auch  auf 
etwas  anderem  Wege  wie  oben  bewiesen.  Es  lässt  sich  übrigens  leicht  zeigen, 
dasä  der  Gmnd  för  die  Unvereinbarkeit  der  Gleichungsgruppe  Ja)  und  III a)  filr 
Tierkorbelmaschinen  praktisch  aUein  auf  der  Unvereinbarkeit  der  Ausgleichs - 
l'edingnngen  erster  und  zweiter  Ordnung  für  die  Momente  beruht.  Eliminiert 
man  nämlich  ans  den  beiden  letzten  Gleichungen  la)  und  III  a)  das  Verhältnis  9,, 
bezw.  g,!,,  so  bleibt: 

q^  *,      sin    (er,  —  er,)  +  qjc^     sin    (er,  —  aj  =  0, 
g,  Ä^  Z,  sin  2  (of,  -  a,)  +  gf^  Är^  X^  sin  2  (a,  -  a^)  =  0, 

f«ler,  da  weder  8in(ofj— a,)  noch  sin(«r,  —  or^)  verschwinden  darf: 

a,  cos  (of,  —  ofj)  =  X^  cos  (Of,  —  «4). 
Werden  nun  die  Grössen  X,  wie  es  praktisch  immer  aus  baulichen  Gründen 
geschieht,  einander  gleich  angenommen,  so  müsste  wieder,  wie  oben,   a,  =  or^ 
werden.    Deshalb   muss  man  für  die  Yierkurbelmaschine  auf  den  Ausgleich  der 
M^omente  in  der  zweiten  Ordnung  verzichten. 
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biegUDgen  Ton  unzulässiger  Grösse  hervorgerufen  werden,  während  die 
Momente  keine  so  erhebliche  Bolle  spielen.  Man  wird  also  jedenfalls 
die  Massendrücke  ToUständig  auszugleichen  suchen.  Wir  werden  dem- 
nach neben  den  Gleichungen  la)  von  unseren  Gleichungen  III  a)  nur 
mehr  die  beiden  ersten  benutzen  und  diese  durch  die  der  praktischen 
Ausführung  durchaus  gleicher  Eurbelradien  und  Schubstangenlängen 
entsprechende  Annahme: 

54)  ;^=A3=A4«1 

vereinfachen.  Man  erkennt  nun  sofort,  dass  man  aus  den  beiden  ersten 
Gleichungen  von  la)  einerseits  und  III  a)  anderseits  die  Verhältnisse  q 
eliminieren  kann,  woraus  eine  Beziehung  zwischen  den  Winkeln  resultiert. 
Umgekehrt  kann  man  auch  die  drei  Winkel  eliminieren  und  behält 
sodann  eine  Beziehung  zwischen  den  drei  Verhältnissen  q^j  q^y  q^. 

Wir  wollen  die  erstere  Elimination,  welche  einfacher  ist,   durch- 
führen.   Hierfür  lautet  unser  Gleichungssystem  wegen  54): 

55)  1  +  9^2  ^^s   ^  +  ^3  ^os   ofg  +  9^4  cos   a^  =  0, 

56)  q^  sin    a^  +  q^  sin    a^  +  Q4  sin    a^  =  0, 

57)  1  +  (?8  ^os2a^  +  q^  cos2a^  +  q^C082a^  =  0, 

58)  q^  sin  2fif2  +  %  sin,2a8  +  q^  sin  2a^  =  0. 

Eliminiert   man   z.  B.  q^  aus  55)  und  56)  bezw.  57)  und  58),  so 
bleibt: 

I  ^^°    ^2  +  ^3  sin    («a  -  OTg)  +  q^  sin    (a^  -  a^)  =-  0, 

I   sin  2(^3  +  ^3  sin  2(^2  —  or,)  +  q^ sin  2{a^  —  a J  «  0. 

Ebenso  erhalten  wir  durch  Elimination  von  q^  und  q^  die  Gruppen: 

sin    «8  +  ¥2  sin    (ofg  —  ct^)  +  g^sin    (aTj  —  a^)  «  0, 

< 

.  sin  2(^8  +  q^  sin  2(or8  -  a^)  +  q^^ sin  2(cf8  —  aj  =  0. 

sin    «4  +  q^  sin    («4  —  a^)  +  q^  sin    (a^  —  a^)  =  0, 

< 

sin 2a^+  q^  sin  2{a^  —  a^)  +  q^  sin 2(^4  —  a^)  =  0. 

Multipliziert  man  nun  diese  sechs  Gleichungen  bezw.  mit 
sin  (flfj  —  «4),     sin  2  {a^  —  «4),     sin  («4  —  cr^),     sin  2  («4  —  «2); 

sin  (»2  —  «s) ;     ^'^^  2  (or^  —  «s) ; 

was  darum  erlaubt  ist,  weil  keiner  der  Winkel  zwischen  zwei  Kurbeln 
verschwinden  darf,  und  addiert,  so  verschwinden  die  Faktoren  von  q^, 
^3  und  ^4,  und  es  bleibt: 

Isin  ofj  sin  2  (eif8  —  «4)  +  sin  2  cc^  sin  (org  —  a^ 
+  sin  «8  sin  2  («4  —  flfg)  +  sin  2  »3  sin  (a^  —  «j)      =•  0, 
+  sin  «4  sin  2  (org  —  ofg)  +  sin  2  «4  sin  (ofj  —  a^)  , 

oder  nach  Auflösung  der  Funktionen  der  Doppel winkel: 


60) 


61) 
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sin  «1  sin  (a^  —  «J  [cos  (er j  —  aj  +  cos  er,] 
62a)        {  +  sin  a^  sin  (a^  —  o,)  [cos  (a^  —  «,)  +  cos  er,]      «  0. 
+  sin  a^  sin  (or,  —  a,)  [cos  (er,  —  «j)  +  cos  er  J 
Setzt  man  hierin  die  Produkte 

sin  tt  •  sin  17  =  -  cos  (w  —  v)  —  --  cos  {u  +  v), 
sowie  die  Summen 

cos  t4  4"  «OS  I?  «  2  cos  — ^ —  •  cos r — 

und  beachtet  ferner^  dass 

cos*  t*  «  2  cos*     —  1 ,' 

:$oergiebt  sich^  wenn  wir  schliesslich  der  Einfachheit  halber  schreiben: 

cos--? — ^-^—*-^i, 

«1  +  «s  —  or* 


—  «1  1   "a  "T  »*4  (. 

COS      -'-^2*  =^  S' 


-flfa  +  «a+a4 

aus  62a): 

62b)        (|>- 1,*)!,  +  (,»-  g«),g  +  ({«-  5»)  56 »  0, 

oder 
62c)  (6_,)(,_{;)(g_6)(|  +  ,  +  g)  =  0. 

Hierin  dürfen  aber  die  Ausdrücke: 

I  -  j^  =  2sm  2  sm  -• -g    S 

■ 

fr  cfc     ■      ^a      •      ^A  —  ^« 

ij-  g  =  2sm  2*  am  -*2   »» 

S  -  5  -  2  sin  ?♦  sin -ü^t^ 

oicht  verschwinden;  damit  nicht  zwei  Kurbeln  zusammenfallen,  bezw. 
sich  gerade  gegenüberstehen,  so  dass  sich  unsere  Elimination  auf 

62d)  i  +  n  +  t-0 

reduziert      Führt     man    schliesslich    noch    die    aufeinanderfolgenden 
Kurbelwinkel  ein,  setzt  also  (siehe  Fig.  12): 

SO  wird: 
bö)  g  =  cos  —^9    f]  =-  cos  — g-->     g  =  —  cos ^-y-? 

und  unser  Ergebnis  lautet: 

04)  cos— —^  +  COS  — r-^  «==  cos  ^^-g-  ; 

oder 
64a)  2  cos  |^  cos  —  =  cos  -^-^^ — 


74  Dynamik  der  Kurbelgetriebe. 

Infolge  der  Yertauschbarkeit  der  Winkel  kann  man  natürlich  auch 
diese  Gleichung  in  der  Form: 

64  b)  2  cos  £^  cos  -r^  ==  cos  "7^ 

schreiben. 

Die  ebenfalls  von  Schubert*  zuerst  aufgestellte  Formel  64)  •  er- 
möglicht uns,  aus  zwei  gegebenen  Winkeln  z.B.  ß  und  d  die  andern 
beiden  so  zu  bestimmen^  dass  unsere  Gleichungen  55)  bis  58)  erfüllt 
bleiben.  Für  eine  Neuberechnung  einer  soweit  als  möglich  aus- 
geglichenen Vierkurbelmaschine  wird  demnach  64)  den  Aus- 
gangspunkt bilden. 

Dabei  verfährt  man  am  einfachsten  so,  dass  man  z.B.  bei  ge- 
gebenen gegenüber  liegenden  Winkeln  ß  und  S  mit 

die   Differenz  a  —  y   aus  64)    ermittelt,   woraus    sich   dann   a   und    y 
einzeln   ergeben.     Sind  dagegen  zwei  anliegende  Winkel,  z.B.  a  und  |3 

Fig.  12.  Fig.  18. 

/ 

/ 


4 

gegeben,   so   empfiehlt   es   sich,   von  64a)   auszugehen  und  daraus  für 
die  Berechnung  von  y  den  vierten  Winkel 

tf  =  360<>- («  +  /}) -y 

zu  eliminieren.    Von  grosser  praktischer  Bedeutung  ist  der  Spezialfall 
ß  =  d,  für  den  Schlick**  die  aus  64c)  folgende  Gleichung: 

65)  COS  -  COS 


2  2  2 


*  In  seiner  schob  angefahrten  Abhandlung  deutet  Schubert  nur  an,  dass 
er  zur  Gleichung  64)  durch  Zerlegung  der  Elimination sdeterminante  der  Gleich- 
ung 56)  bis  58)  gelangt.  In  dem  mir  brieflich  mitgeteilten  ausfahrlichen  Beweis 
führt  dann  Schubert,  nachdem  er  durch  Anwendung  des  Laplac eschen  Satzes 
Gleichung  62)  bezw.  62a)  erhalten  hat,  sofort  die  Winkel  zwischen  den  Kurbeln 
apyd  durch  Gleichung  64)  ein,  nur  mit  dem  unterschiede,  dass  er  auch 

6-8 

setzt.  Hierdurch  werden  die  Formeln  62  b)  und  62  c)  unsymmetrisch  für  |,  rj^  J;. 
Aus  diesem  Grunde  habe  ich  die  Einführung  der  Winkel  aß  yd  bis  zum  Schluss 
verschoben. 

**  Schlicks  darauf  bezügliche  eigene  Untersuchungen  sind  bisher  nicht 
veröfifentlicht,  sondern  nur  in  einer  als  Manuskript  gednickten  Anweisung  für 
die  Maschinenfabriken,  welche  seine  Ausgleichungsmethode  anwenden,  enthalten. 
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schon  Tor  Schubert  aufgestellt  hatte.  Derselbe  ergiebt  nämlich,  wie 
aus  Figur  13  hervorgeht,  eine  symmetrische  Anordnung  der  Kurbeln 
im  Kreise  und  zwar  zu  einem  Durchmesser,  welcher  die  Winkel  a  und 
y  halbiert.  Um  zu  erkennen,  welche  weiteren  Folgen  diese  Symmetrie 
hat,  woUen  wir  zunächst  die  Verhältnisse  q^q^q^  bestimmen.  Es  ge- 
schiebt  dies  nach  dem  Vorgänge  von  Schlick  am  bequemsten,  indem 
man  in  den  Gleichungen  55)  bis  58)  zwei  Glieder  auf  die  andere  Seite 
bringt  und  quadriert.    Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  aus  55)  und  56): 

1  +  2(jf2  cos  «2  +  g,*  cos*  or,  *=  Ja^cos^a,  +  2g,  g4C0S  «,  cos  a^  +  q^^cos^cc^, 

g,*  sin*  cf,  =  ft^sin*  a^  +  2q^  q^  sin  a^  sin  a^  +  g^*sin*a4, 

und  hieraus  durch  Addition: 

1  +  2g,  cos  cf,  +  q\  «  q\  +  g^*  +  2g3  g^  cos  (er,  —  aj. 

Ebenso  folgt  aus  57)  und  58): 

1  +  2g3Cos2aj  +  g,*—  ?«*+  g4*+  2g3g4COs2(ir3  —  a^\ 

Diese  Formeln  besagen  lediglich,  dass  sich  die  Resultanten  von 
je  zwei  Vektoren,  also  1  und  q^  bezw.  g,  und  g^  aufheben.  Aus  ihnen 
geht  durch  Subtraktion  hervor: 

^(cosof,—  cos2flr,)  «  g8g4[cos(a3—  ir^)  —  cos2(ff8—  orj], 
oder  auch 

66)  q^ sin -|«  sin -g  «s  =  ft 9a sin  ^'^^^  sin  -  (a^  —  a J. 

Hätte  man  andere  Glieder  auf  die  andere  Seite  gebracht,  d.h.  die 
Vektoren  q  anders  gruppiert,  so  würde  man  noch  die  Gleichungen: 

67)  g3  sm  -^  sm  ^  «3  -  g4  gg  sm  -—-    sm  -  (a^  -  »,) , 

fio\  .      ff*     .     S  .ff,  —  ff.      .     3  /  N 

68)  g^  sm  -*-  sm  -^  «4  =  g^  g3  sm  — "-^-^  sm  -  (a^  -  ff«) 

erhalten.  Durch  Multiplikation  je  zweier  dieser  Formeln  66)  bis  68) 
ergeben  sich  nunmehr  direkt  die  Werte  von  g^*,  gj*  und  q^*^  und  zwar 
in  einer  Form,  die  för  ihre  logarithmische  Berechnung  aus  den  Winkel- 
fimktionen  recht  bequem  ist.  Setzt  man  nun  im  Schlickschen 
Spezialfälle  /3  «  tf ,  bezw.  ffj  —  ctj  =  360  —  «4,  so  wird: 

69)  gj  =  l     und     ga^g^^g. 

Setzen  wir  dies  in  eine  unserer  oben  quadrierten  Gleichungen 
ein,  so  folg^,  mit  »,=  a  und  »4—^3««  y: 

^jg^  2  +  2cosa  -  2g«  +  2g«cosy, 

70)  cosY  =  gcos|^» 

Durch  Kombination  mit  der  fQr  denselben  Fall  giltigen  Formel  65) 
ergiebt  sich  weiter 

71)  g  =  2  cos*  ^     oder     1  =  2  g  cos*|^  • 
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Setzen  wir  schliesslich  die  hier  ermittelten  Spezialbeziehungen  in 
die  Gleichungen  50)  und  51)  für  die  Abstandsverhaltnisse  1c^  und  k^ 
ein  und  multiplizieren  beide,  so  folgt: 

72)  ^3  +  A-4  -  1 

oder  mit  BQcksicht  auf  43): 


72a) 


Oj  +  »4  =  Oj,    bezw.     ttj  =  —  »2, 


Flg  U. 


d.h.  die  dritte  Getriebe-Ebene  ist  von  der  ersten  ebenso  weit 
entfernt,  wie  die  zweite  von  der  vierten.  Damit  aber,  und 
hierin  liegt  die  grosse  praktische  Bedeutung  dieser  von  Schlick  Yor- 

geschlagenen  Anordnung,  wird  das 
ganze  System  insofern  sym- 
metrisch, als  die  beiden  Getriebe 
mit  den  relativen  Momenten  1 
in  der  Mitte,  die  anderen  mit 
den  Momenten  q  in  gleichen 
Entfernungen  von  diesen  ausser- 
halb liegen  (Fig.  14).  Beachtens- 
wert ist  hierbei  noch,  dass  die  im 
Eurbelkreis  (Fig  13)  aufeinander 
folgenden  Getriebe  nicht  auch  in 
derselben  Folge  sich  auf  der  Welle 
aneinanderreihen,  eine  Thatsache,  die 
übrigens  schon  aus  Figur  9  für  den  allgemeinen  Fall  der  Vierkurbel - 
maschine  geschlossen  werden  konnte. 

Die  zuletzt  ermittelte  Beziehung  72)  war  durch  Multiplikation 
der  zwei  Gleichungen  51)  und  52)  erhalten  worden;  beide  für  sich 
behandelt  hätten  aber  mit  Rücksicht  auf  69)  und  71)  auch  die 
Werte  Jc^  und  k^  getrennt  ergeben.  Hätten  wir  umgekehrt  den  Wert 
von  ÄTi :  Jc^f  oder  was  dasselbe  ist,  das  Verhältnis  des  Abstandes  der 
beiden  äusseren  zum  Abstände  der  beiden  inneren  Getriebe -Ebenen 
festgesetzt,  so  würde  man  aus  diesen  Gleichungen  im  Verein  mit  65) 
die  Winkel  und  schliesslich  aus  71)  die  Grösse  q  bestimmen  können. 


Beispiel« 

Wir  wollen  als  Beispiel  den  praktisch  wichtigen  Spezialfall  betrachten, 
für  welchen  alle  Getriebe -Ebenen  gleich  weit  von  einander  entfernt  sind,  d.  h. 
wir  setzen  (Fig.  14)  voraus,  dass 

73)  a,  =  3a3  =  2(a4  — «s)    <^der    a^^2a^. 

Da  hiermit  auch  ä-^  =  2ä:3  '^'^ird,   so   geht  Gleichung  61)  wegen  qi=q^=q 

Tiber  in  .    ,  \  •  «  •   /  \      ^ 

sin  (a,  —  «,)  -|-  2  sin  («^  —  «,)  =  0. 

Mit  a,  —  of,  =  (3  und  a^  —  oc^—  360  —  (a  +  ^)  =  ^  +  y  können  wir  aber  hierfür 
schreiben : 

74)  sin(5-f  2sin(p  +  y)  =  0. 
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Andererseits  haben  wir,  da  nach  Schlicks  Vorschlag  ß=^6  sein  soll,  aach 

p  =  180-5^     und     (}  +  y=l80-— 5^, 

»••wie  aus  64) 
75<  cos  (5  +  C08(j5  +  y)  =  —  1. 

Die  Formebi  74)  nnd  75)  führen  nun  auf  quadratische  Gleichungen  für  cos  ß 
^•ezw.  co8(P-f  y)i  von  deren  Wurzeln  nur  diejenigen  brauchbar  sind,  welche 
zwischen  -|-  1  und  —  1  liegen.    Es  sind  dies  die  Werte 

cos  (5  =  —  0,131     und     cos  (j5  +  y)  =  —  0,869 , 

'''^'^^  15  =  97025'     und    y  =  U2»5' 

f"lgt.    Wegen  d  =  ß  ist  noch 

a  =  52<»45', 

wxlurch  die  Anordnung  der  Kurbeln  im  Kreise  eindeutig  bestimmt  ist.    Schliess- 
..'h  folgt  noch  mit 

|-  =  56*2,6'      und      cos«|^  =  0,311 

i'ji  Gleichung  71)  g=l,61. 

Hätten  wir  z.  B.  eine  vertikal  stehende  doppeltwirkende  Schiffsmaschine  mit 
»itrfacber  (d.  h.  auf  vier  Cy linder  verteilter)  Expansion  von  zusammen  3-  bis 
•KiOO  Pferdestärken  zu  konstruieren,  deren  jeder  Cylinder  dieselbe  Arbeit  leisten 
?')11.  60  werden  die  Dimensionen  der  arbeitenden  Teile  bei  gegebenem  Dampf- 
druck (13— 15  kg/qcm  absolut)  im  Kessel  um  so  kleiner  ausfallen,  je  rascher  die 
Maschine  l&nft,  also  je  grösser  ihr  Hub  und  ihre  Umdrehungszahl  ist.  Infolge 
•i«r  {gleichen  Arbeitsverteilung  werden  die  mittleren  Kolbendrücke  bei  demselben 
Hib  ganz  gleich  ausfallen  und  auch  die  maximale  Differenz  der  Dampfdrücke 
inf  beiden  Kolbenseiten  in  allen  Cylindern  keine  erheblichen  Unterschiede  aaf- 
T»iFen.  Hieraus  ergeben  sich  weiterhin  bei  gleichen  Schubstangenlängen  aus 
r  e^tigkeitsrücksichten  für  alle  Cylinder  dieselben  Dimensionen  der  Kolbenstange^ 
«ie?  Kreuzkopfes,  der  Schubstange  und  schliesslich  der  Kurbeln,  während  allein 
«iie  Kolben  nm  so  schwerer  ausfallen,  je  grösser  die  Cylinderdurchmesser  sind. 
Für  unsere  Maschine*  betrage  nun  der  gemeinsame  Hub  (d.  i.  der  doppelte 
Karbelradius)  1,4  m,  die  Umdrehungszahl  75  pro  Minute  und  die  Schubstaugen- 
^iiiige  überall  3  m.  Alsdann  würde  die  Festigkeitsrechnung  auf  solche  Dimen- 
imen  fahren,  dass  eine  Kolbenstange  ca.  500  kg,  ein  Kreuzkopf  650  kg,  die 
xbnbstange  1650  kg  und  schliesslich  eine  Kurbel  2400  kg  wiegt.  Liegt  der 
><"bwerpunkt  der  Schubstange  2  m  vom  Kreuzkopfzapfen  entfernt,  so  trägt  die- 
^Ibe  [siehe  oben  unsere  Gleichung  39)  und  40)]  zu  den  hin-  und  hergehenden 
''evichten  ^         ^ 

1650(1-- 1=550  kg 

^«i,  während  als  rotierend  der  Rest  von  1100  kg  aufzufassen  ist.     Damit  beträgt 
iis  Gewicht  der  hin-  und  hergehenden  Teile  ausser  dem  Kolben  für  alle  Gretriebe 

500  +  650  +  550  =  1700  kg , 

'i45  der  rotierenden  dagegen 

2400  4- 1 100  =  3500  kg. 

Das  Moment  der  letzteren  wird  dann,  wenn  wir  um  den  Schwerpunkt  der 
Kurbelmasse  (was  mit  der  Wirklichkeit  genügend  gut  übereinstimmt)  im  Kurbel- 
«pfcn  selbst  denken ,  0,7  •  3500  nykg.   Für  die  Dimensionierung  der  Kolben  wollen 


*  Dm  obeBstehenden  Werte  Btimmen  ungefähr  mit  denen  der  MMohinen  des  vom  „Vulkan*^ 
in  Stettin  gebauten  Postdampfers  „Friedrieb  der  Grosse"  ttberein.  Die  Ausführnng  der  Festigkeits- 
retliBniigen  habe  ich,  da  nicht  zu  unserem  Gegenstand  gehörig,  fortgelassen. 
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wir  nun  unsere  oben  aus  den  Schlickschen  Ausgleichsbedingungen  erhaltenen 
Werte  benutzen,  indem  wir  voraussetzen,  dass  die  Cylinder  alle  2  m  von  einander 
entfernt  sind.  Diese  Bedingungen  besagen  aber  lediglich,  dass  die  hin-  und  her- 
gehenden Teile  der  beiden  inneren  Getriebe,  je  1,61  mal  so  schwer  sein  sollten 
als  die  jedes  der  äusseren  Getriebe.  Wir  müssen  mithin  wenigstens  das  voll- 
ständige Gewicht  eines  Getriebes  kennen  und  wählen  hierzu  das  des  ersten 
Mitteldruckcy linders.  Für  diesen  würde  sich  aus  Festigkeitsgründen  ein  Kolben- 
gewicht von  etwa  600  kg  ergeben.  Dann  ist  hierfür  unter  Wiedereinführung  unserer 
früheren  Bezeichnung  Q  [siehe  Gleichung  39)]: 

^  =  1700  -f  600  =  2300  kg 

und  wegen  69):  q 

-^»=2300  kg, 

Vs  =  Vi  ^  2800  .  1,61  =  3700  kg, 
T        r 

80  dass  der  sonst  etwas  kleinere  Kolben  des  Hochdruckcylinders  ebenfalls  600  kg, 
die  beiden  anderen  aber  je  2000  kg  wiegen  müssten.  Sollten  diese  letzteren  Ge- 
wichte wegen  des  grossen  Durchmessers  des  Niederdruckcylinders  etwa  auf  zu 
schwache  Kolbendimensionen  führen,  so  müsste  überhaupt  von  diesem  ausgegangen 
werden. 

Nunmehr  bleibt  uns  noch  die  Ausgleichung  der  Massenwirkung  der  lediglich 
als  rotierend  anzusehenden  Teile  übrig,  die,  wie  in  §  4  gezeigt  wurde,  getrennt 
von  der  oben  für  sich  und  zweckmässig  durch  zwei  an  den  äussersten  beiden 
Kurbeln  anzubringende  Gegengewichte  durchzuführen  ist.  Wir  erhalten  zunächst 
die  unausgeglichenen  Momente,  da  alle  M  und  r  gleich  sind,  zu 

I R    cosof  =  0,7  •  3500 (1  -f  cos a,  -\-  cos or,  -\-  cos  a^) , 
TB    sin a  =  0,7 •  3600 (sin er,  -|- sin  a,  -|-  ^i^ «4)  1 
ZBa  cos  a  =  0,7  •  3500  (Oj  cos  of,  -f"  ^a  ^^^  ^s  +  ^4  ^^^  •^4)  1 
Z  Äa  sin  a  =  0,7  •  3500  (Oj  sin  or,  -f  o^  sin  a,,  +  «4  sin  aj. 
Hierin  ist  nach  unseren  obigen  Ergebnissen: 

aj  =  a  =  62<^45',     a^=  a -f  (5  =  160<>20',     a^  =  -  d  =  -  97*^35', 
cos  a,  =  0,605,     cos«,  =  —  0,869,     cosa^  =  —  0,131 , 
sin  ffj  =  0,796 ,     sin  «j  =  +  0,495 ,     sin  or^  =  —  0,991 , 

aj  =  6  m,     o^  =  2  m,     04=  4  m, 
und  damit  wird: 

Z  Ä  .  cos  a  =  0,605  •  2450 ,     Z  i?    sin  a  =  0,300  •  2450, 

Z22acos  a  ^  1,368  •  2450,     Z  Jßasin  a  =  1,802-2450. 

Denken  wir  uns  nach  Schlicks  Vorgehen  die  Gegengewichte,  welche  diese 
Momente  auszugleichen  haben,  an  den  beiden  äussersten  Kurbeln  (siehe  Fig.  14) 
angebracht,  so  sind  ihre  Abstände  von  der  ersten  Kurbel: 

b'=  0    und    5"=  o,  =  6  m, 

und  wir  erhalten  aus  unseren  Gleichungen  48)  und  49) : 

'—  ««^-R^in«  —  I-R«sintt  _     6  0,3  —  1,802     _  _  ^  (iM9t 
^"""    OjZÄcosa-ZÄacosa    "~  6- 0,605  -  1,368  '  ' 

a'=  179^6'; 

,,      — Zi?asina  1,802  ,    ^  ^^„ 

ig  cc"==  — -— =      \     -  ==  4-  1,317, 

^  —IRacoaa  1,368         '     '       ' 

a"=  232^47'; 
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Die  beiden  Winkel  unterscheiden  sich  aber  nur  um  wenige  Bogemninuten 
von  den  Werten  180^  und  er,  -f  ^^^  ^  bo  dass  die  gesuchten  Gegengewichte  den 
beiden  äussersten  Kurbeln  fast  genau  gegenüber  stehen  müssen.  Ihre  (rrösse  ist 
au?  B'  und  B'*  ebenfalls  sofort  mit  674  kg  und  924  kg  zu  entnehmen,  wenn 
man  sich  dieselben  auf  den  Kurbelradius  reduziert  denkt.  Man  erkennt  übrigens, 
da£ä  sie  nur  kleine  Bruchteile  der  auf  den  Kurbelradius  bezogenen  rotierenden 
Massen  darstellen,  so  dass  ihre  Unterbringung  keine  Schwierigkeiten  verursacht. 

Damit  ist  unsere  Yierkurbelmaschine  soweit  ausgeglichen,  als  dies  Überhaupt 
erreichbar  ist.  Unausgeglichen  bleibt  allein  das  Moment  zweiter  Ordnung ,  welches 
Drehungen  in  der  gemeinsamen  Ebene  aller  Getriebeaxen  und  der  Welle  hervor- 
zurufen bestrebt  ist.    Die  Grösse  dieses  Momentes  berechnet  sich  aus  84)  zu 

I(Xa)  ==  («"C082qp  +  —    ^'sinJijpj        Z^acosSa 
16)  \ 

—  f  e'sin2qp  —  --      -  cos2qp  )  — 7^  Qasin2a. 

Hierin  ist  aber  nach  unseren  obigen  Ermittelungen: 

ft  =  ft  ==  0,7.  2300  =  1610  m/kg, 

9,  =  (>^  =  0,7 .  3700  -=  2690  m/kg, 
ond  bei  einer  Stangenlänge  von  3  m  wird : 

:f  =  j;  =  0,233.      ^,  =  0,0238. 

Weiter  ist 

2«,=      106«46',       2cf,=      300<»40',      2«^==      164*60', 

cos  2a,  «=  —  0,271 ,     cos  2  a,  =  +  0,610,     cos2a^  =  —  0,966, 

sin  2a,  =  —  0,962,     sin  2  a,  ==  —  0,860,     sin  2a^  =  +  0,262 , 

a,  =  6m,  a,  =  2m,  a^  =  i.m, 

mithin 

'^^  ICaco82a  =  0,0238 [6- 0,271- 16 10  + (2  •  0,610- 4- 0,966) 2590]  =  -  237,4, 

^j  'lQasin2a  =  0,0238 [6 •  0,962  •  1610  -  (2  •  0,860  -  4 •  0,262) 2590]  =  +  179,8. 

Um  nun  eine  Vorstellung  über  die  Bedeutung  des  ganzen  Momentes  zu  ge- 
winnen, wollen  wir  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  zunächst  einmal  als  un- 
veränderlich*   voraussetzen;   dann    ist    die  Winkelgeschwindigkeit  bei   75   Um- 

«irehoQgen  in  der  Minute  e=^  ^  7,854  und  €'»61,685,  und  wir  haben  statt  76) 

30 

76  a)  Z  (Z  a)  =  - 14640  cos  2  9  -f- 1 1090  sin  2  y . 

Dieser  Ausdruck  erreicht  ein  absolutes  Maximum  von  etwa  18400  m/kg  vier 
Mal  während  jeder  Umdrehung,  und  zwar  bei  den  Ausschlagswinkeln  (ps=71,6^ 
161,5*,  251,6*  und  841,5*  der  ersten  Kurbel  aus  ihrer  Anfangslage. 

*  El  wi  »nsdrfloklicli  bemerkt,  dass  diese  biaher  Immer  bei  der  Behandlung  der  Massen- 
dreckproMene  gemachte  Annahme  mit  der  Wirklichkeit  nur  annähernd  vereinbar  ist  (siehe  Yor- 
bemerkniig). 
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Da  die  (schon  ausgeglichenen)  absoluten  Momente  der  einzelnen  hin-  und 
hergehenden  Gewichte,  bezogen  auf  die  erste  Kurbel, 

sich  zu 

M^  =  59760  m/kg,     M^  =  82040  m/kg    und    M^  =  64080  m/kg 

ergeben,  so  erkennt  man,  dass  das  nicht  ausgeglichene  Moment  I(Xa)  mit 
obigem  Maximalwerte  jedenfalls  nicht  zu  vernachlässigen  ist.  Es  hat,  wie  schon 
in  §  3  erwähnt,  das  Bestreben,  Pendelungen  des  ganzen  Systems  um  eine  zur 
Welle  und  den  einzelnen  Cylinderaxen  senkrechte  Axe  hervorzurufen,  deren 
Grösse  ausser  durch  die  Gesamtmasse  der  Maschine  und  des  mit  derselben  fest, 
verbundenen  Körpers  (z.B.  des  Schiffs-  oder  Lokomotivgestells)  noch  durch  das 
Beharrungsvermögen  (De viations widerstand)  der  als  Kreisel  aufzufassenden  Welle 
und  aller  mit  ihr  rotierenden  Teile  bestimmt  wird. 

6.  Graphische  Behandlung  der  Vierkurbelmaschine.  Die  un- 
serer analytischen  Behandlung  des  Ausgleichsproblems  zu  Grunde  liegen- 
den Formeln  I),  II),  III)  bezw.  la,  IIa,  Illa)  können  in  einfacher  Weise  ver- 
deutlicht werden,  wobei  die  Eigenscliaften  des  Kurbelgetriebes  und  damit 

ihr  Ursprung  ganz  aus 
der  Betrachtung  heraus- 
fällt. Fasst  man  nämlich 
Jj^  die  Grössen  Q  bezw.  It 

T  als  Kräfte  auf  und  lässt 

5i^*                    1      i^A  Q    sie  an  der  Welle  dort, 

0^- 6_— -:io — O""        ^  ^Q  jjg  entsprechenden 

Kurbeln  sitzen,  mit  den 
Schränkungswinkeln 
derselben  senkrecht  zur  Welle  angreifen  (Fig.  15),  so  drücken  unsere 
Gleichungen  I)  und  U)  nur  aus,  dass  die  fraglichen  Kräfte  an  der 
starren  Welle  sich  im  Gleichgewichte  befinden.  Die  Gruppe  III)  be- 
deutet  schliesslich,   dass   dieses    Gleichgewicht   noch   bestehen    bleibt^ 

wenn  wir  statt  der  Kräfte   Q   solche  vom  Betrage  ^j  an  denselben 

Stellen,  aber  mit  doppelten  Schränkungswinkeln  angreifen  lassen. 

Gleichgewichtsprobleme  dieser  Gattung  lassen  sich  nun  verhältnis- 
mässig leicht  auf  rein  graphischem  Wege  durchfuhren,  wozu  man  sich 
zweckmässig  der  in '  der  graphischen  Statik  üblichen  Darstellung  der 
Kräfte  und  Momente  durch  Strecken  bedient.  Schwierigkeiten  ent- 
stehen im  vorliegenden  Falle  lediglich  dadurch,  dass  von  vornherein 
nicht  alle  Winkel  gegeben  sind,  die  Ermittelung  derselben  etwa  aus 
zwei  willkürlich  gewählten  dagegen  zu  weitläufigen  Konstruktionen 
führt.  Für  die  Vierkurbelmaschine,  mit  der  wir  uns  hier  allein 
eingehend  beschäftigen  wollen,  fallt  diese  Unbequemlichkeit,  wenigstens 
für  den  Fall,  dass  zwei  einander  gegenüberliegende  Winkel  gegeben 
sind,  fort,  wenn  wir  auf  die  Schubertsche  Fundamentalformel  64) 
zurückgreifen  und  aus  dieser  selbst  die  Konstruktion  der  Winkel  ab- 
leiten. 
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In  einem  Kreise  (Fig.  16)  mit  dem  Radius  1  sei 

<XA0D  =  8    und    <)cBOD  =  S, 
dann  erhält  man  sofort 


mithin 


<):ÄOJ=S-ß    und    <)-ÄOK=^, 


OH«  COS 

Halbiert  man  nun  den  Winkel 


d^ß 


so  erhält  man: 


^OJB  =  360  -  (^  +  tf)  =  (y  +  a), 


<)tÄOC=^ 


y  +  a 


und    OF 


y  +  a 
COS  ^— 


Trägt  man  nun  OF  nach  links  an  J?  an,  macht  also  GH  ==  OF, 

so  ist: 


OG  =  cos 


—  6  y  +  a 

_J1_  cos  ^T_, 


2 


Daraus 


oder  wegen  64): 

OG  =  cos^, 

mithin  «JC^Oi)*»  ''"" 
folgt  aber  sofort 

und,  wenn  wir  noch 

<):coE  =  ^'^ÄOiy 

dxi  OC  antragen  y 

Eine  Eontrolle  gieht  die  Bedingung,  dass 
seiamuss.   <X  ^JOB- 360 -(*  + ^  +  y)  =  «  =  <)CCOi)' 

Die  so  ermittelten  Winkel  sind  nun  hinreichend,  um  das  Polygon 
ikr  Grössen  qk,  also  der  Momente  zu  verzeichnen,  da  dieses,  bezogen 
auf  eine  der  Kurbeln,  für  welche  dann  fc  =  0  wird,  in  ein  Dreieck 
übergeht,  dessen  drei  Seiten  proportional  der  Grössen  q^,  Q^-^s  ^^^ 
^•^4  sind.  Die  wirklichen  Werte  dieser  Grössen  lassen  sich  dagegen 
erst  feststellen,  wenn  wenigstens  eine  derselben  gegeben  ist,  so  dass 
uns  das  Polygon  der  Momente  nicht  weiterbringt.  Auch  das  Polygon 
der  hier  als  Ej^Lfte  aufgefassten  q  lässt  sich  nur  verzeichnen,  wenn 
wir  wenigstens  zwei  dieser  Grössen  kennen,  also  ausser  dem  immer 
als  Einheit  benutzten  9i » 1  einer  der  anderen  drei  Werte  oder  das 
Verhältnis  zwischen  zweien  derselben  bestimmt  ist.  Ein  solches  Ver- 
hältnis, z.B.  g, :  q^  lasst  sich  nun  leicht  graphisch  ermitteln.  Eliminieren 
wir  nämlich  aus  unseren  Gleichungen  56)  und  58)  ^2  durch  Multipli- 
kation der  ersteren  mit  2cosflr2  ^^^  Subtraktion,  so  ergiebt  sich  sofort 


^4 


sin  a^  (cos  «,  —  cos  cc^) 


sin  ofj  (cos  a,  —  cos  ofj) 

Zeitsehrifk  f.  Iffttbemfttik  u.  Physik.  44.  Band.  1899.  2.  u.  3.  Heft. 
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Tragen  wir  (Fig.  17)  die  oben  au3  Figur  16  ermittelten  Kurbel- 
winkel in  ihrer  wahren  Aufeinanderfolge  in  einem  Kreis  vom  Radius  1 
ein,  so  entsprechen  die  Punkte  ABCD  den  Kurbelzapfen  Ton  <?,  =■  1, 
9ii  33)  5'4-  Projizieren  wir  nunmehr  diese  Punkte  auf  die  erste  Kurbel, 
so  ist  zunächst: 

cos  (fg  -=  cos  a  =  OB',     cos  «3  =  cos  (a  +  /3)  =  C  '0, 
cos  a^  =  cos  S  =  cos  (ß  +  ^  +  y)  =  D'  0, 
sin  «3=-  CC,     aina^=  DB', 
und  daraus  mit  Rflcksicht  auf  die  Vorzeichen  von  cosa,  und  cossr,: 
cos  OTg  —  cosa,  -^  B'C, 
cos  «j  —  cos  a^  ^  B'D', 
*^^°  siiictsCco8«s-«>8a,)=  CC'B'C, 

sin  «4  (cos  ttg  —  cos  «4)  =  DD'  ■  B'D'. 
Diese  Produkte  sind  aber  nichts  anderes  als  die  doppelten  Flächen 
der    in    Figur  17    schraffierten  Dreiecke  B'CC   und   B'DD',    welche 
pig  I,.  durch  die  zugehdrigen   Kurbel- 

radien OG  und  OD  je  in  zwei 
Teile  zerlegt  werden.  Fällen 
wir  nun  auf  diese  Radien  Lote 
von  B',  C  und  D',  so  wird,  wenn 
C'£'i:OCund  D'H'l  OD, 


/ 

/ 
l 


I  CC'B'C'=  OC-(B'E+C'r) 

\     ,  ^OCB'E', 

V  DIfB'D'=  OD-iB'R+jyO) 

\  -ODB'H' 

und,  da  OC--OD: 
^ 3,  _  -B'-H' 

Man  braucht  also  nur  durch  die  Fusspunkte  der  Lote  von  C  und 
D  auf  OA  Parallelen  zu  OC  und  OD  zu  ziehen,  so  verhalten  sich 
die  Lote  von  B'  auf  diese  Parallelen  umgekehrt  wie  die  Grössen  Qj 
und  gj. 

Nunmehr  können  wir  an  die  Konstruktion  des  Polygons  der 
Grössen  q  seihst  herantreten,  indem  wir  zunächst  in  Figur  17  mit 
AB  =  2i  =  1  ein  Viereck  ABCD'  zeichnen,  welches  ohne  Rücksicht 
auf  die  anderen  Werte  g  unsere  Winkel  a^,  «,,  a^  enthält.  In  dem- 
selben tragen  wir  von  D'  aus  au!  AD'  und  AC  die  oben  gefundenen 
Strecken  B'E' ^  D'E'  sowie  B'H'^  D' H'  ab  und  verbinden  £'  mit 
H'.  Ziehen  wir  um  AC  .\  E'H'  und  CD  i  CD',  so  ist  ohne  weiteres 
ABCD  das  gesuchte  Polygon  mit  den  Seiten  AB=1,  BC  =  q^, 
CD  —  gj    und    DA  =  ij^.       Konstruieren    wir    schliesslich    noch     das 
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Parallelogramm  ABCF  und  ziehen   FG     CD,   so   stellt  AFG  das 
Polygon  der  Werte  q^,  h^q^  und  k^q^^  dar.     Die  Abstandsrerhältnisse 

der  Getriebe -Ebenen  «  a 

i«=  ^     und    ^4=    *- 

sind  in  dieser  Figur  einfach  durch 

,         FG  ,     j        ÄG 

gegeben  und   damit   alle  für   den   Massenausgleich   einer  Vierkurbel- 
maschine nötigen  Grössen  bestimmt. 

/a7\  Fig.  la  Fig.  19. 


Bei  ungeschickter  Wahl  der  beiden  Winkel  ß  und  d  kann  auch 
der  Fall  eintreten^  dass^  wie  in  Figur  19  dargestellt  ist;  die  Parallele 
Ton  Ä  aus  zu  JE'Jtf'  die  Linie  JBC  diesseits  von  J?,  also  bei  C 
schneidet,  wodurch  das  Polygon  der  q  die  gekreuzte  Form  AB  CD 
annimmt  und  das  der  kq  nämlich  AFG  ausserhalb  AB  CD  zu  liegen 
kommt.  Es  bedeutet  dies  indessen  nur^  dass  in  diesem  Falle  die  der 
Grosse  q^  entsprechende  Kurbel  in  Figur  17  nicht  mit  OB,  sondern  mit 
der  über  O  hinausgehenden  Fortsetzung  zusammenfällt. 

Die  Yorstehenden  Konstruktionen  sind  so  einfach^  dass  es  sich 
empfiehlt^  sie  jedenfalls  vor  der  analytischen  Rechnung  durchzufiihren; 
da  man  gerade  durch  das  Auftreten  des  zuletzt  erwähnten  ümstandes 
ein  Bild  über  die  Zweckmässigkeit  der  anfangs  gewählten  Winkel  ge- 
winnt und  keinerlei  Vorzeichenfehlem  ausgesetzt  ist. 

Die  von  uns  benutzte  graphische  Darstellung  der  Ausgleichs- 
bedingungen durch  geschlossene  Polygone  ist  auf  den  schon  am  Schlüsse 
von  §3  erwälmten  amerikanischen  Ingenieur  Taylor  zurückzuführen. 
Indessen  gab  derselbe  im  Gegensatze  zu  Schlick  kein  Verfahren  an^ 
welches  yon  bestimmten  Annahmen  ausgehend  die  Ermittelung  aller 
in  Betracht  kommenden  Grössen  ermöglichte.  Ebenso  lag  ihm  die 
Berücksichtigung    der  Ausgleichsbedingungen    zweiter   Ordnung    toII- 
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ständig  fern.  Auf  der  von  Taylor  gegebenen  Grundlage  hat  dann 
der  Ingenieur  C.  Fränzel  ein  Probierverfahren*  ausgebildet,  welches 
—  wieder  unter  Vernachlässigung  der  Ausgleichsbedingungen  zweiter 
Ordnung  —  darauf  hinausläufb,  an  einer  zunächst  unausgeglichenen  vor- 
liegenden Maschine  durch  successive  Änderung  einzelner  Bestimmungs- 
stücke derselben  die  beiden  ursprünglich  offenen  Polygone  zum  Schlüsse 
zu  bringen.  Dass  durch  solche  Methoden  das  Wesen  der  Sache  nicht 
erschöpft  wird,  ist  ja  einleuchtend,  so  dass  es  begreiflich  erscheint, 
wenn  Fränzel,  der  die  Arbeiten  von  Schlick  geflissentlich  ignoriert,** 
den  allgemeinen  Fall  der  Yierkurbelmaschine  überhaupt  nur  durch 
Interpolation  für  lösbar  erklärt.  Etwas  weiter  als  Fränzel  war  schon 
vorher  der  österreichische  Ingenieur  R.  Knoller***  gelangt,  der 
wenigstens  die  infolge  der  endlichen  Schubstangenlänge  auftretenden 
Kräfte  und  Momente  (nach  unserer  Bezeichnung  zweiter  Ordnung) 
durch  Korrektion  an  den  Elementen  der  beiden  Polygone  berücksichtigt. 


*  C.  Fränzel:  ,,Das  Taylorsche  Verfahren  zur  Ausbalanzierung  von  Schift's- 
maschinen",  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1898,  S.  907. 

**  Es  hängt  dies  offenbar  mit  einem  Rechtsstreite  über  das  Schlicksche  Patent 
zusammen,  der  im  Juni  1898  durch  Entscheidung  des  Reichsgerichtes  erledigt 
wurde.  Dieser  Prozess,  zu  dem  sich  zahlreiche  Fachleute  in  Deutschland  und 
Österreich  gutachtlich  geäussert  hatten,  lief  im  wesentlichen  auf  die  Frage  hinaus, 
ob  in  der  älteren  Taylorschen  Abhandlung  das  Schlicksche  Verfahren,  des  Massen- 
ausgleiches vorweggenommen  sei  oder  nicht.  Das  Reichsgericht  hat  diese  Frage 
unter  Betonung  der  präzisen  Vorschriften  des  Schlickschen  Patentes,  welche  erst 
eine  praktische  Verwendung  des  Ausgleiches  ermöglichten,  verneint  und  daraufhin 
das  vom  deutschen  Patentamt  schon  für  nichtig  erklärte  Patent  wieder  hergestellt. 
Die  auch  für  wissenschaftliche  Kreise  hochbedeutsame  Urteilsbegründung  ist  in 
der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1898,  S.1058,  abgedruckt,  während 
ebenda  S.  1313  Professor  Ri  edler  einen  Überblick  über  den  Verlauf  des  Pro- 
zesses giebt. 

***  R.  Knoller:  „Die  Massenwirkungen  der  Dampfmaschinen  und  ihre  Ba- 
lanzierung".  Zeitschrift  des  österreichischen  Ingenieur-  und  Architektenvereins, 
1897,  Nr.  18. 


(Fortaetzting  folgt.) 


über  Perspektive  Affinität  zweier  B&ume. 

Von 

Dr.  A.  Beck, 

Professor  am  Polytechnikum  in  Biga. 


Im  Folgenden  soll  zunäclist  die  Beziehung  aufgestellt  werden^ 
welche  zwischen  den  Eantenlängen  zweier  einander  entsprechenden 
Tetraeder  besteht,  wenn  diese  beiden  Tetraeder  in  solche  Lage  ge- 
bracht werden  Isönnen,  dass  die  Verbindungslinien  der  vier  Paare  ent- 
sprechender Ecken  parallel  zu  einander  sind.  Die  affine  nLumliche 
Beziehung,  welche  durch  die  beiden  Tetraeder  bestimmt  ist,  heisst  bei 
dieser  Lage  perspektiy.  Die  Richtung  der  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  soll  Affinitätsrichtung  heissen;  je  zwei  ent- 
sprechende Gerade  oder  Ebenen  schneiden  sich  auf  der  Affinitäts- 
ebene. 

L 

Man  darf  annehmen,  dass  ein  Paar  entsprechender  Ecken,  z.B. 
Df  [D^y  im  Eoordinatenanfangspunkt  zusammenfallen,  und  dass  die 
:-Äxe  des  rechtwinkligen  Koordinatensystems  parallel  zur  Affinitäts- 
richtung  sei.     Die  Eantenlängen  seien: 

AB=c,     BC^a,    CA^b,    BA^f,    BB  =  g,    BC  =  h, 

A^Bi^Cj^  etc. 

Die  Koordinaten  von  Ä  seien  x^,  y^,  z^]  diejenigen  von  Ä^  ^,  yi,  &; 
diejenigen  Yon  B  x^y  y^^  z^  etc.     Dann  hat  man: 

1)  \  V+yi*+V=</*,  ^' + Vt* -\- ^^ = 9^, 

(x^  -  x^y  +  (»1  -  vtY  +  («1  -  ^,)*  =  c*, 
(^  -  «i,)*  +  (ä  -  y,)*  +  (^2  -  «s)*  =  «*, 
(^  -  ^i)*  +  (y,  -  yi)*  +  (^»  -  .^i)'  =  V, 

(x^  -  x^r  +  (y,  -  y,)»  +  (?i  -  ?«)*  =  c,*, 

(^,  -  '^y  +  (y»  -  y»r  +  (r,  -  uf  =  < 

(cc^  -  ^)*  +  (y,  -  y,y  +  (fs  -  Si)'  =  K- 


2) 
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Durch   Subtraktion    erhält    man    hieraus   unter   Anwendung    der 
neuen  Bezeichnungen  a^—a^^A  etc.: 


-?!* -  Si*  +  ^,*  -  J,*  -  2  {z,H  -  ?i  5.)  = 


c*  -Ci* 


i  «s*  -  ?8*  +  ^i'  -  &*  -  2(5, ^1  -  ?,  &i)  =  6*  -  Ji*  =  B. 
Aus  den  Systemen  3),  4)  ergiebt  sich  weiter: 

5)  \e^z^-%,l,^\(a^R-A), 

Indem  man  nun  je  eine  Gleichung  3)  und  zwei  geeignete  Gleich- 
ungen 5)  zusammen  nimmt  und  sie  wie  lineare  Gleichungen  in  resp. 
^1'  Si)  ^s;  &9  ^si  ^8  behandelt^  erhält  man  die  Eliminationsgleichungen: 


6) 


^l  ?1 

f 

%   % 

i(p+Gf-C) 

-0, 

h     Ss 

ICÄ+J'-i?) 

«8       fs 

1 

•i 


G 


z,    ?,    \{F^G-G) 


0, 


z^    l,    \{G^H-Ä) 
z,    %,    ^(H  +  F-B) 


=  0. 


Dies  sind  drei  homogene  lineare  Gleichungen  in  den  drei  Grössen: 


h  tl 

h        S2 

h      ?8 

^2       ti 

7 

h     U 

; 

«1       ?1 

7) 


=  0. 


und  durch  Elimination  dieser  drei   Grössen   erhält   man  die  gesuchte 
Bedingungsgleichung  in  der  Form: 

2F  F+G-C    H+F-B 

F+G-C  2G  G+H-A 

H+F-B    G+H-A  2H 

Nach  bekannter  ümformui^  dieser  Determinante  kann  man  die 
Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 

0  1111 

1  0  F  G  H 
1  F  0  C  B 
1  G  C  0  A 
1  H    B    A     0 


8) 


0. 
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n. 

Zweite  Ableitung  der  Bedingungsgleicliung  8). 
trachte  die  beiden  Matrizen: 


Man  be- 


9) 


1 

0 

0 

'.'-  tt' 

—  2«! 

2f, 

V-?,* 

—  2zt 

2J, 

V-?.' 

-2^, 

2r, 

^4'-f4' 

—  2^4 

2r. 

0 

1 

1 

1 

1 

• 

1 

l 

0 

0 

0 

1 

^1 

ti 

1 

^« 

r, 

1 

"» 

f» 

1 

n* 

f« 

^.'  -  e, 


8 


•^4*  -  u 


2 


-1> 


?^4> 


trt'-'jlA  ^^^^  ^^^  2^- Koordinaten  der  Tetraederecken  und 
die  ^-Aze  sei  parallel  zur  Affinitatsrichtung.  Lässt  man  die  Ecken  D,  D^ 
niclit  zusammenfallen  y  so  treten  an  Stelle  der  Gleichungen  3)  all- 
gemeinere Gleichungen  von  der  Form  4)  mit  z^^  ^. 

Da  in  obigen  beiden  Matrizen  die  Zahl  der  Zeilen  grösser  ist  als 
die  Zahl  der  Kolonnen^  so  muss  das  nach  Zeilen  gebildete  Produkt 
der  beiden  Matrizen  eine  Determinante  vom  Wert  Null  sein. 

Die  zweite  Zeile  der  ersten  Matrix  giebt  z.B.  mit  der  dritten 
Zeile  der  zweiten  Matrix  das  Element  des  Produktes: 

h^-  ti'-  2xr,;gr,  +  2?!?,  +  V""  f«'- 
Dies  ist  aber  nach  4)  «=  C 

Man  erhält  auf  diese  Weise  durch  Multiplikation  der  beiden 
Matrizen  9)  sofort  die  gesuchte  Bedingungsgleichung: 


10) 


0 

1 

1 

1 

1 : 

1 

1 

0 

C 

B 

F 

1 

c 

0 

A 

G 

1 

B 

A 

0 

H 

1 

F 

G 

R 

0 

=  0, 


TOD  welcher  man  leicht  erkennt,  dass  sie  mit  8)  identisch  ist. 

Bezeichnet  man  die  Tetraederecken  A, .  .  ,f  D  mit  1, ...  4,  die 
Quadrate  der  Eantenlängen  mit  (i^=d^sy  ^i^^^  ^2$  ^^-^  endlich  die 
Differenzen  dik—  dik  mit  Du,  so  lautet  die  Bedingungsgleichung: 


11) 


0 

1 
1 
1 
1 


1 

0 


1 

D 


18 


D 


1$ 


1 
D 


14 


D„      0      A,    D 


'Sl 


i» 


'»* 


D.,    D, 


'81 


S2 


Ä.     D 


'41 


4a 


0 
D 


B 


S4 


4a 


0 


=  0, 


WO  Dik  «=  Da  ist. 

Den  Fall,  wo  die  Affinitätsrichtung  senkrecht  zur  Affinitätsebene 
ist,  bezeichnen  wir  als  orthogonale  Perspektive  Affinität.  Für 
diesen  Fall  erhält  man  eine  weitere  Bedingungsgleichung,  indem  man 
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die  beiden  Determinanten  mit  einander  multipliziert;  welche  durch 
Weglassung  der  ersten  Zeile  aus  den  beiden  Matrizen  9)  entstehen. 
Nimmt  man  als  a;^-Eb6ne  die  Affinitätsebene ^  so  unterscheiden  sieh 
die  g  von  den  z  durch  einen  konstanten  Faktor^  woraus  folgt^  dass 
jede  der  beiden  Determinanten  verschwindet.  Man  erhält  also  für 
orthogonale  Perspektive  Affinität  die  weitere  Bedingungsgleichung: 


IIa) 


0 

A, 

A, 

A* 

Ai 

0 

A, 

A« 

At 

A, 

0 

A4 

Ax 

B^ 

^« 

0 

0. 


Für  orthogonale  Perspektive  Affinität  zweier  Tetraeder  kann  man 
aus  den  Oleichungen  11)  und  IIa)  die  Beziehung  ableiten: 

M  +A4Aa(A4+2)42~AA 

III. 

Dritter  Beweis  der  Bedingungsgleichung  8).  Da  bei  der 
Affinität  zweier  Räume  die  unendlich  ferne  Ebene  des  einen  Raumes 
der  unendlich  fernen  Ebene  des  andern  entspricht,  so  entsprechen 
parallelen  Geraden  parallele  Gerade;  je  zwei  entsprechende  Punkt- 
reihen sind  ähnlich,  wobei  das  Ähnlichkeitsverhältnis  für  alle  zu 
einander  parallelen  Geraden  des  einen  Systems  und  ihre  entsprechenden 
denselben  Wert  hat. 

Bekanntlich  giebt  es  in  zwei  projektiven  Strahlenbündeln  immer 
ein  Paar  entsprechender  Tripel  von  zu  einander  senkrechten  Strahlen  * 

Die  Beziehung  zwischen  den  entsprechenden  Punkten  zweier 
affinen  Räume  wird  also  am  einfachsten  ausgedrückt  durch  die 
Gleichungen: 

12)  %^ax,    i2  =  &y,    l^czy 

wo    die    beiden    rechtwinkligen    Koordinatensysteme   einander   in    der 
affinen  Beziehung  entsprechen. 

Wenn  nun  die  beiden  Systeme  perspektiv  sind,  so  findet  in  Be- 
zug auf  die  Hauptaxenrichtungen  folgendes  statt:  Durch  die  beiden 
Koordinatenanfangspunkte  0,  0'  gehen  zwei  entsprechende  Axen, 
parallel  zu  einander  und  zur  Affinitätsebene  und  senkrecht  zur  Ge- 
raden 00\  welche  die  Affinitätsrichtung  angiebt;  für  diese  zwei  ent- 
sprechenden Axen  ist  das  Ahnlichkeitsverhältnis  =  1.  Die  beiden 
anderen    Paare   entsprechender   Axen   sind   die   entsprechenden  Recht- 


*  Henry  J.  S.  Smith:  „On  the  focal  properties  of  homofiraphic  figures", 
(1869),  collected  math.  papers,  vol.  I,  p.  545  (1894).  Reye:  „über  die  fokalen 
Eigenschaften  kollinearer  Gebilde",  Math.  Annalen,  Bd.  46  (1895).  Die  Grund- 
lagen^'des  synthetisch -geometrischen  Beweises  finden  sich  in  ßeye,  Geometrie 
der  Lage,  II.  Abt.  S.  229  —  232  (1.  Anfl.  1868). 
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winkelpaare  der  beiden  entsprechenden  Strahlbüscbel;  welche  die 
Scheitel  0,  ff  haben  und  in  der  Ebene  liegen ,  die  durch  00*  senk- 
recht zur  Afßnitätsebene  gelegt  werden  kann. 

Soll  es  also  möglich  sein,  zwei  affine  Räume  in  Perspektive  Lage 
zu  bringen  y  so  muss  fQr  eine  der  drei  Hauptaxenrichtungen  das  Ähn- 
liehkeitsTerhältnis  den  Wert  1  haben.  In  dem  speziellen  Fall  der 
orthogonalen  Perspektiven  Affinität  haben  zwei  Hauptaxenrichtungen 
das  Ahnlichkeitsyerhältnis  1;  sie  sind  zur  Affinitätsebene  parallel  und 
die  dritte  Hauptaxenrichtung  ist  die  Affinitätsrichtung. 

Stellt  man  in  der  angegebenen  Weise  zwei  entsprechende  Punkte- 
paare der  affinen  Räume  durch  die  Koordinaten 

dar,  so  hat  man  für  die  Differenz  Dit  der  Quadrate  rf,*,  dik  ent- 
sprechender Strecken: 

Dijt  =  dn-  di,  =-  Xi'  +  y?  +  z?  +  X,'  +  j/,«  +  z,^  - 1'  -  r^i^  -  &« 

13)  —  6*^  —  1?**  —  gt'  —  2  (xiXk  +  ViHk  +  2iZi) 

oder  nach  12): 

(  Da  =  x?{\  -  a^  -f  y?{l  -  V)  -f  ^,«(1  --  c*)  +  x,\\  -  a*) 

i3a)  +  y.*(l  -  V)  +  z,\\  -  c^  ■-  2x,a;,(l  -  a«) 

J  -  2y,j/*(l  -  y")  -  2ZiZ,{\  -  c"). 

Setzt  man: 

f  l-a«  =  i?,     l-62_^      1 
13b)  '  ' 

so  wird: 
13e)  J),i  =  P,-  +  P*  —  ^pXiXk  —  2  qyiyk  —  2rZiZk^ 

Nun  bilde  man  das  Produkt  nach  Zeilen  der  beiden  Matrizen: 


px^+qy^+rZi^-^Ti, 


'   J*o     1     «0     Vo     «0 

1 

1 

Po 

2px^ 

-233/0 

-2r«o 

•Pi     1     «i     ^1     h 

• 

1 

Pl 

2px^ 

-^avi 

-2rjfi 

1;     Pj         1         ^          »»         «S 

t 

1 

i 

1 

1 

• 

p. 

•             • 

—  2px^ 

•                  •                  • 

•             ■             • 

•                   •                  • 

14) 


Unter  Benutzung  von  13  c)   ergiebt  sich  für  dieses  Produkt  die 
Determinante: 


14a) 


0     D«,   n 


Ol 


'08 


D.n  0  L 


10 


12 


D..    n 


'20 


81 


0 


(At  =  I>*.). 


Je  nach  der   Anzahl  der  Zeilen  in  den  beiden  Matrizen  erhält  man 
fär  die  resultierende  Determinante  verschiedene  Sätze:* 


•  Veigl.  Baltzer,  Determinanten,  §  16,  11,  5.  Aufl.  (1881). 
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a)  Ist   die  Anzahl  der  Zeilen   grösser   als   die   der  Kolonnen^  so 
verschwindet  die  Determinante 


15) 


0 
D 


10 


X/qi  .  .  .  J/o5 

0    ,,.D 


16 


D. 


50 


I>61  •  •  •    0 


-0. 


Dies  ist  eine  Beziehung  zwischen  sechs  Paaren  entsprechender 
Punkte  in  einer  räumlichen  Affinität. 

Die  sechs  Punkte  des  zweiten  Systems  fallen  alle  unendlich  nahe 
zusammen^  wenn  vier  derselben  zusammenfallen.     Indem  dann 

dik  =  0,     D,*=  dik 
wird^  erhält  man  die  Beziehung: 


15a) 


0 

^01      • 

^05 

^19 

0        . 

^15 

^50 

^51    • 

0 

«0 


zwischen    den   von  sechs   beliebigen  Punkten  des  Raumes  begrenzten 
Strecken. 

b)  Ist   die  Anzahl   der  Zeilen   gleich   der  Anzahl  der  KolonneD, 
so  wird: 


16) 


0 
B 


10 


1>, 
0 


Ol 


■^08       -^08       -^04 

■D»    As   A4 


D«    D^    D^    D«     0 


^pq^r 


Po    1 


«„ 


yo 


Pi     1     ar,     3/1     g^ 

A  1  ^i  y*  «4. 


1 


c)  Ist  die  Anzahl  der  Zeilen  kleiner  als  die  der  Kolonnen,   so 
erhält  man: 

ApqlP^l  XoyQ\*-4pr\Pf,lXoZaV 

-4g'r|Polyo^oi* 
-IQpqr'iP^  «0  j/o  ^0 


17) 


A«     0 


'10 


A«    A» 


Ao   Ai    As 


0 


1  ^0  3^0  ^0  • 


Zur  Abkürzung  ist  gesetzt: 


p«  1 


8 


^3       ^3 


■Po  1   ^0  J/o  !• 


Bei  der  Perspektiven  Lage  der  beiden  Räume  muss  nun  nach 
dem  oben  Gesagten  eine  der  drei  Zahlen  a,  6,  c  in  12),  13a),  13b) 
den  Wert  ±  1  haben,  also  eine  der  drei  Zahlen  p,  q^  r  verschwinden. 
Für  diesen  Fall  der  Perspektiven  Lage  folgt  also  aus  16): 
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18) 


0       Doi    D„    2>o,    2>„ 


D.«     0 


'10 


A«   A»   Ai 


^«   ^«    -D«   -ö«    0 


0. 


In  dem  speziellen  Fall  der  orthogonalen  Affinität  folgt  aus  17), 
da  zwei  der  Zahlen  p,  q,  r  verschwinden: 


0       I>o,     D„    B^ 


19) 


Ä«      0 


'10 


D,,    A» 


■öjo    Ai   ^»»     0 


0. 


Die  Entwickelung  kann  in  der  Form  geschrieben  werden: 

19a)  (j/ÄiToT» + VÄTÄi + V^^^ 

Die  rechte  Seite  in  16)  verschwindet  aber  auch  dann^  wenn  die 
Determinante  p 


P4     1     x^    y, 


verschwindet  und  dies  geschieht  ofifenbar,  wenn  die  fünf  Punkte  0,  1^ 
2,  3y  4  in  einer  Ebene  liegen.  Man  hat  also  für  fünf  Punktepaare 
zweier  affinen  ebenen  Systeme  die  Beziehung  18). 

Nimmt  man  dabei  an,  dass  im  zweiten  System  die  fünf  Punkte 
der  Ebene  zusammenfallen,  indem  drei  derselben  zusammenfallen,  so 
erhält  man  für  fünf  beliebige  Punkte  einer  Ebene: 


19b) 


0         ^01       ^02       ^OS       ^04 
^10         0         d,2       rfi3       di4 


^40       ^41       ^48       ^43         0 


=  0. 


Dieselbe   Beziehung   besteht   nach    Gayley   allgemeiner  zwischen 
fänf  Punkten  einer  Kugel. 


IV. 

An  Stelle  der  beiden  Matrizen  14)  betrachte  man  die  folgenden: 


20) 


r-l 

0    0     0     0 

0     1 

0 

0 

0 

Pi 

1      X^     iji     z^ 

1     -Pi 

1 

—  2p  «1 

2«^! 

-2rz^   \ 

• 

1     ^i    Vi    h 

1     P, 

■        •         • 

-2px^ 

•        •        • 

«         •        •        • 

-2rz, 

•                 «                   • 
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Das  Produkt  derselben  nach  Zeilen  ist  die  Determinante: 


21) 


0 

1 

1     .   . 

1 

0 

A»   ;   • 

1 

Ai 

0     .    . 

1 

■ 

Ai 

•       • 

As    •   • 

■       •       ■       > 

Je   nach   der  Anzahl   der  Zeilen   in   den  beiden  Matrizen  erhält 
man  die  folgenden  Sätze: 

0      11111 


22) 


1      0      Dl,    D,.    D,,    D 


1% 


13 


14 


'15 


1    A.    A»   As   A*    0 


0. 


Dies  gilt  für  fänf  Punktepaare  zweier  affinen  räumlichen  Systeme. 

Fallen  die  fünf  Punkte  des  zweiten  Systems  zusammen,  so  erhält 
man  für  ftlnf  beliebige  Punkte  des  Raumes  die  bekannte  Beziehung 
zwischen  den  sie  verbindenden  Strecken:* 


23) 


0 
1 


1 
0 


1 


d 


12 


d 


15 


1     d. 


0 


%l       "62 

Bei  fdnfzeiligen  Matrizen  erhält  man: 
0      1110     1 


=  0. 


24) 


1     0       D,,    D,.    D 


12 


'IS 


14 


1      i>41      -D« 


A.     0 


'43 


=  %pqr 


1 

«1 

Vx 

Ol 

1 

«2 

Vi 

h 

1 

X^ 

y» 

h 

1 

X^ 

Vi 

«4 

2 


und  bei  vierzeiligen: 

Olli 
1      0       2)i2     D 


25) 


13 


1     A.     D. 


0 


—  4 p g  1 1  a^i  yi  1^  —  4^?  r  1 1  a?i  ^1 1* 


'31       -^32 

Die  rechte  Seite  in  24)  verschwindet  in  zwei  Fällen: 
a)  Eine   der   Zahlen   p,  q,  r    werde  =  0.    Dies  ist   der   Fall    der 
Perspektiven  Affinität  und  giebt  wieder  die  schon  in  8)  und  11)  ge- 
fundene Bedingungsgleichung  für  zwei  perspektiv- affine  Tetraeder. 

Ist  die  Perspektive  Affinität  speziell  orthogonal,  so  besteht  nach 
25)  infolge  des  gleichzeitigen  Verschwindens  zweier  der  drei  Zahlen 
p,  q,  r  noch  die  weitere  Beziehung:  ♦ 


*  Cayley,  Cambr.  math.  Journ.,  vol.  2,  184-1. 


26) 
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1 

1 

0 

A2 

A, 

1 

A. 

0 

As 

A. 

■D« 

0 
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=  0. 


0 
1 
1 
1 

Die  Entwickelung  kann  in  die  Form  gebracht  werden: 

27)    (v/:^+v^+V5i;)(-++)(+-+)(++-)-o. 

b)  Wenn  die  Determinante 


X, 


Vi 


*-! 


I    1       ^4       ^4       ^4 

verschwindet,  so  liegen  die  vier  Punkte  des  ersten  Systems  in  einer 
Ebene.  Man  hat  also  für  vier  Punktepaare  zweier  affinen  ebenen 
Systeme  die  Beziehung: 

0      1111 


1      0       D.,     Ä.     B 


12 


'IS 


'14  I 


0, 


1    D..     Ä,    Ä 


0 


'41       -^48       -^48 

analog  zu  der  Beziehung  22)  zwischen  fünf  Punktepaaren  zweier 
affinen  Räume.  Fallen  die  vier  Punkte  des  zweiten  Systems  zu- 
sammen, so  ergiebt  sich  för  vier  beliebige  Punkte  einer  Ebene  die 
bekannte  Beziehung  zwischen  ihren  Strecken: 

0      1111 


29) 


10^ 


12 


^18 


44 


1     dj,.     dj 


0 


0. 


"41       "'48       "'48 

Das  Affinitätsverhältnis.    Bekanntlich   ist   fQr  vier  beliebige 

Punkte: 


29a) 


0 
1 


1 
0 


d 


12 


48 


"14 


1       A 


0 


==  288  F^ 


"41       **4S       "48 

WO  F  das  Volumen  des  Tetraeders  der  vier  Punkte  bezeichnet.  Bei 
affinen  Bäumen  ist  das  Verhältnis  entsprechender  Volumen  konstant. 
Wenn  die  Affinität  perspektiv  ist,  so  ist  dieses  Verhältnis  ent- 
sprechender Volumen  gleich  dem  Verhältnis  der  Abstände  zweier  ent- 
sprechenden Punkte  von  der  Affinitätsebene. 


V 


Uie  Au%abe,  zwei  affine  ebene  Systeme  in  Perspektive  Lage 
zu  bringen,  ist  bekanntlich  vom   zweiten   Orad.      Der  Übergangsfall 


94  Über  Perspektive  Affinität  zweier  Räume. 

von  reellen  zu  imaginären  Lösungen  ist  offenbar  derjenige  der  ortho- 
gonalen Affinität,  wo  die  Affinitätsrichtung  senkrecht  zur  Affinitäts- 
axe  ist.  Die  Bedingung  hierfür  ist  in  26)  ausgedrückt.  Haben  die 
zwei  entsprechenden  Dreiecke,  durch  welche  die  affine  Beziehung  be- 
stimmt ist,  zwei  entsprechende  Seiten  gleich,  so  wird  die  Perspektive 
Lage  dadurch  reell  herbeigeführt,  dass  man  diese  beiden  Seiten  zur 
Deckung  bringt.     Sei  z.B.: 

^8  =  *28;     also     D28  •=  0, 

so  nimmt  die  Determinante  in  26)  den  Wert  {D^^  —  ^^23)*  ^^;  welcher 
immer  positiv  ist.  Die  Aufgabe,  zwei  gegebenie  Dreiecke  in  parallel- 
perspektive  Lage  zu  bringen,  hat  also  zwei  reelle  verschiedene  oder 
zusammenfallende  oder  zwei  imaginäre  Lösungen,  je  nachdem 

Olli 

1       0        A2      i>13 

1     A,      0       D, 


30) 


'21         ^  -^28 

1    Dji    i),g     0 


1» 


ist.  Dieses  Kriterium  stimmt  überein  mit  dem  von  Mob  ins  ge- 
fundenen (Baryc.  Calcul,  §  328). 

Sind  die  zwei  Dreiecke  rechtwinklig  mit  dgg  und  tfgj  als  Hypo- 
tenusenquadraten, so  findet  man  aus  30)  leicht,  dass  die  Lösungen  reell 
getrennt,  zusammenfallend  oder  imaginär  sind,  je  nachdem 

-4K,-d„)(d,,-di,)|0 

ist.  Daraus  folgt:  Zwei  affine  ebene  Systeme  können  nur  dann 
reell  in  Perspektive  Lage  gebracht  werden,  wenn  von  den  Ahnlichkeits- 
verhältnissen,  die  zu  den  beiden  Hauptaxenrichtungen  gehören,  das 
eine  >  1 ,  das  andere  ^  1  ist. 

Für  zwei  affine  Bäume  ergiebt  sich  hieraus  in  Verbindung  mit 
dem  Früheren:  Zwei  affine  Räume  können  dann  und  nur  dann  reell 
in  Perspektive  Lage  gebracht  werden,  wenn  von  den  zu  den  drei 
Hauptaxenrichtungen  gehörenden  Ahnlichkeitsverhältnissen  das  mittlere 
den  Wert  1  hat. 

Endlich  hat  man  hieraus  den  Satz:  Zwei  affine  Räume  können 
immer  reell  in  Perspektive  Lage  gebracht  werden,  nachdem  man  den 
einen  mit  einem  gewissen  reellen,  positiv  oder  negativ  genommenen 
Faktor  multipliziert,  d.  h.  direkt  oder  invers  ähnlich  verändert  hat. 
Der  Faktor  ist  derjenige,  durch  welchen  das  mittlere  der  drei  Haupt- 
ähnlichkeitsverhältnisse auf  den  Wert  1  gebracht  wird.  Sind  für  das 
eine  Vorzeichen  dieses  Faktors  die  beiden  Perspektiven  Systeme  gleich- 
sinnig, so  sind  sie  für  das  andere  ungleichsimiig. 

Hat  man  das  eine  System  mit  dem  betreffenden  Faktor  multipli- 
ziert,  so   wird   die   Perspektive  Lage   herbeigeführt,   indem   man   zwei 
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entsprechende  ebene  Systeme^  die  in  zwei  zu  den  mittleren  Haupt- 
axenrichtnngen  senkrechten  entsprechenden  Ebenen  liegen,  in  einer 
Ebene  in  Perspektive  Lage  bringt,  wobei  aber  die  Punktreihen,  die 
auf  zwei  entsprechenden  mittleren  Hauptaxen  liegen,  gleichsinnig 
sein  müssen. 

Diejenigen  beiden  anderen  reellen  Faktoren,  durch  welche  das 
grösste  und  das  kleinste  der  drei  Hauptahnlichkeitsyerhältnisse  auf  den 
Wert  1  gebracht  werden,  geben  keine  reellen  Lösungen  in  Bezug  auf 
die  Perspektive  Lage  der  beiden  Räume. 

Die  Aufgabe,  ein  Tetraeder  zu  konstruieren,  das  einem  gegebenen 
Tetraeder  ahnlich  ist  und  zu  einem  zweiten  gegebenen  Tetraeder  in 
parallel-perspektiver  Lage  sich  befindet,  ist  also  vom  dritten  Grad, 
da  sie  die  Konstruktion  der  drei  Hauptaxen  für  zwei  projektive  Strahl- 
bündel erfordert. 


Sie  fahrt  auf  die  Gleichung: 


31) 


0 
1 
1 
1 
1 


1 
0 


welche  far  3?  vom  dritten  Grad  ist 


9*  —  aJ*?i* 
0 


=  0, 


Indem  man  im  zweiten  System 


Ton  einer  gleichschenkligen  dreirechtwinkligen  Ecke  mit  der  Eanten- 
länge  1  ausgeht,  nimmt  die  Qleichung  die  Form  an: 


31a) 


«der  nach  7): 


0 
1 
1 
1 
1 


2p- 2x* 


1 

0 
6« -2a;« 


r  +  g'-C 

2g*  -  2x* 


1 

h*  -  X* 
0 


=  0, 


2 


g^  +  A*  —  a 


3 


0. 


VL 

Die  behandelten  Aufgaben  über  affine  Räume  führen  offenbar  auf 
Aufgaben  über  das  Ellipsoid,  indem  man  das  EUipsoid  des  ersten 
Raumes  betrachtet,  welches  einer  Kugel  des  zweiten  Raumes  entspricht. 
Die  Perspektive  Lage  ist  reell  möglich,  wenn  der  Radius  der  Kugel 
gleich  ist  dem  Radius  der  reellen  Diametralkreisschnitte  des  Ellipsoides, 
welches  die  Strecken  fy  g^h  zu  konjugierten  Halbmessern  hat. 
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Indem  man  die  Verbindungsstrecken  a,  h,  c  durch  f,  g,  h  und  die 
von  letzteren  eingeschlossenen  Winkel  ausdrückt^  erhält  man  leicht 
aus  32)  die  entwickelte  Oleichung: 

33)  a;«~  (f'+g'+  h^)o^+  4(^,  +  A,  +  Ae)  -  36F«  =  0, 

wo  die  A  die  Flächeninhalte  der  von  den  Kanten  gha,  ä/'&,  fgc  ge- 
bildeten Dreiecke  darstellen  und  V  das  Volumen  des  Tetraeders  ist. 

Man  ersieht  daraus  z  B.,  dass  für  alle  Tripel  von  konjugierten 
Halbmessern  eines  Ellipsoides  die  Summe  der  Quadrate  konstant  ist, 
weil  sie  die  Summe  der  Quadrate  der  halben  Hauptaxen  darstellt. 

Der  Pohlke'sche  Satz  der  Axonometrie  sagt  aus^  dass  drei  von 
einem  Punkt  ausgehende,  nach  Richtung  und  Länge  willkürliche 
Strecken  /)  g^  h  einer  Bildebene  immer  als  schiefe  Parallelprojektionen 
von  drei  zu  einander  senkrechten  gleichlangen  Axen  angesehen  werden 
können.  Die  Aufgabe,  die  Länge  dieser  Originalaxen  zu  bestimmen, 
ist  dann  ein  spezieller  Fall  der  vorigen  Aufgabe,  indem  die  vier  Ecken 
des  ersten  Tetraeders  in  einer  Ebene  liegen.*  Man  hat  also  zu  setzen 
F=0,  wodurch  in  33)  eine  Wurzel  rK*=0  wird  und  sich  für  die 
beiden  andern  die  Oleichung  ergiebt: 

34)  a^-(f^+g^+  h^)x^  +  4(Aa«  +  A,«  +  Ao«)  =  0. 

Das  Ellipsoid  ist  in  diesem  Falle  unendlich  flach,  begrenzt  durch 
eine  Umrissellipse,  deren  halbe  Axen  die  Wurzeln  der  letzten 
Gleichung  sind. 

Von  diesen  beiden  Halbaxen  hat  nur  die  kleinere,  d.h.  die  mittlere 
von  den  dreien,  praktische  Bedeutung,  da  nur  sie  zu  einer  reellen 
Lage  des  Axenkreuzes  führt. 

Aus  34)  folgt:  Die  Summe  der  Quadrate  der  Halbaxen  der  Um- 
rissellipse ist  «=/**  +  ^*+Ä^  also  nur  von  den  Längen,  nicht  von  den 
Richtungen  der  drei  Bildaxenstrecken  abhängig.  Der  Flächeninhalt 
der  UmrisseUipse  ist     ^  g^  y^,  ^.  ^.  +  ^»: 

Für  orthogonale  Axonometrie  erhält  man  die  Bedingungs- 
gleichung: (f^+g^+  h^Y  ^  16  (Aa*  +  Aft«  +  AcO, 

und  die  Originalaxenlänge  ergiebt  sich  in  diesem  Fall  aus 

2x^^p  +  g^-^h\ 

VIL 

Für  die  Aufgabe,  zwei  beliebig  gegebene  Dreiecke  ABCj  A! B^C 
in  parallel -Perspektive  Lage  zu  bringen,  möge  hier  noch  folgende 
Lösung  mitgeteilt   werden.     Auf  BC,   B^C^  sind   zwei   entsprechende 


*  Vergl.  meinen  Aufsatz:  „Über  die  Fundamentalaiifgabe  der  Axonometrie 
Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Math. ,  Bd.  106. 
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Punkte  D,  D'  zu  bestimmen,  für  welche  AD  -^  Ä D'  ist.  Diese  beiden 
Strecken  ADj  ÄD^  müssen  dann  in  der  Perspektiven  Lage  der  beiden 
Dreiecke  zusammenfallen.    Wir  multiplizieren  das  Dreieck  A'B'C  mit 

dem  Faktor    j^,^, ;  so  dass  es  in  das  Dreieck 

A''B'^C"^ÄB'C' 

öbergeht  imd  B"C"^  BC  ist.  Dann  legen  wir  die  Dreiecke  ABC, 
rB"C"  in  einer  Ebene  so  aneinander,  dass.  B"  auf  J5,  C"  auf  C 
fallt.    Nun  ist  auf  BC  der  Punkt  D  so  zu  bestimmen,  dass 

AD^ÄD^^A'^D  — 

ist.    Als  Ort  solcher  Punkte  D,  für  welche 

ADiA'D'^B'C'iBC 

ist,  erhält  man  aber  einen  leicht  zu  konstruierenden  Kreis  desjenigen 
Kreisbüschels,   welches   die   Punkte   A,  A'  zu   Nullkreisen   hat.     Die 


CC" 


Sclnittpunkte  dieses  Kreises  mit  BC  sind  die  gesuchten  Punkte  D, 
welche,  indem  man  sie  mit  A  verbindet,  die  Affinitätsaxe  geben.  In 
der  Figur  beachte  man,  dass 

B'C':BC==AC':A''C 

Hiemach  werden  die  zwei  Punkte  K.  L  des  Kreises  gefunden, 
indem  man  auf  der  durch  A  gehenden  Parallelen  zu  A'C  die  letztere 
Strecke  von  A  aus  nach  beiden  Seiten  aufträgt  und  die  Endpunkte  S,  T 
mit  C  verbindet.  Man  kann  nach  dieser  Methode  auch  überhaupt 
solche  Richtungen  in  den  beiden  affinen  ebenen  Systemen  bestimmen, 
fiir  welche  das  Ähnlichkeitsverhältnis  einen  beliebig  gegebenen 
Wert  hat. 

Richtungen  von  konstantem  Ähnlichkeitsverhältnis  bei 
affinen  Bäumen.  Was  bilden  alle  durch  einen  Punkt  0  gehenden 
Strahlen  des  ersten  Baumes,  filr  welche  das  Ahnlichkeitsverhältnis  mit 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  44.  Band.  1899.  2.  u.  S.  Heft.  7 
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den  entsprechenden  Strahlen  einen  konstanten  Wert  hat?  Wir  multipli- 
zieren das  zweite  System  mit  dem  geeigneten  Faktor  X^  um  die  Systeme 
in  Perspektive  Lage  bringen  zu  können.  Bei  dieser  Perspektiven  Lage 
ist  der  Ort  aller  Punkte,  deren  Abstände  von  Oy  0^'  einen  gegebenen 
Wert  OP:0''P^(i  hat,  eine  Kugel  K,  deren  Mittelpunkt  auf  OO" 
liegt,  und  welche  die  Strecke  00'^  aussen  und  innen  im  Verhältnis  (i 
teilt.  Diese  Kugel  schneidet  die  Afßnitätsebene  in  einem  Kreis  Je. 
Alle  Geraden  durch  0,  für  welche  das  Ähnlichkeitsverhältnis  in  der 
ursprünglichen  Affinität  den  Wert  A«fi  hat,  bilden  also  den  Kegel, 
dessen  Leitlinie  der  Kreis  k  ist.  Lassen  wir  fi  variieren,  so  bilden 
alle  Kugeln  K  ein  Kugelbüschel  mit  den  Nullkugebi  0,  0";  die 
Kreise  k  bilden  ein  Kreisbüschel,  dessen  Nullkreise  diejenigen  Punkte 
der  Affinitätsebene  sind,  nach  welchen  in  der  Projektivität  der  beiden 
Bündel  0,  0"  zwei  Hauptaxen  von  jedem  der  beiden  Bündel  und  zwei 
Hauptaxen  von  jedem  der  Kegel  Ok  gehen.  Die  Kegel  Ok  bilden  also 
ein  Büschel  von  concyklischen  Kegeln. 

Wenn  einem  zum  ersten  System  gehörenden  gleichschenkligen 
Dreieck,  dessen  Spitze  in  0  liegt,  wieder  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
entspricht,  dessen  Spitze  in  0'  liegt,  so  müssen  die  beiden  Schenkel 
des  ersten  Dreiecks  in  zwei  Erzeugende  eines  der  Kegel  Ok  fallen. 
Indem  man  zur  Grenze  übergeht,  wo  die  beiden  gleichen  Schenkel 
unendlich  benachbart  sind,  erhält  man  die  Sätze:  Eine  Gerade  durch 
0  giebt  eine  der  beiden  Hauptaxenrichtungen  für  dasjenige  ebene 
System,  welches  längs  jener  Geraden  den  durch  sie  gehenden  Kegel 
des  concyklischen  Büschels  Ok  berührt.  Eine  beliebige  Ebene  durch 
0  wird  von  zwei  Kegeln  dieses  Büschels  in  zwei  zu  einander  senk- 
rechten Geraden  berührt,  welche  die  Hauptaxenrichtungen  für  das 
ebene  System  angeben.  -  Jeder  der  beiden  Nullkegel  giebt  die  eine 
Hauptaxenrichtung  für  jede  durch  ihn  gehende  Ebene  an,  also  eine 
der  Hauptaxenrichtungen  des  räumlichen  Systems  und  zu  diesen  beiden 
Richtungen  gehören  der  grösste  und  der  kleinste  Wert  der  überhaupt 
vorkommenden  Ahnlichkeitsverhältnisse.  Die  Strahleninvolution,  in 
welcher  die  Kegel  des  Büschels  durch  eine  Ebene  durch  0  geschnitten 
werden,  ist  samt  ihrer  entsprechenden  symmetrisch.  In  zwei  ent- 
sprechenden gleichschenkligen  Dreiecken  sind  die  beiden  entsprechenden 
Basen  die  eine  Hauptaxenrichtung  für  die  Ebenen  der  Dreiecke. 

vni. 

Bekanntlich  ist  es  im  allgemeinen  nicht  möglich,  zwei  kollineare 
Räume  in  Perspektive  Lage  zu  bringen  und  zwar  auch  dann  noch 
nicht,  wenn  man  den  einen  derselben  ähnlich  verändert.  Dagegen  be- 
steht für  solche  koUineare  Räume  allgemeiner  Art  der  Satz:  „Wenn 
die  rechtwinkligen  Ordinaten  aller  Punkte  des  ersten  Raumes  in 
Bezug   auf  die  eine  oder  andere  von  zwei  gewissen  zu  einander  senk- 
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rechten  Ebenen  beziehungsweise  mit  dem  einen  oder  anderen  von  zwei 
gewissen  zu  einander  reziproken  Faktoren  multipliziert  werden,  so 
kann  das  so  veränderte  erste  System  zu  dem  zweiten  in  Perspektive 
Lage  gebracht  werden,  wobei  die  Eollineationsebene  auf  der  Schnitt- 
linie jener  beiden  Ebenen  senkrecht  steht  und  das  Eollineationscentrum 
auf  dieser  Schnittlinie  liegt/' 

Die  Geraden  des  zweiten  Raumes  imd  ihre  Normalebenen  geben 
nämlich  auf  der  unendlich  fernen  Ebene  F'  des  zweiten  Baumes  ein 
Polarsystem,  welchem  im  ersten  Raum  ein  Polarsystem  in  der  Gegen* 
ebene  V  entspricht.  Der  Mittelpunkt  0  dieses  letzteren  Polarsystems 
entspricht  dem  unendlich  fernen  Punkt  in  der  Richtung  senkrecht  zur 
Gfegenebene  U'  des  zweiten  Raumes.  Nach  Henry  J.  S.  Smith  ist 
nun  die  Perspektive  Lage  nur  dann  möglich,  wenn  das  Polarsystem 
in  der  Ebene  V  (und  damit  auch  das  analog  gebildete  in  der  Ebene  IT) 
ein  cirkuläres  ist.*  Dies  kaim  nun  durch  eine  orthogonale  perspektiy- 
affine  Verwandlung  des  ersten  Systems  immer  erreicht  werden.  Die 
beiden  AfBnitatsebenen  gehen  durch  die  beiden  Axen  OX  und  OT 
des  Polarsystems  in  V  und  stehen  auf  V  senkrecht.  Die  beiden  zu 
einander  reziproken  Affinitätsyerhaltnisse  werden  durch  eine  sehr  ein- 
gehe Konstruktion  gefunden,  wenn  man  in  dem  Polarsystem  V  ausser 
den  Axen  noch  zu  einem  Punkt  P  die  Polare  p  kennt.  Ist  S  der 
Schnittpunkt  Ton  p  mit  OX,  so  bestimmt  man  mit  Hilfe  eines  Halb- 
kreises über  OS  sofort  diejenige  orthogonale  Affinitat  mit  der  Axe  OX, 
in  welcher  den  beiden  Geraden  OP  und  p  zwei  zu  einander  senk- 
rechte Gerade  OP^'  und  jp"  entsprechen. 

Dabei  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  Losungen  nie  imaginär 
werden  können,  indem  man  beachtet,  dass  die  durch  P  und  p  auf 
OX  und  O  Y  bestimmten  Involutionen  harmonischer  Pole  notwendig 
elliptisch  sein  müssen. 

Statt  der  oben  genannten  beiden  Ebenen  kann  man  auch  jede  zu 
ihnen  parallele  Ebene  als  Affinitatsebene  nehmen  und  zwar  mit  dem- 
selben Affinitätsyerhaltnis;  dann  liegt  aber  das  Kollineationscentrum 
nicht  mehr  in  der  Affinitatsebene. 

Man  kann  den  yorigen  Gegenstand  noch  in  anderer  Weise  be- 
handeln, indem  man  von  demjenigen  Kriterium  für  die  Möglichkeit 
der  Perspektiven  Lage  zweier  kollinearen  Räume  ausgeht,  welches 
Herr  Ö.  Hauck  angegeben  hat.** 

Man  betrachte  drei  durch  einen  Punkt  0  gehende  Gerade  des 
ersten  Raumes  und  die  entsprechenden  durch  0'  gehenden  Geraden 
des  zweiten  Raumes.  Auf  den  ersten  drei  Geraden  liegen  drei  Gegen- 
punkte Fj,  F„  Fg,  auf  den-  letzten  drei  Gegenpunkte  17^',  t/^',  ü^\  ent- 
sprechend den  unendlich  fernen  Punkten  der  entsprechenden  Geraden. 

•  Collected  math.  papers,  vol.  I,  699. 
••  Diese  Zeitschrift,  Bd.  21,  S.413. 
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Nun  ist  die  Perspektive  Lage  der  beiden  kollinearen  Bäume  dann  und 
nur  dann  möglich,  wenn  das  Dreieck  V^V^V^  ähnlich  ist  dem 
Dreieck  Ü^Ü^V^. 

Bei  der  allgemeinen  Eollineation  sind  diese  beiden  Dreiecke  ein- 
ander nicht  ähnlich,  aber  man  kann  das  Dreieck  V  durch  eine  ortho- 
gonale Perspektive  Affinität  in  der  Gegenebene  F  immer  so  verändern, 
dass  es  dem  Dreieck  £7'  ähnlich  wird.  Zur  Konstruktion  kann  man 
die  in  YII.  erwähnte  Methode  benutzen,  wo  der  Krets  jetzt  die 
Gerade  BC  berühren  muss. 

Man  sieht  ohne  weitere  Konstruktion  sofort  ein,  dass  die  A^en 
der  orthogonalen  Affinitäten  parallel  sein  müssen  zu  den  Hauptaxen- 
richtungen  derjenigen  affinen  Beziehung,  welche  durch  die  ent- 
sprechenden Dreiecke  F,  W  bestimmt  ist.  Eine  orthogonale  Affinität, 
welche  eines  der  Dreiecke  F  zu  einem  entsprechenden  Dreieck  ?7' 
ähnlich  macht,  muss  jedes  Dreieck  F  zu  jedem  zugehörigen  Dreieck  U^ 
ähnlich  machen. 

Zu  jedem  Dreieck  F  gehören  oo'  Dreiecke  U\  Zieht  man  durch 
einen  Punkt  0  des  ersten  Raumes  alle  Geraden,  so  gehören  zu  ihren 
Punkten  F  bestimmte  Punkte  IP^  und  man  sieht  leicht  ein,  dass  diese 
Beziehung  zwischen  den  Punkten  F  und  CT'  Affinität  ist;  denn  der 
imendlich  fernen  Punktreihe  der  Gegenebene  F  entspricht  hierbei  die 
unendlich  ferne  Punktreihe  der  Gegenebene  TT  nach  der  Kollineation 
der  beiden  Räume.  Da  die  Projektivität  dieser  beiden  Punktreihen 
unverändert  bleibt,  wenn  die  Scheitel  0,  0'  der  beiden  entsprechenden 
Bündel  geändert  werden,  so  folgt,  dass  in  allen  den  oo^  Affini  taten, 
welche  zu  den  oo*  Punkten  0  gehören,  immer  dieselben  Paare  von 
Richtungen  einander  entsprechen;  also  sind  für  alle  die  affinen  Be- 
ziehungen die  Hauptaxenrichtungen  dieselben  und  alle  Dreiecke  TJ\  die 
zu  einem  Dreieck  F  gehören,  sind  zu  einander  ähnlich. 

Mit  Hilfe  von  26)  kann  man  leicht  die  beiden  Affinitätsverhält- 
nisse V  für  die  orthogonalen  Perspektiven  Affinitäten  ableiten,  durch 
welche  die  Dreiecke  F  zu  den  Dreiecken  J7'  ähnlich  gemacht  werden. 
Man  findet  die  Gleichung: 

+  *28K2  +  ^18  —  ^23)]  +1=0. 

Dabei  bedeuten  d  und  ö  die  Quadrate  der  Seiten  zweier  zu- 
sammengehörigen Dreiecke  F,  ?7'  und  JP,  <D  die  Flächeninhalte  dieser 
Dreiecke.  Für  alle  die  <x>^  Paare  von  zusammengehörigen  Dreiecken 
Vy  U'  ist  der  Faktor  von  v  eine  konstante  Grösse. 

Es  möge  noch  eine  Eigenschaft  affiner  räumlicher  Beziehung 
abgeleitet  werden,  die  sich  auf  den  Fall  bezieht,  wo  die  beiden  räum- 
lichen Systeme  so  gelegt  sind,  dass  die  Hauptaxenrichtungen  des  einen 
parallel  sind  zu  den  entsprechenden  Hauptaxenrichtungen  des  andern. 
Der  Satz   ist   eine  Erweiterung   eines  von  Smith  mit  Hilfe  des  ima- 
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ginären  Kugelkreises  im  ünendliclien  bewiesenen  Satzes  über  zwei  pro- 
jektire  StriJilbündel  * 

;,WeDn  zwei  affine  Räume  so  gelegt  werden^  dass  die  ent- 
sprechenden Hauptaxenricbtungen  parallel  zu  einander  sind,  und  man 
legt  durch  einen  Punkt  P  des  ersten  Raumes  die  Senkrechte  p  zu 
einer  Ebene  des  zweiten  Raumes  und  durch  den  entsprechenden 
Punkt  P'  des  zweiten  Raumes  die  Senkrechte  |9'  zu  der  entsprechenden 
Ebene  des  ersten  Raumes^  so  entspricht  der  Geraden  p  des  ersten 
Raumes  die  Gerade  p'  des  zweiten." 

Beweis:  Die  Beziehung  der  beiden  Räume  ist  dargestellt  durch 
die  drei  Gleichungen  5  «  ax,  ri  =  6y,  f  =  cZy  wobei  P,  P'  die  Mittel- 
punkte der  beiden  entsprechenden  rechtwinkligen  Koordinatensysteme 
sind.  Wenn  nun  eine  Ebene  E  des  ersten  Raumes  auf  den  Azen 
desselben  die  Abschnitte  Xey  tfey  z^  erzeugt,  so  gehören  zu  der  ent- 
sprechenden Ebene  E*  im  zweiten  Koordinatensystem  die  Abschnitte: 

l,^aXe^       V»^^yey       l.^CZe- 

Man  yerscbiebe  nun  das  zweite  System ,  bis  P'  mit  P  zusammen- 
fallt Das  Perpendikel  p  von  P  auf  £'  habe  die  Lange  q  und  den  Fuss- 
punkt  Q  mit  den  Koordinaten  x^y  y„j  jSg  im  ersten  System;  das  Perpen- 
dikel p'  von  P'  auf  E  habe  die  Lange  r  und  den  Fusspunkt  B  mit 
den  Koordinaten  iry  ^r,  &•  im  zweiten  System.    Dann  ist 

=  ax^'  Xe  =  by.^'ye  =  CZ^-Ze^ 

r*=  lir'X^  -^  rfr-y,  =  tr-Ze. 

Daraus  folgt ^  wenn  man  r* :  g'  »  f&  setzt: 

ir^r*:Xe==  fiaXg, 

rir^r^iye^^'h-y^j 

tr^r^:Zt  ^  li'C'Zq. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  dem  Perpendikel  p  des  ersten  Raumes 
das  Perpendikel  p'  des  zweiten  Raumes  entspricht^  wobei  aber  die 
Fusspunkte  einander  nicht  entsprechen. 

^  CoUected  math.  papers,  vol.  I,  p.  571. 


über  die  Verwendung  zweier  Pendel  auf  gemeinsamer 
Unterlage  zur  Bestimmung  der  Mitschwingung. 


Von 

Dr.  R.  Schumann 

in  Potsdam. 


Einleitang. 

Für  relative  Schweremessungen  nach  der  Methode  des  Herrn  Oberst 
Y.  Sterneck  sind  in  neuerer  Zeit  mehrfach  Pendelstative  gebaut 
worden^  die  so  beschaffen  sind^  dass  mehrere  Sterneck  sehe  Pendel 
zugleich  schwingen  können.  Ist  dabei  Fürsorge  getroffen^  dass  die 
Schneiden  zweier  Pendel  einander  parallel  sind,  während  die  Schwingungs- 
ebenen zusammenfallen y  so  kommt  zu  den  Vorzügen  solcher  Statire,  als: 
gewisse^  bessere  Temperaturverhältnisse^  Abkürzung  der  Beobacbtungs- 
dauer  durch  Wegfall  des  häufigen  Aus-  und  Einpackens  der  Pendel^ 
noch  der  einer  Möglichkeit^  den  Einfluss  der  Mitschwingung  von 
Stativ  und  Untergrund  in  der  Schwingungsrichtung  innerhalb  einiger 
Minuten  mit  ausreichender  Genauigkeit  bestimmen  zu  können.  Dies 
ausführlich  darzulegen^  ist  der  Zweck  der  vorliegenden ^  von  Herrn 
Geheimrat  Helmert  angeregten  Arbeit. 

Zusammenstellungen  der  hierher  gehörigen  theoretischen  und  prak- 
tischen Untersuchungen  findet  man  bei  von  Oppolzer,*  bei  Zürn,** 
in  besonders  ausführlicher  Weise  bei  Helmert.*** 

Die  hier  darzulegende  Methode  der  Mitschwingungsbestimmung 
ist  aus  dem  im  Königl.  Preuss.  Geodätischen  Institute  ausgearbeiteten 


*  Verhandlniigen    der   siebenten  allgemeinen   Konferenz    der   Europäischen 
Gradmessung,  Beilage  Via. 

**  Das  Pendel  und  seine  Verwendung.     Wissenschaftliche   Beilage  zu    dem 
Jahresberichte  des  Eönigl.  Gymnasiums  zu  Plauen  i.  Y.,  Ostern  1897. 

***  Veröffentlichung  des  Eönigl.  Preuss.  Geodätischen  Institutes  und  Central- 
bureaus  der  Internationalen  Erdmessung.  Beiträge  zur  Theorie  des  Reversions - 
pendeis.  Potsdam  1898.  Diese  Publikation  erschien,  als  die  vorliegende  Arbeit 
bereits  zur  Veröffentlichung  eingesandt  war;  sie  überall  in  genügender  Weise  zu 
berücksichtigen,  war  bei  der  Kürze  der  Zeit  nicht  mehr  möglich. 
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y^Wippverfahreii''*  hervorgegangen;  dabei  leitete  mich  der  Wunsch, 
erstens  den  individuellen,  unkontrollierbaren  Rhythmus  in  der  Hand- 
habung des  Dynamometers  von  Seiten  des  Beobachters  zu  ersetzen 
durch  den  matiiematisch  besser  verfolgbaren  einer  mechanischen  Vor- 
ricbtong  in  Gestalt  eines  zweiten  Pendels,  und  zweitens,  die  einer 
Kraft  von  mehreren  Kilogramm  entsprechende  Einwirkung  des  Dynamo- 
meters auf  den  Pfeiler  zu  ersetzen  durch  die  einer  beschränkten  Zahl 
Ton  Grammen.  Eine  solche  geringe  Kraft  entspricht  einmal  derjenigen 
besser,  die  die  Schneide  eines  invariablen  Pendels  auf  ihre  Unterlage 
ausübt;  zweitens  kann  man  sie  ohne  Bedenken  auf  das  Stativ  selbst 
einwirken  lassen,  im  Gegensatz  zu  der  grossen  Kraft  des  Dynamo- 
meters. Wegen  der  in  den  meisten  Fällen  sehr  geringen  Grösse  des 
Mitschwingens  ist  es  wesentlich  für  das  gute  Gelingen  des  Versuches, 
dem  zweiten  Pendel  ein  etwas  grösseres  Gewicht  zu  geben. 

Nachtraglich  fand  ich,  dass  Herr  Lorenz oni**  schon  im 
Jahre  1886  mit  einem  Fadenpendel  bei  seiner  Bestimmung  der  abso- 
luten Schwere  dieselbe  Methode  angewendet  hatte,  ohne  allerdings 
ihre  ganze  Genauigkeit  auszunutzen. 

Der  ihr  zu  Grunde  liegende  Vorgang***  ist  kurz  folgender:  von 
zwei  Pendeln  mit  nahezu  gleicher  Schwingungszeit  wird  das  eine  auf 
einen  Ausschl^  zwischen  15'  und  40'  gebracht,  und  das  andere  so 
ToUkommen  als  möglich  beruhigt;  ist  dies  erreicht,  so  wird  das  erste 
freigelassen«  Die  stetig  anwachsende  Amplitude  des  zweiten  (des  ge- 
triebenen) Pendels  und  die  langsam  abnehmende  des  ersten  (des 
treibenden)  Pendels  werden  dann  einige  Minuten  hindurch  nach  den 
Schlägel  eines  Chronometers  abwechselnd  beobachtet;  bei  einiger 
Übung  kann  man  die  Beobachtung  nach  rund  vier  Minuten  abbrechen 
and  einen  neuen  Versuch  anstellen. 

Das  Anwachsen  der  Amplitude  des  getriebenen  Pendels  giebt  ein 
Maß  f&r  die  Grosse  des  Mitschwingens  von  Stativ  und  Untergrund. 

In  den  drei  ersten  Abschnitten  des  folgenden,  theoretischen  Teiles 
soll  dieser  Zusammenhang,  unter  gewissen  Voraussetzungen,  mathe- 
matisch verfolgt  werden,  während  der  vierte  Abschnitt  Vergleiche  mit 
analogen  Entwickelungen  Anderer  enthält;  der  zweite  Teil  enthält  in 
drei  weiteren  Abschnitten  die  Beschreibung  einer  provisorischen 
mechanischen  Vorrichtung  zum  Wippen  des  Stativs,  einen  Vergleich 
zwischen  Theorie  und  Praxis  und  einen  Auszug  aus  den  Ergebnissen 
einer  Reihe  von  Versuchen  über  die  Stabilität  von  Pfeilern  und 
Stativen. 


•  Agtronomische  Nachrichten  Nr.  8353. 

^  Associasdone  Geodetica  Intemazionale:  Belazione  sulle  esperienze  istituite 
nel  R.  Osservatorio  Astronomico  di  Padova  per  determiiiare  la  lunghezza  del  pendolo 
semplice  a  secondi.    Seite  66—72. 

Vergl.  anch:    Zeitschrift  für  Instnunentenkuiide,  17.  Jahrgang,  1.  Heft. 
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L  Theoretische  Untersachangen. 

I.  Ableitung  der  Bewegungsgleichungen, 

Nennt  man  9  und  1^  die  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  an- 
zunehmenden Amplituden  des  treibenden  und  des  getriebenen  Pendels^ 
l^  und  I2  deren  mathematische  Längen^  k^  und  /r^  gewisse  mit  Schneiden- 
reibung und  Luftwiderstand  zusammenhängende  Eonstanten,  g  die 
Schwere,  t  die  Zeit,  stellen  femer  Xi{t)  und  0^2(0  die  Schneidenbeweg- 
ungen  dar,  so  lauten  die  Bewegungsgleichungen  für  9  und  ^: 

1)  l^.^ff+]c^.g,l+g,g,^^x,^^^ 

2)  l^,^ff+Jc^.^f  +  g.^^-x^'\ 

Ruhen  beide  Pendelschneiden  auf  einer  gemeinsamen,  mitschwingen- 
den Unterlage  und  ist  das  Stück  zwischen  ihren  Schneiden  starr,  so 
kann  man  annehmen,  dass  die  Unterlage  sehr  nahe  dieselbe  Beweg- 
ung wie  die  Schneiden  hat.  Die  Bewegung  der  Unterlage  wird  durch 
die  der  Pendel  verursacht,  ist  also  selbst  unbekannt.  In  erster  An- 
näherung wird  aber  nach  dem  Vorgange  der  Herren  Cellerier,* 
C.  S.  Peirce,**  v.  Oppolzer,***  General  v.  Orff^  bei  nur  einem 
Pendel  die  Bewegung  der  Unterlage  dargestellt  durch: 

x(t)  =  const  •  9; 

die  Eonstante  ist  von  der  Ordnung  der  Grösse  0.005. 

Nimmt  man  weiter,  wie  die  Herren "^i"  Cellerier  und  Peirce,  in 
Anbetracht    der   Eleinheit    dieser  Bewegungen,   für   zwei   gleichzeitig 

*  Verhandlungen  der  fünften  allgemeinen  Konferenz  der  Europäischen  Grad- 
messung in  Stuttgart  1877,  Beilage  la:  Note  sur  le  mouvement  simultan^  .  .  . 
**  Ehenda,  Beilage  Ib:  De  Tinfluence  de  la  flexibilitö  .  .  . 
***  Ebenda,  Beilage  Ic:  Erste  Note  zu  Herrn  Peirce 's  Mitteilung  .  .  . 
t  Bestimmung  der  Länge  des  einfachen  Sekundenpendels  auf  der  Stemwart« 
zu  Bogenhausen,  Seiten  112  und  120. 

tt  Verhandlungen  der  sechsten  allgemeinen  Konferenz  der  Europäischen 
Gradmessung  in  München  1880,  Beilage  11:  Rapport  sur  la  question  du  pendule  . . ., 
Seite  7,  und:  The  American  Journal  of  science  and  arts.  Vol.  XVIII,  1879:  On  a 
Method  of  swinging  Pendulums,  Seite  114. 

Herr  Cellerier  setzt  bei  der  hier  angenommenen  Anordnung  der  Pendel: 
a  =  |3,  während  Herr  Peirce  noch  die  Möglichkeit  bedenkt,  dass  wie  der  ganze 
Apparat,  so  auch  das  Stück  zwischen  den  beiden  Schneiden  sich  während  der 
Bewegung  der  Pendel  verbiege;  mit  obiger  Bezeichnung  erhält  er  statt  3): 

rCi  (0  =  a  .  9  +  /?  .  'V', 

^2  (0  ==  P  •  9>  +  «  •  '^■ 

Vergleiche  hierbei  die  Berechnung  von  ß  aus  a  im  VI.,  und  die  Bemerkungen 
über  das  „Gleiten"  der  Schneiden  im  VII.  Abschnitte  der  vorliegenden  Arbeit. 

Übrigens  wird  die  den  Gleichungen  1)  und  2)  analoge  Gleichung  für  die 
Bewegung  der  Unterlage  durch  die  Annahme  3)  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung 
befriedigt.  Vergl.  hierüber  Peirce  in  den:  Verhandlungen  der  fünften  all- 
gemeinen Konferenz  der  Europäischen  Gradmessung  zu  Stuttgart  1877,  Seite  172  bis 
177;  sowie  Helmer t  a.  a  0.  Seite  67 — 73. 


Von  Dr.  B.  ScmmAsn. 


105 


schwingende  Pendel  an,  dass  die  Ton  ihnen  der  Unterlage  erteilten 
Impulse  superponiert  werden  dürfen^  so  kann  man  nach  dem  Vorher- 
gehenden setzen: 
^  3)  a^{t)  «  rKj(0  «  « •  SP  +  /J-*, 

worin  a  und  ß  Eonstanten  sind. 

Mit  Hilfe  yon  3)  erhält  man  f&r  tp  und  tl;  die  beiden  simultanen 
Differentialgleichungen : 

5)  (h+ß)'*"+K'i^'+9"^ «-^P"- 

Zur  Bestimmung  der  vier  Integrationskonstanten  dienen  die  An- 
fängsbedingungen : 

<p(0)  =  ^,     ip'(0)-0;    V^(0)-0,     ^'(0)-0. 

Aas  4)   und  5)  erkennt   man  a   und   ß   als   Verlängerungen  der 
Pendellängen^  oder  es  sind: 

l^+  a  =  L    und     ^,4-/5=-^ 

gestörte  Pendellängen  ^   die  sich  für  das  eine  Pendel  ergeben  würden^ 
wenn  das  andere  arretiert  wäre. 

Differentiiert  man  4)  und  5)  zweimal  nacheinander  nach  t,  so  er- 


giebt  sich: 


6) 


L 
L 

l 
l 
l 


9"  +Kf>'  +9-9  — ß-M^'', 


9"'  +  h-9"  +  9-9'--ß'i>"', 

V^'+i-j-^f-'  +9-11, a<p"  , 

i>"'+h,-V  +  9-i;' a-q>"', 

^"'+  Äj .  11;'"+  g  •  t" a  ■  iff'". 

Aus  der  dritten  und  der  sechsten  Gleichnng  lässt  sich  leicht  je 
eine  Differentialgleichung  fttr  ^  und  f&r  tp  au&tellen.  Bezeichnet  man 
mit  F{(ip)  den  Ausdruck: 

(L-l-a-ß)-iff>"+(L.h^  +  l.k^).,p"'+[S-(L  +  l)  +  h^-k^]q^' 

+  9-(h  +  K)-v'+9*% 

so  erhält  man  zunächst  statt  4)  und  5)  die  beiden  Gleichungen: 


F(*) 


=  0 


F(q,) 


die  sieh,  so  lange   a  und  ß  yerschieden  von  Null  sind,  auf  die  eine 

Differentialgleichung    vierter  Ordnung    mit    konstanten    Eoefficienten 
reducieren: 

7  a)  F((p)  =  0. 

Ihre  allgemeine  Lösung  hat  die  Form: 

4  4 

7  b)         9  =  ^t-  d  •  eTi '    fund  analog:  ^  =  ^i  ft  •  C*!  ^\ . 
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Die  Anfangswerte  von  9",  9'",  ^"  und  ^'"  ergeben  sich  aus  6). 
Setzt  man  9  oder  ^  in  7  a)  ein,  so  findet  man^  dass  r^,  r^,  r^,  r^  die 
Wurzeln  der  Gleichung  vierten  Grades  sind: 

Aus  der  Form  der  Eoefficienten  kann  man  auf  die  Möglichkeit 
einer  Vereinfachung  schliessen;  man  erhält  eine  solche,  wenn  man, 
von  rechts  anfangend,  durch  Addition  und  Subtraktion  identischer 
Glieder  Quadrate  bildet,  und  zusammenzieht.    Man  findet  dann  statt  8): 


.{ 


9) 


r« 


Eine  geschlossene  Auflösung  von  8)  oder  9)  führt  zu  praktisch 
unbequemen    Resultaten;    9)   reduciert   sich   in    den   erwähnenswerten 

auf  quadratische  Gleichungen,  und  lässt  dann  verhältnismässig  ein- 
fache, geschlossene  Lösungen  zu.  Da  nach  7  b)  die  r  immer  mit  der 
Zeit  t  multipliciert  auftreten,  so  erschien  es  mir  gut,  Entwickelungen 
so  lange  als  möglich  zu  vermeiden,  gewisser  kleiner  Nenner  wegen. 

Der  Fall  a  =  0  (oder  /J  =-  0)  trifft  fttr  das  Fadenpendel  zu,  für 
dessen  Bewegung  bereits  die  Herren  v.  Orff*  und  Lorenzoni** 
Gleichungen  bei  Gelegenheit  absoluter  Schweremessungen  aufgestellt 
haben,  während  Herr  Kühnen***  eine  Anwendung  für  relative 
Schweremessungen  gab;  vergleiche  hierüber  Abschnitt  IV. 

Hier  soll  die  Berechnung  von  qp  und  ^  geschlossen  durchgeführt 
werden  für  h^^'k^'^lCj  welcher  Fall  in  der  Praxis  sehr  nahe  zutrifft; 
wegen  der  speciellen  Form  der  Anfangsbedingungen  ist  zur  Berechnung 
der  c  und  f  das  in  Sturms  „Cours  d' Analyse",  I.  Bd.  Nr.  582  an- 
gegebene Verfahren  eingeschlagen  worden. 

Setzt  man:  ^> 

SO  gilt  für  Q  die  quadratische  Gleichung: 

(Z .  Z  -  a .  /S) .  p«  +  (i  +  0  •  C>  +  1  =  0. 
Man  erhält,  wenn  

gesetzt  wird:  ^  ' 

•  a.a.O.  S.  119— 122. 
••  a.  a.  0.  S.  70. 

•••  Veröffentlichung  des  Königl.  Preuss.  Geodätischen  Institutes:  Bestimmung 
der  Polhöhe  und  der  Intensität  der  Schwerkraft  auf  22  Stationen  von  der  Ostsee 
bei  Kolberg  bis  zur  Schneekoppe,  S.  261 — 258. 
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Qi 


—  2 


'     C» 


-2 


10) 


Hierin  ist: 


L  +  l  +  B'     ^«        L  +  l-B' 


11) 


M^-^ 


'<L-l-B)/_l  \ 

2Ü  V       2^*    *^V' 

O (^+2 -»■*»> 

t{L-l-\-B) 
2Ü 

2 


(+|+»-^0- 


z  +  z+ä' 

i  +  Z-ij' 


Substituiert  man  diese  Werte  in  7  b)  und  setzt  noch  zur  Abkürzung: 
P(t)  «  e— ^»'.  [cos (iV,  0  +  2i/i.  8in(2^i  Ol, 
qlt)  «  e-^*'-  [cos(JV,  0  +  2v,-  sin(iV,  OL 
so  findet  man  folgende  Formeln,  die  also  bei  Gleichheit  der  Wider- 
stände die  Bewegungen  beider  Pendel  als  Funktionen  der  Zeit  t  dar- 
stellen: 


t 


12) 


g.  a 
~B~ 


mt)  -  p(0], 


9-i-lQit)  +  P(t)+-^[Q(t)-P(t)]] 


n.  Die  Oleichungen  der  Maxima-Eurven. 

Die  Gleichungen  12)  geben  die  Werte  von  ^  und  <p  für  jeden 
Zeitpunkt;  bei  der  Beobachtung  von  Amplituden  werden  indessen  nur 
MaximalausschJ&ge    abgelesen.      Die   Beobachtung   lehrt,    dass   ausser 
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den  kurzen  Schwingungen  von  rund  einer  Sekunde  Dauer  auch  solche 
auftreten,  deren  Perioden  Grössen  von  der  Ordnung  einer  Stunde  sind; 
ferner,  dass  die  Grössen  der  Maxima  Maximorum  langsam  abnehmende 
ßeihen  bilden.  Es  ist  wünschenswert,  in  12)  die  rasch  veränderlichen 
Glieder  von  den  langsam  veränderlichen  zu  trennen.  In  der  Zwischen- 
zeit zwischen  zwei  aufeinander  folgenden,  gleichgerichteten  Durch- 
gängen durch  die  Ruhelage  muss  jede  der  beiden  Pendelgleichungen 
nahezu  die  Gestalt  haben: 

A  •cos(w^)  +  JB-sin(w^), 

welchen  Ausdruck  man  auch  schreiben  kann: 

±  VA^  +  jB«.  cos  Imt  -  arctg 2); 

J.,  jB  und  m  bedeuten  hier  Konstanten. 

Die  Gleichungen  12)   lassen  sich  leicht  auf  diese  Form  bringen, 
wenn  man  setzt:  ^    N^+N^     .     N^-N, 

-^1 9  r 


N. 


2  '  2 


8  2  2         ' 

eine  Substitution,  die  durch  die  Symmetrie  zwischen  den  Grössen  mit 
den  Indices  1  und  2  nahegelegt  wird.  JV^  —  N^  ist  eine  kleine  Grösse; 
entwickelt  man  in  12)  und  zieht  die  Glieder  mit 

cos(-^^.^j, 

sowie  jene  mit  .    /iST.+iV.    A 

zusammen,  so  erhält  man  fär  ^  und  9  Gleichungen  der  Form: 

ip^Mt)-  cos  {^^^  ■  t)  +  B,{t)  ■  sin  (^^^  •  t), 

worin  Aj^(t)j  ^i(0;  ^(0;  ^aCO  ausser  Konstanten  noch  die  langsam 
veränderlichen  Glieder  enthalten.  Nimmt  man  diese  zwar  veränderlich 
von  Oscillation  zu  OsciUation,  aber  als  konstant  für  die  Dauer  einer 
einzelnen  Oscillation  an,  so  kann  man  weiter  schreiben: 

f   *  =  ±  VA\t)  +  BM  ■  cos  (^i^ .  <  -  arc  tg§f ), 
12a)    I  .      AW/ 

I   <p  =  ±  VA,\t)  +  B,\t) .  cos  (^^^  •  <  -  arc  tg^)- 
Dann  stellen  aber  die  Funktionen: 


v  =  ±  yÄ,\t)  +  B,\t), 

<D  =  ±  VA^^t)  +  B,\t), 

Kurven   dar,   die   nahe  durch  die  Maxima   der  aufeinander  folgenden 
Schwingungen  kurzer  Periode  gehen. 
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Vor  ÄusfÖhrung  dieser  Operation  wird  zwec 
Subsiitntion  gemacht: 

21/1- tgfi,    2v,«tgf,-, 

die  e  sind  hier,  wie  die  v^  sehr  kleine  Grössen. 
Man  erhält  dann: 


äasigerweise  die 


~  B     r     i.  coa  f ,  cos  f,  J 


«-<".+*.)•'  ,;,»(-y.--y.)-t+(t.-M 


COB  Cj  COS  C, 


sm 


2 


i) 


o 


±1 


L  cos  f  1  cos  f,  ü        \  cos  *j  cos  f,  /  J 


Ä^ 


cos  f  j  •  cos  f  j 


sin' 


Da  bei  dieser  Operation  die  Veränderungen  der  langsam  ver- 
änderlichen Glieder  während  einer  Zeitsekunde  yemachlässigt  werden, 
so  ist  damit  der  Weg  strenger  Rechnung  verlassen  worden;  hier 
seien,  zum  Zwecke  weiterer  Vernachlässigungen ^  zugleich  die  Ord- 
nungen aller  in  der  Rechnung  vorkommenden  Grossen  festgesetzt 

Endliche  Grössen  sind: 
kleine  Grössen  erster  Ordnung  sind: 


14) 


Qif     ^17     ^2;     ^S) 


U,     Ni,     .V,; 


kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sind: 

die   Grössen       M^  — M^,    Vi"~^2>     ^i ""  *» 
sind  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung. 


'i> 


h~'hf 


Auf  die   mit  der  Zeit  t  multiplicierten  Grössen  ist  besonders  zu 

achten. 

ni.  Darstellung  von  ^,  9,  Y  und  <t>  für  den  Anfang 

der  Bewegung. 

Für  den  Anfang  der  Bewegung  (t  <  300  sec)  treten  in  12)  und  13) 
bedeutende  Vereinfachungen  ein;  während  der  ersten  Sekunden  erhält 
man  aus  12):  /        ,-      ^k 

^  =  const  •  t '  cos  ( ^  •!/  y  "~  f^ )' 


(p  =  Z'  cos 


i'Y-i)- 
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Demnach  schwingt  das  treibende  Pendel  97  im  Anfange  so^  als  ob 
das  getriebene  Pendel  0  nicht  yorhanden  wäre;  dieses  folgt  ihm  um 
den  vierten  Teil  einer  ganzen  Oscillation*  nach^  während  seine  Ampli- 
tude Yon  Null  an  proportional  mit  der  Zeit  anwächst. 

Für  m,  auf  das  es  hier  besonders  ankommt^  kann  man  schreiben: 


y 


V=±-^.c-(-'^) 


^% — ^t    ^  ^^  —  ^1    a  "1  ^ 

«    '        _  ^      '  .        4         sin«  WtrÄI^HfLiziii. 

L      COS  fj  COS  f,        J        COS  f j  cos  f,     "^  2 

Vernachlässigt  man  hierin  die  kleinen  Winkel  £^  und  e^  und  ent- 
wickelt unter  der  Wurzel  nach  Potenzen  von  t^  so  erhält  man  für  das 
erste  Glied  des  Radikanden  angenähert: 

und  für  das  zweite  Glied  ebenso: 


-t(^^)'-''> 


nach   den  Festsetzungen  14)   ist   ersteres   um  vier  Ordnungen   kleiner 
als  letzteres. 

In  0  kommt  derselbe  Ausdruck  noch  mit  dem  echten,  endlichen 

Bruche     ^      multipliciert  vor,  seine  Grössenordnung  bleibt  dieselbe; 

das   Gleiche  gilt    von  dem   Sinusgliede,  da  auch  ^^  ein  echter  end- 


lieber  Bruch  ist.     Nimmt  man  auch  hier  e        ^  vor   die  Wurzel 

und  entwickelt  nach  t^  so  findet  man,  dass  dann  das  erste  Glied  des 
Radikanden  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  gleich  4,  also  von  nullter 
Ordnung  ist,  während  das  zweite  Glied  für  i  =  300  sec  von  der  ersten 
Ordnung  ist. 

Da  nach  11)         t^t       xt        ^    i  /7    . 

ist,  so  werden  die  Gleichungen  13)  einfach: 

0  «=  ±  ;g?  •  e  *  : 


15) 


daraus  folgt: 


raus  loigi:  y        .     «      l  /ff    ^ 

16)  ^  =  ±-^'\^-h 


oder  man   kann,    und  zwar  mit    einer   für   die   vorli^ende   Methode 
der  Mitschwingungsbestimmung  völlig  ausreichenden  Genauigkeit,   das 


Lorenzoni,  a.a.O.,  S.  66. 
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Verhältnis  der  Amplituden  beider  Pendel  als  lineare  Funktion  der  Zeit 
ansetzen,  so  lange  t  eine  gewisse  obere  Grenze  nicht  überschreitet. 


lY.  Vergleiche  mit  Entwickelungen  Anderer. 

Im  Gegensatz  zu  den  vorigen  Abschnitten  wird  es  hier  teilweise 
nötig;  der  Variablen  t  grössere  Werte  als  bisher  beizulegen;  möglicher- 
weise treten  dabei  die  Folgen  gewisser  Vernachlässigungen  bereits 
hervor. 

1.  Die  Herren*  Gell^rier  imd  Peirce  hatten  schon  vor  dem 
Jahre  1880,  teils  einem  Auftrage  der  permanenten  Kommission  der 
Europäischen  Gradmessung  folgend  ^  teils  angeregt  durch  einen 
Torschlag  des  Herrn  Faye,**  die  Bewegung  zweier  gleichzeitig  an 
einem  Stative  schwingender  Pendel^  und  zwar  imter  ganz  speciellen 
An&ngsbedingungen^  imtersucht^  kamen  aber  bei  der  Durchführung 
des  Faj eschen  Vorschlags  zu  praktisch  unbrauchbaren  Ergeb- 
nissen;*** keine  von  beiden  Arbeiten  enthalt  Beobachtungen  oder 
praktische  Anwendungen.  Beide  hatten  ihr  Augenmerk  darauf  ge- 
richtet, den  Einfluss  des  Mitschwingens  aus  den  zu  beobachtenden 
mittleren  Schwingungszeiten  zwischen  zwei  gleichzeitigen  Durchgängen 
beider  Pendel  durch  die  Ruhelage  zu  ermitteln. 

Diese  mit  der  Zeit  veränderlichen  Schwingungsdauem  Ti(t)  und 
Lß)  der  Pendel  kann  man  unter  denselben  Voraussetzungen  ^  die  zu 
den  Gleichungen  12  a)  geführt  haben ,  folgendermaßen  berechnen.  Von 
einem  bestimmten  Zeitpunkte  t  ab  gezählt  ist  eine  ganze  Oscillation 
beendet,  wenn 

--y^P-f  2\(0]-arctg^^^_^^^^^^^  -|^— 2 «-arctg-2^j-23r 

ist.  T^(^)  ist  immer  nahe  gleich  einer  Sekunde  und  kann  für  grosse 
Werte  von  t  als  eine  kleine  Grösse  angesehen  werden;  danach  ergiebt 
sich  durch  Entwickelung  nach  Taylor: 

TS)- '* 


d  (axc  ig  ^lM\ 


2  dt 


*  Verhandlungen  der  sechsten  allgemeinen  Konferenz  der  Europäischen 
'rradmessong,  Annexe  11 :  Rapport  sur  la  question  du  Pendule,  par  C.  Cellärier; 
und:  The  American  Journal  of  Science  and  Arts,  Vol.  XVIII  S.  112:  On  a  method 
öf  rnnging  Pendulums  for  the  determination  of  Gravity,  proposed  by  M.  Faye; 
ty  C\  S.  Peirce.  Damach  hat  auch  der  Vater  des  Letzteren,  Professor  Ben- 
jamin Peirce,  die  gegenseitige  Beeinflussung  zweier  Pendel  studiert. 

**  Derselbe  Rapport,  S.  6  flg. 

•*•  Ebenda,  S.  16  und  17;  vergleiche  auch  Oppolzers  Bericht  in  den  Ver- 
haadlimgen  der  siebenten  allgemeinen  Konferenz,  Annexe  Via,  S.  16. 
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Eine  analoge  Gleichung  erhält  man  für  T2(t)f  und  es  ist  leicht 
zu  sehen,  wie  daraus  die  für  die  Zeit  zwischen  zwei  beliebigen  Mo- 
menten ti  und  i^  stattfindende  mittlere  Oscillationsdauer  oder  auch^  wie 
die  Veränderung  der  Phase  abzuleiten  ist;  darauf  soll  nicht  näher  ein- 
gegangen werden,  da  keine  Notwendigkeit  dazu  vorliegt.  Dass  die 
Anwendbarkeit  der  Methode ,  aus  der  Zeitdauer  zwischen  gleichzeitigen 
Durchgängen  durch  die  Ruhelage  das  Mitschwingen  zu  bestimmen, 
innerhalb  enger  Grenzen  liegt,  geht  aus  folgendem  hervor.  Aus  den 
Gleichungen  12a),  13)  und  aus  obiger  Formel  für  T^it)  erkennt  man, 
dass  in  den  Veränderungen  der  Amplituden,  der  Schwingungsdauem 
und  der  Phase  ein  Gyklus  vorhanden  ist,  dessen  Dauer  C  in  erster  An- 
näherung die  Form  hat:  ^^^^^ 

der  Zähler  der  rechten  Seite  ist  bekannt. 

Bei  bekannter  Pendellängendifferenz  lässt  sich  hieraus  4aß  be- 
«  rechnen,  wenn  C  beobachtet  ist.  Nun  ist  es  naturgemäss,*  das  Mit- 
schwingen klein  zu  machen,  soweit  dies  geschehen  kann,  ohne  dass 
die  Sicherheit  der  Beobachtung  sonst  Einbusse  erleidet.  Ist  dann  aber 
L  —  l  ebenfalls  klein,  so  wird  C  zu  gross,**  und  wenn  L  —  l  gross 
ist,  so  erscheint  4a ß  als  kleine  Differenz  grosser  Beobachtungszahlen, 
wird  also  unvorteilhaft  bestimmt. 

2.  Zur  Integration  der  Differentialgleichungen  4)  und  5)  hat  Herr 
Kühnen  denselben  Weg  wie  Herr  Peirce***  eingeschlagen;  da  bei  dieser 
Ableitung  der  Gleichungen  12)  teilweise  die  Symmetrie  der  Rechnung 
verloren  geht,  habe  ich  hier  das  in  Abschnitt  I  benutzte  Verfahren 
beibehalten. 

3.  Der  stabile  Apparat^  des  Herrn  Haid  gestattet,  zwei  Pendel- 
paare gleichzeitig  schwingen  zu  lassen;  die  Schneiden  eines  Pendelpaares 
liegen  auf  einer  Geraden,  ihre  Schwingungsebenen  sind  einander  parallel 
und  haben  einen  Abstand  von  22  cm.  Bei  dieser  Anordnung  können 
die  oben  entwickelten  Formeln  nicht  ohne  weiteres  angewendet  werden. 
Die   von    Herrn    Haid    entwickelte   Endformel   für  das   Mitschwingen 


*  Für  die  von  den  Herren  Cell^rier  und  Peirce  erörterten  Methoden  und 
ihre  Entwickelungen  wäre  es  günstig,  grosseä  Mitschwingen  zu  hahen;  vergleiche 
die  hereits  citierten  Arbeiten:  Rapport  sur  la  question  du  Pendule...,  S.  18,  und 
American  Journal . .  ,  Vol.  XVIII,  Seite  115. 
**  Cellärier,  a.a.O.,  S.  18. 

***  Verhandlungen    der    fünften   allgemeinen  Konferenz  .  .  .,  Beilage  Ib:    Do 
rinfluence  .  .    ,  S.  174  und  176. 

t  Zeitschrift  für  Instrumentenkunde,  16.  Jahrgang,  7.  Heft,  und:  Astrono- 
mische Kachrichten,  Nr.  3418  und  Nr.  3499.  Mit  Bezug  auf  diese  Anordnung  der 
Pendelschneiden,  zusammen  mit  der  excentrischen  Aufhängung  der  Pendel,  ver- 
gleiche man,  was  Cell^rier  (Rapport  . . .,  S.  6  u.  10)  und  Herr  Haid  selbst  über 
die  Möglichkeit  von  Drehungen  im  Stativ  bemerken  (Zeitschrift  für  Instrumenten- 
kunde . . . ,  Schluss  des  Aufsatzes) ;  Untersuchungen  darüber  sind  noch  nicht  bekannt. 
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kann  allerdings  ffir  die  Daner  einiger  Minnten  nach  dem  Antriebe 
in  Übereinstimmung  mit  Formel  16)  gebracht  werden. 

4.  Die  in  Abschnitt  I  bereits  citierten  Entwickelungen  der  Herren 
Ton  Orff;  Lorenzoni  und  Kühnen  beziehen  sich  auf  ein  Faden- 
pendel, also  auf  den  Fall  k^>Jci  und  ^  »  0;  hierfür  sind  die  Formeln 
des  Yorigen  Abschnitts  nicht  anwendbar^  denn  k^  kann  um  eine  ganze 
Ordnung  grösser  werden  ab  \.  Es  schien  mir  aber  wichtig  zu  prüfen^ 
ob  etwa  durch  die  Vernachlässigung  der  Veränderungen  der  langsam 
Teranderlichen  Glieder  während  der  Dauer  einer  einzelnen  Schwing- 
ung wesentliche  Abweichimgen  entstehen. 

Deshalb  habe  ich  die  der  ersten  Gleichung '  13)  entsprechende 
Gleichung  für  die  Maximakurre  des  Fadenpendels  auf  dieselbe  Weise 
abgeleitet;  wie  oben  fQr  das  1^3  kg  schwere  invariable  Pendel. 

Aus  den  Differentialgleichungen  fclr  die  Amplituden  q>  und  %  des 
ungestört  schwingenden  Hauptpendels  und  des  Fadenpendels: 

und  aas  den  Anfangsbedingungen: 

9>(0)-i»,    SP'(0)-0;    x(0)  =  0.    z'(0)-=0, 
findet  man: 


(p  =  Z'e 


l  =  e 


.2.[fc.»»l/|-(i)'<-,.-.ml/j-(i)*.<] 


hl 

21 


.2.[i,.cosj/i-(Ay.,_,,.süx|/|_(^y.,]. 

Dabei  ist,  wenn  gesetzt  wird: 

S  =  VQ  -  Ly.g  -  (Ä,  -  k,)(l  -k,-L-  Je,) 

tt' g ' z  '  (l  —  L) 


ni^- 


Vt  — 


cc^g-z-[l(k,^k,)-(lk,^Lk,)-] 


In  der  zweiten  Form  yon  S  ist  das  dritte  Glied  des  Radikanden 
nm  eine  Ordnung  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  ersten. 
Setzt  man:  L(k,-\)-{lk,-Lk;) 


(}-L)'V4.Lg^k^' 
J(*,-ifci)-(lifci-i*,) 


tg^i> 


=  tgf2; 


{l-~L)VUg--k,^ 

Zcitwhzift f.  Mathematik  o.  Phyaik.  44.  Band.  1899.  8.  iL  S  Heft.  g 
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^_^^j_ä^,   ^_y._(i).    o-l/£-(i)' 

80  -wird:  r  _M  _M  "I 

Zerlegt  man  hierin,  um  wie  früher  die  Glieder  kurzer  und  langer 
Periode  zu  trennen, 

B-t  +  e,     in     S±^.t  +  {^.t  +  e,), 

Ct  +  e,     in     ^£.t-{^.t-e,), 
SO  erhält  man  als  Gleichung  der  Maximakurven: 

18)  {  ^ ?_= 

^ —         y       L  cos  £^  cosfi,  J  cos  «1  cosa,  2 

Die  zweite  Gleichung  hat  eine  der  ersten  Gleichung- 13)  analoge 
Gestalt.  B  —  C  und  s^  —  e^  sind  wie  früher  sehr  kleine  Grössen;  die 
Winkel  e^  und  e^  selbst  aber  sind  hier  im  Gegensatz  zu  vorhin  endliche 
Grössen,  wie  man  aus  folgenden  Formeln  sieht: 

l-L   1/         V 

C0S£,=  -^^.|/(7-^, 


l-L    i/  A;« 

Je  grösser  Jc^  gegenüber  Jc^  ist,  um  so  eher  wird,  mit  wachsendem  f, 
*»<  *t< 

6     *^   eine   kleine   Grösse   gegenüber  e    *^     Nach  17)  hat  dann  das 

Fadenpendel  dieselbe  Schwingungszeit  wie  das  Hauptpendel,  während 

in  X  alle  Glieder  ausser  dem  ersten  Summanden  der  ersten  Elammer 

unter   der  Wurzel   zu   vernachlässigen   sind;   das  Amplituden  Verhältnis 

ist  dann  eine  Konstante:        ^  ,/— 

±      ^Vq 

0)  ""      s      * 

Auf  diese  Weise  hat  zuerst  Herr  General  von  Orff*  den  Einfluss 
des  Mitschwingens  bei  seiner  absoluten  Schweremessung  bestimmt; 
seine  Forinel  37)   stimmt  mit  der  aus  der  obigen  folgenden: 

X      S 
a  =  -r- — = 

überein,  abgesehen  von  Gliedern  dritter  Ordnung. 
*  a.  a.  0.  S.  123. 
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Im  Anschluss  hieran  sei  bemerkt,  dass  nach  12)  und  13)  zwei 
schwere  Pendel  ebenfalls  nach  einer  gewissen  Zeit  gleiche  Schwingongs- 
zeit  nnd  konstantes  Amplitudenverhältnis  erlangen;  im  Gegensats  zom 
Fadenpendel  tritt  hier  aber  der  Isochronismus  nach  so  langer  Zeit  ein^ 
dass  kein  praktischer  Nutzen  daraus  gezogen  werden  kann. 

5.  Vernachlässigt  man  in  18)  die  sehr  kleinen  Glieder: 
aach  wenn  sie  mit  t  multipliciert  sind,  so  kann  man  schreiben: 


Die  Maxima  und  Minima  dieser  Kurve  finden  zu  denselben  Zeiten 
statt,  wie  f&r  die  Yon  Herrn  Kühnen  benutzte  Funktion:* 

£  »  kinetische  plus  potentielle  Energie. 

Unterdrückt   man   in    S  das  dritte  Glied  und  beachtet,  dass  der 

Quotient  —  nahe  -^  ist,  so  wird: 

s=(i_o.v^.[i+(^y.±}, 

-y—j-j   2~   veniachlässigt  werden   darf,   stimmt 

in  X  der  Tor  der  Wurzel  stehende  Faktor  mit  dem  analogen  in  der 

Kühncnschen  Formel  9);  dasselbe  gilt  von  seinen  Näherungswerten  10) 

und  11)  für  das  erste  Maximum  und  das  erste  Minimum. 

Für  zwei  schwere  Pendel  erhalt  man  aus  Formel  13)  des  II.  Ab- 

scbuttes  ang^i^ert:  2^  _  j 

«  —  [V  max:  <t>  (<  max)]  •  — ^ — 

Diese  einfache  Beziehung  zwischen  den  Amplituden  der  beiden 
schweren  Pendel  ei^iebt  sich  aus  der  Kühnen  sehen  Formel  11) 
für  Fadenpendel  und  schweres  Pendel,  wenn  man  darin  die  Wider- 
standskoefficienten:  e  und  {,  also  in  unserem  Falle: 


—^    und    --^- 
21        ^    2L 

euiander  gleichsetzt. 

6.  Herr  Lorenzoni  erhält  die  Gleichung  fQr  die  Maximakurve 
des  Fadenpendels  in  der  Form  einer  unendlichen  Reihe;**  da  er  aber 
Ton  wesentlich  anderen  Annahmen  über  das  Gesetz  der  Abnahme  einer 
Amplitude  ausgegangen  ist,  als  hier  geschehen,  so  kann  ein  Vergleich 

•  a.  a.  0.  S.  262. 
♦•  a.  a.  0.  S.  70,  Fonnel  (99). 

8* 
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mit  Formel  18)  nicht  ohne  weiteres  gezogen  werden.  Es  scheint^  als 
ob  periodische  Schwankungen^  wie  sie  dem  zweiten  Gliede  des  Radi- 
kanden in  V  entsprechen,  nicht  in  der  Lorenzonischen  Darstellung 
vorhanden  wären. 

Es  ist  aber  auch  hier  wenigstens  in  dem  Punkte  Übereinstimmung 
vorhanden,  auf  den  es  hauptsächlich  ankonmit.  Wie  schon  oben  er- 
wähnt, hat  Herr  Lorenzoni,  um  das  Mitschwingen  für  sein  Reversions- 
pendel zu  bestimmen,  das  im  Anfang  fast  lineare  Anwachsen  der 
Amplitude  des  Fadenpendels  benutzt;  seine  Beziehung  zwischen  dem 
Einflüsse  des  Mitschwingens  auf  die  Pendellänge  und  der  Tangente  im 
Anfangspunkte  seiner  Maximakurve*  lautet  in  unserer  Bezeichnung: 


a  «■ 


2; 

dt 

Differentiiert  man  die  erste  Gleichung  15)  nach  t  und  entwickelt 
die  Exponentialfunktion,  so  erhält  man  für  kleine  Werte  von  ti 


-Tfyf-[i-(^i+^«)-^]- 


dt 

•  Für  <  =  0  ergiebt  sich  hieraus: 
ION  22   -,/7    \d^ 


<=o 


Da  für  das  Lorenzonische  Reversionspendel  sehr  nahe  ic=^'l/ R. 
ist,  so  stimmen  im  Anfange  beide  Formeln  ausreichend  überein.    y 

2.  Resultate  ans  den  Beobachtungen. 

Y.  Die  Einrichtung  zur  Bestimmung  des  Mitschwingens. 

um  die  gegenseitige  Beeinflussung  zweier  Pendel  auf  gemeinsamer 
Unterlage  empirisch  zu  studieren,  hatte  ich,  da  zur  Zeit  das  Geodätische 
Institut  noch  kein  geeignetes  Pendelstativ  besass,  mit  einem  primitiven, 
in  einfachster  Weise  am  Kopfe  eines  Pendelpfeilers  befestigten,  6  kg 
schweren  Hilfependels  eine  Reihe  von  Vorversuchen  angestellt;  als 
diese  Erfolg  versprachen,  bewilligte  Herr  Geheimrat  Helmert  die 
Mittel  zur  Umänderung  des  einen  Stückrathschen  Apparates  sowie 
zur  Anschaffung  einer  „Wippmaschine  ^^  in  Gestalt  eines  messingenen 
Hilfependels.**  Die  Umänderung  trug  einen  provisorischen  Charakter; 
sie  bestand  hauptsächlich  darin,  dass  der  das  Achatlager  tragende 
Unterlagsblock***  durch  einen  längeren  mit  zwei  Achatlagem  ver- 
sehenen   ersetzt    wurde.      Die    Lage    der    Schneide    des  Pendels   im 


*  a.  a.  0.  S.  72,  Formel  (100). 

**  Später  ist  in  der  Werkstätte  des  Geodätischen  Institutes  eins  der  üblichen 

Sehn  eider  sehen    Stative   mit   einem   Hilfspendel  und    einem  Ansatzstücke  zur 

Anbringung  eines  zweiten  (des  getriebenen)  Pendels  mit  Erfolg  versehen  worden. 

***  Bestimmung  der  Polhöhe  und  der  Intensität  der  Schwere  auf  22  Stationen . . . , 

Tafel  ni,  Figur  IV. 
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Innern  des  Statiys  blieb  unverändert^  das  vordere  Pendel  beüeoid 
sich  11  cm  vor  dem  inneren,  etwa  an  derselben  Stelle  wie  das  Eühnen- 
sche  Fadenpendel.  Der  neue  Block  trug  noch  eine  Vorrichtung  zum 
Herablassen  des  vorderen  Pendels. 

Das  Hil&pendel  sollte  als  treibendes  dienen.  Es  besass  eine  feine 
Stahlschneide;  sein  Gewicht  war  etwa  2^  mal  so  gross  als  das 
eines  gewohnhchen,  invariablen  Pendels  gewählt  worden,  um  seine 
Emwirkung  zur  Erhöhung  der  Genauigkeit  zu  verstarken.  An  seiner 
Stange  lasst  sich  ein  Laufgewicht  verschieben,  mit  dem  man  eine  aus- 
reichende Übereinstimmung  der  Schwingungszeiten  leicht  erreichen 
kann  (vergleiche  unten  Versuch  B).  Ausser  durch  eine  grossere  Linse, 
eine  dickere  Stange  und  einen  stumpferen  Schneidenwinkel  unterschied 
es  sich  durch  die  Form  der  Linse  von  anderen  Pendeln;  da  beide 
Pendel  der  Dimensionen  des  Stativs  wegen  nahe  aneinander  hängen 
mnssten,  so  wurde  von  der  Linse  vom  und  hinten  je  ein  Segment 
weggeschnitten,  um  den  lichten  Raum  zwischen  beiden  Pendeln  zu  ver- 
grossem. Über  der  Schneide  war  ein  dünner  Messingarm  befestigt^ 
dessen  vorderes  Ende  den  Spiegel  trug;  die  Länge  des  Armes  war  so 
bemessen,  dass  die  Spiegel  beider  Pendel  nebeneinander  standen.  Dies 
war  notig,  wenn  die  beiden  im  Femrohr  des  Eoincidenzapparates 
nebeneinander  erscheinenden  Skalenbilder  frei  von  Parallaxe  sein 
sollten;  die  der  Entfernung  des  Hilfspendelspiegels  von  der  Schneide 
entsprechende  Korrektion  der  Amplitude  wurde,  wenn  nötig,  berück- 
sichtigt. 

Da  hier  das  Verhältnis  der  Amplitudenablesungen  schon  sehr  nahe 
gleich  dem  Verhaltnisse  der  Amplituden  selbst  ist,  so  wird  die  Be- 
rechnung des  Winkelwertes  eines  Skalenpaars  überflüssig. 

Um  die  durch  das  stark  schwingende  Hilfspendel  bewegte  Lufk- 
masse  vom  getriebenen  Pendel  abzuhalten,  wurde  eine  Zwischenwand 
eing^chaltet;  vergleiche  hierüber  unten  Abschnitt  VII,  Versuch  A. 

Die  Theorie  zeigt,  dass  aus  dem  Anwachsen  der  Amplitude  des 
gebiebenen  Pendels  sich  das  Mitschwingen  des  treibenden  ergiebt; 
deshalb  wurde  das  Hil&pendel  im  Linem  des  Stativs  schwingen  ge- 
lassen, sobald  es  sich  darum  handelte,  Korrektionen  von  Schwingungs- 
dauem  wegen  Mitschwingens  zu  erhalten.  Bei  gewissen  anderen  Ver- 
suchen wurden  die  Pendel  vertauscht. 

Die  Methode  erfordert  genaue  Amplitudenablesung;  fär  die  grossen 
Amplituden  des  treibenden  Pendels  wurde  deshalb  die  gewöhnliche 
Strichskala  ersetzt  durch  eine  fein  geteilte  Porzellanskala  mit  ab- 
wechselnd weissen  und  dunklen  2  mm -Feldern;  eine  ähnliche  Skala  ist 
von  Flantamour^  zu  einem  verwandten  Zwecke  mit  Erfolg  benutzt 


*  Yerhandlungen  der  fünften  allgemeinen  Konferenz  der  Europäischen  Grad- 
messung:  Becherchea  ezp^rimentales  sur  le  monvement  eimultan^  d^un  pendule 
et  de  8€fl  Supports,  S.  8. 
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worden.  Um  stets  bei  der  Umkehr  des  Pendels  den  schwarzen  Okular- 
&den  auf  weissem  Felde  zu  haben,  war  die  Skala  in  vertikalem  Sinne 
halbiert  imd  zwar  so,  dass  die  geradzahligen  Felder  der  einen  Seite 
dunkel,  die  der  anderen  weiss  waren.  Es  ist  gut,  eine  solche  Skala 
grell  zu  beleuchten. 

Yon  der  Mitte  der  Skala  aus  waren  nach  oben  und  nach  unten 
je  2  cm  mit  feiner  2  mm-Teilung  versehen  ftir  die  Amplitude  des  ge- 
triebenen Pendels;  hier  sind  2  mm -Felder  den  3  mm -Feldern  vorzuziehen, 
da  bei  ersteren  der  Okularfaden  mehr  Intervalle  passiert,  so  dass  der 
Einfluss  von  Schätzfehlem  vermindert  wird. 

Okularmikrometer  eignen  sich  nach  den  im  Geodätischen  Institut 
angestellten  Proben  sehr  gut  zu  diesen  Versuchen,  wenn  das  Fadennetz 
zweckmässig  so  eingerichtet  ist,  dass  man  die  oberen  und  die  unteren 
Umkehrpunkte  des  Spaltbildes  eines  jeden  der  beiden  Pendel  entweder 
gleichzeitig,  oder  doch  rasch  hintereinander  einstellen  kann. 

Die  vier  mir  zur  Verfügung  stehenden,  älteren  Stückrathschen 
Pendel  waren  von  derselben  Form,  aber  nicht  von  so  solider  Konstruktion 
wie  die  später  aus  derselben  Werkstatt  hervorgegangenen;  die  einzelnen 
Teile  waren  noch  nicht  durch  Eintreiben  bei  hoher  Temperatur,  sondern 
durch  Verschraubung  mit  einander  verbunden.  Die  Schwingungszeiten 
der  Pendel  zeigten  indes  während  der  Dauer  meiner  Beobachtungen 
eine  Eonstanz,  die  allen  Anforderungen  genügte.  Zwei  von  den  Pendeln 
hatten  Stahlschneiden,  die  beiden  anderen  Achatschneiden;  bei  ihnen 
sind,  im  Gegensatze  zu  den  Schneiderschen  Pendeln,  die  Schneiden- 
rücken in  der  ganzen  Länge  durch  Messing  gefasst. 

VI.  Vergleich  zwischen  den  auf  vier  Pfeilern  von 
verschiedener  Stabilität  erhaltenen  Schwingungs- 
zeiten und  Mitschwingungsbeobachtungen. 

Um  die  Formeln  16)  anwenden  zu  dürfen,  ist  die  Gleichheit  der 
Eoefficienten  Je  für  die  beiden  Pendel  zu  untersuchen.  Zu  diesem 
Zwecke  wurden  Beobachtungen  der  Amplitudenabnahmen  angestellt, 
und  zwar,  mit  Bücksicht  auf  den  Gebrauch,  für  grosse  Amplituden 
des  Hilfspendels  und  fUr  kleine  der  vier  invariablen  Pendel.  Bei  diesen 
und  mehreren  der  Messungen  des  nächsten  Abschnittes  hat  mich  Herr 
Omori  eifrig  unterstützt. 

Zur  Reduction  wurde  in  der  üblichen  Weise  für  jedes  Pendel  eine 
Gleichung  der  Form  angesetzt: 

Darin  ist  a  die  Amplitude  zur  Zeit  t,  Uq  die  zur  Zeit  ^  =  ^o5 
t  —  tQ  wird  in  Sekunden  ausgedrückt.  Ferner  ist  m»Ä;:22,  wo  l  die 
Pendellänge  bedeutet. 
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Pendell  S 
,.    IIS 


m  -  0,000106 
.    .    .    .116, 


Für  m  wurde  gefunden: 
HiUspendel:      .     .    m  — 0,000097 

Pendel  lA 104 

„IIA 108 

Diese  Grössen  m,  und  dementsprechend  die  k  der  fünf  Pendel 
sind  Grössen  zweiter  Ordnung;  ihre  Unterschiede  erscheinen  för  unseren 
Zweck  klein  genug,  um  die  Anwendung  der  Formeln  16)  zu  erlauben ; 
yergi.  indessen  auch  den  Anfang  des  YII.  Abschnitts. 

Bei  der  ein  wenig  abweichenden  Form  des  Hilfspendels  war  die 
Möglichkeit  systematischer  Unterschiede  der  damit  erhaltenen  Yer- 
grösserungen  der  Pendellänge  wegen  Mitschwingung  yon  deren  wahren 
Werten  nicht  yon  yomherein  auszuschliessen;  um  dies  zu  untersuchen, 
wurden  auf  yier  Pfeilern  yon  yerschiedener  Stabilität  sowohl  die 
Schwingungszeiten  der  yier  Pendel  durch  zwei  Beobachter  als  auch 
die  Mitschwingungsbetnlge  bestimmt.  Die  Pfeiler  waren  Sandstein- 
monolithe  yon  quadratischem  Querschnitt;  ihre  Dimensionen,  die  bis 
auf  das  Mitschwingen  reducierten  Schwingungszeiten  nebst  deren 
Mittelwerten  stehen  in  folgender  Tabelle: 


1897 

Pfeiler 

Seite 

Höhe 

lA 

Pen 
UA 

idel 
IS 

ns 

Beob. 

Mitt- 
leres 
Pendel 

8 

0,5054 

B 

0,5053 

B 

0,5050 

8 

0,5050 

B 

0,5052 

Februar  16 
«       17 

n          12 

«        12 

Januar    28 
Februar    3 

8 
9 

Nr.  23 
Nr.  22 
Nr.  81 

Nr.  82 

1» 

0,4  m 
0,4  m 
1,0  m 
0,6  m 

2,5  m 
2,5  m 
2,0  m 
2,0  m 

290 
301 

154 

150 

025 
023 

004 
003 

769 
796 

631 
631 

501 
502 

474 
475 

727 

760 

608 
605 

479 
478 

460 
472 

653 
663 

526 
521 

380 

387 

363 
378 

Sn 
Om 

Sn 
Om 

Om 
Sn 

Sn 
Om 

870 
229 
096 
079 

Die  drei  letzten  Doppelreihen  stimmen  in  sich  sehr  gut,  wahrend 
die  beiden  Reihen  auf  Pfeiler  23  um  20  Einheiten  im  Mittel  yon  ein- 
ander  abweichen.  Dieser  Unterschied  kann  zum  Teil  yon  Änderungen 
des  TJhrganges  herrühren,  da  zur  Reduction  die  aus  den  einschliessen- 
den  Zeitbestimmungen  folgenden,  durchschnittlichen  Gänge  benutzt 
wurden;  specieU  bei  diesem  Pfeiler  können  indes  auch  Zweifel  über 
die  Eonstmz  yon  Ti^  zu  Tag  entstehen  *   Da  der  Unterschied  aber  noch 

*  Im  Mai  1896  hatte  derselbe  Pfeiler  in  derselben  Schwingungsrichtung  und 
mit  demselben  Apparat  ein  am  mehr  als  70  Einheiten  grösseres  Mitschwingen 
gezeigt;  eine  Anzahl  von  Herrn  Haasemann  and  mir  beobachteter  Schwingungs- 
zeiten bestätigten  dies.  Nach  der  Übereinstimmung  der  an  den  Abenden  des 
15.,  16.  und  17.  Februar  angestellten  Mitschwingungsbestimmungen  können  die 
etwraigen  Schwankungen  in  dieser  Zeit  nur  den  Betrag  von  1 — 2  Prozent  erreicht 
baben. 
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in  den  Grenzen  des  Zulassigen  liegt^  habe  ich  im  folgenden  immer 
die  Mittel  der  beiden  Schwingungszeiten  eines  Pendels  benutzt. 

Zu  den  Mitschwingungsbestimmungen  übergehend,  sei  zunächst 
die  letzte  derselben  nebst  ihrer  Berechnung  zur  Erläuterung  yoIUtändig 
mitgeteilt;  die  Pendellängendifferenz  war  vorher  beiläufig  kontrolliert 
worden,  sie  betrug  nur  wenige  Einheiten  der  7,  Decimale. 

Nach  dem  Beruhigen  des  invariablen  (des  getriebenen)  Pendels  IIA 
erfolgte  das  Loslassen  des  Hilfspendels  um: 

0  Min.  36,5  Sek. 


sind: 


Die  Ablesungen  an*  den  beiden  Skalen  nebst  zugehörigen  Zeiten 


Hilfspendel 

• 

Pendel  IIA 

Zeit 

ümkehrpunkte 

Zeit 

ümkehrpunkte 

oben            unten 

oben            nnten 

Min. 

Sek. 

P 

P 

Min. 

Sek. 

P 

P 

0 

52 

+  34,0 

88,4 

1 

8 
21 
83 

+  11,6 
11,1 
10,6 

+  14,7 
15,2 
15,7 

1 

48 

+  88,7 

-88,2 

2 

2 
16 
29 

9,5 
8,9 
8,4 

16,8 
17,2 
17,8 

2 

45 

+  88,2 

-32,7 

2 

58 

7,8 

19,0 

8 

12 
27 

6.8 
6,2 

19,8 
19,9 

3 

46 

+  82,7 

-32,3 

8 

58 

6,1 

21,0 

4 

11 

26 
40 

4,7 
4,0 
8,5 

21,4 
22,1 
22,4 

4 

59 

+  82,2 

81,7 

Die  Dauer  der  Beobachtung  selbst  ist  hier  4 — 5  Minuten,  die 
der  Vorbereitungen  ist  etwa  gleich  gross,  die  einer  Mitschwingungs- 
bestimmung im  ganzen  also  nur  etwa  10  Minuten. 

Die  Amplitude  des  treibenden  Pendels  darf  bei  der  kurzen  Dauer 
der  Beobachtung  mit  einer  vollkommen  ausreichenden  Genauigkeit  als 
lineare  Funktion  der  Zeit  angesetzt  und  ausgeglichen  werden.  Die 
Berechnung  dieser  Funktion  ist  zweckmässig,  um  für  die  Zeitpunkte, 
zu  denen  die  Amplituden  M'  des  getriebenen  Pendels  beobachtet  sind, 
gleichzeitige  Werte  von  O  berechnen  zu  können. 

Bedeuten  a  und  b  zwei  zu  bestimmende  Eonstanten,  t  die  Zeit 
seit  dem  Anstosse  und  wird  als  Zeiteinheit  vorQbei^ehend  100  Sek 
genommen,  so  erhält  man  die  fünf  Fehlergleichungen: 
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Bechn.  minaa  Beob. 

P 
+  0,14 

-0,18 

-0,01 

0,00 

+  0,04 


P 
a  +  0,15&  — 2,4  +  1?!  — 0 

a  +  0,71 6  -  1,9  +  r,  =-  0 

a  +  1,28  &  -  0,9  +  «3  -  0 

a+  1,89t  +  0,0 +  t?^  —  0 

a  + 2,626+  1,1 +  €5-0 

Der  Bequemlichkeit  wegen  ist  2<t>  (wie  später  auch  2  Y)  be- 
nutzt worden;  statt   2  0  selbst  wurde  2 <t>  — 65,00  p  ausgeglichen. 

Nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erhalt  man  unter  Be- 
schränkung auf  zwei  Decimalen  die  Normalgleichungen: 

+  5,00a+    6,656-4,10-0, 

+  6,65  a  +  12,596  +  0,02  =  0, 

welchen  die  Werte  der  unbekannten  genügen: 

P  P 

a  -  +  2,760,     6 1,459 

Die  unterschiede:  Rechnung  minus  Beobachtung  findet  man  neben 
den  Fehlergleichungen;  der  mittlere  Fehler  einer  Gleichung  ist: 

l/lfL  -  ±  o'l3, 


der  einer  Ablesung: 


V 


p 


^^-±0,09. 


Die  Kleinheit  dieses  Fehlers  spricht  für  die  Zweckmässigkeit 
der  Felderskala. 

Für  einen  beliebigen  Zeitpunkt  t  wird  (t>  demnach  aus  der  Formel 
berechnet: 

P  P 

20  ==  67,760  -  0,01459  (<  Sek  -  0  Min.  36,5  Sek.) 

±    0,110  ±  0,00069. 

Damit  ist  die  Ausgleichung  der  Amplitude  des  treibenden  Pendels 
erledigt. 

Beim  getriebenen  Pendel  werden,  namentlich  im  Falle  kleinen 
Mitschwingens,  systematische  Fehler  beim  Schätzen  der  Interrallbruch- 
teüe  bemerklich;  um  deren  Einfluss  schon  vorher  abzuschwächen,  habe 
ich  durchgängig  die  vier  Mittel  aus  den  Zeiten,  resp.  aus  den  Ampli- 
tuden: 2V  der  vier  Gruppen  zur  Ausgleichung  verwendet. 

Die  vier  Mittel  der  Zeiten,  die  zugehörigen,  aus  der  Formel  be- 
rechneten Grossen  2<t>,  sowie  die  vier  Mittel  der  beobachteten  Grössen  2Y 
sind  in  den  vier  ersten  Rubriken  der  folgenden  Zusammenstellung 
enthalten: 
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Zeit 

20 

2Y 

Min. 

Sek. 

Beobachtet 

Berechnet 

Ber. — Beob. 

P 

P 

P 

P 

1 

20,7 

67,12 

4,17 

4,15 

-0,02 

2 

16,7 

66,31 

8,38 

8,86 

+  0,03 

8 

12,8 

65,49 

12,68 

12,69 

-0,04 

4 

18,8 

64,52 

17,40 

17,42 

+  0,02 

Nach  Gleichung  16)  wäre  als  Form  der  Fehlergleichungen  zu 
nehmen:  ^ 

const-^  — :;-  +  I?  —  0. 

Der  Fall  indessen ,  dass  die  Bewegung  des  getriebenen  Pendels 
von  vollkommener  Ruhe  aus  beginnt,  dürfte  selten  eintreten;  Ver- 
anlassungen zu  einer  wenn  auch  geringen  Anfangsamplitude  sind:  das 
Loslassen  des  Hilfspendels  und  die  selten  fehlende  Bodenunruhe.  Aber 
eben  weil  sich  V  in  der  Nahe  von  ^  =  0  sehr  nahe  proportional  mit 
der  Zeit  ändert,  kann  man  diesem  im  übrigen  unbedenklichen  Übel- 
stande dadurch  rechnerisch  abhelfen,  dass  man  ansetzt: 

_  =  +  const  '(t  —  tQ)+  V  =  +  c  +  d't  +  V. 

Damach  erhält  man  für  die  beiden  unbekannten  Eonstanten  c  und  d 
die  vier  Fehlergleichungen: 


Rechn.  minus  Beob. 

-0,0002 
+  6 

-  6 

+  3. 


c  +  0,442  •  d  -  0,0621  +  «1  =  0 
c  +  0,992  •  d  —  0,1256  +  «j  =  0 
c  +  1,558  •  d  —  0,1929  +  v,  =  0 
c  +  2,223  •  d  —  0,2697  +  »*  -  0 

Hierbei  ist  die  Zeiteinheit  auch  vorübergeliend  gleich   100  Sek. 
Die  Normalgleichungen  sind: 

+  4,000c  +  5,215-d  -  0,6503  =  0 
+  5,215  •  c  +  8,549  •  d  -  1,0523  =  0 

und  die  Unbekannten  selbst: 

c  =  +  0,01026,    d  =  +  0,1 168  •  4. 

Hieraus  geht  die  Formel  hervor: 

Y:  0  -  +  0,01025  +  0,001168,4  •  t  Sek., 

±  72  ±  4,9 

nach  der  die  Grössen  2^  in  der  fQnften  Rubrik  obiger  Zusammen- 
stellung berechnet  worden  sind.  Die  übrig  bleibenden  Fehler  sind  sehr 
klein;   reduciert  man,  um  die  eigentliche  Beobachtungsungenauigkeit 
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besser  erkennen   zu   können,   mit   dieser  Formel   die   13   abgelesenen 
Werte  von  2M'  selbst^  so  erhält  man  folgende  Darstellung: 


Beobachtet 

Berechnet 

Ber.— Beob. 

Beobachtet 

Berechnet 

Ber. — Beob. 

P 

P 

P 

P 

P 

P 

8,2 

3,16 

-0,04 

11,7 

11,53 

-0,17 

4,1 

4,17 

+  0,07 

12,5 

12,67 

+  0,07 

5,2 

6,10 

-0,10 

13,7 

13,68 

-0,02 

7,3 

7,32 

+  0,02 

15,9 

15,92 

+  0,02 

8,3 

8,39 

+  0,09 

16,7 

16,86 

+  0,16 

9,4 

9,37 

-0,03 

18,1 

17,93 

-0,17 

18,9 

18,93 

+  0,03 

Die  mittlere  Unsicherheit  in  der  Schätzung  eines  Umkehrpunktes 
ist  darnach  kleiner  als  0^1  p,  was  auch  hier  vollkommen  befriedigt. 

Aus  der  Kleinheit  der  Abweichungen^  sowie  aus  der  Regellosigkeit 
in  ihrer  Verteilung  geht  herror,  dass  die  Formel  16)  das  Anwachsen 
der  Amplitude   des  getriebenen  Pendels   gut  darstellt;   aus   ihr  folgt 

weiter:  ^  =  ^i  •  l/j  ^^^  hieraus  als  Verlängerung  des  Hilfspendels 
dnrdi  Mitschwingen: 

wenn  r  die  gemeinsame  Schwingungsdauer  bedeutet.  FQr  die  Dauer 
einer  einfachen  Koincidenz  c  war  unmittelbar  vorher  gefunden  worden: 

für  das  Hilfspendel    c  ^  46,300  Sek., 
für  Pendel  IIA   .     .   c  -  46,290  Sek.; 

daraus  ergiebt  sich  för  beide  übereinstimmend:  r  —  0,50546  Sek.  und 
damit,  da  die  Beschleunigung  g  der  Schwere  am  Beobachtungsorte 
gleich  9,81292  m    ist,    als  Resultat   dieser  Ausgleichung*  einer   Mit- 


a 


2ld'\/^ 


a  = +  0,0000955-1  m. 
±  40 

Die  Mitschwingungsbestimmungen,  die  zur  Reduction  der  auf  den 
Tier  Pfeilern  beobachteten  Schwingungszeiten  dienen  sollten,  sind  nach 

•  Diese  Mitschwingimgebestmunungen ,  sowie  ihre  Ausgleichung  sind,  teils 
zur  genaueren  Prüfung,  teils  wegen  des  absichtlich  gewählten  abnormen  Betrages 
för  das  Mitschwingen,  weit  ausführlicher  angelegt  worden,  als,  etwa  für  relative 
Schweremessnngen,  nötig  ist.  Da  bei  diesen  das  Mitschwingen  wohl  selten 
>  100  10— 7  werden  wird,  so  darf  man,  ohne  die  zulässigen  Grenzen  der  Ge- 
nauigkeit zu  überschreiten,  bedeutende  Vereinfachungen  eintreten  lassen.  Es 
genügt,  statt  wie  oben  vier,  nur  zwei  Gruppen  zu  benutzen;  um  den  Einfluss 
der  Fehler  des  Skalenschätzens  abzuschwächen,  ist  die  Zwischenzeit  so  zu  be- 
messen, dass  beim  getriebenen  Pendel  in  beiden  Gruppen  der  Horizontalfaden 
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dem  Muster  der  soeben  ausführlich  dargelegten  Ausgleichung  bereclinet 
worden;  die  dabei  erhaltenen  Verlängerungen  der  mathematischen  Länge 
des  Hilfspendels ;  ausgedrückt  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  des 
Meters^  findet  man  in  folgender  Tabelle^  und  neben  ihnen  die  Anfangs- 
amplituden z. 


Pfeiler  Nr.  23 

Pfeiler  Nr.  22 

Pfeüer  Nr.  31 

Pfeüer  Nr.  32 

z 

a 

z 

a 

z 

a 

z 

a, 

(12',2 

926,1) 

(18,7 

937,8) 

(13',7 

567,8) 

21,3 

944,4 

20,8 

675,5 

16',5 

280,7 

16',5 

200,2 

22,3 

955,5 

17,6 

226,3 

17,0 

195,2 

29,8 

954,4 

29,9 

575,8 

17,7 

223,6 

17,4 

194,9 

30,6 

951,1 

22,6 

226,1 

31,6 

965,1 

38,0 
38,9 

575,0 
577,3 

Mittel 

952,1 

675,9 

226,7 

196,8 

+  2,1 

±0,5 

±1,5 

±1,7 

Auf  den  beiden  Pfeilern  mit  dem  aussergewöhnlich  grossen  Mit- 
schwingen, Nr.  23  und  22,  zeigt  sich  bei  den  Werten  Ton  a  für  jg?  <  15' 
eine  systematische  Abweichung  der  Art,  dass  sich  die  a  um  2 — 3  Prozent 

so  nahe  als  möglich  auf  dieselben  Zehntel  der  Skala  zu  stehen  kommt;  dann  ist  mit 
der  Bezeichnung  des  Textes: 

Über  die  Genauigkeit  erhält  man  dann  durch  Wiederholungen  des  Yersuchs 
Aufschluss;  es  genügt,  t^  —  ^^  gleich  ca.  200  Sek.  zu  wählen. 

Will  man  unmittelbar  nach  der  Bestimmung  über  die  ungefähre  Grösse  des 
Mitschwingens  ohne  grössere  Rechnung  Gewissheit  haben,  so  genügt  folgende, 
für  den  Rechenschieber  bequeme  Formel: 


(y,-\)''^9 


a  = 

8 


•©■ 


Der  Wert  von:  25rf  —  J  wird  ein  für  allemal  berechnet;  ist  a  für  ein  Pendel 

mit  den  Konstanten  m,  s,  t  (Masse,  Schwerpunktsabstand,  Schwingungszeit)  be- 
obachtet und  soll  daraus  die  Mitschwingung  für  ein  anderes  Pendel  mit  tu»,  Si ,  zi 

berechnet  werden,  so  tritt  noch  der  Faktor  — — - — -  hinzu;  vergleiche  hierüber 

tn  -  s  •  Ti- 
den Text  weiter  unten.    Für  das  obige  ausführliche  Beispiel  erhält  man  aus  der 
ersten  und  der  vierten  Gruppe  nach  der  ersten  Formel,  da  t^^t^^ns^l  Sek.: 


17,40  :  64,46  —  4,17  :  67,16 


nach  der  zweiten  Formel: 


12,23 .  178,1 

17,40  -  4,17 
12,2  .  64,5  •  178 


=  964 .  lO-Tm, 


=  945  •  10-7m. 
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kleiner  ergeben  als  f&r  z>lb']  auf  den  Pfeilern  Nr.  31  und  32  ist 
keine  derartige  Abweichung  zu  erkennen.*  Dieser  umstand  wäre  be- 
fremdend und  müsste  weitere  Untersuchungen  yeranlassen^  wenn  die 
beiden  Pendel  gleichartig  wären.  Das  Hilfspendel  ist  aber,  wie  schon 
im  Eingange  dieses  Abschnittes  gesagt  wurde,  hier  weniger  als 
Pendel,  sondern  seiner  abweichenden  Form  wegen  als  Wippmaschine 
zn  betrachten;  systematische  Abweichungen  des  mit  seiner  Hilfe  er- 
mittelten Mitschwingens  von  dessen  wirklichen  Werten  waren  zu  er- 
warten, letztere  sollten  eben  durch  die  Beobachtungsreihe  dieses  Ab- 
schnittes auf  empirischem  Wege  aus  ersteren  abgeleitet  werden. 

Zur  Erklärung  der  in  Rede  stehenden  kleinen  Abweichung  genügt 
übrigens  hier  die  Annahme,  dass  das  Gesetz  der  Amplitudenabnahme 
des  Hilfspendels  sich  Ton  dem  des  getriebenen  Pendels  unterscheide, 
namentlich  auch  dass  eine  Veränderung  dann  eintritt,  wenn  je^  <  15'  ist. 
Es  kann  dann  eine  Änderung  im  Rhythmus  der  Einwirkung  auf  die 
Unterlage**  entstehen,  die  trotz  sehr  geringen  Betrages  merklich  werden 
kann,  da  das  getriebene  Pendel  den  veränderten  Antrieb  aufsummiert. 

Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  ausserdem  noch  andere,  hier 
unberücksichtigte  Fehlerquellen  bestehen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Beobachtungsunsicherheit  entnehme  ich  der 
Zusammenstellung,  dass  für  jer  >  15'  die  yermittelst  des  Hilfspendels  er- 
baltenen  a  sla  unabhängig  Yon  g  angesehen  werden  können  und  ein 
branclibares  Maü  f&r  die  Mitschwingung  der  Unterlage  abgeben.  Dem- 
gemäss  sind  die  a  für  jer  <  15'  nicht  mit  zur  Mittelbildung  herangezogen 
worden,  mit  dem  Vorbehalt,  dass  bei  Verwendung  des  Hilfspendels  zur 
Mitsckwingungsbestimmung  fttr  relative  Schweremessungen  nur  Werte 
Ton  j>  15'  genommen  werden;  dies  ist  für  die  Beobachtung  selbst  ohne- 
Un  günstig,  da  dann  das  Anwachsen  der  Amplitude  des  getriebenen 
Pendels  rascher  erfolgt. 

Ans  den  in  der  letzten  Zeile  der  Tabelle  stehenden  Mittelwerten 
sind  nnn  die  Mitschwingungskorrektionen  für  die  invariablen  Pendel 
zu  berechnen.     Bedeuten: 

g  die  Beschleunigung  der  Schwere, 

»i  resp.  Mi  die  Masse, 

^    n     ^i  ^^^  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der 

Schneide,' 
^     „     li  die  momentane  mathenaatische  PendeUänge, 
t    „     Xi  die  momentane  Schwingungszeit  und 
9    n    9>>  die  Amplitude 


des  Hilfs- 
pendels, 
resp.  des  i*®^ 
invariablen 

Pendels, 
i- 1,2,  3,  4 


*  MÜBchwingmigsbestiinmaiigen  unter  grösserer  Yaiiation  von  z,  bei  massigem 
Betrage  des  Mitschwingens,  findet  man  mitgeteilt  im  Versuche  H  des  YII.  Abschnittes ; 
auch  da  ist  keine  solche  Abhängigkeit  zu  erkennen. 

^  Die  ersten  theoretischen  Untersuchungen  über  den  Einfluss  des  Rhythmus 
beim  Wippen  findet  man  bei  Helmert:  Beiträge. . .,  S.  73  — 76. 
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80  ist  der  horizontale  Druck  der  Schneide  auf  die  Unterlage  bekannt- 
lich gleich:  g 

g'fn-j'Bmq) 

bedeuten  femer  s  und  Si  empirische  Eoefficienten^  abhängig  von  Eigen- 
schaften der  Pendel  und  ihrer  Unterlagen,  so  werden  die  Pendel- 
längenverlängerungen  infolge  Mitschwingens: 

a j-^ 

resp. 

6t  •  mi    8i  •  g 


ßi- 


h 


Für  völlig  gleiche  Pendel  und  Unterlagen  wäre  £,• : «  —  1. 

Bekannt  resp.  leicht  zu  ermitteln  sind  m,  Sy  t,  mi^  Siy  t,y  beobachtet 
ist  a,  gesucht  /3,;  unbekannt  sind  in: 

a  mt  *  8i  ■  l         Si  im  '  8i  •  T*       Si 

'^  m  '  8  '  li       8  m  '  8  ■  zi^      e 

» * 

die  Quotienten  — ;   die  hier,   aus  Mangel  an  einer  direkten  Methode^ 

aus  den  Differenzen  der  Schwingxmgszeiten  auf  den  vier  Pfeilern  be- 
rechnet werden  können. 

Die  Verhältnisse  der  Massen  wurden  ersetzt  durch  diejenigen  der 
Gewichte;  beim  Hilfspendel  sind  Spiegelarm  und  Laufgewicht  mit  ein- 
geschlossen 

Die  Schwerpunktsabstande  wurden  nach  zwei  verschiedenen,  nahe- 
liegenden Methoden  bestimmt.  Die  eine  glich  vollständig  der  zu  dem- 
selben Zwecke  bei  absoluten  Schweremessungen  angewandten  Eipp- 
methode.  Bei  der  zweiten  wurden  die  Pendel  an  dünnen  Schnüren  zu- 
nächst so  aufgehängt,  dass  die  Stangen  horizontal  lagen;  darauf  würden 
mit  zwei  kleinen  Projektionsinstrumenten  Schneide  und  Aufhängepunkt 
auf  einen  unter  dem  Pendel  liegenden  Maßstab  projiciert.  Die  Resultate 
beider  Methoden  stimmten  bis  auf  Bruchteile  des  Millimeters  überein, 
benutzt  wurden  die  Mittel. 

Auf  Pfeiler  23  wurde  als  getriebenes  Pendel  genommen:  PIIA, 
auf  allen  übrigen  PIIS;  um  Gleichheit  der  Schwingungszeiten  zu 
haben,  musste  nach  dem  Pendelwechsel  das  111  g  schwere  Laufgewicht 
des  Hilfspendels  um  30  mm  verschoben  werden  und  aus  dem  Grunde 
finden  sich  bei  diesem  zwei  Angaben  von  s  (und  zwar  gilt  s'  bei  der 
Kombination:  Hilfspendel  —PIIA,  und  s  bei:  Hilfspendel  —PIIS)  in 
der  nun  folgenden  Tabelle  der  Gewichte,  der  Schwerpunktsabstande 
und  der  für  die  Zeit  der  Mitschwingungsbestimmung  giltigen,  mitt- 
leren, unreducierten  Schwingungszeiten: 
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Gewichte 

Schwerpankts- 

abstände 
Pfeiler       Pfeiler 

28          22,  31,  32 

SchwingungBzeiten 

Pfeüer       Pfeüer 
28          22,  81,  82 

Hilfependel 

3312 

1306 
1347 
1381 
1366 

mm 
t^^  226,9 

mm 
8  »  226,0 

T«f, 

«=-*4 

Pendel  lA 
„      HA 
„       IS 

„    ns 

mm 

8^  «  216,0 
«,  »  216,5 
«»-211,4 
«4*212,1 

• 

Sek 

Tj  «  0,5055 
T,  «  0,5055 
T.  *  0,5052 
t^  =  0,5052 

Um  die  Beziehung  zwischen  den  Resultaten  der  Mitschwingungs- 
bestimmungen  und  den  beobachteten  Änderungen  der  Schwingungs- 
zeiien  herzustellen,  ist  die  Schwingungszeit  r,^  des  i^  Pendels  auf  dem 
Pfeiler  Nr.  k  in  der  Form  angesetzt  worden: 

tik'^tfi  +  ai'fi  +  Vik,    i  — 1,  2,  3,  4, 

h  -  23,  22,  31,  32. 

Darin  ist  ifi  die  Schwingungszeit  des  i^  Pendels,  die  auf  allen 
Tier  PfeUem  übereinstimmend  beobachtet  werden  würde,  wenn  a^'^O 
oder  wenn  kein  Mitschwingen  vorhanden  wäre;  femer  ist: 

fär  Pfeüer  Nr.22,  31  und  32:   f^''^'V|    A_^ 


yy 


23: 


Imt '  8i  '  T^'  ]     tj 
m-8'Xi*     j        € 


vn  sind  die  übrig  bleibenden  Fehler.    Der  Faktor: 

«_  V  _    226.0   /  0,5055  y-  0  9975 
«'   T^«         226,9    \  0,6052  / 

i^t  mit  a^  vereinigt  worden.  Setzt  man  weiter  zur  Bequemlichkeit  für 
die  Ausgleichung:         Sek.  Sek. 

Ui «  0,5054000  +  *i ,    <fs^  0,5050400  +  *„ 

tfg  =  0,5053500*  +  *„    6^^  0,5050300  +  **, 

^d  a^:  1000  stfttt  a^y  so  erhalt  man  zur  Bestimmung  der  d  und 
der  f  fBr  jedes  Pendel  je  vier  Fehlergleichungen,  die  sich  nur  durch 
üire  rediten  Seiten  unterscheiden  und  leicht  aus  folgender  Zusammen- 
stellung zu  entnehmen  sind;  dabei  sind  die  a  auf  drei  Stellen  ab- 
gerundet worden: 
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Pendel  lA 

ÜA 

IS 

ns 

Si  +  0,950  •  fi  +  ViM  =  +  296 

+  283 

+  344 

+  358 

(Ji+ 0^76/,+ »,„  =  +  152 

+  131 

+  207 

+  224 

d,  +  0,227  •/;  +  «m-+    24 

+     2 

+    76 

+    84 

*,+ 0,197  •/;•+«,„=+    4 

25 

+    66 

+    71 

In  der  gleichen  Weise  gesdirieben,  lauten  die  Norma^leichungen: 


+  4,0000  di  +  1,9500  fi-  +  476,0 
+  1,9500  8i  + 1,3246  /i  =  +  374,9 


+  391,0 
+  339,8 


+  693,0 
+  476,3 


+  737,0 
+  502,2 


Daraus  ergehen  sich   die  folgenden  Werte  fOr  die  Logarithmen 
der  S  und  der  f,  sowie  fClr  die  numeri  der  e  und  der  Quotienten  «< :  e. 


Pendel 

• 

log  di 

log  1000/. 

Oi 

€»:€ 

P  lA 
PÜA 
P  IS 

pns 

1 
2 

3 

4 

1,8269  n 
1,986  In 
0,8643  n 
0,2780« 

2,6819 
2,6007 
2,6683 
2,6819 

8 

0,6063933  +  6 
0,6063403  +  6 
0,6060893  +  6 
0,6060298  +  6 

1,016  +  0.022 
1,026+0,022 
0,984  +  0,022 
0,986  +  0,022 

Mittleres  Pendel:  0,6062007 


1,003 


Damit  erhalt  man  die  in  der  nächsten  Tabelle  gegebenen  Eorrek- 
tioneh:  —  a*  •  /,•  für  das  Mitschwingen  der  vier  Pendel  auf  den  vier 
Pfeilern^  ausgedrückt  in  Zeit;  neben  ihnen  stehen  die  Reste  i;.jb: 


Pendel 

■ 

lA 
Korr.        V 

EA 
Korr.        V 

IS 
Korr.        V 

n  S 

Korr.        t; 

Pfeiler  Nr.  23 

'    „        n    22 

«        «    31 

-362,7    +0,4 
-220,0    -0,8 

-  86,7    +4,4 

-  76,2    -4,1 

-378,8   +0,8 
-229,7    -2,0 

-  90,6    +8,1 

-  78,6    -6,9 

-361,6   -0,6 
-213,2    +1,0 

-  84,0   -0,9 

-  72,9    +0,2 

-362,7   -2,8 
-220,0    +6,9 

-  86,7    —0,8 

-  76,2    —2,4 

Demnach  bestehen  beispielsweise  auf  Pfeiler  Nr.  23  Mitschwingungs- 
differenzen bis  zu  27  »lO—^  zwischen  diesen  vier  Pendeln. 

Die  Quadratsumme  aller  Reste  ist:  205^98;  aus  ihr  erhält  man 
als  mittleren  Fehler  des  Mittels  aus  zwei  Beobachtungen  einer 
Schwingungszeit 


l/^-±6.<"-«' 


—  7 


und  als  den  einer  einzelnen  Schwingungszeit  +  7«  10""^,  also  einen 
Betrag,  der  in  der  That  nahe  der  mittleren  Unsicherheit  einer  ein- 
maligen Beobachtung  einer  Schwingungszeit  entspricht.  Aus  ihm  er- 
geben sich  die  mittleren  Fehler  von  6i  und  von  Sii  s  der  vorletzten 
Zusammenstellung. 
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Zum  Schlüsse  seien  noch  die  wegen  Mitschwingens  korrigierten 
Schwingongszeiten  aufgeföhrt,  die  der  ganzen  Ausgleichung  zu  Grunde 
liegen. 


1897 


Beducierte  Schwingungszeit            | 

des  Pendels 

Pfeüer 

Beob. 

lA 

HA         IS         ns 

8 

B 

8 

8 

0,6058 

0,6053 

0,5050 

0,5050 

Nr.  28 

Sn 

927 

890 

375 

290 

„    23 

Om 

988 

417 

408 

300 

Nr.  22 

Sn 

934 

401 

395 

306 

„   22 

Om 

980 

401 

392 

301 

Nr.  31 

Om 

938 

410 

895 

293 

„   31 

Sn 

986 

411 

389 

300 

Nr.  32 

Sn 

929 

395 

387 

288 

„    82 

Om 

928 

896 

399 

308 

Mittleres 
Pendel 


Februar  16 
..     17 


1* 


12 
12 


Janaar   28 
Februar  3 


11 


8 
9 


8 

0,5052 
I    006 

}    008 

1   009 

003 


I 


Die  gesuchten  Quotienten  6i : «  stimmen  im  Hinblick  auf  ihre 
mittlere  Unsicherheit  genügend  sowohl  miteinander  als  mit  der  Ein- 
heit überein^  obgleich  letzteres  bei  der  Verschiedenheit  der  Pendel 
nicht  unbedingt  notig  ist^  wie  schon  oben  erwähnt  wurde.  Der  mitt- 
lere Fehler  des  Quotienten  «,• :  e  für  das  mittlere  Pendel,  berechnet  aus 
den  Abweichungen  der  vier  Werte  untereinander,  ist: 


V 


0,001278 
4-3 


±  0,010. 


Die  Voraussetzungen  der  Theorie  über  die  Bewegung  zweier 
Pendel  scheinen  nach  alledem  durch  die  Beobachtung  bestätigt  zu 
werden. 

Die  Darstellung  der  zu  Grunde  liegenden  Schwingungszeiten 
durch  die  a^,  öi  und  die  $»- :  €  kann  man  der  guten  Übereinstimmung 
nach  vollkommen  ausreichend  nennen;  nach  ihr  wird  der  Einfluss  vom 
Mitschwingen  so  genau  bestimmt  als  der  von  Temperatur  und  Uhrgang. 

Die  Schnelligkeit  und  die  Genauigkeit^  die  die  modificierte 
Lorenzonische  Methode  gewahrt^  machen  solche  Konstruktionen 
Ton  Pendelstatiyen  unnötig,  die  den  Zweck  haben,  das  Mitschwingen 
^  sich  fast  zum  Versehwinden  zu  bringen  und  dies  yielleicht  mit 
Hintansetzung  anderer  Störungsquellen,  oder  solche,  die  dafür  bürgen 
sollen,  dass  gewisse  Teile  der  Unterlage  bei  jeder  Aufstellung  und 
auf  allen  Stationen  einen  konstanten  Beitrag  zum  Gesamtmitschwingen 
liefern.  Ein  solcher  Mehraufwand  ist  zweckmässiger  zur  Erreichung 
gnter  Uhr^nge,  einwur£sfreier  Temperaturyerhältnisse,  bequemer  In- 
stallation etc.  zu  verwenden. 


ZeiiNhzül  f.  Mathematik  u.  Fhytik.  44.  Band.  1899.  2.  n.  8.  Heft. 
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VII.  Über  Beeinflussungen  des  Mitschwingens. 

Zunächst  soll  hier  auf  die  Quotienten  £,:£  der  Ausgleichung  des 
letzten  Abschnittes  zurückgegriffen  werden.  Merkliche^  die  Beobachtungs- 
ungenauigkeit  überschreitende  Abweichungen  dieser  Quotienten  von  der 
Einheit  hätten  sich  aus  folgenden  Gründen  herausstellen  können. 

Erstens  ist  anzuführen,  dass  die  Verhältnisse  der  Massen  im 
vorigen  Abschnitte  durch  die  der  Gewichte  ersetzt  wurden,  was  nicht 
in  aller  Strenge  richtig  ist. 

Zweitens  ist,  wie  schon  mehrfach  erwähnt  wurde,  denkbar,  dass 
die  Einwirkung  des  Hilfspendels  bei  dessen  abweichender  Form  und 
Masse  auf  die  Unterlage  in  etwas  anderem  Rhythmus  geschieht,  als 
bei  einem  gewöhnlichen  Pendel;  diesen  Einfluss  theoretisch  zu  berechnen, 
dürfte  schwierig  sein. 

Drittens  ist  hier  das  Gleiten  der  Schneiden  auf  dem  Achatlager 
heranzuziehen;  dazu  wären  für  diese  vier  Pendel  allerdings  weitere 
theoretische  und  praktische  Untersuchungen  nötig,  anschliessend  an  die 
Arbeiten  von  Barraquer,*  Defforges,**  Schiötz,***  und  Helmert.^ 
Bei  obigen  Mitschwingungsbestimmungen  würde  sowohl  die  Schneide 
des  stark  schwingenden  Hilfspendels  der  Unterlage,  als  diese  Unterlage 
wieder  der  Schneide  des  getriebenen  Pendels  nicht  die  voUe  eigene 
Bewegung  erteilen,  sobald  Gleiten  stattfindet,  sondern  nur  einen  Bruch- 
teil. Das  Anwachsen  der  Amplitude  des  anfänglich  ruhenden  Pendels 
würde  also  in  doppelter  Weise  verringert,  die  beobachteten  a  wären 
zu  klein,  und  die  aus  den  Unterschieden  der  (ebenfalls  vom  Gleiten 
beeinflussten)  Schwingungszeiten  berechneten  €,• :  €  würden  demnach 
grösser  als  1  erhalten  werden. 

Möglicherweise  liegt  hierin  ein  Grund  zu  der  Gruppierung  unter 
den  vier.  Werten  €,:£,  die  wenigstens  angedeutet  zu  sein  scheint;  man 
erhält  nämlich  im  Mittel: 

für  die  beiden  Achatschneiden  «,:£==  1,020  ±  0,016 
„      „         „       Stahlschneiden    Siis  =  0,985  ±0,016 

Unterschied  im  Sinne  Achat  minus  Stahl  +  0,035  ±  0,022. 

Ob  endlich  viertens  ein  wenn  auch  kleiner  Teil  der  Bewegung 
des   Lagers   für   das   treibende   Pendel    bei   der  XJbertragung   auf  das 


*  Verhandlungen  der  siebenten  allgemeinen  Konferenz  der  Europäischen  Grad- 
messung, S.  286 :  Rapport  de  M.  le  Colonel  Barraquer  sur  la  mesure  de  la  pesanteur. 
**  Memorial  du   d^p&t  gän^ral  de  la  guerre,    tome  XV;    Observations  du 
pendule,  1«'  fascicule.    S.  10  flg. 

•**  Die  norwegische  Kommission  der  Europäisohen   Gradmessung:   Kesultato 
der  im  Sonmier  1893  in  dem  nördlichsten  Teile  Norwegens  ausgeführten  Pendel- 
beobachtungen nebst  einer  Untersuchung  über  den  Einfluss  von  Bodenerschütterungen 
auf  die  Schwingungszeit  eines  Pendels.     Von  0.  E.  Schiötz. 
t  Helmert,  Beiträge  . . .,  S.  76. 
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etwa  11  cm  davon  entfernte  Lager  des  getriebenen  Pendels  durch 
molekulare  Verschiebung  yerloren  gehen  kann^  mag  dahingestellt 
bleiben* 

Weitere  y  bestimmte  Folgerungen  können  aus  dem  Yorliegenden 
Material  nicht  wohl  gezogen  werden;  es  bietet  sich  hier  aber  ein  Weg 
dar,  auf  dem  durch  Empirie  weitere  Aufschlüsse  über  die  noch  nicht 
YöUig  bekannte  Natur  des  Gleitens  yon  solchen  Schneiden  zu  erlangen 
sind;  diese  sind  dann  CTentuell  schon  beim  Ansatz  der  Gleichungen  1) 
und  2)  des  I.  Abschnittes  zu  beachten.  Erwünscht  wäre  dabei  ^  eine 
80  umfassende  Theorie  für  die  Bewegung  zweier  Pendel  und  ihrer 
gemeinsamen  Unterlage  zu  haben^  wie  sie  Herr  Thiesen  für  die 
pendelartigen  Schwingungen  eines  Körpers  gegeben  hat.** 

Einigermaßen  ist  der  Einfluss  unbekannter  Störungsquellen  auf 
empirischem  Wege  durch  die  Einführung  der  Quotienten  £,• :  €  rechnerisch 
kompensiert  worden;  man  kann  sich,  da  die  Störungsbetrage  sich  nur 
auf  einige  Prozent  vom  ganzen  Mitschwingen  zu  belaufen  scheinen, 
vorläufig  dabei  beruhigen,  namentlich  weil  das  Mitschwingen  yon 
Stativ  und  Untergrund  bei  relativen  Schweremessungen  selten  100  •  10~' 
übersdireiten  wird.  — 

Der  Einfluss  von  Bodenerschütterungen***  ist  in  meinen  Beob- 
achtungen nicht  zu  verfolgen;  diese  wurden  unterbrochen,  sobald  Er- 
schütterungen zu  beftirchten  oder  zu  spüren  waren.  — 

Im  folgenden  sollen  die  Resultate  einer  Reihe  von  Versuchen  mit- 
geteilt werden,  die  direkt  zu  dem  Zwecke  angestellt  waren,  Beein- 
flussungen der  Schwingungszeit  und  des  Mitschwingens  durch  willkürliche 
Veränderungen  der  Stabilität  der  Unterlage  sowohl,  als  durch  bestimmte 
andere  Ursachen  zu  erkennen.  Die  Kürze  der  Beobachtungsdauer  bei 
dieser  Methode  der  Mitschwingungsbestimmung  ist  vorteilhaft,  wenn 
es  sich  um  Untersuchungen  handelt,  die  öftere  Wiederholungen  des 
Versuchs  verlangen,  namentlich  wenn  wie  hier  gewisse  umstände  von 
Versuch  zu  Versuch  variiert  werden. 

Die  Reduction  der  Versuche  geschah  nach  einem,  vor  Ableitung 
der  Formel  16)  des  III.  Abschnittes  angewandten,  einfacheren  Aus- 
gleichungsverfahren, nämlich  unter  der  durch  Formel  19)  (S.  116)  aus- 
gedrückten Voraussetzung,  dass  die  Amplitude  des  getriebenen  Pendels, 
sieht  das  Amplitudenverhaltnis  beider  Pendel,  linear  mit  der  Zeit  an- 
wachse; da  das  Gesamtmitschwingen  auf  den  hier  benutzten  Pfeilern 
nur  eine  massige  Grösse  besass,  so  ist  diese  Vernachlässigung  um  so 
unschädlicher,  als  es  sich  jetzt  nur  darum  handelt,  zu  erkennen,  ob 
innerhalb   eines   Versuches   Veränderungen  eintreten  oder  nicht.' 

*  VergL  auch:  Helmerts  Beiträge,  S.  69  unten. 

••  Sitzungsberichte  der  Königlich  Preussiachen  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Berlin,    Jahrg.  1889,  S.  277. 

Schi5tz,  a.a.O.;  Lorenzoni,  a.a.O.,  S.  156:  movimenti  microsismiGi.. 
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Die  angegebenen  Mitschwingangsbetrage  sind  wie  immer  Einheiten 
der  siebenten  Decimale  der  Schwingungszeit. 

A.  Wegen  des  geringen  Abstandes  zwischen  den  beiden  Pendehi 
am  veränderten  Stückrathschen  Apparat  war  eine  Zwischenwand  an- 
gebracht worden^  die  vom  Hilfspendel  10  mm,  Yom  getriebenen  15  mm 
entfernt  war.  Dass  die  vom  stark  schwingenden  Hilfspendel  in  Be- 
wegung gesetzten  Luftschichten  bei  diesen  kleinen  Entfernungen  Einfiuss 
auf  die  Mitschwingungsbestimmungen  hatten^  wurde  durch  einen  direkten 
Versuch  bewiesen;  für  das  Mitschwingen  ergab  sich: 


1896 


Mai  8 


Mit 


Ohne 


Zwischenwand 


101  Einheiten 
100 


1» 


92  Einheiten 


Die  Zwischenwand  selbst  hatte  keinen  Einfluss  auf  die  Messung 
des  Mitschwingens;  denn  bestimmte  man  dieses^  sowohl  wenn  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  in  gleicher  Entfernung  von  der  Linse  eine 
gleiche  Wand  aufgestellt  wurde^  als  ohne  diese,  so  erhielt  man: 


1896 

Entfernung 

der 

hinteren  Wand 

Mitschwingen 

Dezember  3 

4 

CX) 

oo 
16  mm 

CX) 
CX) 

106  Einheiten 

105 

108 

107 

105 

Die  unterschiede  liegen  innerhalb  der  Beobachtungsungenauigkeit. 

In  den  folgenden  Tagen  wurde  der  Apparat  zu  anderen  Unter- 
suchungen fortgenommen;  nach  deren  Erledigung  ergab  sich,  wenige 
Stimden  nach  dem  Neuaufbau  auf  dem  alten  Pfeiler: 


•  • 

1896 

Entfernung 

der 

hinteren  Wand 

Mitschwingen 

Dezember  17 

CX) 

18  mm 
10  mm 

113  Einheiten 

113 

113 

Aus  beiden  Reihen  ist  zu  schliessen,  dass  eine  Beeinflussung  der 
Mitschwingungsbestimmungen  durch  die  Wand  zwischen  beiden  Pendehi 
nicht  stattgefunden  hat. 

Ln  Anschluss  hieran  wurde  später  untersucht,  welche  Einwirkung 
Wände  ausüben,  die  von  der  Seite  oder  von  unten  der  Linse  genähert 
werden;  es  ergab  sich: 
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Entfernung 

Mitschwingen 

einer 

seitlichen  Wand 

cx> 

111  Einheiten 

CX) 

108 

77 

oo 

108 

ti 

oo 

113 

»1 

CX) 

111 

»1 

10  nun 

110 

« 

5    „ 

112 

7» 

<1      n 

110 

11 

einer  unteren  Wand 

oo 

112 

11 

10  nun 

111 

11 

7-8    „ 

111 

11 

2-8     „ 

106 

11 

Man  wird  meistens  vermeiden  können,  dass  der  Betrag  der  Gesamt- 
mitschwingung  mehr  als  zwei  geltende  Ziffern  enthält.  Diese  werden^ 
nach  den  obigen  Versuchen,  durch  die  störenden  Wände  nicht  afficiert, 
so  lange  deren  Entfernung  von  der  Linse  grösser  bleibt  als  10  mm; 
jedenfalls  liegt  ihr  Einfluss  dann  innerhalb  der  Beobachtungsunge- 
nauigkeit. 

Der  Einfluss  solcher  Wände  auf  die  Schwingungsdauer  macht 
sich  schon  bei  grösseren  Entfernungen  geltend  und  zwar  in  der  sechsten 
und  siebenten  Decimale.  Aus  einer  Reihe  von  Vorversuchen  ging 
bervor,  dass,  wenn  man  dem  Pendel  Wände  von  den  Seiten,  oder  von 
vorn  und  von  hinten,  oder  von  unten  bis  auf  etwa  1  mm  näherte,  die 
Scliwingungsdauer  in  jedem  der  drei  Fälle  bis  zu  sechs  Einheiten  der 
sechsten  Stelle  vergrössert  wurde;  die  Störung  erreichte  erst  bei  20  mm 
Entfernung  die  Grösse  der  Beobachtungsgenauigkeit  einer  einfachen 
Bestimmung  der  Schwingungszeit. 

Im  Pendelsaal  des  Greodätischen  Institutes  wurden  dann  in  exakterer 
Weise  von  Herrn  Omori  und  mir  folgende  Unterschiede  zwischen  den 
reducierten  Schvnngungszeiten  vor  und  nach  Einfügung  einer  10  mm 
Tom  vorderen  Linsenrand  entfernten  Wand  gemessen,  und  zwar  im 
Sinne:  mit  minus  ohne: 


1896 

Beob. 

Abstand 

der 

Wand 

Unterschied 

Januar  20 

Sn 

Sn 

Sn 

Om 

Om 

10  mm 
10    „ 
10     „ 
10    „ 
10     „ 

Sek. 

+  0,0000017 
+  0,0000007 
+  0,0000017 
+  0,0000011 
+  0,0000014 
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Wurde   von  jeder  Seite  je   eine  Wand   genähert,   so  ergaben  sich 
folgende  Unterschiede  im  gleichen  Sinne: 


1896 


Beob. 


Januar  19 


Om 
Om 


Abstand 

der 
Wand 


Unterschied 


10  nun 
1,5  „ 


Sek. 

+  0,0000023 
-j-  0,0000086 


Für  den  Vergleich  zwischen  den  Bestimmungen  des  Mitschwingens 
und  der  Schwingungsdauer  (Abschnitt  VI)  ist  dies  ohne  Belang,  da 
bei  den  letzteren  das  Hilfspendel  und  die  Zwischenwand  fortgenommen 
wurden.  Über  den  Einfluss  der  damit  verbundenen  Belastungs- 
yerschiedenheit  auf  das  Mitschwingen  vergleiche  Versuch  H. 

B.  Es  ist  von  Vorteil  für  die  Bestimmung  des  Mitschwingens, 
wenn  die  Schwingungsdauem  der  beiden  Pendel  so  gleich  als  möglich 
sind;  um  dies  immer  erreichen  zu  können,  ist,  wie  schon  erwähnt,  an 
der  Stange  des  Hilfspendels  ein  Laufgewicht  von  cylindrischer  Gestalt 
verschiebbar  angebracht  worden.  Um  den  Einfluss  einer  Differenz  der 
Schwingungszeiten  zu  ersehen,  wurden  Mitschwingungsbestimmungen  bei 
verschiedenen  Abständen  zwischen  Laufgewicht  und  Pendellinse  ausgeführt. 
Die  Resultate  sind: 


Abstand 


Mitschwingen 


Abstand 


Mitschwingen. 


50,8  mm 
49,7 
48,2 
47,6 


11 
11 


113  Einheiten 

115 

116 

113 


11 


11 


1» 


50,7  mm 
51,7 
52,7 
50,7 


11 
11 
II 


114  Einheiten 

114 

113 

111 


11 


11 


11 


Einer  Hebung  oder  Senkung  des  Laufgewichtes  um  1  mm  entsprach 
hierbei  nach  direkten  Versuchen  eine  Veränderung  der  Schwingungs- 
zeit um  160  Einheiten.  Bei  dieser  Grösse  des  Gesamtmitschwingens 
können  sich  demnach  die  Pendellängen  oder  die  Schwingungsdauem 
bis  zu  800  Einheiten  unterscheiden,  ohne  dass  ein  Einfluss  der  Differenz 
auf  die  Mitschwingungsbestimmungen   zu    ersehen   ist. 

Es  ist  nicht  auszuschliessen,  dass  bei  grösserem  Gesamtmit- 
schwingen eine  Abhängigkeit  zu  Tage  tritt.* 

C.  Bei  den  folgenden  Versuchen  war  das  Pendelstativ  auf  Pfeiler  15 
im  grossen  Instrumentensaal  des  Geodätischen  Institutes  so  aufgestellt, 
dass  die  Pendel  in  der  Richtung  Nord- Süd  schwangen.  Für  das  Ge- 
samtmitschwingen ergab  sich  aus  vier  Messungsreihen: 

•  Dies  ist  der  Fall  bei  dem  von  Herrn  Otto  Savander  (Fennia,  15,  Nr. 5: 
Determination  relative  de  la  pesanteur  ä  Helsingfors,  S.  128  flg.)  angestellten  Ver- 
suche.   Bei  ihm  ist  nach  unserer  Bezeichnung  ungefähr: 

X  —  i  =  1200 .  10-7,     a  =  ß=  1400  •  10-7; 
eine  strengere  Berechnung  liefert,  bei  guter  innerer  Übereinstimmung,  merklich 
grösseres  Mitschwingen.    Die  oben  auf  Seite  116  angegebene  Formel  19)  genü^ 
hier  nicht  mehr;  sein  Methodenvergleich  (1. c. S.  142  flg.)  ist  hierin  nicht  stichhaltig. 


Von  Dr.  R.  Schuxank. 


135 


1896 

Mitschwingen 

Anzahl 

der 

Einzelmessungen 

April  23 
Mai       1 

„       10 

102  Einheiten 
104        „ 
101         „ 
101 

2 
2 
1 
2 

Mittel:  102  Einheiten. 

Um  den  Beitrag  des  Pfeilers  zum  Mitschwingen  kennen  zu  lernen, 
wurde  ein  invariables  Pendel  auf  dem  kürzeren,  alten  Unterlagsblock 
im  Statiy  schwingen  gelassen,  während  der  längere,  neue  Block  vor 
dem  Statiy  auf  die  Eopfplatte  des  Pfeilers  aufgeklemmt  wurde.  Auf 
dem  vorderen,  über  die  Platte  hinausragenden  Achatlager  wurde  dann 
dfls  Hilfspendel  schwingen  gelassen  und  seine  Amplitude  mit  einem 
zweiten  Femrohr  und  einer  zweiten  Skala  gemessen.  Aus  drei  Be- 
stimmungen folgte  als  Mitschwingen: 

21  Einheiten 

22 

21 


w 


Mittel:  21,3  Einheiten. 


Bedenkt  man,  dass  der  Angriflfepunkt  der  von  der  Schneide  des 
invariablen  Pendels  ausgeübten  Kraft  0,38  m  über  der  Schneide  des 
Hilfspendels  lag,  und  dass  der  Pfeiler  eine  Höhe  von  2,1  m  hatte,  so 
folgt  mit  einer  gewissen  Annäherung  als  Beitrag  des  Pfeilers  zum  Ge- 
samtmitschwingen : 

21,3.|t  =  25  Einheiten, 

'       2,1 

SO  dass  77  Einheiten  als  Stativbeitrag  anzusehen  sind. 

Zum  Vergleich  seien  die  Resultate  angeführt,  die  fast  zur  selben 
Zeit  auf  demselben  Pfeiler  und  mit  demselben  Stativ  durch  Wippen 
des  Pfeilers  erhalten  wurden.  Die  Wippmethode  konnte  bei  diesem 
Pfeiler  ohne  Bedenken  angewandt  werden,  weil  er  von  dem  den 
Wippenden  tn^enden  Fussboden  gut  isoliert  war;  ist  dies  nämlich 
nicht  der  Fall,  so  kann  ausser  der  gewünschten  Beeinflussung  des 
Pfeilers  durch  direktes  Ansetzen  des  Dynamometers  eine  solche  un- 
beabsichtigterweise durch  den  rhythmischen  Druck  des  Wippenden  auf 
die  den  Pfeiler  umgebende  Scholle  entstehen. 

Herr  Haasemann  und  der  Verfasser  hatten  das  Mitschwingen 
durch  Wippen  an  der  Nord-  und  an  der  Südseite  der  Kopfplatte 
d^  Pfeilers  mit  Hilfe  des  Stossdynamometers  bestimmt  und  im  Mittel 
gefunden  als  Ausschlt^  des  getriebenen  Pendels  bei  einem  Stoss  von 
einem  Sjlogramm  Stärke: 
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Datum 


StoBsriclitung 
Nord    I  Süd 


April  20 
„      20 

Sn 
Hn 

2,45" 

2,47" 

„  26 
„  26 
„     26 

Hn 
Sn 
Sn 

2,26" 
2,23" 

2,44" 
2,44"  . 

2,49"  (  Gew 


4) 


Mittel: 
Gesamtmittel : 


2,85"  2,45" 

2,40" 


Wendet  man  zur  Umwandlung  dieses  Ausschl^s  in  Einheiten  der 
siebenten  Stelle  der  Schwingungszeit  den  Faktor:  9,85  an,  wie  er  sieh 
aus  der  von.  Herrn  Borrass  für  einfache  Pfeilerformen  abgeleiteten 
Formel  ergiebt,"**  so  erhält  man  als  Beitrag  des  Pfeilers  zum  Mit- 
schwingen: 2,40 . 9,85  =  23,6  Einheiten. 

Zur  Eon  trolle  bestimmte  Herr  Borrass  nach  der  von  ihm  aus- 
gearbeiteten Modifikation  der  Wippmethode  mit  einem  Zugdjnamo- 
meter  den  Beitrag  des  Pfeilers  zum  Oesamtmitschwingen  aus  zwei  un- 
abhängigen Versuchen  zu: 

1896  April  25:    23,5  Einheiten, 
})  22,7        „ 

Für  den  Beitrag  eines  Stückrathschen  Stativs  hatte  er  aus 
zahlreichen  Versuchen  durch  Vergleich  mit  dem  von  Herrn  Kühnen 
konstruierten  Fadenpendel  im  Mittel  78  Einheiten  erhalten,  sodass  für 
unseren  Pfeiler  als  Oesamtmitschwingen  folgte:  101  Einheiten;  dies 
stimmt  ebenso  wie  die  beiden  Einzelbeiträge  innerhalb  der  mittleren 
Unsicherheit  mit  den  aus  den  Beobachtungen  des  Hilfspendels  folgenden 
Resultaten  überein. 

D.  Wenn  man  den  Pfeiler  durch  starke  Schnüre  nach  allen  Seiten 
mit  den  benachbarten  Wänden  und  Pfeilern  verband  und  die  Schnüre 
so  kräftig  als  möglich  anspannte,  so  blieb  das  Oesamtmitschwingen 
vollständig  unverändert. 

E.  Der  dem  Stückrathschen  Stativ  eigentümliche  ünterlagsblock 
wurde  nicht  festgeschraubt,  sondern  nur  in  seine  Nut  eingeschoben, 
sodass  allein  das  Pendelgewicht  ihn  niederdrückte.  Dabei  erfolgte  keine 
Änderung  des  Mitschwingens. 

F.  Wurden  sämtliche  -  Fußschrauben  des  Stativs  gelockert,  und 
sowohl  bei  lockeren  als  bei  geklemmten  Fußschrauben  das  Mitschwingen 
bestimmt,   so   erhielt  man  Vergrösserungen   desselben,   die   bei   mehr- 

*  Bestimmung  der  Polhöhe  und  der  Intensität  der  Schwerkraft  auf  22  Sta- 
tionen.. .  S.  259  —  270.  Pfeiler  Nr.  15  gleicht  ganz  dem  von  Herrn  Borrass  be- 
nutzten Pfeiler  Nr.  9 ,  für  den  nach  S.  262  derselben  Publikation  als  Konstante 
verwendet  wurde:  7,7- 1,3  =  10,0. 


Von  Dr.  B.  SoBUiuav. 


137 


facher  Wiederholung  des  Yersuclies  zwischen  20  und  50  Einheiten 
lagen;  Eonstanz  ist  nicht  zu  enrarten^  weil  die  Stabilität  bei  gelockerten 
FuJßschrauben  nicht  immer  dieselbe  zu  sein  braucht. 

An  diesen  Versuch  wurden  erstens  Bestimmungen  der  Schwingungs- 
dauer  angeschlossen;  sie   bestätigten,  dass  bei  dieser  Aufstellung  das 

Gesamtmitschwingen  um  —  bis  —  seines  Betrages  yergrössert  wurde. 

Zweitens  wurde  sowohl  vor  als  nach  dem  Lockern  der  Fußschrauben 
das  Stossdynamometer  an  die  Eopfplatte  des  Pfeilers  angesetzt,  um 
diesen  zu  wippen.  Herr  Haasemann  und  der  Verfasser  erhielten 
durch  entsprechende  Beduction  für  einen  Stoss  Yon  1  kg  Stärke  folgende 
Aussehlage  in  Teilen  der  Skala: 


1896 

FuDschrauben 

Ausschlag 

Beobachter 

April  20 

geklemmt 
11 

P 
0,034 
0,084 

Sn 
ün 

„      26 

11 
11 

0,083 
0,032 

Hn 
Sn 

Mai       2 

11 
gelockert 

geklemmt 

11 

0,032 
0,027 
0,033 
0,034 

Sn 
Sn 
Sn 
Hn 

gelockert 
11 

0,032 
0,031 

Hn 

Sn 

Die  Unterschiede  zwischen  den  Ausschlägen  bei  gelockerten  und 
bei  geklemmten  Fußschrauben  sind  sehr  nahe  an  der  Grenze  der 
Beobachtungsungenauigkeit.  Der  Ort  der  Störung,  die  Fußschrauben, 
liegt  bei  diesem  Versuche  zwischen  den  Angriffsstellen  der  beiden  durch 
das  Dynamometer  und  die  Pendelschneide  auf  die  Unterlage  ausgeübten 
Horizontalkräfte;  aus  der  obigen  Zusanunenstellung  geht  hervor,  dass 
eine  solche  Störung  des  Mitschwingens  und  damit  der  Schwingungsdauer 
durch  das  Wippen  des  Pfeilers  allein  nicht  angezeigt  wird. 

6.  Da  das  vordere  Achatlager  des  neuen  Unterlagsblockes  etwa 
1  cm  ausserhalb  des  Fußspitzendreieckes  lag,  so  wurde  durch  das  Ge- 
wicht des  vorderen  Pendels  die  hintere  Fußspitze  etwas  angehoben. 
Man  konnte  erwarten,  einmal  dass  das  Mitschwingen  vermehrt  werden 
würde,  wenn  aussen  statt  des  leichteren,  invariablen  Pendels  das  Hilfs- 
pendel  hing,  und  dann,  dass  durch  Belastung  der  hinteren  Fußschraube 
eine  Verringerung  desselben  eintreten  würde. 

In  der  That  erhielt  ich: 


Belastung  der  hinteren  Fußschraube 


Hil&pendel  aussen               )        Mit- 
invariables Pendel  innen    J  schwingen 

Hilfspendel  innen                 \       Mit- 
invariables Pendel  aussen  |  schwingen 


0  kg  2  kg 


110 
96 


100 


91 


6  kg 


100  Einheiten 


87 


11 
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H.  Das  Oe wicht  des  ganzen  Pendelapparates  war  verschieden,  je 
nachdem  er  zur  Messung  yon  Schwingungsdauem  oder  zu  Mitschwingungs^ 
bestimmungen  benutzt  wurde.  Im  ersten  Falle  war  das  Stativ  belastet 
mit  dem  kurzen  Unterlagsblock,  dem  1,3  kg  schweren  inyariablen 
Pendel  und  mehreren  Thermometern;  im  zweiten  mit  dem  langen 
Block,  dem  3,3  kg  schweren  Hilfspendel  und  demselben  inyariablen 
Pendel.  Dadurch  wurde  es  nahe  gelegt,  den  Einfluss  einer  Belastung 
des  Stativs  zu  untersuchen;  je  nachdem  teils  auf  den  Stativkopf,  teils 
auf  die  Pußschraubenköpfe  und  den  die  Füsse  verbindenden  Kranz 
eine  Anzahl  Gewichte  von  verschiedenem  Gesamtbetrage  aufgesetzt 
wurden,  erhielt  ich:        


Belastung       Mitschwingen 


0kg 
10   „ 

18    „ 


99  Einheiten 

96 

89 


96 


7» 


das  Hilfspendel  schwang  hierbei  innen,  das  leichtere,  invariable  aussen. 

Diesem  Ergebnisse  nach  wird,  wenn  nicht  wie  bei  Versuch  6 
besondere  Verhältnisse  (Belastung  ausserhalb  des  Fußspitzendreiecks) 
vorliegen,  das  Mitschwingen  und  die  Schwingungsdauer  nur  um  wenige 
Einheiten  verändert,  wenn  das  Stativgewicht  um  einige  Kilogramm 
vermehrt  wird. 

J.  um  zu  konstatieren,  ob  eine  Abhängigkeit  des  Mitschwingens  ß 
von  der  Anfangsamplitude  z  des  Hilfspendels  vorhanden  sei,  wurde 
folgende  Reihe  von  Versuchen  angestellt: 


z 

ß 

27' 

99  Einheiten 

27 

100 

21 

97 

16 

98 

16 

96 

Mit  Bücksicht  auf  die  Beobachtungsungenauigkeit  ist  bei  dieser 
Grösse  von  ß  keine  Abhängigkeit  von  g  nachzuweisen. 

K.  Kurze  Zeit  nach  diesem  Versuche  wurde  zunächst  eine  Kontroll- 
messung mit  dem  Hilfspendel  angestellt,  hierauf  dieses  durch  Pendel  II S 
ersetzt,  während  Pendel  IS  aussen  am  Stativ  beibehalten  wurde;  ersteres 
war  also  das  treibende.     Es  ergab  sich: 

bei  Hilfspendel  innen,   IS  aussen,     /3  =»   99  Einheiten, 

»  IIS  „      ;       ,,         „         ,       /3  =  100  „ 

W  ;;  f)        }         99  99  9        P  ^^    ^^^  99 

Ein  Unterschied  ist  schwerlich  festzustellen,  namentlich  wenn  in 
Hinsicht  auf  die  Verschiedenheit  der  Gewichte  der  beiden  treibenden 
Pendel  noch  das  Ergebnis  von  Versuch  H  beachtet  wird. 


über  PseudotroohoideiL 

Von 
E.  WÖLFFING 

in  Stuttgart. 


Nachdem  bereits  durch  Gildemeister^)  und  Bellermann*)  die 
doppelte  Erzeugungsweise  der  Trochoiden  (d.h.  der  allgemeinen  cyklischen 
Klirren)  entdeckt  und  damit  die  Identität  der  sogenannten  Pericykloiden 
mit  den  Epicykloiden  nachgewiesen  worden  war,  gab  Victor^  eine 
Zusammenstellung  sämtlicher  cyklischer,  d  h.  durch  Rollen  von  Kreisen 
auf  Kreisen  erzeugter  Kurven;  dieselbe  umfasste  alle  Grenzfalle  und 
Hess  an  Vollständigkeit  anscheinend  nichts  zu  wünschen  übrig.  Indes 
hatte  bereits  im  vorigen  Jahrhundert  Euler*)  eigentümliche  Kurven 
entdeckt,  welche,  wie  die  gemeinen  cyklischen  Kurven,  ihren  zweiten 
Eroluten  (allerdings  aber  nicht,  wie  diese,  ihren  ersten  Evoluten) 
ähnlich  sind.  Er  fand,  dass  dieselben  von  einem  Punkt  A  aus  sich 
in  Spiralwindungen  ins  Unendliche  entfernen,  und  dass  sie  asymptotische 
logarithmische  Spiralen  besitzen.  Femer  bemerkte  er,  dass  sie  in  zwei 
Klassen  zerfallen,  indem  nämlich  die  Tangente  in  A  entweder  auf'  dem 
Badinsvektor  senkrecht  steht  oder  mit  ihm  zusammenfällt. 

In  einer  späteren  Arbeit^)  über  denselben  Gegenstand  findet 
Euler,  dass  die  zweite  Klasse  der  genannten  Spiralen  eine  Spitze  in 
il  hat,  so  dass  beide  Klassen  als  ungespitzte  und  gespitzte  Euler- 
sehe  Kurven  unterschieden  werden  können.  Beide  Klassen  von  Kurven 
haben  die  Eigenschaft,  dass  die  Projektion  des  Radiusvektors  auf  den 
Krümmungsradius  zu  letzterem  proportional  ist.  Euler  meint  übrigens, 
die  Kurven  dürften  den  Geometem  nicht  ganz  unbekannt  sein. 

1)  De  lineis  curvis  epicycloidibus  et  hypocycloidibus.  DiBsertation.  Mar- 
burg 1866.    S.  4. 

2)  EpicyMoiden  und  Hypocykloiden.     Dissertation.    Jena  1867.    S.  8— 9. 

3)  Die  Polkreispaare  einer  Cykloide.  Zeitschrift  für  Mathematik  u.  Physik  26, 
263-71  (1880),  bes.  S.  269. 

4)  Investigatio  curvarum,  quae  evolutae  sui  similes  producunt.  Comm.  Ac. 
Petr.l2,  3  — 52  (1750),  bes.  S.  19  — 23. 

5)  Investigatio  corvamm  qnae  similes  sunt  suis  evolntis  vel  primis  vel  secundis 
vel  tertiis  vel  adeo  ordinis  cnjuscunque.  Nova  acta  Ac.  Petrop.  1,  75 — 116  (1783), 
bes.  S.  97  — 106. 
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Auch  N.  Fuss^)  bespricht  die  Eul ersehen  Kurven  und  nennt  sie 
den  logarithmischen  Spiralen  verwandt.  Sie  finden  sich  weiterhin  er- 
wähnt in  einer  Arbeit  von  Puiseux,*)  der  dieselben  für  symmetrische 
Doppelspiralen  erklärt^  aber  zunächst  nicht  über  die  Resultate  Eulers 
hinaus  kommt.  Dagegen  bemerkt  er  kurz  darauf  in  einer  Note/) 
dass  die  neuen  Spiralen ;  ebenso  wie  die  gemeinen  cyklischen  Kurven 
Tautochronen  sind  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  unter  Wirkung 
einer  Centralkraft,  die  der  Entfernung  proportional  ist  und  zwar  derart, 
dass  bei  einer  Bepulsionskraft  Epicykloiden^  bei  einer  Attraktionskraft 
je  nach  den  Umständen  Hypocykloiden,  Gerade  oder  jene  Spiralen  als 
Tautochronen  auftreten.  Später  bespricht  Natani*)  die  Eulerschen 
Kurven  unter  dem  Namen  „imaginäre  Cykloiden'*.  Kessler*)  findet,  dass 
beim  Rollen  einer  cyklischen  Kurve  auf  einer  Geraden  der  Mittelpunkt 
des  festen  E^reises  eine  Ellipse  erzeugt,  welche  die  Gerade  zur  Axe  hat. 
Soll  dagegen  als  Roulette  eine  Hyperbel  auftreten ,  so  ergeben  sich,  je 
nachdem  die  reelle  oder  imaginäre  Axe  der  Hyperbel  als  Basis  gewählt 
wird,  eine  gespitzte  oder  ungespitzte  Eulersche  Kurve  als  rollende 
Kurve.  Es  wird  a.  a.  0.  eine  Konstruktion  dieser  Kurven  mittelst  einer 
logarithmischen  Spirale  angegeben  und  die  Rektifikation,  sowie  die 
Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers  vorgenommen. 

Besonders  auffallend  tritt  die  Analogie  zwischen  den  cyklischen 
und  den  Eulerschen  Kurven  hervor  bei  Anwendung  der  sogenannten 
esoterischen  Koordinaten  (coordonnees  intrinseques,^  d.h.  bei  der 
Bestimmung  der  Kurven  durch  eine  Beziehung  zwischen  Bogen  s  und 
Ej-Ümmungsradius  q.    Nach  Cesäro')  stellt  nämlich  die  Gleichung: 

cyklische  oder  Eulersche  Kurven  dar,  je  nachdem  c^O  ist.  In  einer 
solchen  Gleichung  in  esoterischen  Koordinaten  kann  man  s  und  q 
durch  rechtwinklige  Koordinaten  x  und  y  ersetzen;  man  erhalt  dadurch 
an  Stelle  der  gegebenen  Kurven  deren  Mannheimsche  Kurve,*)  d.  h. 

1)  M^m.  Ac.  St.  Petersb.  (5)  1,  114—118,  120  (1809). 

2)  Problömes  sur  las  d^velopp^es  et  les  döveloppantes  des  courbes  planes. 
Journ.  de  Math.  (1)9,  377—399  (1844),  bes.  S.392. 

3)  Sur  les  courbes  tautocbrones.    Journ.  de  Math.  (1)9,  409  —  421  (1844),  bes. 

S.  416. 

4)  Hoffmann,  Mathematisches  Wörterbuch  VII  (1867)  S.  37—38. 

5)  Darstellung  der  Kegelschnitte  als  Rouletten,  deren  Basis  eine  Gerade  ist. 
Dissertation.    Jena  1869.    S.  14—19. 

6)  Dieser  neuerdings  viel  gebi*auchte  Ausdruck  riihrt  von  Wh e well  her: 
On  the  intrinsic  equation  of  a  curve  and  its  application.  Cambr.  Philos.  Trans.  8, 
659  Anm.  (1849). 

7)  Sur  deux  classes  remarquables  de  lignes  planes.  N.  Ann.  de  Math.  (3)  7, 
171—190  (1888),  bes.  S.  176. 

8)  Ich  schlage  diesen  Namen  vor,  weil  Mannheim  in  seiner  Abhandlang: 
Recherches  gdometriques  relatives  au  Heu  des  positions  successives  des  centres 
de  courbure  d'une  courbe  qui  roule  sur  une  droite,  Journ.  de  Math.  (2)  4,  93  bis 
104  (1859)  zuerst  die  betreffende  Ortskurve  untersucht  hat. 
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den  Ort  des  Krümmungscentnims  des  jeweiligen  BerühruDgspunktes, 
wenn  die  gegebene  Kurve  auf  einer  Geraden  rollt.  Also  sind  die 
Mannheimschen  Kurve  der  cyklischen  Kurven  Ellipsen,  diejenigen 
der  Eulerschen  Kurven  Hyperbeln.  Gesaro  unterscheidet  femer  die 
gespitzten  und  ungespitzten  Eulerschen  Kurven  und  findet  als  zwischen 
beiden  liegend  die  logarithmischen  Spiralen.  Eine  weitere  gemeinsame 
Eigenschaft  der  cyklischen  und  Eulerschen  Kurven  ist  nach  Gesaro^) 
die,  dass  bei  beiden  die  Verbindungslinie  eines  Kurvenpunktes  mit  dem 
Erümmungscentrum  der  Evolute  im  entsprechenden  Punkte  durch  einen 
festen  Punkt  geht.  Hierzu  kommt  noch,  dass,  ebenfalls  nach  Gesaro *% 
ein  Teil  sowohl  der  cyklischen  als  auch  der  Eulerschen  Kurven  als 
unendlich  hohe  Evolventen  einer  in  den  Punkt  0  zusammengeschrumpften 
unendlich  kleinen  Kurve  angesehen  werden  können.  Gesaro')  findet 
ferner,  dass  bei  beiden  Arten  von  Kurven  das  Krümmungscentrum  auf 
der  Polare  des  Kurvenpunktes  in  Bezug  auf  einen  festen  Kreis,  den 
Diiektorkreis,  liegt;  dieser  ist  im  Falle  der  cyklischen  Kurven  der 
feste  Ereis^  auf  dem  der  bewegliche  rollt.  An  anderer  Stelle  bemerkt 
Cesaro/)  dass  die  Kreise  über  den  Krümmungsradien  der  cyklischen 
und  Eulerschen  Kurven  als  Durchmesser  den  Direktorkreis  recht- 
winklig schneiden;  nach  Mansion^)  umhüllen  dieselben  eine  in  Be- 
zug auf  diesen  Kreis  zur  gegebenen  Kurve  inverse  Kurve.  Ein  Unter- 
schied  zwischen  beiden  Kurvengattungen  findet  statt  in  Bezug  auf  die 
Developpoiden^  d.  h.  die  ümhüllungskurven  der  durch  die  Kurven- 
ponkte  (inenden  und  die  Tangenten  in  derselben  imter  konstantem 
Winkel  schneidenden  Geradenscharen.  Der  Satz  von  Kouquet^)  näm- 
lich, dass  die  cyklischen  Kurven  als  Developpoiden  ähnliche  Kurven 
besitzen^  gilt  bei  den  Eulerschen  Kurven  nur  von  einem  Teil  der 
Developpoiden,  was  bereits  von  Natani^)  bemerkt  und  von  Piron- 
dini^  näher  ausgeführt  wurde.  Cesäro^  welcher  in  seinen  Vorlesungen 
über  esoterische  Koordinaten^)  die  Eulerschen  Kurven  wiederholt  er- 
wähnty  nennt  dieselben  pseudocykloidale  Linien.  Unter  denselben 
ist  eine  gespitzte  und  eine  ungespitzte,  welche  je  mit  ihrer  vierten  Evo- 
lute zusammenfallen  und  deren  Mannheim  sehe  Kurven  gleichseitige 


1)  RemarqueB  de  g^ometrie  infinitesimale.  Math^sis  7, 25  — -  88  (1887) ,  bes.  S.  26. 

2)  D^Yeloppantes  du  point.    Math^sis  8,  36  —  38  (1888). 

3)  Bemarqnes  de  g^ometrie  infinitesimale.  Mathe8is7,  25  —  38(1887),  bes.  S.  27. 

4)  Nouv.  Am.  de  Math.  (8)  7,  171  —  190  (1888),  bes.  S.  178. 

5)  Nouv.  Corr.  de  Math.  4,  802  —  303  (1878). 

6)  Nonv.  Ann.  de  Math.  (2)  6,  880  —  383  (1867). 

7)  Hoffmann,  Mathematisches  Wörterbuch  VII,  27—28  (1867). 

8)  Sulla  similitudine  delle   curve,  Ann.  di  mat.  (2)  15,  53  —  66  (1887),  bes. 
S.  57-68. 

9)  Lezioni   di   geometria  intrinseca.    Napoli  1896.    S.  12  — 13,  82,  48,  60,  68. 
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Hyperbeln  sind.  Diese  Kurven,  welche  bereits  von  Euler^)  erwähnt 
und  von  Laisant*)  und  Pirondini*)  untersucht  wurden,  nennt  Cesaro 
Pseudocykloiden.  Ist  femer  w*eine  ganze  Zahl,  so  ist  nach  Laisant^) 
np^  —  5^=  const  der  Ort  der  Punkte,  deren  Fotenzsunune  in  Bezug 
auf  n  feste  Kreise  mit  den  Zuwächsen  der  Quadrate  der  Bogen  wächst. 

Die  vielen  Eigenschaften,  welche  die  Euler  sehen  Kurven  mit  den 
cyklischen  gemein  haben,  legten  einen  Gedanken  nahe,  welchem  Cesaro^) 
in  einer  öffentlichen  Anfrage  Ausdruck  gab:  ob  nicht  auch  die  Euler- 
schen  Kurven  durch  Rollen  von  (imaginären)  Kreisen  auf  Kreisen  er- 
zeugt werden  können.  In  seiner  Antwort,^  auf  diese  Frage  berief 
sich  R.  de  Saussure  auf  seine  Dissertation,^)  in  der  er  gezeigt  hatte^ 
dass  die  gespitzten  Eulerschen  Kurven,  die  er  Paracykloiden  nenni^ 
entstehen  durch  Rollen  eines  Kreises  von  komplexem  Radius  auf  einem 
Kreis,  dessen  reeller  Radius  doppelt  so  gross  ist,  als  der  reelle  Teil 
des  Halbmessers  des  beweglichen  Kreises.  In  einer  späteren  Note^) 
fügt  de  Saussure  noch  die  Bemerkung  hinzu,  dass  die  ungespitzten 
Eulerschen  Kurven  oder  Hypercykloiden  entstehen  durch  Rollen 
eines  £j*eises  von  komplexem  Radius  auf  einem  solchen  von  rein  ima- 
ginärem Radius;  letzterer  ist  doppelt  so  gross  als  der  rein  imaginäre 
Teil  des  Halbmessers  des  beweglichen  Kreises.  Er  weist  femer  nach, 
dass  die  Paracykloiden  und  Hypercykloiden  ebensowohl  eine  doppelte 
Erzeugungsweise  (durch  je  zwei  Polkreispaare)  besitzen,  wie  die  ge- 
meinen cyklischen  Kurven.  Auch  Tarry^  giebt  dieselbe  kinematische 
Entstehung  der  pseudocykloidalen  Linien  durch  imaginäre  Kreise  an 
und  benützt  dieselbe  zu  einer  reellen  Konstruktion,  die  auf  den  Orund- 
Sätzen  seiner  „Geometrie  generale"  beruht. 

Bei  der  erwähnten  Rollbewegung  sind  es  Punkte  der  Peripherie 
des  beweglichen  Kreises,  welche  die  Eulerschen  Kurven  erzeugen; 
letztere  entsprechen  demgemäss  den  gemeinen  Epicykloiden  und 
Hypocykloiden.  In  der  vorliegenden  Note  gedenke  ich  zu  zeigen, 
dass  auch  beim  RoUen  von  komplexen  Kreisen  auf  ebensolchen  reelle 
Kurven   erzeugt  werden  können  von  Pimkten,  welche  der  Peripherie 


1)  Nova  acta  Acad.  Petrop.  1,  105  (1783). 

2)  Sur  deux  genres  remarquables  de  courbes  plaoes.   Abb.  fr.  pour  Tay.  des  Sc. 
Congr^B  de  Limoges  19,  74  —  78  (1890). 

3)  Alcune  quistioni   sulle   evolute  successive  di  nna  linea  plana.    Rend.  Ac. 
Napoli  (2)5,  139  —  150  (1891),  bes.  S.  142. 

4)  Nouv.  Corr.  de  Math.  5,  209  —  211  (1879). 

5)  L'Interm^diaire  des  Matb^maticiens  1,  153  (1894). 

6)  L'Interm^diaire  des  Matb^maticiens  2,  356  —  357  (1895). 

7)  Sur  la  g^n^ration  des  courbes  par  roulement.    Gen^ve  1895.    S.  41 — 55. 

8)  Notes    sur  les  lignes   cjcloidales.     Amer.  Journ.  of  Math.  17,   269  —  272 
(1896). 

9)  L'Interm^diaire  des  Matb^maticiens  2,  390  —  91  (1895). 
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des  rollenden  Kreises  nicht  angehören.  Diese  Kurven  entsprechen  den 
allgemeinen  cyklischen  Kuryen  oder  Trochoiden  und  sollen  daher 
Pseudotroehoiden  heissen.  Die  neuen  Spiralen  werden  sowohl  in 
Bezug  auf  ihren  gegenseitigen  Zusammenhang,  als  auch  hinsichtlich 

ilirer  gestaltlichen  Verhältnisse  untersucht. 

^^  •  

1.  Es  sei  R  der  Radius  des  festen  Kreises  mit  Mittelpimkt  im  Ur- 
sprung 0,  r   derjenige   des   beweglichen  Kreises   mit  Mittelpunkt  Jf ; 

derselbe  berühre  den  festen  von  I  1  je  nachdem  r  ^  0.    r'  sei  der 

l aussen!  "  ^ 

Abstand  des  erzeugenden  Punktes  P  von  M]  derselbe  liege  zu  Anfang 

der  Bewegung  auf  OM  und  zwar  M  zwischen  0  und  P,  wenn  r'  >  0. 

Beim  BoUen  des  beweglichen  auf  dem  festen  Kreise  erzeugt  alsdann  P 

die  ejklische  Kurve: 

X  =  (R  —  r)  cos  9  +  r'cos (p 

y  =  (U  —  r)  sing?  —  r'sin 9. 

Es  mögen  nun  R,  r  und  r'  komplexe  Grössen  sein: 

Die  Centraldistanz  OM  sei 

d  =  dj  +  id^  =  P  —  r, 

also 

di-Ri-r^,    d^^R^-r^. 

Auch  der  Winkel  q)  der  Centrale  OM  mit  der  a;-Aie  kann  kom- 
plex sein;  doch  ist  derselbe  nicht  unbeschränkt  veränderlich. 

Er  ist  nämlich,  bei  gleichförmiger  Rollbewegung,  zur  Zeit  pro- 
portional; irgend  zwei  Werte  desselben  müssen  daher  ein  reelles  Ver- 
Iiältnis  haben.     Somit  ist 

ih.  gleich  dorn  Produkt  aus  einer  komplexen  Konstanten  Q  ^  Qi  +  iQ% 
und  einer  reellen  Veränderlichen  cd. 

Damit  geht  die  Gleichung  der  cyklischen  Kurve  über  in: 


IV 


x-=  (d^  +  id^)  cos  (^1  +  iQi)co  +  (r/  +  «^2')  ^^  (Pi  +  *  ^«)  ® 
y  **  (ßi  +  ick)  sin (pi  +  iQi) o  —  (^1'  +  ir^)  sin (p^  +  16^) m 


2.  Die  Grössen  x  und  y  sollen  nun  unabhängig  von  m  reell  sein, 
also  ihre  imaginären  Bestandteile  verschwinden.  Dasselbe  muss  von 
ihren  Ableitungen  nach  w  gelten  und  zwar  für  jeden  beliebigen  Wert 
Ton  (D.    Indem  man  insbesondere  die  imaginären  Bestandteile  von 
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X 


f» 


dy 


ct)=30       den* 


d'y 


to 


<2a>' 


0)^:0 


2) 


gleich  Null  setzt^  erhält  man  zunächst  vier  notwendige  Bedingungen: 

d,  +r,'  =1 

Diese  Gleichungen  fuhren,  wie  ihre  nähere  Untersuchung  ergiebt, 
auf  eine  Ton  folgenden  beiden  Annahmen: 
Entweder  ist  ^       ^t      ..       ^       n 

Og  «=  Tg  =  Pg  =  (Tg  =  u. 

Dieser  Fall  führt  auf  die  gewöhnlichen  reellen  Trochoiden. 
Oder  aber  ist 

also  d  und  /,  ebenso  q  und  —  6  konjugiert. 
Damit  wird: 

{X  ^  2d^eo9l^(o(iü\X2^  +  2 d^Bin X^m  ®in X^m 
y  »  2d^%mX^€o^o\X^fo  —  2d^cosAiGi@inA2C9, 

©in  ;i2  0)  =- |- (e^«"  -  e- ^*") 

hyperbolische  Funktionen  sind. 

X  und  y  sind  also  reelle  Grössen,  die  Bedingungen  2)  daher 
bereits  hinreichend.  Die  Gleichungen  4)  gehören  daher  den  einzigen 
reellen  cyklischen  Kurven  an,  die  durch  Rollen  von  komplexen  Kreisen 
erzeugt  werden  imd  Pseudotrochoiden  heissen  mögen. 

Für  den  Abstand  /  des  erzeugenden  Punktes  vom  Centrum  des 
beweglichen  Kreises  folgt  aus  3): 

r/«      d,=      -Kl-»-! 


wo 


5) 


Femer  ist 


6) 


^1  V  +  V  ^^' 


(f,= 


9r 


Die  Elimination  von  g^ :  g^  aus  (6)  ergiebt: 

oder 

7)  B,^+  22,«-  2JJ,ri  ^  22?^^,=  0. 

Es  wird  also   nicht   beim   Rollen   zweier  komplexen  Kreise   auf 
einander  immer   eine  reelle   Kurve   erzeugt,    sondern   nur,   wenn   der 
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absolute  Betrag  der  Gentraldisianz  gleich  dem  absoluten  Betn^  des 
Radius  des  beweglichen  Ejreises  ist.  Denselben  absoluten  Betrag  hat 
aueh  der  Abstand  des  erzeugenden  Ptinktes  vom  Gentrum  des  beweg- 
lichen Eo^ises^  diese  Grösse  ist  überdies  zur  Centraldistanz  kon- 
jugiert. 

Femer  folgt  ans  6):  ^  _  ^^^^ 

^°  _  _B, -R, 

Mit  g^a  =  9'  geht  endlich  4)  über  in! 

^     I  y=-2(Ui-ri)8in^(£offt^  +  2(i?8-r,)cos-^®in^^. 

3.  Weil  zwischen  den  sechs  homogenen  Parametern  i2|,  B^,  r^y  r^^ 
r^^rj  die  drei  Relationen  5)  und  7)  bestehen^  so  existieren  (von  der 
Lage  und  Grösse  abgesehen)  cx)'  verschiedene  Arten  von  Pseudo- 
trochoiden.  Die  Radien  des  festen  und  des  beweglichen  Kreises 
brauchen  g^enseitig  nur  der  Bedingung  7)  zu  genügen;  alsdann  ist 
die  Entfernung  des  erzeugenden  Punktes  durch  5)  bestimmt,  unter 
den  Pseudotrochoiden  sind  zunächst  zwei  Scharen^  bei  welchen  der 
erzeugende  Punkt  auf  der  Peripherie  des  beweglichen  Kreises  liegt^ 
for  welche  also  r'==  ±  r,  eine  Annahme,  welche  mit  den  Gleichungen  ö) 
und  7)  verträglich  ist. 

Das  obere  Zeichen  ergiebt  vermöge  5): 

2J,-2r„    iJ,-0, 

also:  -p 

Damit  erhalt  man  die  Paracykloiden. 
Das  untere  Zeichen  liefert  vermöge  5): 

^  =  0,    J2|-2r„ 

Man  hat  hiermit  die  Hjpercykloiden. 

Diese  beiden  Klassen  von  Kurven  sind  demnach  Spezialfälle  der 
Pseudotrochoiden.  Sie  sind  dadurch  charakterisiert,  dass  der  Radius 
des  festen  Kreises  im  ersten  Fall  reell,  im  letzteren  rein  imaginär  ist. 

4.  Führt  man  Polarkoordinaten  u  und  o  ein,  so  dass 

a;  =  ucos(D,    y^Msinco, 
so  ist  der  Radiusvektor: 

ferner 

Z«itiolinft  f.  Ma«hemat&  u  Phyiik.  44.  Band.  1899.  2.  u.  S  Heft.  10 
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Dieser  Ausdruck  ist  |         ..    [?  je  nachdem  ^^0  und  verschwindet 

l  negativ  J   •*  ^ 

für  0*  =  0.    Somit  erreicht  w  f ör  d-  =  0  ein  Minimum;  die  Kurve  ent- 
fernt sich  von  demselben  ausgehend  nach  beiden  Seiten  fortwahrend 
ins  unendliche. 
Femer  ist 

LZ)  tgö-   (i?^-r,)  +  (JJ,-r,)tg4^3:g^4^' 

somit  P 

13)  tg(»-a,)-^J^%,td. 

Weil  Sg/t-O-l^ssoo  =  1,  so  konvergiert  für  unendlich  wachsende  ^ 

TD     «. 

>&  —  fl)  gegen  die  endliche  Orösae  arctg  -^ — r*     Somit  nimmt  o  mit 

'd'  ins  unendliche  zu  resp.  ab.  Zusammen  mit  dem  Verhalten  von  u 
ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Kurve  eine  Doppelspirale  bildet^  die 
von  einem  dem  Ursprung  am  nächsten  gelegenen  Punkt  (^  »  0)  sich 
nach  beiden  Seiten  in  immer  weiter  werdenden  Windungen  ins  Un- 
endliche entfernt. 

5.  Mit  den  Abkürzungen: 


15) 


14) 
wird  femer: 

dy^\-2^-^^co8d^&o\)i&  +  2'^-^j^  sin^®itt/t^]d^. 
Ist  q>  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  x-Axe,  so  ist 

daher 

17)  tg(d-9)==|eot/t^, 

Aus  13)  und  17)  folgt,  wenn  ^   der  Winkel  zwischen  Tangente 
und  Radiusvektor  ist: 

^^^  *«* BJK'T^ — 

Mit  unendlich  wachsendem  ^  konvergiert  ^  gegen  arceot/i. 
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6.  Wie  bei  den  Trochoiden  führt  die  Rektifikation  auf  elliptische 
Integrale.    Aus  15)  folgt: 


19) 


Mit 

20) 
wird 


^Va 


I 


21) 


+  9')[B*+{Ä''+B*)y'] 


\l  VW 


+ 


B* 


F(i.)-V2A(r,*  +  r,')E^H). 


Hier  ist 


22) 


23) 


Dabei  ist  X;  <  1,  ausser  för  JR^  «  0,  2?i  «  2ri,  wo  ft  =  1. 
7.  Die  Formel 


dS^-^ixdy  —  ydx) 


2 

giebt  fElr  das   Element  eines  Sektors  S  zwischen   zwei  konsekutiyen 
BadienTektoren: 

somit 


25) 


2jBi 


26) 


Femer  ist  der  Abstand  p.  der  Tangente  Tom  Ursprung: 

-T^dS  2      (lJ,~2r,)(ri«+r,«)(5:ofV>-(ll,-n)J. 


ds 


VI 


y2(r,*+'f')®o|V'^~^ 


10' 
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8.  Man  erhält  weiter: 


27) 


^^'  =  7» — 5"^^  (»"i  COS  ö-  ßof  ft  *  +  r,  ain  *  ©in  fi  9i)  d^ 
d*y  =  (j;  1^^  )i  (n  sindSof  ;»«•  +  r,  cos  *  ©in /»  »^)  d»*. 


29) 


31) 


32) 


Hieraus  folgt  der  Erflmmungsradius: 
99\  l/2[2(r.'+r.«)gofV»-^J^ 

Femer 

4V2|»Ml»»®in  >*»(*•. '+r.')[(Ji,-8r.)(r.'+r.«)gofV»+A(J3.+f.)][»(r.«+r.«)gotV»-i 

[(iJ. -«r,)(r,'+r,»)eo5V*+^r,]« 
und 

«oN  <?g  , ,  8^got>t»®in>t»(ri»+r.*)[(J?.-2f.)(f,'+f.')got'M»+.i(.B.  +  f.)] 
''  <J«  [(12,-2r.)(ri'+r,«)eofV*+^r,]« 

Der  Krümmungsradius  der  Evolute  ist 

8T/2.Btgot>t»®tn>t»(r,'+r,*)[(Ji.-2f.)(r,'+r,')MV^+^(-B.+r.)][2(ri'+f.')gof'p^ 

[(ii,-2r,)(r,«+r,')l£ofV*+4r']» 

Die  Eyolute  selbst  ist: 

1  = 

■  gojV»+(Jttrt+Ji.r,).A]8iii»@l 

(JJ.-2r.)(rj»+r,')gofV*+^»'. 

[2Ui(JJ.-r,)(rj«+r.»)gofVd+(JJ,r,-U.r,)4]Bin*«o{^*-[-2JB,(J2i-r,)(n»+r,') 

Co{V»+  (.Ri  f,  +.B,f,).A]  C08  »Sil 

(ii,-2r,)(r,«+r,')gofV*+^r, 

9.  Die  rc-Aze  ist  Symmetrieaxe  dör  Eurre. 

Die  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  derselben  ergeben  sich  aus 

33)  tg^«A^3;g^^. 

Ist  -9"^  eine  Wurzel  dieser  Gleichung^  so  ist  auch  —  ^r  eine  solche. 
Für  beide  Werte  von  -9"  ergiebt  die  erste  Gleichung  9)  je  denselben 
Wert  von  x\  also  sind  die  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  der  ar-Axe 
Doppelpunkte.  Eine  -Ausnahme  macht  jedoch  der  zu  «d-  —  0  gehörige 
Anfangspunkt,  flQr  welchen  der  Radiusvektor: 

34)  Uo  =  2(i?,  -  rO, 
der  Erümmumrsradius: 

36)  9o-± 


r^A 
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Derselbe  ist  ein  Scheitel  der  Eurre. 

Dass  ausserhalb  der  x-Axe  keine  reellen  Doppelpunkte  existieren, 
geht  daraus  hervor^  dass  10),  wenn  u » const  angenommen  wird, 
nur  zwei  reelle  Werte  ±  ^r  liefert  Weil  nämlich  y  beim  Vertauschen 
Ton  #  mit  —  &  sein  Vorzeichen  ändert,  sind  Doppelpunkte  nur  auf 
y  —  0  mOglich. 

10.  Für  die  Wendepunkte  ergiebt  sich  aus  28): 


36)  ^«<'»-±|/-2S-i 


")  SSM»  -  ±l/<t^ 


diese  Gleichung  hat  höchstens  zwei  reelle  Wurzehi. 

Für  die  Berührungspunkte  der  vom  Ursprung  aus  an  die  Eurre 
gehenden  Tangenten  folgt  aus  24)  oder  26): 

Auch  diese  Gleichung  besitzt  höchstens  zwei  reelle  Wurzehi. 

Endlich  muss  daran  erinnert  werden,  dass  Bellermann^)  bei  den 
Trochoiden  das  Vorkommen  von  nicht  in  die  Scheitel  fallenden  sog. 
Erümmungspunkten')  nachgewiesen  hat.  Solche  Punkte  kommen 
aach  bei  Pseudotrochoiden  Yor;  sie  ergeben  sich  vermOge  29): 

38)  2g^^»±|/gs|:. 

Auch  diese  Gleichung  liefert  höchstens  zwei  reelle  Wurzeln. 

11.  Nach  Boklen^  ist  die  Fusspunktkurre  einer  gemeinen  cy- 
klischen  Eurre  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  festen  Ereises  als 
Pol  eine  Trochoide.  Dieselbe  hat  die  Eigenschaft,  durch  den  Mittel- 
punkt des  festen  Ereises  hindurchzugehen.  Derartige  sogenannte  stern- 
förmige Cykloiden  sind  von  Dur^ge^)  naher  untersucht  worden. 
Entsprechende  Fusspunktkurven  haben  auch  die  gemeinen  Pseudo- 
trochoiden and  zwar  führen  die  Hypercykloiden  auf  die  Eurven: 

X  «=  2(ßi  —  ri) cos -ö" 6of  ^ ^ 

y  «•  2(jBi  —  rj  sin  -Ö-ffiof  ft  O*. 

Für  diese  ist  B^  »  r,.  Die  Entfernung  des  beschreibenden  Punktes 
Tom  Mittelpunkt  des  beweglichen  Ereises  ist  reell. 


39)  { 


1)  Epicykloiden  und  Hypocykloiden.  Dissertation.  Jena  1867.  S.  28.  — 
VergL  anch  Cbr.  Wiener,  Die  Evolaten  der  geschweiften  und  verschlungenen 
cyklischen  Eurren.  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  27,  129—189  (1882), 
bes.  S.  184. 

2)  d.h.  von  Punkten,  in  welchen  der  Erummungskreis  vierpunktig  berührt. 
8)  Einige  geometrische  Sätze  über  Kurven.    Zeitschrift  für  Mathematik  und 

Physik  8,  820—121  (1868). 

4)  Über  eine  besondere  Art  cyklischer  Kurven.  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik  9,  209—117  (1864). 


150  Über  Pseudotrochoiden. 

Die  Paracykloiden  haben  dagegen  zu  FusspnnktkurTen  die  Kurven: 

{X  =  2(1?,  —  r,)  cos  %  @itt  fi^ 
y  =  2(1?,  -  r,)sin  ^©in/t^, 

alao  B^^r^.    Die  Entfernung  des  beschreibenden- Punjktes  vom  Mittel- 
punkte des  beweglichen  Ejreises  ist  rein  imaginär. 
Für  die  Kurven  39)  folgt  aus  10)  und  12): 

t^-=2(i?i  — rj  Sofft -Ö", 

*^)  l     -(l?i-ri)(e^'"+e-^"). 

Bei  den  Kurven  40)  ist  dagegen: 

M  =  2(7?2-r,)@infi^ 


co  =  |  +  ^, 


daher  mit  co-l«... 


j  ti-2(J?,~r,)@ittfta), 
^"^^  1      =(2?,-r,)(e^«»~e-^"0- 


12.  Die  Kurven  41)  und  42)  sind  die  einzigen^)  Pseudotrochoiden, 
welche  gelegentlich  in  der  Litteratur  vorkommen.  Dittrich^.  nennt 
die  ersteren  Summenspiralen^  die  letzteren  Differenzenspiralen 
und  bringt   sie    in   Beziehung   zu   dem  Paar   logarithmischer   Gegen- 

Die  DiflFerenzenspirale  nennt  Aubry")  Spirale  tractrice.^  Nach 
Merkelbach*)  muss  eine  Ellipse^  wenn  ihre  grosse  Axe  immer  durch 
einen  festen  Punkt  gehen  soll,  auf  einer  sternförmigen  Cykloide  rollen, 
eine  Hyperbel,  wenn  die  reelle  Axe  durch  einen  festen  Punkt  gehen 
soll,  auf  einer  Differenzenspirale.  (Sollte  dagegen  die  imaginäre  Axe 
durch  einen  festen  Punkt  gehen,  so  muss  die  Hyperbel  auf  einer 
Summenspirale  rollen.)    Einem  ebenfalls  von  Merkelbach^  bewiesenen 

1)  Siehe  jedoch  Nr.  31. 

2)  Die  logarithmiBche  Spirale.    Programm.    Breslau  1872.    S.  9. 

8)  De  Tusage  des  figures  de  Tespace  poor  la  däfinition  et  la  transformation 
de  certaines  coarbes.    Joum.  de  Math.  sp^c.  20,  29  (1896). 

4)  Dieser  Name  wnrde  aber  bereits  von  Rouquet  [Nouv.  Ann,  de  Math.  (2)  2, 

498  (1863)]  der  Kurve  w  =  +  f  — ^a*  — w*  —  arc  cos  —  j  beigelegt;  die  letztere  fiihrt 

übrigens  bei  Giard  [Nouv.  Ann,  de  Math.  (2)  1,  76  (1862)]  den  zutreffenderen  Namen 
tractrice  polaire. 

ö)  Über  Rollkurven,  welche  von  einer  Geraden  eingehüllt  werden.    Disser- 
tation.    Marburg  1881.    S.  20  —  22. 
6)  a.  a.  0.  S.  18. 
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allgemeinen  Satz  zufolge  kann  man  hieraus  scWiessen,  dass  umgekehrt 
beim  Bollen  der  Differenzenspirale  auf  der  Hyperbel  der  Pol  der 
ersteren  die  reelle  Axe  der  letzteren  beschreibt;  ein  Resultat,  das 
bereits  früher  von  Purser^)  angegeben  wurde.  (Ebenso  beschreibt  der 
Pol  der  Summenspirale  b^m  Rollen  derselben  auf  einer  Hyperbel  die 
imaginäre  Axe  derselben.) 

Diese  Satze  hängen  mit  den  yon  Kessler  (siehe  die  Einleitung) 
fai  Pseudoeykloiden  gefundenen  zusammen  vermittelst  eines  Theorems 
Ton  Habich*):  Beschreibt  ein  Punkt  m  beim  Rollen  einer  Kurve  A 
auf  einer  Geraden  D  eine  Kurve  C,  so  beschreibt,  wenn  die  Puss- 
punktkurve  von  m  in  Bezug  auf  Ä  auf  der  Kurve  C  rollt,  dieser 
Punkt  die  Gerade  D. 

Die  Summenspirale  wird  femer  beschrieben  von  einem  materiellen 
Pimkt^  welcher  auf  einer  sich  gleichmässig  drehenden  Geraden 
gleitet.«) 

Erwähnenswert  ist  femer  die  inverse  Kurve  der  Summenspirale, 

die  sogenannte  Poinsotsche  Spirale  —  »  aSof  fto»,  welche  als  Spezial- 
fall der  Herpolhodie  und  auch  in  anderem  Zusammenhang  mehrfach 
untersucht  wurde.*) 

Die  inverse  Kurve  der  Differenzenspirale  nennt  Aubry^)  Spirale 
de  Cotes,«) 

13.  Um  über  die  verschiedenen  Gattungen  der  Pseudotrochoiden 
eine  Übersicht  zu  gewinnen,  kann  man,  indem  man  von  der  Grösse 
der  Kurven  absieht,  SiR^rir2  als  homogene  Koordinaten  eines  Punktes 
im  Baume  ansehen.  Diese  müssen  aber  der  Gleichung  7)  genügen. 
Daher  lassen  sich  die  oo'  verschiedenen  Arten  von  Pseudotrochoiden 
den  Punkten  des  Hyperboloids: 

1)  Notes  on  Rolling  Curves.  Quart.  Joum.  of  Math.  7,  129  —  136  (1866)  bes. 
S.  131. 

2)  Snr  lea  louleties.    Math^sis  2,  145—148  (1882). 

S)  Vergl.  z.  B.  Am  Ende:  Über  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf 
einer  rotierenden  Geraden.  Arch  d.  Math.  u.  Phys.  49,  121—185  (1869);  Walton, 
CoUection  of  problems  to  the  Theoretical  Mecbanics.  3.  Aufl.  Cambridge  1876.  S.  253. 

4)  Vergl.  z.B.  Poinsot,  Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps.  Journ.de 
Hath.(l)  16,  9—129(1862)  bes.  8.116— 118.  —  Hirst,  On  equally  attracting 
bodies.  Phil.  Mag.  (4)  13,  306  —  324  (1867)  bes.  8.311.  —  Barbarin,  Note  sur 
Therpolhodie.  Nonv.  Ann.  de  Math.  (8)  4,  538—^566  (1886)  bes.  S.  549.  —  Fouret, 
Sur  nn  mode  de  gän^ration  de  la  spirale  de  Poinsot  Ass.  &an9.  Congr^s  de  Nancy 
15,  86  (1886).  —  Gabreira,  Sur  la  g^om.  des  courbes  transc.  Lisbonne  1896. 
8.31-33.  —  Welsch,  L'Intermfed.  des  Math.  4,  116  (1897).  —  Verallgemeinert 
bei  Moret-Blanc,  Noav.  Ann.  de  Math. (2)  16,  72  (1876). 

5)  Joum.  de  Math.  sp^c.  20  (1896);  vergl.  auch  Hirst  a.  a.  0. 

6)  Dieser  Name  vnrde  aber  bereits  von  Sacchi  (Sulla  geometria  analitica 
deUe  linee  plane.    Pavia  1854  8. 11)  einer  andern  Kurve  mit  der  Gleichung 

gegeben.  u-i  =  a-icosno) 
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7)  2?i»  +  B,«  -  2B^r^  -  2B^r^  «  0 

zuordnen.     Dieses  besitzt  horizontale  Ejreissclinitte  und  kann  erzeugt 
werden   durch   zwei   Ebenenbüschel^   die   ihre  Trager  in  den  Geraden 

haben. 

Der  Ebenenbüschel  i?^  <»  A  J?^  schneidet  die  Erzeugenden  der  einen 
Schar  aus.  Den  Punkten  einer  solchen  Geraden  entsprech^i  die 
Pseudotrochoiden^  für  welche  der  komplexe  Radius  des  festen  Kreises 
dieselbe  Amplitude  hat.  Orenzfälle  sind  A  »  cx)  (Paracykloiden)  und 
A  «=  0  (Hypercykloiden).    A  heisse  der  erste  Index  der  Pseudotrochoide. 

Der  Ebenenbüschel  2?^  = /i(i?2  —  2r2)  (wo  [i  der  zweite  Index 
der  Pseudotrochoide)  schneidet  die  Erzeugenden  der  andern  Schar  aus. 
Bei  allen  Pseudotrochoiden  von  konstantem  Index  /ü  konvergiert  der 
Winkel  zwischen  Tangente  und  Radiusvektor  gegen  denselben  Grenz- 
wert.    Auch  hier  giebt  es  zwei  Grenzfälle: 

a)  /i-0    also  lJi  =  2Jj  =  0,  6offtd  =  l,    ©in/i-ö-^O,      . 

somit  ,  ^  ^ 

i  X  ^  —  ricos-ö"  ] 

43)  {  .^>Ereise  um  den  Ursprunir. 

^  t  y  ■=  —  ^1  sm  6-  J  r      ö 

b)  /«,«oo,    2?i-2ri-0,    B^-2r^^0,    B«2r. 
Mit  fi«-«-^'  wird: 

Hyperbeln   ^-i^  =  l. 

Diese  entsprechen  den  Ellipsen,  welche  bei  den  Trochoiden  für 
12  =  2r  auftreten. 

14.  Es  erhebt  sich  nun  aber  der  Zweifel,  ob  bei  der  Deutung  von 
B^y  B^,  r^,  r^  als  homogene  Koordinaten  eines  Raumpunktes  auch  alle 
möglichen  Kurven  berücksichtigt  sind,  weil  nämlich  die  Behandlung 
von  r,  also  homogenisierende  Veränderliche  die  Annahme  negativer 
Werte  für  diese  Grösse  ausschliesst.  Aber  die  Gleichungen  9)  bleiben 
unverändert,  wenn  in  ihnen  B^  und  r^  ihr  Zeichen  wechseln.  Damit 
ergiebt  sich  auch  für  die  Pseudotrochoiden  eine  doppelte  Erzeugungs- 
weise vermittelst  zweier  Polkreispaare,  wie  sie  für  die  Trochoiden 
bereits  bekannt  ist.'  Ferner  bleiben  aber  die  Gleichungen  9)  auch 
ungeändert,  wenn  in  denselben  die  Grössen  B^,  r^  und  ^  ihr  Vor- 
zeichen ändern  und  die  Koordinaten  x  und  y  in  entgegengesetztem 
Sinn  genommen  werden.  Dasselbe  gilt  bei  Zeichenänderung  von 
B^r^B^r^  und  d:  Diese  Erzeugungsarten  unterscheiden  sich  aber  von 
den   oben  angeftlhrten   materiell  verschiedenen  nur  in  ideeller  Weise. 
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Die  Polkreispaare  sind  dieselben;  denn  ein  Kreis  ändert  sich  nicht, 
wenn  der  Radius  sein  Yorzeichen  wechselt.  Es  darf  aber  nun,  wenn 
man  alle  Pseudotrochoiden  umfassen  will,  nicht  nur  r,,  sondern  auch 
z.B.  2^  als  positiv  angenommen  werden,  so  dass  man  nur  die  Punkte 
des  Hyperboloids   rechts  von    der  (1?,,  ri)-Ebene  zu  berücksichtigen 

braucht.  Je  zwei  zur  Geraden  {      ^      /\  1  symmetrisch  gelegene  Punkte 

des  Hyperboloids  führen  auf  dieselbe  Pseudotrochoide. 

15.  Zur  besseren  Übersicht  projiziert  man  jetzt  das  Hyperboloid 
Tom  unendlich  fernen  Punkte  der  r^-Axe  vertikal  auf  die  (horizontale) 


(RiIQ'lSbene,  Jedem  Punkt  des  Hyperboloids  entspricht  alsdann  ein 
Punkt  der  Ebene;  nur  samtlichen  Punkten  auf  den  Trägem  der  Ebenen- 
büsehel,  also  auf  den  Geraden 


\  iL  =  0  i 


und 


1  J?,-2r8  J 


ist  je  nur  ein  Punkt  0  oder  (0, 0)  resp.  H  oder  (0, 2)  zugeordnet. 
Die  beiden  Geradenscharen  des  Hyperboloids  projizieren  sich  als 
StraUenbfischel  mit  Mittelpunkten  in  0  resp.  H,  Dabei  können  die 
Indices  X  und  (i  einer  Pseudotrochoide  als  Biangularkoordinaten 
des  zugehörigen  Punktes  P  in  der  Ebene  aufgefasst  werden;  es  ist 
nämlich  (siehe  Fig.  1): 
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Die  Paracykloiden  bilden  sich  auf  der  B^-Axe,  die  Hypercykloiden 
in  H  ab.  Die  Punkte  der  Summenspiralen  erfüllen  auf  dem  Hyper- 
boloid eine  Hyperbel^  welche  sich  in  das  Mittenlot  B^  »  1  von  O  und 
H  projiziert.  Dagegen  projiziert  sich  die  Hyperbel  der  DiflFerenzen- 
spiralen  wieder  als  Hyperbel: 

45)  JRi«-i?,*+2JR,r,  =  0 

mit  Scheiteln  H  und  0.  Die  Punkte  der  Kreise  liegen  auf  der 
rj-Axe  und  bilden  sich  im  Punkt  0  ab;  die  Punkte  der  Hyperbeln 
projizieren  sich  dagegen  in  die  Parallele  durch  IT  zur  if^-Axe. 

16.  Aus  36)  folgt,  dass  die  Pseudotrochoiden  reelle  Wendepunkte 
nur  haben  für  a  ^  t>  ^  o 

Dieses  Gebiet  ist  begrenzt  von  der  Geraden  der  Paracykloiden, 
der  Geraden  der  Hyperbeln  und  dem  E[reis 

46)  .      2?i»+2?,«-22?,r,==0.     ' 

Die  zu  den  Punkten  dieses  Kreises  gehörigen  Pseudotrochoiden 
haben  die  beiden  Wendepunkte  im  Scheitel  vereinigt,  besitzen  also 
daselbst  einen  Undulstionspunkt.  Daher  möge  der  Kra«  46)  ün- 
dulationskreis  heissen;  für  die  betreffenden  Kurven  ist  r^  '^O,  d.h. 
der  Radius  des  beweglichen  Kreises  rein  imaginär.  Bei  den  Para- 
cykloiden sind  die  Wendepunkte  ebenfalls  in  der  Spitze,  bei  den 
Hyperbeln  dagegen  im  Unendlichen  verschwunden.^) 

17.  In  dem  Gebiet  der  Punkte,  an  deren  zugeordnete  Kurven 
reelle  Tangenten  vom  Ursprung  gehen,  ist  nach  37)  entweder 

i?2<0, 

oder  -.       ^ 

B^>2r^', 

femer  in  beiden  Fällen: 

JBi«-U;«  +  2i?8r,  >0. 

Das  Gebiet  der  betreffenden  Punkte  liegt  also  zwischen  dei 
Differenzenspiralenhyperbel  einerseits,  der  Paracykloidengeraden  resp 
der  Hyperbelgeraden  anderseits.  Bei  der  Differenzenspiralen  sind  di^ 
Ursprungstangenten  in  die  Scheiteltangente,  bei  den  Paracykloiden  ii 
die  Spitzentangente  zusammengefallen;  bei  den  Hyperbeln  in  di< 
Asymptoten  übergegangen. 

1)  Übrigens  sind  auch  die  Pseudotrochoiden,  for  welche  r^^O,  also  de: 
Radius  des  beweglichen  Kreises  reell  ist,  durch  imaginäre  zusanunenfallend« 
Wendepunkte  ausgezeichnet;  ihnen  entsprechen  die  Punkte  der  unendlich  femei 
Geraden. 


47)     { 
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18.  Endlieh  sind  nach  88)  die  Erammungspunkte  reell,  iretm 
B,*  +  2B,\B,  -  2r,y  +  2B,\B,  -  2r,)(JS,  -  r,) 

+  (B,-2r,)'B,>0 

""^  0<».<2r„ 

also  in  dem  Oebiet  zwischen  der  Paracjkloidengeraden,  der  Hyperbel- 
geraden  und  der  Kurve  vierter  Ordnung: 

+  (l?,-2r,)*Ä, -0. 

Diese  Kurve  ist  ganz  innerhalb  des  ündulationskreises  gelegen 
und  liat  in  H  einen  dreifachen  Punkt  mit  zwei  komplexen  Tangenten. 
Für  die  Punkte  dieser  Kurve  hat  die  Pseudotrochoide  im  Scheitel 
nickt  vier^  sondern  sechs  Punkte  mit  dem  Krümmungskreis  gemein; 
sie  hat  also  einen  Scheitel  dritter  Ordnung. 

(Dass  solche  Punkte^  wie  auch  Undulationspunkte^  bei  Trochoiden 
Torkommen,  ist  nur  von  Onnen^)  bemerkt  worden;  derselbe  beschreibt 
jedoch  den  Undulationspunkt  nicht  genau  und  meint  irrtümlich^  in 
dem  hohem  Scheitel  seien  nur  zwei  Krümmungspunkte  vereinigt.) 

Bei  den  Paracykloiden  sind  die  Krümmungspunkte  im  Ursprung; 
bei  den  Hyperbeln  im  Unendlichen  verschwunden. 

19.  Der  Scheitel  der  Pseudotrochoide  liegt  im  Ursprung  bei  den 
DiSerenzenspiralen;  links  vom  Ursprung  bei  den  Kurven^  deren  zu- 
gehörige Punkte  innerhalb  der  Differenzenspiralenhyperbeln  liegen^ 
sowie  bei  denjenigen  Hypercykloiden,  deren  zugehörige  Punkte  auf 
dem  Hyperboloid  oberhalb  der  (Bj  2?j)-Ebene  liegen;  rechts  vom  Ur- 
sprung bei  den  übrigen  Kurven. 

Die  Kurven  mit  Wendepunkten  und  diejenigen  mit  reellen  Ur- 
spnmgstangenten  sind  gegen  den  Ursprung  zu  konvex  bis  zu  ersteren 
resp.  bis  zu  den  Berührungsptmkten  der  letzteren^  dann  konkav.  Die 
übrigen  Kurven  sind  von  Anfang  an  konkav. 

Das  Krümmmigscentrum  liegt  nie  im  Ursprung  ausser  bei  den 
Kreisen. 

20.  Man  hat  demnach  in  gestaltlicher  Beziehung  folgende  Typen 
Ton  Psendotrochoiden  zu  unterscheiden: 

a)  B,  <  r,. 

Scheitel  links  vom  Ursprung;  Kurve  konkav;  erster  Doppelpunkt 
rechts  vom  Ursprung.  Krümmung  im  Scheitel  Maximum.  Evolute 
beginnt  rechts  vom  Ursprung  mit  einer  gegen  diesen  gerichteten  Spitze; 
im  flbrigen  ist  sie  eine  der  Grundkurve  ähnliche  Doppelspirale 

b)  B,~r, 
Differenzenspiralen. 

1)  Notes  concemant  la  th^orie  des  äquations  essentielles  des  courbes  planes. 
Aichi?e8  nfelandaises  14,  1-76  (1879)  bes.  8.  62—63. 
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Scheitel  im  Ursprung;  Kurve  konkav;  erster  Doppelpunkt  rechts 
vom  Ursprung;  Krümmung  und  Evolute  wie  bei  a).  Figur  2  stellt  die 
DiflFerenzenspirale:  |  o;  «  sin^  ©in^  | 

,  l  y  =  cos  '^  ©in  6-  i 

dar. 


c) 


l  2?,>2r,  / 


Flg.l. 


e) 


Scheitel  rechts  vom  Ursprung;  Kurve  konvex  bis  zum  reellen  Ur- 
sprungstangentenpaar ^  dann  konkav;  der  erste  Doppelpunkt  rechts  vom 
Ursprung;  KJrümmung  und  Evolute  wie  bei  a). 

Hyperbeln;  Scheitel  rechts  vom  Ursprung;  Kurre 
konvex;  Asymptotenpaar  mit  Mittelpunkt  im  Ursprung; 
kein  Doppelpunkt;  Krümmung  und  Evolute  wie  bei  a); 
doch  ist  letztere  keine  Spirale. 

0<J?3<2r,  1 

Scheitel  rechts  vom  Ursprung;  Krümmung  da- 
selbst Maximum;  Kurve  konvex  bis  zum  Wendepunkte- 
paar^  wo  Krümmung  Null  (Minimum),  dann  konkav; 
alsdann  folgt  das  Krümmungspunktepaar '  (Krümmung 
Maximum);  dann  erster  Doppelpunkt  links  vom  Ur^ 
Sprung.  Die  Evolute  hat  eine  Spitze  rechts  vom 
Ursprung  gegen  denselben  gewendet;  dann  Asymptoten- 
paar; sie  erscheint  wieder  links  vom  Ursprung  und 
besitzt  ein  Paar  unsymmetrischer,  der  Kurve  zugewen- 
deter Spitzen;   sie  ist  eine  Doppelspirale: 


f) 


Scheitel  rechts  vom  Ursprung  mit  Undulationspunkt;  Krümmung 
daselbst  Null  (Minimum);  Kurve  konkav;  Krümmungspunktepaai 
(Krümmung  Maximum);  erster  Doppelpunkt  links  vom  Ursprung.  Did 
Evolute  hat  eine  unendlich  ferne  Spitze  mit  der  a;-Axe  als  Tangente] 
kommt  dann  links  vom  Ursprung  herein  und  besitzt  sodann  zwei  un^ 
symmetrische,  gegen  die  Kurve  gerichtete  Spitzen;  sie  ist  eine  Doppel- 
spirale. 

Figur  3  stellt  die  Summenspirale: 

X  »=  cos  d"  Sof  ^ 
y  =  sin  'ö'Gof'ö- 

die  zu  diesem  Typus  gehört,  dar. 
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g) 


0<2?,<2r, 

Scheitel  rechts  vom  Ursprung;  Krümmung  Minimum;  Kurve 
konkav;  Erflmmungspunktepaar  (Krümmung  Maximum);  erster  Doppel- 
punkt links  vom  Ursprung.  Die  Evolute  hat  eine  Spitze  links  vom 
Ursprungs  die  von  der  Kurve  abgewendet  ist;  dann  zwei  derselben 
mgewendeie  unsymmetrische  Spitzen;  sie  ist  eine  Doppelspirale. 

t)  i?,(i?,  +  r,)r,-(i?;r,-O(i?,-2r,)-0. 

Scheitel  dritter  Ordnung  rechts  vom  ürspinng;  Krünmiung  daselbst 
Maximum;  Kurve   konkav;   erster  Doppelpunkt  links  vom  Ursprung. 


Fig.  8. 


Vi«.  4. 


Die  Evolute  hat  links  vom  Ursprung  eine  gegen  die  Kurve  gerichtete 
Spitze;  diese  ist  jedoch  eine  höhere  Singularität,  in  welcher  drei  Spitzen 
mit  zwei  Doppelpunkten  zusammenüedlen.^)    Die  Evolute  ist  eine  Doppel- 
spixale. 
i)  R,{It,  +  r,)r,  -  {B,r,  -  r,')iB,  -  2^  <  0. 

Scheitel  rechts  vom  Ursprung  (Krümmung  Maximum);  Kurve 
konkav;  erster  Doppelpunkt  links  vom  Ursprung;  Evolute  hat  links 
vom  Ursprung  eine  Spitze  und  ist  eine  Doppelspirale. 

1)  IÄ&»  Singularität,  welche  z.  B.  die  Kurve  y^^x^  im  Ursprung  aufweist, 
neimt  Benschle  (PraziB  der  Eurvendisküssion  I,  Stuttgart  18S6,  S. 42)  Rückkehr- 
spitzpunkt 


I 
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Hypercykloiden.  Diejenigen^  fOr  welche  r^  >  0,  haben  dieselbe 
Gestalt  wie  i);  die  Evolute  ist  eine  Paracykloide  mit  Spitze  links  vom 
Ursprung.  Die  Hypercykloiden  mit  r^  >  0  sind  von  denselben  nicht 
verschieden,  obgleich  ihr  Scheitel  links  vom  Ursprung  liegt  (cf.  Nr.  14). 
Figur  4  stellt  die  Hypercykloide: 


dar. 


I  a? «  cos -ö"  (Sof  *  —  sin  ^  ©in  «■  l 
[  y^sin^Sof-^  +  cosdSin*  | 


Kreise  mit  Mittelpunkt  im  Ursprung. 

Paracykloiden;  Anfangspunkt  ist  eine  Spitze  rechts  vom  Ursprung 
diesem  zugekehrt;  die  Spitzentapgente  geht  durch  den  Ursprung;  Kurve 
konkav;  erster  Doppelpunkt  links  vom  Ursprung.  Die  Evolute  ist  eine 
Hypercykloide,  deren  Scheitel  rechts  vom  Ursprung  liegt. 

Figur  5  stellt  die  Paracykloide: 

j  ic  «  cos -^  6of -O"  +  sin -^  ©in  ^ 
^  \  y «sin-ö-Cof^  —  cos*©in^ 

Während  die  Differenzenspiralen  eine  gestaltlich  wohl  differenzierte 
Gruppe  bilden^  gehören  die  Summenspiralen  den  Typen  e)  bis  i)  an. 

21.  Für  die  Paracykloiden  und  Hypercykloiden  treten  in  den  all- 
gemeinen  Formeln  Vereinfachungen  ein. 


Bei  ersteren  ist   X  ^0,  pt^ 


—  r. 


{a;  =  2riCOS'9'(5offi'8'  —  2r,  sin -O*  ©in  ft -ö*  \ 
y  =  2risin^(5of/t'9'  +  2rj  cos -0- ©in  ft  ■d-  J 

49)  u  «=  21^(V  +  r,»)  KofV^  -  Vr 

50)  tg(^~cö)«^l9fi*. 

da;  =  2 -^^^i^cos-O- ©inu^d^ 
rfy  „  2 -^i^^=^^  sin  a- ©in  ft  ^  d  ^, 


51) 


52)  9  =  -ö", 

d.h.  der  Tangentenwinkel  ist  gleich  dem  Parameter.^) 

1)  Ferner  ist  jp  »  r,  @inf»9>  cf.  Grane  N.    Ober  Kurven  mit  gleichart.  bucc 
Developpoiden.    Land  1894  S.  68. 
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Femer 


—  r. 


53)  tgi'—^^li», 

54)  s~-2  *'»+*'«'   (Sofft»/) 

EUmination  von  d  aus  54)  und  55)  giebt: 

56)  r,V-r/^«=4(ri*+r,«)* 

Gleichung  in  esoterischen  Koordinaten. 

Der  Krümmungsradius  der  Evolute  ist: 

57)  p'-   -«(n'+r.V,   5^^ ^  ^.j 

diese  selbst  ist 

II  =-  2riCosdCof  f*d  +  ^^sin  dSittft^ 
«?• 
ly«  2  r^  sin  d  Sof  ft -d* ^  cos  d  @in /x 'd'. 

Der  Krümmungsradius  (Hypercykloide)  der  zweiten  Evolute 
59)  f"^    g(rx'+Or,«  g.j^ ^ ^. 

die  zweite  Evolute  ist  also  wieder  eine  Paracykloide. 

22.  Bei  den  Hypercykloiden  werden  viele  Formeln  illusorisch,  weil 

ir-h: —  die  Form  -r-  annimmt.    Man  kann  aber  diese  GrSsse  durch  die 
ii,~2r,  0 

ihr  gleiche  ^ — -^  ersetzen  und  erhalt  dann  Z  -=  cx>  ft  —  ^ 


60) 


»  =  —  2  rj  cos  *  Cof  ft  *  +  2  f ,  ein  *  ©ttt  (t  * 
y  —  —  2ri8m  *(£of  ft*  —  2r,co8*6mft*, 


63) 


61)  tt  -  2  V(ri»+r,«)SofV*-V» 

62)  tg(*-c)-^5:gft*, 

VI 

rfas-     2-^i^i^sm»(5offt*flla' 

rfy  ».  _  2 -Öili^  cos  *  6of  fl  *  d  *, 

64)  9>-j  +  ^, 

d.L  der  Tangentenwinkel  ist  gleich  dem  um  -^  vermehrten  Parameter; 
letzterer  ist  der  Winkel  zwischen  Normale  und  x-Axe. 

1)  TeigL  Curran  Sharp,  Mess.  of.  Math.  (2)  9,  96  (1880). 

2)  Daher  ^'=  ^^  V'ri  V+ ^Cn'+fjV    c^.  Timmermans,    M^m.   Soc. 
Lnie  182S  S.  68.         *"« 


70) 
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Femer  ist 

65)  tg^-^eotft^, 

66)  s  =  ^^''''+*'''^  ©in  II.  *,0 

67)  Q^-^^i^^^^^^^o\(i». 

Die  Elimination  von  d  aus  66)  und  67)  giebt: 

68)  r^^Q*  -  r,  V  =  4  (r^*  +  r,») 

die  Gleichung  in  esoterischen  Koordinaten. 

Der  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  ist: 

69)  p' «  2»i'  +  r,')r,  g.^ ^ ^, 
diese  selbst  ist: 

I  =  — ^^cos-O-eofftd  +  Zrgsina'Sinft«' 

iy «  —  -^  sin  -d-  ®of  fi  -d-  —  2rg  cos  -d-  ©in  ^  -Ö- 

(Paracykloide). 

Der  Krümmungsradius  der  zweiten  Evolute  ist: 

71)  p"„  i(ü!±!i5ül  ©of  ^  d; 

dieselbe  ist  wieder  eine  Hypercykloide. 

Die  von  Laisant  und  Pirondini  studierte  Paracykloide  und 
Hypercykloide  (siehe  die  Einleitung)  haben  den  zweiten  Index  /*«=!; 
es  sind  die  Figur  5  und  Figur  4  dargestellten  Kurven. 

23.  Die  Differenzen-  und  Summenspiralen  sind  nicht  allein  die 
Fusspunktkurven  der  Paracykloiden  und  Hypercykloiden,  sondern  sie 
haben  noch  eine  weitere  Bedeutung  für  dieselben.  Deutet  man  in 
Gleichung  55)  q  als  Radiusvektor  und  %•  als  Polarwinkel  einer  Kurve^ 
so  ist  letztere  die  sogenannte  Radiale')  der  gegebenen  Paracykloide, 
d.  h.  der  Ort  der  Endpimkte  der  Strecken^  welche  man  von  einem  ge- 
gebenen Punkt  parallel  und  gleich  den  Krümmungsradien  der  gegebenen 
Kurve  abträgt.  Dieselbe  ist  für  die  Paracykloide  eine  Differenzen- 
spirale. Ebenso  folgt  aus  Gleichung  67);  dass  die  Radiale  der  Hyper- 
cykloide eine  Summenspirale  ist. 

24.  Die  Elimination  von  ■9'  aus  61)  und  66)  giebt: 

72)  u'^-:^4^s'+W' 


1)  Yergl.  Gurran  Sharp,  Mass,  of  Math.  (S)  9,  96  (1880). 

2)  Tucker,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.  1  (1866). 
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Auf  dieser  Formel  beruht  die  Erzeugongsweise  von  JueP): 

Es  sei  tt »  ae**"*  die  Gleichung  einer  logarithmischen  Spirale  in 
einer  Ebene.  Dieselbe  sei  die  Basis  eines  Kegels^  dessen .  Spitze  ein 
senkrecht  über  dem  Pol  0  der  Spirale  im  Abstand  h  befindlicher  Punkt 
sei.  Wird  der  Mantel  dieses  Kegels  in  eine  Ebene  abgewickelt,  so 
geht  die  logarithmische  Spirale  in  eine  Hypercykloide  über.  Ist  näm* 
lieh  t«i  der  Badiusvektor  ^  der  Bogen  der  logarithxnischen  Spirale,  so  ist 


s^ 


yi  +  wi« 

m 


«!' 


Ist  femer  s  der  Bogen,  u   der  Radiusvektor  der  Abwickelungs« 
kurve,  so  ist: 

Fig.». 


S  =  5 


1^ 


somit 


u*«V+A', 


u 


2 


wegen  72)  die  Gleichung 
einer  Hypercykloide  mit  der 
Kegelspitse  als  Pol. 

Wollte  man  auf  demselben 
Wege  eine  Paracykloide  er- 
halten, so  müsste  man  die 
Entfernung  h  imaginär  nehmen. 

25.  Die  Wiederholung  des 

Juelschen  Verfahrens,  d.h.  seine 
Anwendung  auf  die  erhaltenen 
Hypercykloiden  liefert  immer 
nur  ähnliche  Hypercykloiden. 
Damit  aber  steht  in  einem 
scheinbaren  Widerspruch,  dass 
die  logarithmische  Spirale,  von 
der  man  ausging,  nicht  zu  den 

anderen  Kurven  ahnlich  ist.  und  doch  ist  auch  sie  es  in  gewissem 
Sinne.  Die  Verwandlung  einer  Kurve  in  eine  ahnliche  besteht  in 
einer  endlichen  Vergrösserung  oder  Verkleinerung  derselben.  Aber 
man  kann  auch  eine  unendliche  Vergrösserung  oder  Verkleinerung  vor- 
nehmen und  erhält  nach  Swellengrebel')  bei  algebraischen  Kurven 

1)  LlntermM.  des  Math.  2,  160  (1896). 

V)  Dementsprechend  findet  GoUignon  (Ass.  fr.  Congr^s  de  la  Bochelle  11, 140 

(1882)  fär  die  cyldischen  Kurven  (courbes  pendolaires)  tt=aVa«"+^* 

3)  Über  die   sich   unendlich   yergrössemden   und   die   sich  unendlich  ver- 
tieinmiden  Kurven.    Arch.  der  Math.  u.  Phys.  16,  419^423  (1861). 

Zeitechzift  f.  Mathematik  n.  Phyiik.  44.  Band.  1899.  8.  n.  8.  Heft  11 
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allerdings  bei  Yergrösserung  die  (etwaigen)  Eurventangenten  im  Ur- 
spmng;  bei  Yerkleinerung  die  Asymptoten.  Bei  transcendenten  Kurven 
erhalt  man  dagegen  durch  dieses  Verfahren  eventuell  Kurven,  so  z.B. 
bei  den  Pseudotrochoiden  durch  Verkleinerung.  Lassen  wir  in  9) 
die  Eonstanten  i^iiJ^r^^i  unendlich  klein  werden,  so  bleibt  x  und 
y    endlich,    wenn    zugleich  d"    gegen    unendlich  konvergiert.      Dann 

darf  (Sofft-O*  und  @tn/X'9'  durch  -^-e^^  ersetzt  werden,  man  erhalt: 


2 
x^[(Bj^-  rjcos -d-  +  (1?, - r,) sin  d]€f^ 
y  «  [(Bj  --  rjsin  ^  -  (JJ,  —  r,) cos#]e^^. 


73) 

daher  , 

«-l/(iJi-rJ»+(iJ,-r,)V* 

und  mit  ^  ^ 

Ei'^r^^^  Ccosy, 

l^«=r,  =«  Csiny, 

o  =»  ■9'  —  y, 

74)  tt==Ce^<«  +  >'), 

also  eine  logarithmische  Spirale. 

Damit  ist  gezeigt,  dass  allgemein  eine  Pseudotrochoide  und  daher 
auch  speziell  eine  Paracykloide  oder  Hypercykloide  zu  einer  logarith- 
mischen Spirale  in  uneigentlichem  Sinne  ähnlich  ist. 

26.  Damit  ist  aber  auch  die  logarithmische  Spirale  als  cyklische 
Kurve  nachgewiesen.  Sie  entsteht  durch  Bollen  unendlich  kleiner 
Ereise  aufeinander.    Nun  entsteht  eine  logarithmische  Spirale 

in  gleicher  Weise  durch  unendliche  Verkleinerung  aus  allen  unendlich 
vielen  Pseudotrochoiden  vom  Index  fi.  Damit  erklärt  sieh  auch  der 
umstand,  dass  in  der  Gleichung  q^ ^  a  +  2bs  +  cs^  die  logarithmische 
Spirale  die  Veimittelung  zwischen  den  Paracykloiden  und  den  Hyper- 
cykloiden  übernimmt,  obgleich  beide  Eurvenklassen  ihre  entsprechenden 
Punkte  auf  zwei  windschiefen,  völlig  getrennten  Geraden  des  Hyper- 
boloids haben. 

Giebt  man  dem  BegriflF  der  Ähnlichkeit  noch  eine  andere  Er- 
weiterung, indem  man  für  das  Ahnlichkeitsverhältnis  imaginäre  Werte 
zulässt,  so  erkennt  man  sofort,  dass  in  diesem  Sinne  die  Paracykloiden 
den  Hypercykloiden  ähnlich  sind.  Ist  nämlich  /*(s,  (>)  «=  0  die  esote- 
rische Gleichung  einer  Eurve,  so  ist  nach  Pirondini*)  fQcs,  kf!)  =  0 
die  Gleichung  einer  dazu  ähnlichen  Eurve.  Aus  einer  Gleichung  von 
der  Form  56)  geht  aber  eine  solche  von  der  Form  68)  hervor,  indem 

1)  Sulla  similitudine  delle  carve.  Annali  di  Mai.  (S)  16,  68—66  (1887) 
bes.  S.  66. 


75) 
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man  5  und  q  je  mit  i  multiplizieri  In  dieaem  Sinne  sind  daher  die 
pseudocjklisclien  Euiren  wie  die  cyUischen  Kurven  bereits  iliren  ersten 
Eyoluten  ähnlicL 

27.  Bei  den  Paracykloiden  ist: 

rc  sin  d  —  y  cos  '6'  —  —  r,  ®  in — -O- 

Da  aber  die  zweite  dieser  Oleiehnngen  die  Ableitung  der  ersten 
nach  ^  isty  so  ist  letztere  die  Oleichnng  der  Tangente  in  der  Ton 
Hiern^)  so  genannten  magischen')  Qestall  Die  Tangente  bildet  den 
Winkel  d  mit  der  x-Axe. 

Die  beiden  zu  den  Tangentenwinkeln  ^  +  a  und  d  —  a  gehörigen 
Tangenten  besitzen  den  Schnittpunkt: 

g .—ü—cos^Uof  5l^  + —Ti—  sin4^@itt^^, 

'  sma  '  r,  C08 «  r,    ' 


76) 


8r,®in^a  *  2r,(Io|^« 


^^5— sindCof^a- 5^2— cosdSin^*. 


Sieht  man  hierin  d  als  veränderlich  an,  so  ergiebt  sich  der  Sats: 
Die  Spitze  eines  auf  einer  Paracykloide  reitenden  Winkels  2a  be- 
sciureibt  eine  Pseudotrochoide,  oder:  Die  isoptische*)  Kurve  einer 
Paracykloide  (und  ebenso  auch  diejenige  einer  HypereyUoide)  ist  eine 
Pseudotrochoide^).  Ist  a  »  0,  so  erhalt  man  die  ursprüngliche  Para- 
cykloide; bei  wachsendem  a  geht  die  Kurve  allmählich  in  eine  Summen- 
spinde  fiber,  dann  in  eine  Hypercykloide,  weiter  in  eine  Differenzen- 
spirale, um  zuletzt  wieder  zu  einer  Paracykloide  zu  werden.  Dabei 
bleibt  der  Index  fi  konstant,  wahrend  l  von  0  bis  oo  und  dann  von 
~c»  bis  0  wächst. 

28.  In  Linienkoordinaten  u,  v   sind   die  Gleichungen  der  Para- 

cjkloiden: 

77)  u:t;:  1  »siu'^:  —  cosd:  2r8©in-^, 
t'j 

diejenigen  der  Hypercykloiden; 

78)  u :  ü :  1  =  cosd  :  sind :  2r^  Cof^d. 
.  fi 

1)  On  the  magical  eqaation  to  a  tangent  of  a  corve.  Quart.  Joam.  of  Math.  6, 
31-38  (1864). 

3)  So  hdest  die  Gleicliaiig  der  Tangente,  wenn  in  derselben  ntur  die  trig. 
Tangens  des  Neigungswinkels  gegen  die  d;*Axe,  nicht  aber  die  Koordinaten  des 
Berährongsponktes  vorkommen. 

3)  Taylor,  Note  of  a  theoiy  of  orthoptic  and  isoptic  loci.  Proc.  of  Lond. 
Boy.  See.  S7, 138—141  (1884). 

4)  Den  entsprechenden  Satz  fdr  Trochoiden  siehe  Chasles,  Aper9u  historique 
«ir  rorigine  et  le  däveloppement  des  m^thodes  en  g^ometrie.  IE.  ^d.  Paris  1876, 
ä  125;  femer  Louchenr,  Nonv.  Ann.  de  Math.  (8)  11,  874—884  (1892). 

11* 
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Daher  ist  die  polarreciproke  Kurve  der  Hypercykloide: 


79) 


X  = 


C0s6' 


»  = 


Radiusvektor  ist: 


u 


Polarwinkel  o  »-  ^y  also: 


u 


2r,  M?^* 
V, 

sin  6^ 

1 

1 

>• 


2r,€4)f  ^« 


d.h.  die  inverse  Kurve  der  Summenspirale  (Poinsotsche  Spirale). 

Dieses  Resultat  steht  im  JSinklaug  mit  einem  bekannten  Satze^), 
nach  welchem  die  polarreciproke  Kurve  einer  Kurve  invers  zur  Fuss- 
punktkurve  derselben  ist. 

29.  Was  die  Singularitäten  der  Pseudotrochoiden  betrifiEt^  so  be- 
sitzen sie  ausser  den  unendlich  vielen  reellen  Doppelpunkten  auf  der 
a;-Axe  noch  unendlich  viele  Komplexe.  Die  Summenspiralen  und 
Differenzenspiralen  haben  den  Ursprung  zum  unendlich  vielfachen  Punkt, 
doch  ist  von  den  unendlich  vielen  Zweigen  bei  den  ersteren  gar  keiner, 
bei  letzteren  ein  einziger  reell.  Die  Paracykloiden  und  Hjpercykloiden 
haben  unendlich  viele  Spitzen,  von  denen  aber  bei  den  ersteren  nur 
eine,  bei  letzteren  gar  keine  reell  ist.  •  Wendepunkte  sind  ebenfalls 
unendlich  viele  vorhanden ,  aber  höchstens  zwei  derselben  sind  reell 
(siehe  Nr.  16);  die  letzteren  können  (mit  einer  Doppeltangente)  zu 
einem  Undulationspunkt  zusammenrücken.  Ausser  unendlich  vielen 
komplexen  Doppeltangenten  giebt  es  deren  unendlich  viele  reelle^  die 
durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  j^-Axe  gehen.  Sie  ergeben  sich 
aus  dx'^Q  also: 

80)  ig^ 


-  »2;9ffd'; 


doch  fahrt  die  Wurzel  ■9'  =  0  derselben  zu  keiner  Doppeltangente. 

30.  Interessant  ist  noch  das  Verhalten  der  Pseudotrochoiden  im 
Unendlichen.  Nach  Ho  Ist  ^)  gehen  die  Trochoiden  durch  die  unend- 
lich  fernen  Kreispunkte,   und  zwar  berühren  in  denselben  die  Hypo- 


1)  YergLz. B.Macken zie,  Tables  of  inversion  and  reclprocation  of  a  curve 
and  its  pedals.    Educational  Times  21,  62—63  (1874). 

2)  Ü^er  algebraische  cykloidische  Kurven.  Archiv  for  math.  og  natorvidensk.  6, 
126  —  162  (1882),  bes.  S.  UO  — Ul. 
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trochoiden  die  unendlich  ferne  Gerade,  die  Epitrochoidai  dagegen  die 
Asymptoten  des  festen  Kreises.  In  Übereinstimmnng  damit  liegen  nach 
Morlej^)  die  Brennpunkte  der  Hypotrochoiden  im  Unendlichen,  die- 
jenigen der  Epitrochoiden  im  Ursprung.  Nun  verhalten  sich  nach 
Nr.  25  die  Pseudotrochoiden  im  Unendlichen  wie  die  logarithmischen 
SpiraIeD;  letztere  aber  berQhren  die  Ereisasymptoten.  Denn  die 
Gleichnng  einer   logarithmischen    Spirale    ist    in   homogenen   Linien-  1 

koordinaten  u,  v.  w:  «    « 

Setzt  man  hierin  t*  «=  1,   t;  —  i,   io^x+  iy,  so  erhalt  man: 

x  +  iy^O, 

also  durch  Nnllsetzen  des  reellen  und  imaginären  Teils  den  Ursprung 
als  Brennpunkt  Somit  schliessen  sich  die  Pseudotrochoiden  in  ihrem 
Yerlialten  gegenüber  den  imendlich  fernen  Ereispunkten  den  Epi- 
trochoiden an.^)  Ein  Unterschied  beider  Eurvenarten  besteht  jedoch 
darin,  dass  die  Pseudotrochoiden  sich  mit  zwei  reellen  Zweigen  der 
nnendlich  fernen  Geraden  asymptotisch  nähern^  ohne  allerdings  die- 
selbe in  einem  reellen  Funkte  zu  erreichen  ^  während  die  Epitrochoiden 
sich  der  unendlich  fernen  Geraden  nur  mit  imaginären  Zweigen 
nahem. 

31.  Schliesslich  sei  noch  bemerkt^  dass  die  Pseudotrochoiden  ein 
Spezialfall  einer  noch  allgemeineren  Eurvenklasse  sind.  Bei  der  Unter- 
suchung von  Trägheitsbahnen  in  einer  rotierenden  Ebene  kommt 
nämlich  Fr.  Both')  auf  Eurven  von  der  allgemeinen  Form: 

{X  =  aef*cos(ßt  +  y)  +  OjC*»' cos  (/J^^  +  y) 
y  =  ae^'sinQS^  +  y)  +  (he'^^Bixiißj^t  +  y). 
Diese  gehen  mit 

x^Q coB(d'  -  A)e^*  +  Q coB(d^  +  X) e-f"^ 
y  —  psin(<^  —  X)€f'^  +  ()sin(^  -  X)e-f^. 

In  dieselbe  Form  kommen  aber  die  Gleichungen  9);  wenn  man 

jBi  —  r^  =  pcosA,    JRj  — Tj^psinA 

setz! 


über  in 


82)  { 


1)  On  the  epicycloid.  American  Joiini.of  Math.  18,  179— 184  (1891)  bes.  S.  180. 

2]  Aach  wenden  die  Epicykloiden  und  Paracykloiden  ihre  Spitzen  dem  ür- 
sprung  zu,  während  dieselben  bei  den  Hypocjkloiden  nach  aussen  gerichtet  sind. 

3)  Über  die  Bahn  eines  freien  Teilchens  auf  einer  sich  gleichmässig  drehen- 
den Scheibe,    ßepertorium  der  Physik  28,  1—22  (1887),  bes.  S.  12. 
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Die  Eurven  81)  nennt  Roth  Ephelix;  er  untersucht  sie  indes 
nicht  naher^  sondern  begnügt  sich  auf  ihre  Yielgestaltigkeit  hin- 
zuweisen. Dagegen  giebt  er  folgende  Entstehungsweise  an:^)  Ein 
Punkt  P  beschreibt  eine  solche  Kurve,  indem  er  sich  mit  gleicher 
Winkelgeschwindigkeit  auf  einer  logarithmischen  Spirale  bewegt^ 
wahrend  der  Pol  dieser  Spirale  ebenfiEdls  mit  gleichförmiger  Winkel- 
geschwindigkeit auf  einer  andern  logarithmischen  Spirale  fortschreitet 
Im  Falle  der  Pseudotrochoiden  sind  beide  Spiralen  gleichwinklige 
Gegenspiralen.  Damit  ist  zugleich  eine  weitere  Lösung  der  Yon 
Oesäro')  gestellten  Aufgabe  hinsichtlich  einer  kinematischen  Er- 
zeugung der  pseudocyklischen  Kurven  gefunden. 

1)  a.  a.  0.  S.  14;  vergl.  auch  Bellavitis  Mem.  Soc.  It.  25 11  808  (1855)  §  194. 

2)  rintenn^d.  des  Math.  1,  163  (1894). 


Eine  DeterminantenformeL 

Von. 

Prof.  Dr.  E.  Schulze 

in  Priedenra  bei  Berlin. 


Im  seclisten  Heft  des  42.  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift  ist  von  mir 
die  Determinante 


^SfikrC^k 


(*,  f*,  r  —  1,  2  . .  .n) 


beliandelt  worden,  auf  welche  Weierstrass  (Göttinger  Nachr.  1884) 
bei  seinen  Untersuchungen  über  komplexe  Zahlen: 

«  —  %  «1  +  a^e^  H h  a^Cn, 

ß^hiBi  +  h^e^-] h  Ken, 

gestossen  ist;  falls  sie  gleich  Null  ist,  verschwindet  das  Produkt  a-ßj 
ohne  dass  einer  seiner  Faktoren  verschwindet.  Ich  habe  in  der  oben 
genannten  Abhandlung  nachgewiesen,  dass,  wenn  wir  a  nicht  als 
bmplexe  Zahl,  sondern  nach  Dedekindscher  Auffassung  (Göttinger 
Nachrichten  1885)  als  n- wertige  Grösse  mit  den  n  Werten  a^,  or^, . . .  a» 
ansehen,  f&r  obige  Determinante,  die  wir  von  jetzt  an  durch  A«  be- 
zeichnen wollen,  die  Formel  gilt: 

1)  Aa  »  Oj  •  ffy*  a, . . .  On. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  sofort  eine  andere  bemerkenswerte: 

2)  Aa.A/J«A.^; 
Denn 

Formel  2)  ist  zur  Berechnung  von  Spezial werten  von  Atf  geeigneter 
als  Formel  1),  und  mit  ihr  wollen  wir  ims  in  diesem  Aufsatz  be- 
seitigen. Ehe  wir  jedoch  Anwendungen  von  ihr  geben,  soll  sie 
nochmals  ohne  Zuhilfenahme  von  Formel  1)  bewiesen  werden,  indem 


{ 
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wir  a  nicht   als   n- wertige   Grösse^  sondern   als  komplexe  Zahl  auf- 
fassen.   Multiplizieren  wir  Aa  und  A^  mit  einander: 


Aa 


2 


(X'kSnkn 


A/J 


^a*««ti    .... 


rn 


^  Org/trl'  »«^^Prg^ril»'  '^.^r^fi 


rn 


^hrSnrl 


^br^nrn 


indem  wir  die  Determinantenformel: 


.A^^  .  • . .Ai^  . ,  ,^ 


In 


■^M  1  •  •  •  -AMiA  •  •  •  "^M 


-A»i  ....  A^] 


Sil   •  •  «Äi  •  •  -Äi 


-ßtti. .  »Sui,.  .B, 


/in 


(7ji . . .  Cii. ..  Ci 


C«ii . . .  CmA.  . .  Cf, 


MM 


Cni       .       .       .      C7, 


MM 


benutzen,  wo  Cui  eine  der  vier  Summen 

^^AuftSlfgf         ^^ÄuptJjfik^         ^A^uSXfty       ^^Aftu-Bf^l 

bedeudet,  und  wählen  wir  für  unsem  Fall  die  zweite  Summe^  so  ist 

Äufi  ^'^akSukfi    und    JB^a  ""^ferf^ri 

zu  setzen,  und  wir  erhalten: 

Cux  ^^akbrCuk/i' «Airi  (*,  r,  /x  -» 1,  2, . . .  n). 
Die  Behauptung: 


Aa-A/J  — Aa^=  Ay  = 


ist  bewiesen,  sobald  sich  zeigen  lässt,  dass: 


2 


</^  ^niA  n 
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oder,  ^wenn  wir  fÖr 

Cui    und    c^  «^g^fcrVtr 
ihre  Werte  einsetzen, 

ist.  Nun  lauten  die  Bedingungsgleichungen,  die  erfüllt  sein  müssen, 
wenn  bei  der  Multiplikation  Yon  a  und  ß  die  gewöhnlichen  Regehi 
der  Multiplikation  ihre  Gültigkeit  behalten  sollen  (vergl.  Dedekind, 
Gottinger  Nachrichten  1885): 

Obige  Summen  stimmen  hiernach  Glied  für  Glied  überein,  sind 
also  gleich,  und  daher  ist 

Unmittelbare  Folgerungen  aus  dieser  Gleichung  sind: 

3)  ^a-^ß'^y  •  •  =  A(a^y...), 

4)  {^a)P  -  A(«P) 

5)  J^-^- 
Die  Determinante         .          i  ^r-i 

ist  im  allgemeinen  von  kompliziertem  Bau,  und  deshalb  sollen  die 
Formeln  2)  bis  5)  nur  für  besonders  einfache  Falle  Anwendimg  finden, 
zunächst  für  den  Fall,  wo  Aa  doppelt  orthosymmetrisch  wird.  Für 
diesen  ist,  wie  ich  in  meiner  vorigen  Abhandlung  gezeigt  habe, 

et  =-  e^*    und   6i"  ■=  1 ; 
schreiben  wir  g  statt  e^^  so  ist: 

6)  a  =»  a^z  +  0»^*+  •  •  •  fl^n^";    ^*  =  1- 

Die  n  Werte  von  a  erhalten  wir,  wenn  wir  in  6)  die  n  n***  Wurzeln 
der  Einheit  für  0  einsetzen. 

Bezeichnen  wir  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

7)  Oi^  +  Ojir^H ha-i»*  — 0 

xnit  z^y  02,  "-Z»,  so  nimmt  tc  die  Form  an: 

Auf  diese  Gleichung  lässt  sich  Formel  3)  anwenden;  es.  ist: 
Ao  «=  Aa,- A(jer--  z^  •  ^{z  —  z^,..{z—  Zn). 
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Weily  wie  unmittelbar  ersichtlich  ist, 

6    0    0  ...a 


8) 


A(a£f  +  6;?*) 


a    b    0...0 


0    .0 


ab 


6»  —  (—  a)«, 


so   finden   wir  für   die   doppelt   orthosymmetrische   Determinante  die 
Formel:         ^  -  „  „ 


9) 


a» 

Ol 


a, 


%^ 


a,«.(l-;gri»)(l-V)---(l-^»*)- 


an— 1    a«— 1  ...  a^a^ 

Diese  Gleichnng  lehrt  den  Wert  der  Determinante  kennen,  sobald 
die  Wurzeln  der  Gleichung  7)  bekannt  sind;  ihre  Ableitung  bildet 
den  Hauptinhalt  des  Aufsatzes  von  Weihrauch  (Bd.  26  dieser  Zeit- 
schrift). Bemerken  will  ich,  dass  der  eingeschlagene  Weg  sich  nicht 
nur  zur  Berechnung  der  doppelt  orthosymmetrischen,  sondern  einer 
ganzen  Gruppe  von  Determinanten  gangbar  zeigt,  nämlich  derer,  für 

welche  a  -  o^ä?  +  0,0*+ •••  anjef",    jF(ä)  -  0 

ist;  F(z)  »  0  bedeute  eine  Gleichung  n^^  Grades  in  Bezug  auf  e.    Ist 

so  erhalten  wir  die  Formel  9).    Ein  zweites  Beispiel  sei: 


+  0* 


g  -1 


0. 


Die  zugehörige  Determinante  habe  ich  in  meiner  Yorigen  Ab- 
handlung  S.  318  angegeben;  für  sie  finden  wir  auf  demselben  W^e 
wie  oben  die  Formel: 


10) 


—  a.    o. — 


Oj- 


«1 


o»— 1 


o»_i  — a,_j  . . .  Oj 

«»—»»—1  •  •  •  «s 
—  o»       . . .  Oj 


Ot —  Ot     ff»  —  a. 


<h 


.  • .  (h— 


Ol 

o» 


Ol  — a« 


(-«.)' 


o»— 1  —  ö»— » 

^„  (i-«,.+i)(i-/,..+i) . . . (i-g..+i) 

WO  «1,  «»,•••>  An  die  Wurzeln  der  Gleichung  7)  sind. 

Ein  spezieller  Fall  der  doppelt  orthosymmetrisohen  Determinante  ist 

A*-*"'  A'"     A'-V  . .  A'""* 


A'^    X''  . 


•         . 


.  y 
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in  welcher  n  +  1  eine  PrimzaU^  X  eine  der  n  +  V^  Wurzeln  der  Ein- 
heit und  r  eine  primitive  Wnrzel  von  n  +  1  sei.  Mit  ihr  haben  sich 
Zehfuss  (Bd.  7  dieser  Zeitschrift)  und  Stern  (Grelle  Bd.  73)  beschäftigt 
und  sind  zu  Resultaten  gekommen,  die  nicht  ganz  übereinstimmen. 
Nach. Zehfuss  ist  A  gleich 

je  nachdem  n  von  der  Form  8m  — 4,  8m,  8m +  2  oder  8m  — 2  ist. 
Nach  Stern  dagegen  ist  A  gleich 

(^)(*»  +  l)'^    oder  gleich    -(-*^).-.(„ +1)"^, 
je  nachdem    n  gleich  4  m  oder  gleich  4m  [+2  ist;    (tttt)   *st    das 
Legendresche  Zeichen  und  Je  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

tnik 

Schon  eine  flüchtige  Betrachtung  zeigt  die  üngenauigkeit  der 
Zehfussschen  Formel;  in  ihr  bleibt  unberücksichtigt,  welcher  unter 
den  n  +  1  Werten  für  A  zu  wählen  ist.    Ist  z.  B.  n  + 1  —  3,  so  liefert 

ie  Zehfusssche  Formel  A  -»  +  i^S.    Da  r  —  2  die  einzige  primitive 

»  Z'—  Z^;  thatsächlich  ist  also 

für    A  -  6  »  . 


Wurzel  ist,  so  ist  A 


tsti 


A  =  -»l/3    für    A«c»      und    A  -  +  ♦]/ 3 
Stern  berücksichtigt  diese  Verschiedenheit;  nach  ihm  ist  A  »  —  ( j  jtl/3 

iL  =::pi}/3^  je  nachdem  k^e^   oder  A=«e'    ist  %ni\ 

Bezeichnen  wir  die  Determinante,  in  welcher  l  den  Wert  Ä*  «  c*+^ 

annimmt,  mit  A<*>,  so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  AW=»  (rxi)  ^^*^  ^^** 
Denn  setzen  wir  i  =  r'*  mod(n  + 1),  so  ist,  da  A*  «  A^*  ist: 


AW« 


(vr""^  (vr...(V) 


*\r»-> 


(V> 


(vr . . .  (vr 


i»^-"  A-f 


•  •  •  A 


—  2 


n— 1 


« (_  iy«(«-i)A<i)—  (—  iy*A(^). 


A«  A^  •     a     •    A« 

und  jede  primitive  Wurzel  r  von  n  +  1  eii^  quadratischer  Nichtrest  ist,  so 
ist  ( -Ti)  ="  ±  1^  jö  nachdem  ft  gerade  oder  ungerade  ist,  folglich  ist 
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Wir    wenden   uns   jetzt  dazu,  den  Wert  von  A<*>  mittelst  der 
Formel  2)  abzuleiten.    Setzen  wir 


a  =  r"~^ « 


+  ^'"-* ;?»+•••+  iTg* ^yj«  A'"- V 


1 

n 


so  ist:  ^ 


«"  — l, 


A/}- 


i'"    X" 


«— 1 


. . .  A»*    K 


.«— 1 


A»*    A»^    A'*...A'- 


«— 1 


.«— 1 


A'* 

A«" 


A«, 


folglich  Ao•A0»(Aa)^    um  Att/)  zu  bilden,  multiplizieren  wir  a 
mit  ß  und  finden: 


« .  ß  "2^,0  A-*-^  A-*'  i5?+^  "2*  ;?*  (  2^  Ui+'^' 


1  \     1 


r) 


k^+**    *  ist   eine   der  n  + 1*^  Wurzeln   der  Einheit ,   etwa  gleich  ip. 
Weil  r  eine  primitive  Wurzel  von  n  + 1  ist,  so  ist 

Diese   Summe    ist  gleich    —  1 ,    ausgenommen    den   Fall   ü^ » 1, 

wof&r  die  Summe  gleich  n  ist;  dieser  Fall  tritt  ein  f&r  t  »  — i  denn 
da,  wie  aus  der  Zahlentheorie  bekannt  ist, 

n 

ri  =  —  1  mod(n  +  1) 

ist,  so  ist  für  r-  5    A^+r—^«  ^i+r^«  AO_i^ 
Hiemach  ist 
«.^«r— jsr  —  jgf«  —  ;af*^— ^-  nje?*—  je^*      «";    ^^  =  1. 

A«/J  «  <a/J)i  •  (a^), . . .  {aß)n 
nach  Formel  1).    Nun  ist 

{aß\ (n  +  1),     (aß%^n+l,    {aß\ (n+ 1); . . .  (a/3)» -1, 

daher  ist  n 

A«/J  =(-l)«(w  +  l)'— 1. 

Wenden  wir  jetzt  die  Formel  2)  an,  so  ist: 

n 

Aaß  -  Ac- A/J  =  (Aa)»=  (-1)»"  (n+l)—». 

Für  n  =  4«t  +  2  ist:  (Aa)» («  +  l)»-i. 

Fürn  =  4m  ist:  (Aa)«  -  +  (n  + 1)—^ 


Von  Prol  Dr.  E.  Schuub. 
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Bisher  ist  A  als  eine  beliebige  m  + 1^  Wurzel  der  Einheit  voraus- 

iitt 

gesetzt;  jetzt  habe  l  den  Wert  X^ »  e"+^y  dann  ist  der  entsprechende 

Wert  A^*)  von  Aa 


«— 1 


ftrn-4m  +  2: 


«—1 


far»  =  4m:  AW-t^.(j|+l)  « 

q  und  e^  sind  entweder  gleich  +1  oder  gleich  -*1.  Um  zu  ent- 
scheiden, welcher  von  beiden  Werten  der  richtige  ist,  wählen  wir 
spezielle  Fällen 

Für  n^2  ergiebt  die  direkte  Berechnung: 


—  —  3i»; 


A''    A** 
€^  ist  also  gleich  —  1  zu  setzen.    Nach  der  Formel 

%    (h    (h     ^ 

Ol*- v+ «8*- V -4000^(04*+ o 


«8     «0      «1      «I 


•    •    •    • 


öl    «»     «s     «0 
finden  wir  fÖr  n  =•  4: 


x^  ir\..»r 


+  5!; 


A»^ .     .     .  A'* 
U  ist  ako  gleich  + 1  zu  setzen. 

Berücksichtigen  wir  noch  die  bereits  bewiesene  Gleichung 

SO  eigiebt  sich  die  mit  der  Sternschen  übereinstimmende  Formel: 


iT 


At  . . .  Aj 


il" 


^r 


«— 1 


In  den  bisherigen  Beispielen  wurden  die  Formeln  2)  und  3)  an- 
gewendet; jetzt  möge  auch  die  Verwendbarkeit  der  Formeln  4)  und  5) 
an  einigen  Beispielen  gezeigt  werden. 

Es  sei  a^bg  +  aO^,  z""  —  1,  so  ist: 

Beachten  wir,  dass  nach  Formel  4)  A(a*""*)  =  (Aa)**— ^  und  nach 
Formel  8)  Aa  =■«*  —  (—  6)»  ist,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  noch 
w  =  n  —  1  setzen: 
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{:y    Gy-'^ {z.y^-' 


(7)a-- 


C)^ 

Für  a  >  6  - 1  ist: 

C)  (!)  O-C) 

C)  (:)  (T)  •••(»-.) 
(T)  (")■■■•  (") 


©" 


B.  2^ 


-0 


m  gerade 

*  je  nachdem  ist. 

m  ungerade 


In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  der  Wert  folgender  Determinante 
angeben  y  die  einen  besonderen  Fall  der  in  Formel  10)  angegebenen 
einfach  orthosymmetrischen  Determinante  darstellt: 


<•-»[(:)»-(:)»] -(:>• 

■"  ~"  \  a  +  b  / 

Für  a  —  6  —  1  ist: 

C)       -C)    [Ö-(T)] ■•■[(»",) -(.".)] 


[(:)-(:)] 


-(:) 


« 

-0 

je 

nach- . 

-1 

dem 

i 

mff 


mu3 


Formel  5)  lasst  sich  in  folgenden  Beispielen  verwenden: 
Es  sei  a  — ajßf  +  aV+ aVn F  a^jer»,  je?»  — 1=0,  so  ist 

(1  — a»)£f» 


CK 


und  daher  nach  Formel  5): 


Aa» 


l  —  ae 

A(l—a»)jP'» 
A(l-aj8r) 


Von  Prof.  Dr.  E.  Schul». 

Mit  BenuiEung  Ton  Formel  8)  finden  wir: 
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Ö» 

a» 

— 1 

•  ■ 

.a» 

a 

a 

a» 

•    • 

•        • 

a* 

a»- 

-1 

• 

• 

•     • 
■    • 

•  • 

•  • 

• 

-  (1  -  a^y-K 


Ebenso  erhalten  wir  fttr  a  —  aje?  +  a}z^'\ |-a»jj"     ü^^""^ 


a 


—  a" 


. . .  a^—a* 


i»— 1  —  /jrm — 9 


r^-0, 


V     *•;      (l~a-)(l-a»+i)  • 


a"   ^  —  a»~"- —  a* 

Ist   a  — l  +  2a0  +  3aVH 1- «a'-^j?»-!,  jer»— 1— 0,   so  lasst 

sich  a  in  die   Form  bringen: 

n.g^+ijg  ^  [(n  +  l)a''  ^  1]  .jg» 
'^  ^  (1  -  agy 


und  daher  ist: 

1  2  a    3a*...na— 1 

»a"— ^      1        2a     .    .    . 


I    2a 
Für  a 


3a^ 


(l-(»+l)a«)m-(.~na*4-i)'« 
""  (l-a»)« 


wir 


1    nimmt  die  Determinante  den  Wert  ^  an;   bestimmen 
den  bekannten  Begehi,  so  finden  wir 
1     2    3...n 


n 


1    2...n-l 
o  •     •     .     •    1 


/         \«— t      ♦*  +  ! 
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Zur  Bestimmung  der  Axe  der  Schranbnng,  dnreli  die  ein 
starrer  Körper  ans  einer  gegebenen  Lage  in  eine  zweite 

gebracht  werden  kann. 

Von  B.  Mjdhmke  in  Stnttgaxt. 

Der  umstand,  dass  noch  in  neaeren  Lehrbüchern,  z.B.  dem  der  dar- 
stellenden Geometrie  von  Bohn  nnd  Papperitz  (2. Bd.  S.  80,  1896),  für 
die  in  der  Überschrift  genannte  Aufgabe  nnnötig  yerwickelte  Lösungen  ge- 
geben werden,  veranlasst  mich  an  eine  JSonstroktion  zu  erinnern,  die  ich 
1883  im  „Civilingenieur^^,  einer  allerdings  yon  Mathematikern  wenig  ge- 
lesenen und  jetzt  eingegangenen  Zeitschrift,  mitgeteilt  habe. 

Ist  ahc  ein  dem  Körper  angehöriges  Dreieck  in  seiner  ersten  Lage, 
a^hiC^  dasselbe  Dreieck  in  der  zweiten  Lage,  und  werden  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  0  drei  Strecken  oo,)  oh^^  oc^  beziehentlich  von  gleicher 
Länge  und  Eichtung  mit  den  Strecken  acL^^  h\^  c(^  gezogen,  so  giebt 
bekanntlich  das  von  o  auf  die  Ebene  c^h^c^  gefällte  Lot,  dessen  Fuss- 
punkt  JP2  heissen  möge,  die  Richtung  der  gesuchten  Schraubenaze  an. 
Soweit  stimmen  die  meisten  Lösungen  überein.  Um  die  Lage  der  Axe  zu 
finden,  genügt  es  nun,  in  der  Ebene  von  ahc  den  Punkt  Py  oder  in  der 
Ebene  von  o^^^q  den  Punkt  p^  so  zu  bestimmen',  dass  er  mit  ahc  bezw. 
aj^h^c^  ein  zu  agh2C^Pi  affines  Viereck  bildet.*  Diese  Punkte  sind  nämlich 
die  Spuren  der  Axe  mit  den  Ebenen  von  ahc  und  a^hiCi. 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  die  Centralaze  des  Geschwindigkeits- 
systems eines  stazren  Körpers,  wenn  die  Geschwindigkeiten  dreier  Punkte 
desselben  nach  Länge  und  Eichtung  gegeben  sind. 

Es  beruht  diese  Konstruktion  auf  dem  a.  a.  0.  S.  491  von  mir  in 
anderer  Form  aufgestellten,  in  der  Kinematik  oft  recht  nützlichen  Satze: 
Trägt  man  von  einem  und  demselben  Punkte  Strecken  ab,  die  den  Strecken 
von  den  Punkten  eines  Systems  £  nach  den  entsprechenden  Punkten  eines 
mit  letzterem  a£&nen  Systems  2J^  nach  Länge  und  Eichtung  gleich  sind,  so 
bilden  deren  Endpunkte  ein  ebenfalls  mit  £  afänes  System  S^** 

*  Eine  mit  Probe  verbundene  Aasfühnmg  besteht  z.  B.  darin,  dass  man 
durch  die  Ecken  des  Dreiecks  ahc  bezw.  0^6,  c^  Transversalen  zieht,  welche  die 
gegenüberliegenden  Seiten  in  denselben  Verhältnissen  teilen,  in  denen  die  ent- 
sprechenden Seiten  von  a^h^c^  durch  die  nach  p^  gezogenen  Ecktransversalen  des 
letzteren  Dreiecks  geteilt .  werden.  Die  ei^stgenannten  Transversalen  schneiden 
sich  in  p  bezw.  p^ . 

**  Es  artet  Z^  in  ein  ebenes  System  oder  einen  Punkt  aus,  wenn  S  und  ^ 
(direkt-) kongruente  räumliche  Systeme  sind.  Herr  Lüroth  macht  mich  darauf 
aufinerksam,  dass  nach  Carl  Neumann,  Math.  Ann.  Bd.  1 ,  S.  207,  2^  entweder 
wieder  ein  räumliches  System  ist  oder  in  eine  gerade  Punktreihe  ausartet,  wenn 
2  und  2^j  symmetrische  (invers- kongruente)  räumliche  Systeme  sind.  In  seiner 
Arbeit  im  letzten  Bande  dieser  Zeitschrift  S.  248  flg.  betrachtet  Herr  Lüroth 
für  den  Fall,  dass  Z  und  2^  kongruent  oder  symmetrisch  sind,  das  (übrigens 
auch  zu  Z  affine)  System  £m,  gebildet  aus  den  Mittelpunkten  der  Yerbindung-s- 
strecken  entsprechender  Punkte  von  £  und  I^ ;  bei  diesem  Systeme  ist  es  nach 
Herrn  Lüroth 's  Ergebnissen  gerade  umgekehrt,  wie  bei  £^. 
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Dynamik  der  Kurbelgetriebe. 

Von 

Prof.  Dr.  Hans  Lorenz 

in  Halle  ».  S. 


7.  Die    Bewegungen    im   Balanciergetriebe.     Schon   in   der 
V^orb^merkong  wurde   hervorgehoben;    dass   das  Balanciergetriebe   in 
seiner    Bedeattmg  weit    hinter   dem    einfacheren    Schubknrbelgetriebe 
mrücktritt.     Seine  praktische  Verwendung  beschränkt  sich  z.  Z.  auf  die 
Termitielung   des  Antriebes   entweder  unterirdischer  vertikalstehender 
Pampeii     (sogenannter    Schachtpumpen)     durch     obertags    befindliche 
Baixipfcylinder;  wobei   man   das   ganze   System   als   eine   oberirdische 
Wasserhaltung  zu  bezeichnen  pflegt,  oder  Yon  Eondensatorpumpen  und 
Steuenmgsorganen   an   stationären   Dampfmaschinen.     Die  bis   in   die 
Mitte  des  Jahrhimderts  häufige  Anwendung  dieses  Oetriebes  zur  Energie- 
übertragung vom  Dampfcylinder  auf  die  Kurbelwelle  meist  unter  Ein- 
schaltang  eines  sogenannten  Lenkers  zur  OeradfQhrung   der   Kolben- 
stange (nach  der  Anwendung  von  James  Watt)  ist  infolge  des  Über- 
ganges zu  schnellgehenden  Maschinen  yollständig  ausser  Gebrauch  ge- 
kommen.   Während   nun   die   Verbindung   des   einen  Endpunktes   des 
Balaneiers  mit  dem  Gleitstück  des  treibenden  oder  auch  angetriebenen 
Kolbens  bezw.  Schiebers  jetzt   fast   ausschliesslich   durch  eine  Schub- 
stange hei^esteUt  wird,  so  kann  doch  das  andere  Ende  mit  der  Kurbel 
ausser  auf  demselben  Wege  auch  indireckt,  und  zwar  vermittelst  eines 
am  Ejreuzkopf  oder  sonst  einem  Punkte  der  Kolbenstange  eines  anderen 
6etriel>es   drehbar  angebrachten  Hebels  yerbunden  werden.     Alsdann 
^ben  wir  es  mit  zwei  durch  den  Balancier  yerbundenen  Gleitstücken 
^  thun,  Ton  denen  das  eine  z.B.  zugleich  einem  Schubkurbelgetriebe 
^^igehOrl 

Daraus  geht  aber  hervor,  dass  wir  jedes  der  praktisch  vor- 
kommenden Balanciergetriebe  in  zwei  Mechanismen  auflösen  können,  die 
^^ör  Bich.  nur  Verallgemeinerungen  des  gewöhnlichen,  schon  oben  be- 
^^^laehteten  Schubkurbelgetriebes  darstellen.  Ersetzen  wir  nämlich  in 
^^^mselben   die    geradlinige    Bewegung    der    Gleitstückes    durch    eine 
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schwingende  um  den  Punkt  P,  so  erhalten  wir  das  in  Fig.  20  dar- 
gestellte Getriebe^  welches  offenbar  identisch  ist  mit  der  linken  Seite 
des  in  Fig.  3  skizzierten  Mechanismus.  Ebenso  ergiebt  sich^  durch 
Vergrösserung  des  Kurbelradius  im  Verhältnis  zur  Schubstange  und 
Verlegung  der  Bewegungsrichtung  des  Gleitstückes  aus  dem  Schub- 
kurbelgetriebe die  durch  Fig.  21  dargestellte  und  mit  der  rechten 
Seite  von  Fig.  3  identische  Form.  Die  Verbindung  beider  Getriebe 
durch  starre  Verknüpfung  von  EP  in  Fig.  20  mit  Pi^  in  Fig.  21  kann 
übrigens  in  einem  beliebigen;  dem  praktischen  Bedürfiiisse  angepassten 
Winkel  geschehen,  sodass  durchaus  nicht  die  drei  Punkte  E^  P  und  F 


•^-^ 


Fig.  90. 


Fig21. 


^-9 


^P     P<J*i 


in  einer  Geraden  zu  liegen  brauchen.  Auf  die  später  zu  betrachtenden; 
Komponenten  der  Massendrücke  hat  natürlich  dieser  Winkel  einen 
nicht  unerheblichen  Einfluss. 

Wir  gehen  zunächst  über  zur  Ermittelung  der  Bewegungsgesetze 
der  beiden  Mechanismen  Fig.  20  und  21  und  bezeichnen  den  horizonn 
talen  Abstand  des  Balancierdrehpunktes  P  von  der  Mitte  der  Kurbel- 
welle in  Fig.  20  mit  e^,  von  der  Gleitbahn  in  Fig.  21  mit  Cj,  die  Lange 
der  beiben  Hebelarme  bezw.  mit  b^  und  ftg  sowie  den  Vertikalabstand 
des  Punktes  P  von  0  bezw.  der  Hubmitte  des  Gleitstückes  C  mit  c^ 
und  Cg.  Die  beiden  Schubstangen  haben  die  Länge  l^  und  Z^,  ihi 
gemeinsamer  Ausschlagwinkel  aus  der  Mittellage  sei  ^.  Der  Kurbel 
radius  sei  wieder  r,  der  Ausschlagswinkel  gegen  die  Vertikale,  welche 
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hier  indesBen  nicht  die  Totlage  su  bezeichnen  braucht,  9^  ebenso  sei 
in  Fig.  21  positiv  nach  unten  gerechnet  die  Entfernung  des  Gleit- 
Stackes  C  aus  seiner  Mittellage.  Bezeichnen  wir  femer  mit  ß^  und  ß^ 
die  veränderlichen  Ausschlagswinkel  der  Schubstangen  gegen  die  Yerti- 
bileii;  80  erhalten  wir  f&r  das  Oetriebe  Fig.  20  die  Gleichungen 

77)  hj^siaif  +  Ci^r  cos  g)  +  Ij^cosß^y 

78)  l'ismßi  —  rsinf)  +  (e^  —  6iCos^). 

Da  nun  die  weitere  Verfolgung  dieser  allgemein  giltigen  Gleich- 
ungen auf  sehr  grosse  analytisdie  Schwierigkeiten  stosst;  welche  über- 
dies in  keinem  Verhältnis  zur  Bedeutung  dieser  Getriebegattung  steht, 
so  wollen  wir  sogleich  die  der  Praxis  entsprechenden  Annahmen 
machen,  dass  einerseits  sowohl  der  Hebelarm  b,  wie  auch  die  Schub- 
stange l  sehr  bng  im  Verhältnis  zum  Kurbelradius  ausfallen,  während 
andererseits  der  Abstand  e^  nur  wenig  von  der  Armlänge  h^  sich  unter- 
scheidet. Dies  hat  zur  Folge,  dass  der  Tom  Punkte  E  beschriebene 
Bogen  ziemlich  flach  und  die  horizontale  Abweichung  desselben  von 
der  Vertikalen  durch  0,  die  wir  der  Kürze  halber 

79)  Cj  — fticos^  — y 

setzen  wollen,  sehr  klein  ausfallt.    Mit  dieser  Abkürzung  folgt  aus  78) 


80)  cos/Ji « j/l  -  ^  J  sin  9)  +  j-y 


oder,  wenn   wir   den  Wurzelausdruck   in  einer  Reihe  entwickeln  und 
die  höheren  Potenzen  der  Klammer  wie  in  §  1  vernachlässigen, 


80a)  cosft  - 1  - 1  (^  sin  9  +  -^)'. 


Eine  weitere  Vernachlässigung  ergiebt  sich  hierin  noch  durch  die 
Kleinheit  yon  y  gegen  2^,  sodass  wir  genügend  genau  haben 

80b)  cos/Ji  —  1  —  ~  y-j  sin*  g?  —  y^  sin  g?. 

*    n  h 

Die  Abweichung  y  lässt  sich  weiterhin  in  erster  Annäherung  da- 
durch bestimmen,  dass  man  in  77)  l^cosß^'^  c^  setzt,  woraus 

&<sin^  — '  rcosqp, 

also 

81)  cos^  —  1/  1  — v^cosV  -=  1— -  gT-i^s^y 

folgt.    Damit  aber  wird  aus  79)  angenähert 

79a)       y^€i-b^+  I5  cosV  =  ^i" *i  +  "^  -  ^ sin^gp 
und  schliesslich  aus  80b) 
80c)        {    co8Ä  =  l-.i^sinV-^(ci-6i+^)sini)p 
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Hierin  yerschwindet  das  mit  sin  9  behaftete  Glied,  wenn 

82)  ei-6i+^«0 

wird,  woraus  wir  zweckmässig  die  Länge  des  Hebelarmes  b^  bei  ge- 
gebenem 61  und  r  bestimmen.  Führen  wir  den  so  vereinfachten  Aus- 
druck 80c)  in  Gleichung  77)  ein  und  setzen  femer 

83)  k  -  Ci; 

so  erhalten  wir  als  hinreichend  genaue  Näherungsgleichung  für  die 
Abhängigkeit  des  Ausschwingungswinkels  t  des  Balanciers 
von  Kurbelwinkel  <p 

84)  sin  V'  —  ^  Tcosy  —  2  I"  ^^^^  +  IFT ^^^Vj- 

Diese  Formel,  deren  Giltigkeit,  wie  besonders  hervorgehoben 
werden  muss,  durch  die  beiden  die  Hauptdimensionen  des  Getriebes 
bestimmenden  Gleichungen  82)  und  83)  beschränkt  ist,  unterscheidet  sich 
in  ihrem  Aufbau  von  der  für  das  einfache  Schubkurbelgetriebe  auf- 
gestellten Ic)  nur  durch  das  Hinzutreten  eines  mit  sin' 9)  behafteten 
Gliedes;  um  die  Bewegung  eines  beliebigen  Punktes  des  Balanciers 
durch  dieselbe  auszudrücken,  hat  man  sie  nur  beidseitig  mit  dem  Ab- 
stände Zq  zu  derselben  vom  Drehpunkte  P  zu  multiplizieren. 

Die  Geschwindigkeit  eines  solchen  Punktes  in  vertikaler, 
bezw.  horizontaler  Richtung  ergiebt   sich  demnach  unter  Einführung 

der  Winkelgeschwindigkeit  3?  ==  «    einfach  aus 

85)  Wx'^  is^Bcostl;'  ^    und    Wy  =  —  jer^«sm^^- 
Die  erste  dieser  beiden  Formeln  ergiebt  mit  84) 

86)  «<;,  —  —  ÜQ^  i  8mq)fl+jQ0sq) ^J^    sin2yj. 

Für  die  Auswertung  der  zweiten  Formel  85)  wollen  wir  uns,  da  die 
Horizontalbewegungen  der  einzelnen  Balancierpunkte  nicht  nur  sehr 
klein,  sondern  auch  von  sehr  untergeordneter  Bedeutung  für  unsere 
weiteren  Untersuchungen  sind,  mit  der  Differentiation  der  (allerdings 
sehr  rohen)  Annäherung  81)  begnügen  und  erhalten  somit 

87)  tc?y  =  -^-j-£sin29 

einen  Betrag  von  derselben  Ordnung,  wie  das  dritte  Glied  der  Klammer 
in  Gleichung  86). 

Durch  weitere  Differentiation  folgen  hieraus  die  Beschleunigungen 
und  zwar  zunächst 


88) 
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Aus  87)  erhalten  wir  dagegen  die  andere  Be8chleiinigung8- 
komponeDte  zu 

Das  Bewegungsgesetz  der  einzelnen  Punkte  der  Schub- 
stange im  Abstände  ^  Tom  Balancierende  E  ergiebt  sich,  wenn  wir 
die  momentane  Auslenkung  eines  solchen  Punktes  aus  der  Vertikalen 
durch  0  mit  y'  und  die  zugehörige,  ebenfalls  auf  0  bezogene  Abscisse 
mit  af  bezeiclmeU;  aus  den  Gleichungen 

90)  af'^r  cos  g>  +  (?i  —  ff)  cos/Ji 

91)  y'—  e'  sin/Jj^  ^  (^  ~  ^i  ^^  ^)- 

Ersetzen  wir  in  diesen  Formeln  cos/)^  durch  den  Aimäherungs- 
wert  80  c)  unter  Berücksichtigung  Ton  82)  und  83) ,  sowie  sin  ßi 
mit  Hilfe  Ton  Gleichung  78),  so  haben  wir 

90a)         ic'—  rcosy  +  {li-^ll-'-YjSUi^q)  +  ^^sinV), 

91a)         y«=-y^sin9  — -^^(^i  — fticos^). 

Man  erkennt,  dass  auch  diese  Formeln  sich  Ton  6)  bezw.  6  a)  und 
7],  welche  für  die  Stangenbewegung  des  gewöhnlichen  Schubkurbel- 
getriebes galten,  und  durch  je  ein  hinzutretendes  Glied  unterscheiden. 
Gleichung  91a)  kann  überdies,  der  Kleinheit  der  hierdurch  aus- 
gedrückten Bewegungen  entsprechend,  noch  durch  die  schon  benützte 
Annaherungsformel  81)  vereinfacht  werden.  Wir  erhalten  alsdann,  in- 
dem wir  noch  82)  berücksichtigen, 

91b)  y'«^8ing?-f  ^^^sinV 

Die  Geschwindigkeitskomponenten  der  einzelnen  Schub- 
stangenpunkte sind  dann 

92)  ^«-r5sin<)p{l+^  j(co8()P-|^sin2?p)) 


^^)      ^^'''{V''''f'  +  ^  k  ^'"^  ^^)- 


Für  /  »  0  stimmen  diese  Formeln  mit  den  entsprechenden  für  den 
Balancierendpunkt  E,  welche  sich  aus  86)  bezw.  87)  mit  Zq  »  b^  er- 
geben,  naturgemäss  überein.  Dasselbe  gilt  natürlich  auch  von  den 
entsprechenden  Beschleunigungskomponenten,  welche  für  die 
Schubstangenpunkte  aus  92)  und  93)  sich  ergeben. 


94) 


1Q2  Dynamik  der  Kurbelgetriebe. 

ät 


=  —  r5*|cos9)  +S--  f-cos29  +  -g  %-r  r  (sing?  —  SsinSg?)! 


I 
I 

Aus  der  ganzen  vorstehenden  Entwickelung  ergeben  sicli  mithin 
Formeln  für  das  Balanciergetriebe  Fig.  20^  welche  sich  von  denjenigen 
des  einfachen  Schubkurbelgetriebes  nur  durch  je  ein  Zusatzglied  mit 
dem  Hebelarm  b^  im  Nenner  unterscheiden«  Ist  dieser  Hebelarm 
ebenso  wie  die  Schubstangenlänge  l^  gross  gegen  den  Eurbelradius^  so 
wird  man  auch  dieses  Zusatzglied  unbedenklich  yemachlässigen  können. 
Dies  trifft  u.a.  zu  für  die  Balanciers  der  Wasserhaltungsmaschinen, 
nicht  aber  fQr  die  zum  Antrieb  Ton  Kondensationsluftpumpen  an 
stationären  oder  Schiffsdampfinaschinen  gebräuchlichen  Doppelhebel. 

Wir  gehen  nunmehr  über  zu  dem  in  Fig.  21  dargestellten  Getriebe, 
welches  die  Verbindung  des  Balanciers  mit  einer  Geradführung  durch 
eine  Schubstange  l^  darstellt,  und  wollen  sogleich  die  Bewegung  der 
einzelnen  Schubstangenpunkte  untersuchen^  aus  der  sich  dann  die- 
jenige des  Gleitstückes  C  ohne  weiteres  ergeben  muss.  Zu  diesem 
Zwecke  bezeichnen  wir  mit  o?"  die  momentane  Entfernung  eines  Schub- 
stangenpunktes (mit  dem  Abstände  2  Ton  C)  von  der  Mittellage  des 
Hebels  b^  und  mit  y'^  seinen  Abstand  von  der  Bewegungsrichtung  des 
Gleitstückes.  Alsdann  ergiebt  sich  mit  Hilfe  unserer  schon  oben  er- 
klärten Bezeichnungen 

96)  a/'—  6,  sin*  +  (h  —  ^')  cosft 

97)  f/'-  ftg  cos*  -  ej  -  (Za  -  0'')  sinft  -  /'  sinft. 
Für  y'«0  wird  auch  j/'— 0,  also  ist 

98)  li  sin/Sg »  &2  ^^  ^  "*  ^2 
und  daraus  angenähert 

99)  CO8/J2  «=  1  —  2  pj  (62  cos  *  —  e^y. 

Setzen  wir  nunmehr  voraus ,  dass  unser  Getriebe  mit  dem  vorhin 
betrachteten  durch  den  Balancier  fest  verbunden  ist,  so  ist  der  Winkel 
*  beiden  gemeinsam  und  die  oben  ermittelte  Abhängigkeit  desselben 
vom  Kurbelwinkel  9  in  unsere  neuen  Formeln  einzuführen.  Wir  können 
darum  auch  hier  wieder  von  der  Annäherung  81)  Gebrauch  machen 
und  haben  somit 
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Wahlen  wir  analog  82)  den  Abstand  e^  der  Bew^ungsrichtnng 
des  Gleitstflckes  Tom  Balaneierdrehpunkte  so^  dass 

100)  6,(l_^)-^ 

wird^  so  veremfacht  sich  unsere  Gleichung  99  a)  in 
99b)  C08ft-l-i|^^8inV 

Mit  dieser  Annäherung,  die  übrigens  in  den  meisten  praktischen 
Fallen  unmittelbar  durch  cos/$2»-l  ersetzt  werden  kann,  sowie  durch 
Elimination  des  Winkels  ^  mit  Hilfe  der  Gleichung  84)  bezw.  81) 
gehen  dann  unsere  Formeln  96)  und  97)  über  in 

96a)      h"-''^^*'"''+  I  {  ""*''+  ä^«^'»*) 
I      +(?,-/')  (l-i 's  ;>inV) 

Die  Giltigkeit  dieser  Formeln  ist  übrigens,  wie  ausdrücklicli  noch 
betont  werden  muss,  an  die  beiden  Bedingungen  82)  und  100)  f&r  die 
Abstände  e^  und  e^  geknüpft;  indessen  lassen  sich  dieselben  stets  allen 
praktischen  Anforderungen  anpassen.  Für  ;8r"—  0  folgt  aus  96a)  die 
Bewegung  des  Gleitstückes  C,  für  welches  naturgemäss  in  allen 
Lagen  y '  yerschwinden  muss. 

Die  Geschwindigkeitskomponenten  der  einzelnen  Schub- 
stangenpunkte sind  nunmehr,  wenn  wir  die  mit  r^:&/  behafteten 
Glieder  Yemaehlassigen: 

102)        ^^^^,sm2q> 
und  die  Beschleunigungskomponenten 

103) 


^=  — r£*r^  |cos97+  £cos29+ g  ^  (siny  —  3sin29?)| 
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Keben  dem  TorBtehend  untersuchten  Oetriebe  wird,  wie  achon  im 
Eingang  zu  diesem  Paragraph  erwähnt,  insbesondere  zum  Antriebe  der 
Kondensatorlnftpumpenvon  SchifTsmaechinen  noch  eine  Anwendung  häufig 
getroffen,  welche  in  Fig.  22  skizziert  ist.  Hier  ist  der  Baluicier,  um 
eine  besondere  Kurbel  zu  ersparen,  durch  eine  kurze  Schubstange  I, 
unmittelbar  mit  dem  Kreuzkopf  (Gleitstück)  eines  der  Dampf- 
maschinengetriebe  verknUpft,  wahrend  der  Rest  ebenso  angeordnet  ist 
wie  in  Fig.  31.  Die  Bew^ungsrichtuDg  des  zweiten  GleitetQckes  (des 
Luftpumpenkolbens)  ist  hierbei  stets  parallel  und  entgegengesetzt  der- 
jenigen des  erwähnten  Kreuzkopfes.    Da  dessen  Bewegungsgesetz  schon 

Flg.ll 


im  §  1  festgelegt  worden  ist,  so  haben  wir  zunächst  die  Abhängig- 
keit der  Bewegung  des  andern  Oleitstflckes  von  derjenigen  des  Kreuz- 
kopfes zu  ermitteln:  Es  sei  x,  der  momentane  Abstand  des  treibenden 
Gleitstückes  A  von  der  Mittellage  des  Balanciers,  x^  derjenige  des  ge- 
triebenen Oleitstückes  B\  die  entsprechenden  Scbubstangenlängen  seien  I, 
und  l^,  die  momentanen  Äusschlagswinkel  derselben  g^en  die  Bewegungs- 
richtungen der  Gleitstücke  ß^  und  ^j;  die  Hebelarme  des  Balanciers 
wieder  6,  und  6j  und  schliesslich  i>  der  Ausschlagswinkel  desselben  aw 
seiner  Mittellage.     Dann  haben  wir  sofort 


106) 

106) 

und  daraus 

107) 


-  =  sin^  +  ^coa^j 
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Bei  der  Eleinheit  der  Winkel  ß^  und  ß^  dürfen  wir  wieder  setzen 

cos/J  -«  1  —  Y  ^^^ß 
und  da  andererseits 
108)  Zsin/J  — fccos^  —  c, 

so  folgt 

COS/J  «  1  -  2  (yCOS*  -  TJ  --  1  -  2  l^ii^®^  ■-  IT- cos*  +  jjj 

oder  mit  der  Annäherung 

cos*  «=1  — —  sin**, 

Fflhren  wir  diese  Nahenmgsformel  in  107)  ein,  so  geht  diese 
Gleichung  Ober  in 


110) 


Nunmehr  können  wir  die  Entfernungen  e  der  beiden  Bewegungs- 
lichtungen  der  Gleitstücke  vom  Drehpunkte  P  des  Balanciers  so 
dimensionieren,  dass 

111)  ^^  -  -^i^ 

wird  und  damit  verschwindet  in  Gleichung  110)  das  mit  sin**  be- 
kftete  Glied.     Mit  dieser  Bedingung  haben  wir  demnach 

iL  also:  Es  ist  praktisch  möglich,  das  Balanciergetriebe 
Fig.  22  so  anzuordnen,  dass  die  Wege  der  beiden  Gleitstücke 
zu  einander  in  einer  linearen  Beziehung  stehen.  Dass  hierzu 
die  Bedingung  111)  erfüllt  werden  muss,  wurde  anscheinend  bisher 
übersehen. 

Aus  110a)  folgt  aber  unmittelbar 

womit  die  Bewegung  des  Gleitstückes  B  auf  diejenige  von  A  zurück- 
geführt ist. 

In  ahnlicher  Weise  können  wir  diese  Zurückführung  auch  auf 
die  einzelnen  Punkte  der  Schubstangen  {^  und  l^  übertragen,  wobei  wir 
die  Abscissen  imd  Ordinaten  derselben  Ar  l^  mit  x  und  i/,  för  l^  da- 
gegen mit  x"  und  y"y  ihre  Abstände  von  den  Gleitstücken  dagegen 
mit  jet'  und  je?"  bezeichnen  wollen  (Fig.  22).    Alsdann  haben  wir 
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113)  x^  ^  x^  —  z  cos  /?! ,     o;"  —  a^  —  /'  cos  p^ 

114)  y^^  sin /?! ,  y"  ==  /'  sin  ft 

worin  cos  /S^  und  cos  ß^  angenähert  durch  109j  ersetzt  werden 
können,  während  für  sin  ß^  und  sin  ß^  die  Gleichung  108)  maßgebend 
ist.  Wir  können  somit  statt  der  Formebi  113)  und  114)  auch  an- 
genähert schreiben 

113a)  a^  =  a.,-y{l-i^(5i^-^sin«^)} 

114a)  y'»,'(^=£L_i^8in.^) 

und  entsprechend  für  x**  und  y*\  Setzen  wir  hier  in  weiterer  An- 
näherung (das  ist  unter  Voraussetzung  nur  geringer  Ausschläge  der 
Schubstangen  l^  und  l^  nach  106) 

105a)  sin^^^i^, 

so  erhalten  wir 

118b)    :^_„-^|,_i».=l(i=i_^j;+2a_i)) 

lub)        ^_45^'._i^+g_iy 

sowie 

113c)  ^'-^_/(l_i^-^(^=^-  V.  +  2-J-^)} 

Für  die  Geschwindigkeitskomponenten  der  Schubstangen- 
punkte folgt  hieraus 

1,6)  «_(i_..izA.,  +  ^i:ifL)^- 

sowie  mit  Bücksicht  auf  111) 

Schliesslich  werden  die  Beschleunigungskomponenten 
117^   ^^^  =.l\       of^i-^i  ^     i    o,  6i-ei\  d*x^       of  ^-«i  /"^^V 

^^^^z  de«  ^''Uj        /de«       &i82,  \de/ 
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Zur  yollständigen  Reduktion  auf  die  Bewegung  von  x^  hatte  man 
noch  in  den  beiden  letzten  Foimeln  x^  mit  Hilfe  von  110  a)  zu  eli- 
minieren,  wodurch  indessen  der  Gesamtaufbau  derselben  keine  Änder- 
ung erleidet. 

Wenn  im  Vorstehenden  die  Bewegungsgesetze  der  Balancier- 
getriebe nahezu  ebenso  eingehend  behandelt  worden  sind,  wie  früher 
diejenigen  des  einfachen  Schubkurbelgetriebes  ^  so  geschah  dies^  weil 
einerseits  das  Balanciergetriebe  in  den  Schriften  über  Mechanik  ent- 
weder gar  nicht  erwähnt,  oder  dort  nur  flüchtig  gestreift  wird,  anderer- 
seits aber  in  der  Praxis  angenäherte  Formeln  von  geringerer  Genauig- 
keit als  die  für  die  Schubkurbel  angewendeten  im  Gebrauche  sind.  Von 
den  mir  zugänglichen  Schriften  geht  lediglich  die  bekannte  ,,Ingenieur- 
nnd  Maschinen- Mechanik '^  von  J.  Weissbach,  neu  bearbeitet  von 
(x.  Herrmann  im  III.  Bande,  1.  Abt  (Die  Mechanik  der  Zwischen- 
und  Arbeitsmaschinen)  S.  738  etwas  näher  auf  die  Verbindung  der 
Kurbel  mit  dem  Balancier  ein,  jedoch  in  anderer  Weise  und  yor  allem 
mit  anderen  Zielen,  als  sie  in  unserer  Darstellung  verfolgt  wurden. 
Ich  habe  insbesondere  darauf  verzichtet,  von  vornherein  zwischen  den 


A«»yi) 


Grössen  e,  h,  l  und  r  spezielle  Beziehungen  einzuführen,  wie  es  a.a.O. 
z.B.  dadurch  geschehen  ist,  dass  die  Sehne  zwischen  den  beiden  End- 
lagen des  Balanders  in  Fig.  20  senkrecht  zur  Mittellage  steht  und 
ausserdem  durch  das  Wellenmittel  0  laufen  soll. 

8.  Die  Massendrücke  in  Balanciergetrieben  ergeben  sich  aus 
den  im  vorigen  Paragraph  entwickelten  Beschl^unigungskomponenten 
sofort  durch  Multiplikation  mit  den  entsprechenden  Massen  bezw.  Massen- 
elementen und  darauf  folgender  Integration.  Diese  Integration,  welche 
übrigens  nur  f&r  die  Schubstangen  wegen  der  Verschiedenheit  der  Be- 
wegungen ihrer  Elemente  unter  einander  in  Betracht  kommt,  kann 
indessen  auch  durch  Anwendimg  des  Schwerpunktsatzes  umgangen 
und  dadurch  das  ganze  Verfahren  wesentlich  vereinfacht  werden. 
Denken  wir  uns  nämlich  einen  beliebig  gestalteten  Körper  (Fig.  23) 
an  zwei  Punkten  auf  ebenen  Kurven  (Leitkurven)  geführt,  deren 
Koordinaten  mit  oo^y^  bezw.  x^y^  bezeichnet  werden  mögen,  so  ver- 
teilt  sich    das    Gewicht   jedes   Elementes  dG   des   Körpers   mit   den 
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momentanen  Koordinaten  Xy  y  nach  den  Schwerpimktssatze  auf  die 
beiden  Stützpunkte  und  zwar  mit  Beträgen  d&  und  dG"  nach  den 
Formeln  .  ^^g,  _  ^^^q^,  ^  ^^^gt,, 

120)  rfff«d6?'  +  dö". 

Hieraus  folgt  aber  sofort 

^y  Jim  _  <^yi  -j/if  j  <*y. 


121) 
und 


122) 


Durch  Integration  dieser  Gleichungen  über  den  ganzen  Körper 
erhalten  wir  somit;  wenn  mit  G'  und  G"  die  auf  die  beiden  Stütz- 
punkte entfallenden  Gewichtsteile  des  ganzen  Körpers^  deren  Summe 

120a)  G-6'+G" 

ist,  ^    ^ 

d.h.  der  totale  Massendruck  eines  an  zwei  Leitkurven  ge- 
führten Körpers  ist  gleich  der  Summe  der  beiden  Massen- 
drücke, welche  von  den  durch  Verteilung  der  Gesamtmasse 
auf  die  beiden  Stützpunkte  entstehenden  Einzelmassen  her- 
rühren.* Bezeichnen  wir  also  allgemein  den  Schwerpunktsabstand 
einer  Schubstange  vom  Gewichte  O  und  der  Länge  l  vom  Kreuzkopf 
gerechnet  mit  s,  so  brauchen  wir  nur  noch  die  Beschleunigungen  der 
beiden  auf  ihre  Stützpunkte  (z.B.  Kreuzkopf  und  Kurbelzapfen)  ent- 
fallenden Gewichte 

124)  G'-(?(l--|-)     und     (?"-Gy 

in  unserer  Rechnung  einzuführen.  Auf  dieses  allgemein  giltige  Re- 
sultat wurden  wir  übrigens  schon  am  Schlüsse  des  §  3  für  den  speziellen 
Fall  des  Schubkurbelgetriebes  geführt. 

*  Diese  fELr  praktische  Zwecke  überaus  fruchtbare  Fassung  des  aUgemeinec 
Schwerpunktssatzes ,  die  sich  naturgemäss  sofort  auf  drei  Dimensionen,  d.h.  auf 
drei  Leitkurven  eines  in  drei  Punkten  gestützten  Körpers  erweitem  l&sst,  habe 
ich  zu  meiner  Verwunderung  in  keinem  der  Lehrbücher  über  analytische  oder 
technische  Mechanik  gefunden  und  möchte  darum  nicht  yerfehlen,  ausdrücklich 
darauf  hinzuweisen. 
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Nach  dieser  allgemeinen  Vorbemerkung  können  wir  sofort  zur 
Ermittelung  der  Massendrücke  an  dem  durch  Vereinigung  yon  Fig.  20 
und  21  entstehenden  Balanciergetriebe  übergehen.  In  demselben  sei  Oq 
das  Gewicht  des  Balanciers  und  Sq  sein  Schwerpunktsabstand  vom  Dreh- 
punkte P.  Alsdann  erhalten  wir  die  Massendruckskomponenten  des 
Balanciers  allein  ^  indem  wir  das  Gewicht  mit  den  Ausdrücken  88) 
und  89)  multiplizieren  y  nachdem  in  denselben  die  GrOsse  0^  durch  Sq 
ersetzt  wurde.  Dabei  wollen  wir  Sq  positiv  rechnen,  wenn  der  Schwer- 
punkt vom  P  nach  links,  also  nach  der  Kurbel  zu  liegt. 

Den  Einfiuss  der  Schubstangen  Oi  und  O^  berücksichtigen  wir 
nach  den  obigen  allgemeinen  Sätzen  einfach  dadurch,  dass  wir  zu  dem 

Moment  der  Balanciermasse  den  Betrag  von  G^  ( 1  —  -^ )  ^i  hinzu- 
fügen und  G^^b^  abziehen,  wobei  Si  imd  8^  die  von  E  bezw.  C  aus 

gerechneten  Schwerpunktsabstände  der  Schubstangen  bedeuten.  Somit 
werden  die  Tom  Balancier  und  den  als  mitschwingend  zu  betrachtenden 
Schubstangenanteilen  herrührenden  Massendruckskomponenten: 


125) 


126) 


cos  g?  +  y-  cos  2  9  +  -g  r-r  (sin  9  —  3  sin  3  qp)  J 

V'^X^^^^lbJ,  ®^^  ^^  )~dJ  ^^  ^ 

^o-+^g[(^oSo+G,{l-^)b,-^G,^-h,] 
x(  £»  cos  2  9?  +  Y  sin  2  9  -^j 


Zur  ersten  dieser  beiden  Komponenten  tritt  noch   ein   von   dem 
lediglich  hin  und  hergehenden  Gewichte  P  am  Gleitstück  C  und  dem 

nach  obigem    dazu   zu   rechnenden  Betrage  G,  ( 1  — r-)  herrührender 

Massendruck,  welcher  sich  durch  Multiplikation  der  Summe 


;k+«'('-t)l 


mit  der  Beschleunigung  103)  ergiebt,  nachdem  dort  z  =^0  gesetzt 
worden  ist.  Bezüglich  des  Vorzeichens  ist  zu  bemerken,  dass  dieser 
Massendruck,  da  die  Bewegung  derjenigen  der  Kurbelseite  entgegen- 
gesetzt gerichtet  ist,  auch  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  Xq 
haben  muss.     Wir  haben  somit  für  diesen  Zusatz 
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127) 


X,=  + 


re 


Als  lediglich  rotierender  Teil  ist  schliesslich  auser  der  Kurbel  E 
mit   dem  Schwerpunktsabstand  s   vom   Wellenmittel    noch    der   Be- 

trag  Gy-  der  Schubstange  und  zwar  am  Eurbelzapfen  angreifend  zu 

betrachten.    Die  hiervon  herrührenden  Massendrücke  sind,  entsprechend 
Gleichung  24) 

128)  ^^-^  {^^  +  ^^  i  ^)  (*'  ^^^  '^  ^  ^^^  ^^) 

129)  r ^(^Ks  +  G^'jr'j (a'sin  y  -  cos  ep  —)- 

Während  nun  diese  letzteren  Drücke  am  einzelnen  Getriebe  nicht 
ausgeglichen  werden  können  (siehe  oben  %2),  ist  dies  für  die  oben 
ermittelten  Werte  von  Xq,  Tq  und  Xj  möglich^  und  zwar,  wenn  gleich- 
zeitig 

130)  G„s,+  G,(l-^)b,-G,^h'-0 


131) 


P+G,(l-^)«0 


wird.    Die  letztere  Gleichung  enthält  aber  die  Bedingung,  dass 

Flg.  24.  V 


.-— '.-^ 


131a) 


d.  h.  dass  derSchwerpunkt  der  Schub- 
stange l^  nicht  zwischen  ihren  beiden 
Zapfen,  sondern  jenseits  von  G  liegen 
soll  (siehe  Fig.  24).  Weiter  folgt  aber  aus 
«.  130)  und  131) 

132)G,=  ö,|^  +  G,(l-^)-^-P, 

eine  Gleichung,  die  wiederum  nur-  erfüllt 
werden  kann,  wenn 


132a) 
wird. 


8 


e.-^  +  e 


'('-v)^ 


>P 


Beispiel:  Inwiefern  sich  der  hier  entwickelte  Massenausgleich  in  der 
Praxis  verwirklichen  lässt,  dürfte  am  ehesten  ans  einem  Zahlenbeispiele  hervor- 
gehen. Wir  nehmen  für  dasselbe  an,  dass  der  Balancier,  dessen  Anordnung 
um  seinen  Drehpunkt  eine  vollkommen  symmetrische,  also  bi  —  b^  und  s^^o 
sein  möge,  die  Bewegung  eines  auf  der  Welle  0  sitzenden  Excenters  (d.i.  eine^ 
die  Welle  selbst  umfassenden  Kurbelzapfens)  auf  einen  der  Dampfverteilung  dienen- 
den Steuerschieber  zu  übertragen  habe.  Der  Schieber  habe  das  Gewicht  P»  100  kg: 
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die  Scimbstange  eine  Lange  ij>a2m,  ihr  Schwerpnnktsabfltand  sei  7]  »1,5  m,  ihr 
(rewicht  (einschliesslich  des  sogenannten  Excenterbügels)  sei  0^^260  kg;  als- 
dann kann  die  Bedingung  132 a)  nur  erfallt  werden,  wenn  am  Endpunkt  E  des 
Balaneiers  ein  Gegengewicht  Q  angebracht  wird,  so  zwar,  dass 

«+G.(i-i)>p 

oder 

^  >  100  -  260 .  0,25  —  87,5  kg. 

Wählen  wir  z.  B.  Q=  100  kg,  so  wird  nach  182) 

G^,=  e+^i(l-f-)-J>-62,5kg 

und  aas  131a) 

P-f  g, 
h  =      Q         h  =•  2,6  Z, . 

Dies  letztere  ist  aber  nur  ausführbar  bei  sehr  kurzen  Schubstangen  7,  des 
Schiebers.  Jedenfalls  erkennt  man ,  dass  der  Ausgleich  einzelner  Balancierg^triebe 
im  allgemeinen  eine  beträchtliche  Vermehrung  der  bewegten  Massen  mit  sich 
bringt. 

Bei  Schiffsmaschinen  wird  die  Sache  noch  dadurch  verwickelt,  dass  jeder 
Stencrechieber  hier  mit  einem  Vorwärts-  undRückwftrts-Excenter  v'erbunden  sein 
moss.  Das  Studiam  der  hierdurch  bedingten ,  überaus  mannigfaltigen  und  von  der 
Einwirkung  des  Maschinisten  abhängigen  Bewegungen^  und  Massendrücke  würde 
uns  an  dieser  Stelle  zu  weit  führen. 

Die  Massendrücke  des  vorwiegend  für  den  Antrieb  von  Konden- 
satorluftpumpen verwendeten  Balanciergetriebes  Fig.  22^ 
welche  noch  zu  untersuchen  sind,  ergeben  sich  in  derselben  Weise  wie 
oben  durch  Zerlegung  der  beiden  Schubstangen  in  einen  Bestandteil, 
welcher  am  Balancierende  und  einen  zweiten,  der  am  Gleitstück  an- 
gebracht zu  denken  ist.  Bezeichnen  wir  die  dem  Balancierschwerpunkt 
entsprechenden  Koordinaten  mit  Xq  und  y^,  diejenigen  der  Gleitstücke 
mi  x^y^  bezw.  x^y^,  so  ist  der  Massendruck  der  lediglich  als  hin- 
luid  hergehend  zu  betrachtenden  Gewichte  unseres  Getriebes 

bei  Dampfmaschinen,  in  denen  unser  Getriebe  als  Hilfsmeohanismus 
mit  einer  normalen  Schubkurbel  in  skizzierter  Weise  verbunden  ist, 
einfach  dem  Massendrucke  der  im  Schubkurbelmechanismus  hin-  und 
hergehenden  Gewichte  hinzuzuzählen.  Sind  mehrere  Hauptmechanismen 
Torhanden,  welche  nach  Schlickscher  Methode  ausgeglichen  werden 
sollen,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  in  dieser  Ausgleichung  auch  der 
Massendruck  133)  als  Bestandteil  derjenigen  eines  Hauptgetriebes  be- 
rücksichtigt  werden   muss.     Der  Ausgleich   erfordert   dann   die  Uber- 


*  Diese  Bewegungen  sind  eingehend  dargestellt  in    dem  sehr  verbreiteten 
Werke  von  G.  Zeuner:  Die  Schiebersteuerungen.   6.  Aufl.   Leipzig,  1888. 
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einstimmung  der  Bewegungsgesetze  der  beiden  Gleitstücke  A  und  B. 
Dieser  aber  ist,  wie  wir  im  Yorigen  Paragraph  gesehen  haben ,  an  eine 
bestimmte  Beziehung  zwischen  den  Eonstruktionslängen  Gleichung  111) 
gebunden,  mit  deren  Erfüllung  wir  nach  Gleichung  112)  statt  133) 
schreiben  kOnnen 

183.)        z_i{s.(i-|)-e,(i-i)^l|^. 

Die  Massendrücke  des  Balanciers  G^  dagegen  und  der  an  seinen 
Enden  hinzutretenden  Schubstangenbestandteile  ergeben  sich,  wenn  s^ 
wieder  den  Schwerpunktsabstand  vom  Drehpunkte  P  bedeutet  zu 

134)  X-i{G,J.|  +  ff„-G/^|j^, 

135)  r-i{G,||  +  ö„-G,^|)^, 

worin  die  Beschleunigungen  aus  den  Formeln  117)  bezw.  118)  sofort 
dadurch  ermittelt  werden  können,  dass  man  z^^  l^  setzt  und  die  Wert« 
mit    den    Quotienten  s^ :  h^   multipliziert.     Alsdann    aber   bleiben   die 

Beschleunigungen  -ir-A-  und  -^  nicht  nur  abhängig  von  -^  und  -^; 

sondern  auch  von  der  augenblicklichen  durch  x^  gegebenen  Lage  des 
Gleitstückes  und  weiter  vom  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit.  Unter 
diesen  umständen  ist  es  unzulässig,  die  Wirkung  des  Balanciers  und 
der  erwähnten  Schubstangenbeträge  durch  Hinzufttgung  von  Gliedern, 
welche  mit  134)  bezw.  133)  proportional  sind,  in  den  Ausgleichs- 
bedingungen  der  Hauptgetriebe  zu  berücksichtigen,  imd  es  bleibt  nur 
übrig,  den  Balancier  für  sich  auszugleichen.  Dies  aber  erfordert  ledig- 
lich das  Verschwinden  des  Elammerausdruckes  in  unseren  letzten 
Formeln,  also  die  Erfüllung  von 

136)  Gi^6i+G^o«o-ö,|6,  =  0. 

Beispiel:  An  einer  stehenden  Schiffsmaschine,  deren  Hub  2r  =  l,4iu 
beträgt,  werde  die  Luftpumpe  von  einem  Balancier  angetrieben.  Bei  halbem 
Hube  der  Pumpe  habe  der  eine  Arm  des  Balanciers  eine  Länge  von  5^  esSm,  der 
andere  eine  solche  von  5,  =  Im;  das  Gewicht  des  Balanciers  sei  G^^»  1000 kg, 
sein  Schwerpunktsabstand  vom  Drehpunkte  «^  =  0,3  m.  Die  als  Verbindungsglied 
zwischen  dem  einen  Balancierende  und  dem  Kreuzkopf  A  des  treibenden  Cy- 
linders  (Fig.  22)  dienende  Schubstange  von  der  Länge  \  =  0,6  m  und  einem  Ge- 
wichte von  G^  ^  100  kg  sei  ganz  symmetrisch  angeordnet,  sodass  ihr  Schwerpunkt 
in  der  Mitte  liegt;  dann  ist  «^  =  0,25  m.  Die  Länge  der  Luftpumpenschubstange 
sei  Z,— Im,  ihr  Gewicht  und  Schwerpunktsabstand  sollen  bestimmt  werden. 

Zunächst  allerdings  müssen  wir  die  Entfernungen  e^  und  c,  der  Bewegungs- 
richtungen der  Gleitstücke  Ä  und  B  vom  Drehi)unkte  P  so  bestimmen,  dass  die 
Beziehung  111)  zwischen  ihnen  und  den  gegebenen  Grössen  h^b^,  sowie  l^h  er- 
füllt  ist.    Eine  der  beiden  Entfernungen  ist  natürlich  willkürlich ,  wir  wollen  des- 
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halb  €i  M  bestimmen,  dass  die  grOssten  Aarachläge  der  Schabfltange  l^  so  klein 
wie  möglich  und  dabei  einander  gleich  werden.  Dies  erreichen  wir,  indem  wir 
duit:h  die  Bewegongsrichtung  von  Ä  in  Fig.  25  den 
Pfeil  des  ganxen  vom  Balancierende  beschriebenen 
Bozens  2'^^  halbieren.     Alsdann  ist  angenähert 


Fig.  S5. 


8"i^o-r 


mithin 


r 


¥  -  0,.5. 


—  COS 


-)  - '' 


087  m 


«.-6,(1-- 
and  nach  111) 

Aas  136)  ergiebt  sich  schliesslich  f&r  die  Schub- 
Stange  der  Pumpe 

_  0  26-2 

G,J^«100.  -V^  +  1000.0,3-400mkg. 


0,6 


Auch  dieser  Bedingung  wird  man  in  der  Praxis  nur  dadurch  Genüge  leisten 
iLdnnen,  dass  man  den  Schwerpunkt  der  Stange  nach  Fig.  24  durch  Aufsetzen 
eines  Zusatzgewichtes  über  den  Balanciersapfen  hinaus  verlegt.  Wie  weit  man 
damit  gehen  kann,  um  das  Gewicht  G^  zu  reduzieren,  ist  naturgemftss  Sache  des 

Konstrukteurs. 


(SchlnM  folgt.) 


ZcitMhrifl  f .  lUthematik  a.Phyiik.  44.  Band.  1899.  4.  Heft. 
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Elementares  über  die  Dupin'sohen  Cykliden 
und  die  Onindlagen  der  Erümmungstheorie. 

Von 

Prof.  Dr.  G.  Holzmüller 

in  Hagen  LW. 


§  1.    Isothermenaysteme  der  Oykliden  und  Abbildung 

auf  das  Beohteok. 

Die  Gyklide  ist  bekanntlich  die  typische  Fläche  für  die  konforme 
Abbildung  auf  das  Rechteck.  Da  sämtliche  Cykliden  sich  in  Drehungs- 
cykliden  transformieren  lassen ,  was  durch  Inversion  geschieht,  so  ist 
die  Untersuchung  nur  fUr  solche  nötig.  Die  Abbildung  kann  für  jede 
Form  elementar  durchgeführt  werden  ^  sobald  man  das  richtige  Recht- 
eck wählt.  Es  ist  nur  erforderlich^  den  Schnittwinkel  seiner  Diago- 
nalen so  zu  wählen^  dass  er  mit  dem  der  inneren  Tangenten  des 
Hauptschnitts  zusammenfallt.  Diese  sind  bekanntlich,  wie  sich  ele- 
mentar zeigen  lasst,  zugleich  die  Darstellungen  schräger  Ereisschnitte. 
Die  bei  ihrer  Untersuchung  auftretende  Gleichung  vierten  Grades 
lässt  die  Zerlegung  in  ein  Produkt  von  Faktoren  zweiten  Grades  zu, 
die  fQr  sich  verschwinden.  Jeder  stellt,  gleich  Null  gesetzt,  einen 
Ereis  dar.  Da  die  Drehungscyklide  durch  Inversion  von  einem  Punkte 
der  Axe  aus  in  sich  selbst  übergeht,  sobald  man  die  Tangenten  zum 
Radius  des  abbildenden  Kreises  macht,  so  gehen  dabei  die  schrägen 
Ereisschnitte  der  einen  Art  in  solche  der  anderen  über.  Weil  die 
Winkel  erhalten  bleiben,  so  folgt  unter  Heranziehung  der  Symmetrie, 
dass  sämtliche  schrägen  Ereisschnitte  die  Meridiane  unter 
konstantem  Winkel  schneiden,  also  Loxodromen  der  Fläche 
sind.  Zwei  benachbarte  der  einen  Art  geben  mit  zwei  benachbarten 
der  anderen  z.  B.  einen  „Rhombus'^  Durch  geeignete  Inversion  von 
den  Axenpunkten  aus  lässt  sich  die  Oberfläche  durch  sie  in  ein  Netz 
von  Rhomben  einteilen,  welches  in  sich  geschlossen  ist.  Die  Diago- 
nalen geben  die  als  Erümmungslinien  bekannten  beiden  Gruppen  an- 
derer Ereisschnitte,  und  diese  geben  ein  System  ähnlicher  „Rechtecke^'. 
Nur  die  Teilung  des  Äquators  ist  dazu  erforderlich. 

In  Fig.  1,  die  ich  einer  früheren  meiner  Arbeiten  entnommen 
habe,  ist  diese  Einteilung  dargestellt.  Sollen  z.  B.  die  Horizontai- 
schnitte  durch  A  und  C  im  Aufriss  zur  Einteilung  gehören,   so  dass 
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auch  Ci  ans  Sjmmetriegründen  dazu  gehört,  so  giebt  die  Tangente  in 
C  mit  der  Aie  einen  Schnittpunkt  V.  Die  Geraden  VÄ  und  FQ 
geben  neue  Punkte  der  Einteilung,  die,  symmetrisch  nach  unten  über- 
tragen und  mit  V  verbunden,  weitere  Punkte  geben.    Die  in  den  Teil- 

Fig.  1. 


punkten  senkrecht  schneidenden  Kreise  bilden  ein  Büschel.  (Die 
Tangenten  der  Büschelkreise  in  den  beiden  Schnittpunkten  folgen 
unter  gleichen  Winkeln  aufeinander.)  Um  eine  regelrecht  schliessende 
symmetrische  Einteilung  zu  erhalten,  geht  man  am  bequemsten  von 
dem  äusseren   und   inneren  Äquator   aus   und   legt   von  M  aus  eine 
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Tangente  ME  an  den  Ereis.  Jetzt  ist  ÄE  bis  zur  Axe  zu  verlängern; 
von  dort  aus  sind  Tangenten  an  den  Exeis  zu  legen  und  mit  diesen 
ist  wie  vorher  zu  verfahren.  Die  Meridiane  folgen  natürlich  unter 
gleichen  Schnittwinkeln  aufeinander. 

Zeichnet  man  jetzt  in  einer  Ebene  ein  Rechteck  mit  dem  be- 
sprochenen Schnittwinkel  der  Diagonalen  ^  und  teilt  man  dieses  durch 
Parallele  zu  den  Seiten  in  eine  entsprechende  Anzahl  von  Recht- 
ecken ein^  so  sind  diese  denen  der  Gyklidenfläche  ähnlich,  und  die  kon- 
forme Abbildung  ist  mit  Zirkel  und  Lineal  durchgefilhrt. 

Im  Grundriss  erscheinen  die  schrägen  Ereisschnitte  als  Ellipsen, 
die  den  Mittelpunkt  üf^  zum  gemeinschaftlichen  Brennpunkte  haben, 
wie  sich  aus  dem  Vergleich  mit  der  Aufrisszeichnung  ohne  weiteres 
ergiebt. 

Die  Einteilung  wird  dann  eine  quadratische  und  das  Rechteck 
selbst  ein  Quadrat ,  wenn  die  besprochenen  inneren  Tangenten  einen 
rechten  Winkel  bilden,  z.B.  den  Winkel  EME^  im  Aufriss. 

Dieser  Winkel  ist  von  besonderer  Bedeutung,  unter  ihm  erscheint 
von  M  aus  jede  der  Kugeln,  die  dem  Innern  der  Gyklidenfläche  ein- 
beschrieben sind.  Schliesst  die  Reihe  dieser  Kugeln  nach  ii  umgangen 
und  ist  n  ihre  Anzahl,  so  ist 

a  « • 

n 

Die  Cyklide  hat  aber  auch  noch  eine  äussere  Kugelreihe.  Schliesst  diese 
mit  n^  Kugeln  nach  u^  Umgängen,  so  ist  nach  Steiner 

n  "^  n^  2 
Dieser  Satz,  den  Steiner  einen  der  merkwürdigsten  der  Geo- 
metrie nennt,  während  er  das  Gesetz  als  höchst  sonderbar  bezeichnet, 
wird  von  ihm  (vergl.  Werke  I,  Seite  136)  ohne  Beweis  gegeben.  Herr 
Geiser  giebt  auf  den  Schlußseiten  seiner  Einleitung  in  die  syn- 
thetische Geometrie  einen  rechnenden  Beweis,  der  schon  dadurch  ver- 
einfacht werden  kann,  dass  man  die  Beziehung —  » xc  benutzt,  die  bei 

der  Inversion  an  Stelle  von  r  ^  c  tritt.  Zum  Beweise  ist  aber  Rech- 
nung überhaupt  nicht  erforderlich,  wenn  man  mit  Hilfe  von  Fig.  2 
folgenden  Weg  einschlägt. 

P  und  Q  seien  Schnittpunkte  des  die  beiden  Kreise  eines  Haupt- 
schnitts orthogonal  schneidenden  Kreisbüschels.  Durch  Inversion  von 
einem  dieser  Punkte  aus  gehen  die  Kreise  des  Büschels  in  gerade 
Linien^  die  Hauptschnittkreise  in  konzentrische  Kreise,  den  äusseren  und 
inneren  Äquator  einer  anderen  Cyklide  über,  die  äussere  Kugelreihe 
der  ersten  Drehungscyklide  in  die  innere  der  andern,  die  Kreisschnitte 
AB  und  CD  in  die  Kreisschnitte  EF  und  GH.  Der  Schnittwinkel  e 
und  n  —  a  bleiben  erhalten^   vertauschen  aber  ihre   Rollen.     Vorher 

war  o  = der  Gesichtswinkel  für   die  Reihe  der  inneren  Kugeln, 
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jetzt  «  —  a  = '  •    Durch   Addition   und   Division   durch    2«  folgt 

daraus  —  +  -^«="ö*    Dies  dürfte  der  von  Steiner  geheim  gehaltene 

Beweis  sein,  der  den  Satz  als  selbstverständlich  erscheinen  lasst. 

Die  schrägen  Ereisschnitte  sind  die  nach  einem  Umgange  in  sich 
zurücklaufenden  Loxodromen  jeder  Cjklide.  Reiht  man  gleichgrosse 
Rechtecke,  auf  die  sie  sich  abbilden  lässt,  doppelt  periodisch  an  einander, 
und  bezeichnet  man  die  Basis  und  die  Höhe  jedes  Rechtecks  mit  b 

und  hy  so  giebt  der  Winkel  y,  der  sich  aus  taaiy  —  db  -r- bestimmt,  den 

Schniitwinkel   derjenigen  Loxodromen  (mit  den  Parallelkreisen  bezw. 

ihren  Abbildungen)  an,  die 

nach  zwei  Umgangen   in 

sich  zurücklaufen.  Ebenso  C  i  B 

giebt  j^ 

tany»±^ 

die  nach  n  Umgangen  in 
sich  zurücklaufenden  Loxo- 
dromen, wobei  n  ganz, 
gebrochen  und  irrational 
sein  kann.  In  letzterem 
Falle,  dem  inkommen- 
surablen, laufen  die  Loxo- 
dromen nie  in  sich  zu- 
rück. Ihre  Konstruktion 
geschieht  mit  Hilfe  einer 
entsprechenden  Rechtecks- 
teilung elementar  imd  mit 
beliebiger  Genauigkeit. 

Die  Geometrie  der  Geraden  in  der  Ebene  lässt  sich  also 
elementar  auf  die  Gyklidenfläche  übertragen.  So  hat  das  loxo- 
dromische  Dreieck  (nicht  das  geodätische)  die  Winkelsumme  180^; 
jedem  Satze  über  luu-monische  Strahlen  entspricht  ein  solcher  über 
harmonische  Loxodromen;  die  harmonischen  Punkte  der  Ebene  ent- 
sprechen leicht  zu  deutenden  Punkten  auf  Loxodromen;  Sätzen  über 
drei  Gerade,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  entsprechen  gewisse 
lozodromische  Sätze,  ebenso  den  Sätzen  über  drei  Punkte,  die  auf 
einer  Geraden  liegen.  Die  Beziehungen  sind  sogar  eindeutige,  so  lange 
man  sich  auf  die  Geometrie  des  Rechtecks  beschränkt.  Den  E^el- 
schnittssätzen  über  projektivische  Punktreihen  und  Strahlenbüschel  ent- 
sprechen leicht  in  Worte  zu  kleidende  über  die  Loxodromen  der  Cy- 
klide.  Dies  alles  gilt  zunächst  von  der  Geometrie  der  Lage.  Die  des 
Maßes  erfordert  die  Beachtung  der  Yergrösserungsverhältnisse.  Bei  der 
DrehuDgscyklide  sind  auch  diese  sehr  einfach,  denn  weil  der  Abstand 
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zweier  Meridiansclmitte  proportional  dem  Abstände  von  der  Drehimgs- 
axe  ist;  so  ist  das  Yergrösserungsverhältnis  überhaupt 
diesem  Abstände  proportional  Ist  z.B.  die  Basis  des  Rechtecks 
gleich  der  Peripherie  des  äusseren  Äquators  ^  so  ist  in  Fig.  3  bei  A 
das  VergrösserungsTerhältnis  gleich  1^  bei  B  hingegen  gleich 

II.    oder     HL?^£i?. 

Am  leichtesten  ist  die  Länge  der  Loxodromen  zu  beurteilen.    In  jedem 

CD 
Elementarrechteck  (Fig.  4)  nämlich  ist  CD  »  -r-^y    ganz   ebenso   ist 

auf  der  Drehungscyklide  jeder  lozodromische  Bogeo  CD  gleich  dem 
Produkte  aus  - —  und  dem  entsprechenden  Bogen  CD^  des  Haupt- 
schnitts.   So   ist  z.  B.  der  umfang  eines  schrägen  Ereisschnitts  gleich 

2p« 


.    a 

sm- 


2eny 


also  sein  Durchmesser  gleich  e.    Diese  Einfachheit  beruht  darauf^  dass 
bei   der   Projektion    auf  den   Hauptschnitt   das   Grössenyerhältnis  an 


Fig.  8. 


Fig  4.. 


jeder  Stelle  konstant  bleibt.  Bei  der  Projektion  auf  den  Äquator 
würde  dies  nicht  der  Fall  sein. 

Nach  Art  des  Cavalierischen  Prinzips  kann  man  daher  auch 
loxodromische  Parallelogramme  und  Rechtecke  einander  gleich  setzen, 
sobald  sie  gleiche  horizontale  Basis  und  gleiche  Hauptschnittshöhe 
haben.  Dies  gilt  überhaupt  von  Figuren,  die  auseinander  durch  Ver- 
schiebung ihrer  horizontalen  Querschnittsbogen  entstehen. 

Jedem  Flächenelement  f^dxdy  im  Bechteck  entspricht  auf  der 
Cyklide  ein  solches,  dessen  Inhalt 


/i«=  dx 


e-\-  Q  cos  qp 


^    e  +  gcosqp  ^  .  /e  +  p  cos  gp  V 


ist.    Darauf  Hesse   sich    eine   Umgehung   der  Integration   begründen, 
auf  die  an  dieser  Stelle  nicht  eingegangen  werden  soll. 


Ton  Prof.  Dr.  Holzmüllxe. 


199 


Um  die  Geometrie  der  Ebene  analytisch  in  möglichst  einfacher 
Form  auf  die  Drehnngscyklide  zu  übertragen^  mache  man  in  Fig.  5a 
M  zum  An&ngspunkte  den  Koordinaten  ^  die  Büschelpunkte  P  und  Q 
der  zu  den  Hauptschnittkreisen  gehörigen  Orthogonabchar  zu  den 
Punkten  ±1  der  X-Aie.  Dann  wird  <*  -  Jlf^jlf.B  — 1,  d.h.  ^—  1. 
Jede  Drehungscyklide;  die 
zu  P  und  Q  gehört^  wird 
durch  den  Parameter 

ToIIstaudig  bestimmt.    So 
wird  z.  B.  MA  «  x^  aus 

AP       1— Äj 


Fig.  5. 


QA       1+ar, 


iC, 


1-c 


1  +  c 


MA 

bestimmt, 

1 — c 


wird 


1+c« 
1-c* 


—  ß: 


Q  wird  gleich 
a-,  — ar,  2c 

9  1—/.«         ^J 


2c 


zugleich  wird 

t«»y  =  f  =  rzT'- 

Als  Koordinaten  für  die  Gyklidenflache  (mit  Parameter  c)  wähle 
man  die  im  Qrundriss  gemessene  Abweichung  <&  und  die  im  Aufriss 
gemessene  Differenz  (9  —  jj)  der  Neigungen  der  Radii  -vectores  p  und  g, 
denn  diese  giebt  den  Peripherievrinkel  d  bei  C,  der  gleich  dem  Neigungs- 
winkel der  Tangente  des  Büschelkreises  in  P  ist  Diese  Neigungswinkel 
folgen  aber  bei  isothermischer  Einteilung  unter  gleichen  Winkeln  aufein- 
ander^ daher  ist  ^  *»  (9?  ~-  x)  ^^  zweckmässigsten  als  Yariabele  zu  wählen. 
Es  sei  nun  2yc  die  Basis  des  zur  Cyklide  gehörigen  Rechtecks^  dann  ist  die 

Hohe  A  «  2%iajiy  —  TZTi'     ^^^  Geraden  y  «=«—«-  —  tany    entspricht 

auf  der  Cyklide  der   durch  (y  —  Jj)  ■*"  ~   bestimmte   Horizontalkreis, 
Demnach  ist 


2c 


1)  »'=(9-z)tany- j£^,(9>-"Z). 

Der  Geraden  a?  -=  ~  entspricht  der  durch  %^ 
schnitt,  so  dass 


n 


n 


bestimmte  Haupt- 
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Fig.  6. 


^y^ 

1 1^                   ~^**'"*^     ""     ~" 

€<^  i 

^^^^  • 

^^ 

2«  UUD  y 
49rc 


2) 


ist.  Folglich:  Jeder  Kurve  fixy)  =  0  der  Ebene  entspricht 
eine  Curve  f\^y  \Z^^^^  *"  %))  "*  0  *^^  <1ö^  Flache  der  Drehungs- 
cyklide  mit  Parameter  c  =  — • 

Für  die  dem  Quadrat  entsprechende  Gyklide  ist  tan  y  ^1,  ftlr  sie 
geht  also  in  sehr  bequemer  Weise  f{x,  y)  =»  0  über  in  f[^,  (qp  —  x)]  -=  0, 
oder,  wenn  der  Peripheriewinkel  i?  —  qp  ■—  %  eingeführt  wird,  in 

a»,  ri)  -  0. 

Im  allgemeineren  Falle  entspricht  den  Geraden  y»  Äx  +  b  die 
Loxodrome 

^.(9 - X)  "  ^»  +  b     oder    jli..^  =  ^*  +  6; 
für  die  schrägen  Ereisschnitte  z.B.  erhält  man 


^^(v-t) 


2c 


1-c 


i^  +  6 


oder 


im  Falle  des  Quadrates  also  i;  —  '0'  »  &. 

Dem  E[reise  o;*  +  j^*  =  fc*  entspricht  die  Kurve 


d' 


«c 


oder 


*'+[ä(^-z)]-*=* 


im  Falle  des  Quadrates  also 

Da  die  Geometrie  sich  auf  das  Rechteck  beschränken  sollte,  war 

2c 

es  gestattet,  die  Periodizitätskonstanten   2x  \md  2«  ^  >   also   die 

zu  addierenden  Grössen  2nn  und  2nÄ-^;^-i-    wegzulassen. 

Kennt  man  z.B.  für  das  Rechteck  die  Lösimg  irgend  eines  iso* 
thermischen  Problems  oder  eines  Problems  der  stationären  Strömung, 
so  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Strom-  und  Niveaulinien  sofort 
auf  die  Cjklide  übertragen. 
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[Man  kann  von  hier  aus  direkt  su  den  bekannten  durch  elliptische 

Funktionen  vermittelten  Abbildungsproblemen  übergehen,  das  Rechteck 

z.B.  mittek  der  Funktion  _ 

7       1  -h  t  Vit'  gin  am  jg 

•  -{-  y  ik  sin  am  JB 

auf  den  Einheitskreis  übertragen,  wobei  den  Eckpunkten  ±  K  und 
±K±K^\  des  Rechtecks  die  Bildpunkte 

2yjfc^       .1-1; 

*  1  +  ***  i  +  * 
entsprechen.  Das  Rechteck  dieser  Bildpunkte  hat  das  Seitenverhältnis  — —  i 

was  ganz  dem  Verhältnis  j  « —  —  — t=  entspricht,  so  dass 

der  Modul  J  «  ^  «  /i  -  A* 

wird  und  zwischen  ihm  und  dem  Cyklidenparameter  c  eine  sehr  einfache 
Beziehung  besteht,  auf  die  ich  schon  im  94.  Bande  des  Grelleschen 
Journals  aufmerksam  machte.     So  wird  z.  B.  für  das  Quadrat 

•^ny-iZ^.-!»   also  c  - 1/2^- 1  und  ([=!)- 3  - 1/8  -  i, 

d  L  gleich  dem  bekannten  Modul  für  die  einfachste  Periodicität.  Auf 
die  hierher  gehörigen  Arbeiten  der  Herren  H.  A.  Schwarz,  Jochmann, 
Heine,  Klein  und  anderer  auch  in  meiner  Theorie  der  isogonalen  Ver- 
wandtschaften citierten  Autoren  sei  hier  nur  kurz  aufmerksam  gemacht, 
ebenso  auf  die  einfache  Abbildung  Z  =  sin  am  z^  die  das  Rechteck 
auf  die  ganze  Ebene  überträgt.  Von  dieser  aus  kann  man  zur  Kugel 
übergehen,  deren  sphärische  Kegelschnitte  nun  durch  Yermittelung 
der  Sinusamplitudo- Kurven  den  Parallelkreisen  und  Meridianen  der 
Gyklide  entsprechen.  Für  Leser,  die  sich  für  solche  Abbildungen 
interessieren,  sei  z.B.  die  Weltkarte  von  Peirce  abgedruckt  (Fig.  7).  Teilt 
man  das  Quadrat  durch  Parallelscharen  in  gleiche  Quadrate  ein,  die 
dem  Quadrate  entsprechenden  Cyklide  nach  dem  obigen  Verfahren 
in  dieselbe  Anzahl  von  Quadraten,  so  kann  man  die  Länder- 
formen in  elementarer  Weise  auf  die  Gyklidenfläche  übertragen.  Ebenso 
erhalt  man  durch  Einzeichnung  der  Gradkurven  die  Losung  für  ein 
bestimmtes  Strömungsproblem  der  längs  eines  Parallelkreises  und  eines 
Meridiankreisschnittes  aufgeschnittenen  Gyklide.  Hier  soll  auf  diese 
schwierigeren  Dinge  nicht  eingegangen  werden.] 

Berührt  die  Drehungsaxe  den  erzeugenden  Kreis  der  Gyklide,  so 
geht  diese  durch  Liversion  vom  Berührungspunkte  aus  in  eine  Gylinder- 
fiäche  über.  Schneidet  die  Drehungsaxe  den  erzeugenden  Kreis,  so 
giebt  die  Inversion  von  einem  der  Knotenpunkte  aus  statt  der  Gyklide 
einen  KreiskegeL  Die  Einteilung  dieser  beiden  Flächen  in  Quadrate 
oder  Rechtecke,  deren  Loxodromen  auf  die  Schraubenlinien  des  Cy linders 
bezw.  Kegels  führen,  ist  aber  so  einfach,  dass  es  hier  einer  weiteren 
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Erlautenuig  nicht  bedarf.  Auf  die  allgemeine  Form  der  Dupinacben 
Cykliden  brauchen  wir  auch  nicht  einzugehen,  da  die  Inversion  im 
Kaum  als  allgemein  bebannt  Toraaszusetzen  ist 

Bei  dem  durchaus  elementaren  Charakter  dieses  Gegenstandes 
habe  ich  mich  nicht  gescheut,  die  obigen  Betrachtungen  in  weiterer 
AusfOhrung  in  eine  Bearbeitung  der  elementaren  Stereometrie,  deren 


erster  Band  demnächst  in  G.J.  GOschens  Yerl^e  erscheinen  wird, 
aufzunehmen.  Die  Schule  witrde  durch  die  Berücksichtigung  dieser 
einfachen  Beziehungen  dem  Oberprimaner  ein  Übungafeld  eröfftien,  bei 
dem  nicht  nur  die  räumliche  Anschauung,  sondern  auch  der  Sinn  f9r 
physikalische  Anwendtingen  ganz  ausserordentlich  gewinnen  wörde. 
In  dem  genannten  Werke  wird  für  die  allgemeinen  Gykliden,  auch  fSr 
die  ins  Unendliche  reichenden,  das  konstruktiTe  Element  berücksichtigt, 
ähnlich  wie  in  meiner  Einfahrung  in  das  stereometrische  Zeichnen. 

§  2.     Die  XxümmungaorUldo  und  die  Orondlagen 
für  die  Erümmnngstheorie  der  Flächen. 
Ton  der   Cyklide    aus    lassen    sich    auch    die    Grundl^en    der 
Krümmungstheorie   elementar  festlegen,   was   ich  schon  im  94.  Bande 
des  Grellschen  Journals,  Seite  239,  angedeutet  habe. 
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Durch  einen  Punkt  Äj^  einer  Fläche  nämlich  lassen  sich  unend- 
lich viele  Normalschnitte  legen^  von  denen  jeder  einen  hestimmten 
Erflmmungsradius  hat.  Dass  unter  diesen  nur  einer  der  grösste  ist^ 
wird  sich  sofort  zeigen.  Der  grösste  Erümmungskreis  sei  in  die  Ebene 
der  Zeichnung  gelegt  (Fig. 8).  Er  stimmt  Vkngs  einer  unendlich  kleinen 
Strecke  A^Ä^  mit  dem  entsprechenden  Schnitte  der  Flache  überein, 
sobald  nur  Ünstetigkeiten  ausgeschlossen  werden.  Ist  letzteres  der 
Fall;  80  kann  man  die  zum  Normalschnitte  A^B^  gehörigen  Erüm- 
mungskugel,  die  den-entsprechenden  Erümmungskreis  zum  Hauptkreis 
hat;  in  den  A^^  A^  imd  Al^  entsprechenden  Lagen  anbringen,  wobei 
im  allgemeinen    die    An-  ^^  g 

lerung  ihres  Radius  gegen 
seine  Länge  yerschwindend 
klein  ist.    Dabei  ist 

Jj  B^  B^  A^ 
lichts  anderes,  als  ein  auf 
üe  Fläche  gezeichnetes 
inendlich  kleines  Recht- 
eck Die  drei  Engeln 
[önnen  aber  als  innere 
Engeln  einer  Drehungs- 
:jklide  betrachtet  werden, 
lie  sich  der  Flache  der- 
artig anschmiegt,    dass 

A,B,B^A^ 
iuch  als  ein  auf  sie  selbst 
gezeichnetes  Rechteck  be- 

rächtet  werden  kann.  Daraus  folgt:  Finden  in  der  Nähe  von  A^ 
Leine  Ünstetigkeiten  statt,  so  darf  ein  kleines  Rechteck  der 
Hache,  welches  seine  eine  Seite  auf  dem  grössten  der  be- 
rachteten  Erümmungskreise  hat,  als  Rechteck  einer  Dreh- 
ngscyklide  betrachtet  werden,  dessen  eine  Seite  auf  ihrem 
Äquator  liegt. 

Es  ist  also  nur  nötig,  die  Erümmungsverhältnisse  bei  positiver 
Jmnmung  am  äusseren,  bei  negativer  am  inneren  Äquator  einer 
>rehungscyklide  zu  untersuchen.  Was  sich  dann  verallgemeinem  lässt, 
t  leicht  zu  zeigen.  Die  betreffende  Erümmungscyklide  spielt  für 
lachen  ganz  dieselbe  RoUe,  wie  der  Erümmungskreis  für  Eurven. 
ie  mit  ihrer  Hilfe  zu  erreichenden  Vereinfachungen  werden  sich  aus 
em  Folgenden  ei^eben. 

Eulerscher  Satz.  In  Fig.  9  sei  AB  CD  ein  sehr  kleines  Rechteck 
if  einer  Drehungscyklide,  wobei  AB  dem  äusseren  Äquator,  AD 
nem  senkrecht  dagegenstehenden  Hauptschnitte  angehört.  Dsk  AB 
ad  ilD  Ereisbogen  sind,  treffen  die  in  B  und  D  errichteten  Nor- 
alen  der  Fläche  die  Normale  JLZ  in  Punkten  M^  und  M^,  den  Mittel- 
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punkten  jener  Kreise.  Projiziert  man  die  Punkte  B  und  D  auf  die 
Normale,  was  AE^^\  und  AE^^h^  geben  mag,  so  ist  nach  Pyiha- 
goras,  wenn  AM^^r^y  AM^^r^  gesetzt  wird,   für  die  Sehnen  AB 

und  JTD  

AB^-2rihi  und  AD^^2r^\. 

Für  sehr  kleine  Bogen  h^  und  6^  lässt   sich   aber   die  Sehne  mit 
dem  Bogen  yertauschen,  somit  fo^gt 


K 


2r, 


^-^, 


Für  das  kleme  Rechteck  ABCD 
darf  man  aber,  da  hier  ünstetigkeiten 
ausgeschlossen  sind,  DC  mit  AB 
Yertauschen.  Projiziert  man  also  C 
auf  AZy   so  ist 

E^E^AE^  und  h^AE^h^  +  \ 

Legt  man  nun  durch  A  und  C 
einen  Normalschnitt  der   Flache,  so 

entsteht  eine  Diagonalkurve  AC^  i. 
Da  ^Z  zu  diesem  Normalschnitte 
gehört,  so  wird  das  in  diesem  auf 
dem  Bogen  s  im  Punkte  G  errichtete 
Lot  die  Normale  in  einem  Punkte  J/ 
treffen.  (Dieses  Lot  ist  durchaas  nicht 
genau  die  Normale  der  Flache  in  f^| 
denn  diese  kreuzt  die  Normale  AZ> 
Dabei  ist  M  als  Erümmungsmittelpunkt  des  Normalschnittes  s  zu  be* 

trachten,  so  dass,  entsprechend  dem  Obigen,  Ä  ==  y-  ist,  wenn  AM^r 
gesetzt  wird.    Demnach  ist 


r 


2Ä 


2Äi      .     2Ä, 


8 


8' 


r,«' 


«•  2ri        8*  2r, 

Bezeichnet  man  nun  im  Rechteck  ABCD  den  Winkel  BAC  als  n 
so  ist  hi^  s  cos  a,  i^^  s  sin  cc,  und  daher  wird 

r 


s"C08'a         «*8in'a 


oder  endlich 

1) 


fj«^ 


008  *a 


+ 


sin'a 


n  »•« 


r^8' 
r 


Dies  ist  der  Eul ersehe  Satz  für  sämtliche  Normalschnitie  i 
einem  Punkte  A  einer  Fläche,  denn  was  für  den  Äquator  d« 
Drehungscyklide  gilt,  hat  nach  obigem  allgemeine  Geltung. 

Jetzt    kann    man,    wie    es    in    den    Lehrbüchern    geschieht,  d 

Gleichung  1)  mit  der  einer  Ellipse  — r  +  ^t  =  1>  i^  Polarkoordinat^ 
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oder  eDdlich  mit 

cos'a        sin'a         1 

Tergleicheii;   wo  a    als    veränderlich    aufzufassen    ist.    Man    erkennt, 

dass  Gleichung  1)  die  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  Yr^    und  Yr^ 

ist,  wobei  Vr  den  yeranderlichen  Halbmesser,  a  seine  Neigungswinkel 
bedeutet.  Sind  allerdings  die  Radien  r^  und  r^  entgegengesetzt,  wobei 
man  die  Krümmung  als  negativ  bezeichnet,  handelt  es  sich  um  die 
GleichuDg  einer  Hyperbel.  _ 

Zunächst  sei  nur  von  der  Ellipse  gesprochen,  bei  der  Yr^    der 

grosste,  V^  der  kleinste  Radius  ist,  wahrend  V^r  stets  zwischen  beide 
fallt.  Für  die  Gjkliden  ist  also  r^  der  grösste,  r^  der  kleinste 
Krümmungsradius  für  alle  Normalschnitte  in  einem  Punkt  A  des 
Äquators,  und  dabei  ist  sowohl  der  Äquator,  als  auch  der  Haupt- 
schnitt,  Erümmungslinie.     Allgemein  folgt: 

In  jedem  Punkte  einer  Fläche,  giebt  es  unendlich  viele 
Normalschnitte,  unter  deren  Krümmungsradien  es  einen 
grössten  r^  und  einen  kleinsten  r^  giebt.  Die  Ebene  dieser 
beiden  stehen  senkrecht  aufeinander  und  geben  die  Richt- 
ungen der  beiden  Krümmungslinien  an.  Zieht  man  nach 
allen  Richtungen    hin    die    Tangenten     der    Flache    in    dem 

Punkte,  und  giebt  man  jeder  die  Länge  Vr^,  wo  r  die  aus 
Gleichung  1)  berechnete  Grosse  ist,  so  bilden  die  Endpunkte 

eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  Yr^  und  Yr^. 

Jetzt  kann  man  aus  dem  Falle  r^ »  r^  die  Lehre  von  den  E^reis- 
punkten  einer  Fläche  elementar  ableiten,  ebenso  die  Sätze  über  kon- 
jugierte Halbmesser  der  Ellipse,  über  solche,  die  auf  einander  senk- 
recht stehen  u.  s.  w.  in  bekannter  Weise  auf  die  Krümmungsradien 
übertragen. 

Führt  man  unendlich  nahe  bei  A  einen  Parallelschnitt  zur 
Tangentialebene  durch  die  Fläche,  so  entsteht  übrigens  eine  der  be- 
handelten ähnliche  Ellipse.  Ist  nämlich  h  der  Abstand  der  beiden 
Ebenen,  so  sind  die  Bogen  der  kleinen  Calotte,  die  durch  die  Normal- 
schnitte in  A  gebildet  werden,  folgendem  Oesetze  (wie  oben)  unter- 
worfen: Ä=  |j^  «  |«- «  |^,  d.h.  Kiboib^Yr.iYr.'Yr. 

Die  Halbmesser  der  Schnittfläche  sind  also  proportional  den  sie  tan- 
gierenden Radien  der  besprochenen  Ellipse,  beide  Ellipsen  sind  also  ähnlich. 

Folglich:  Bei  positiver  Krümmung  ist  in  jeder  Fläche  der  un- 
endlich nahe  Parallelschnitt  zur  Tangentialebene  eine  kleine 
Ellipse,  deren  Halbaxen  proportional  den  Quadratwurzeln 
aus  dem  grossten  und  kleinsten  Krümmungsradius    an    der 
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betreffenden   Stelle    sind.     Man    kann    daher    eine    positive 
Krümmung  auch  als  eine  elliptische  bezeichnen. 

Entsprechendes  findet  bei  negativer  Krümmung  statt^  z.B.  am 
inneren  Äquator  der  Cyklide,  wo,  wenn  r^  die  positive  Länge  des 
negativen  Radius  bezeichnet,  die  Hyperbel 


C08*a 


ßin*a 


Fig.  10. 


maßgebend  wird.    Bei  negativer  Krümmung  schneidet  die  Tangential- 
ebene die  Fläche.     Der   benachbarte  Parallelschnitt  kann   sowohl  auf 

der  einen,  als  auch  auf  der  anderen  Seite 
der  Tangentialebene  geführt  werden.  Das 
eine  mal  fallt  die  Schnittkurve  in  das  eine 
Winkelpaar  zwischen  den  entsprechenden 
Asymptoten,  das  andere  mal  in  das  andere. 
Die  Asymptoten  bilden  den  Grenzfall  der 
Tangentialebene.  Die  Neigung  der  Asymp- 
tote  gegen   die   eine  Krümmungslinie  be- 


stimmt sich  aus  tan 


a 


Vr7 


•  Die  Schnittkurven  haben  aber  nur  in 


2        Vr, 

unmittelbarer  Umgebung  des  Punktes  A  hyperbolischen  oder  gerad- 
linigen Charakter.  Weiterhin  hört  das  auf.  Aus  dem  angegebenen 
Grunde  kann  man  eine  negative  Krümmung  auch  als  eine  hyper- 
bolische bezeichnen.  Solches  geschieht  am  inneren  Äquator  der 
Cyklide  und  bei  jeder  negativ  gekrümmten  Fläche. 

Der  Grenzfall  zwischen  der  hyperbolischen  und  elliptischen  Krüm- 
mung bildet  die  parabolische  (Krümmung  Null),  bei  der  die  beiden 
Asymptoten  parallel  ausfallen,  sich  also  erst  in  unendlicher  Ent- 
fernung schneiden,  so  dass  man  die  beiden  kleinen  geradlinigen  Elemente 
zugleich  als  unendlich  lange  Ellipse,  als  Hyperbel  mit  unendlich  fernem 
Mittelpunkte,  folglich  auch  als  Parabel  mit  unendlich  fernem  Scheitel 
betrachten  kann.  Auch  dafür  bietet  die  Drehungscyklide  ein  Beispiel 
Die  beiden  Ebenen,  die  sie  längs  zweier  Kreise  berühren,  haben  als 
Parallelschnitte  solche,  die  konzentrische  Kreise  geben.  In  der  Nähe 
jedes  Punktes   haben  diese   den  Charakter  zweier  parallelen  Geraden. 

Dass  auch  das  Theorem  von  Meunier  elementar  bewiesen  werden 
kann,  dürfte  allgemein  bekannt  sein. 

Jetzt  soll  noch  gezeigt  werden,  dass  auch  die  grundlegenden  Sätze 
von  Gauss  über  die  Flächenkrümmung  mit  Hilfe  der  Cyklide  elementar 
bewiesen  werden  können. 

Das  Gauss'sche  Krümmungsmaß  wird  bekanntlich  folgender- 
maßen erklärt.  Auf  einer  gekrümmten  Fläche  sei  ein  Flächenstück  f 
durch  eine  in  sich  geschlossene  Kurve  abgegrenzt.  Auf  einer  Kugel 
vom  Radius  1  bilde  man  f  in  der  Weise  ab,  dass  man  zu  jeder  der 
sich  im  allgemeinen  nicht  schneidenden  Normalen,  die  auf  der  Fläche 
in  den  Bandpunkten  von  f  errichtet  sind,  parallele  Radien  zieht.    Die  so 
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entstehende  Fläche  /*,  bezeichnet  Gauss  als  die  totale  Erflmmung 
der  Fläche  f.  Sind  heide  Flächen  unendlich  klein,  so  nennt  er  -r  das 
KrQmmungsmaß  Ton  f. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieses  ExQmmungBmaßes  erkennt 
man,  wie  ebenfalla  bekannt  ist,  folgendermaßen.  Man  begrenze  ein 
kleines  FlächenstQck  ASCD  durch  benachbarte  Erflmmungslinien,  ao 
dass  es  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  5j  und  s^  und  vom  Inhalte 
f^Si-Si  ist.  XrQmmungslinien  werden  gewählt,  damit  die  Normalen, 
die  in  den  Eckpunkten  auf  der  Fläche  errichtet  sind,  sich  zu  je  zweien 
wiiklich   schneiden,   was   die  ErammungBuiittelpunkte  Jf^,  J/,,  fi^,  p. 


giebt.      Schliesst   man   ünstetigkeiten   aus,   so   sind   die   Ertlnimungs- 
radien   (fElr  ein  kleines  Rechteck)  gruppenweise  gleich   zu  setzen,  ^o 

AMi  —  B J/,  -  DMt  =  CM^  —  r„    A(tj  -  5^  -  6>,  =  Dp,  -  r,. 
In   der    Engel   erlmlt   man  eine  Pyramide,   die,   weil  ihre  Flächen  zu 
Jen  von   je   zwei  Normalen  gebildeten  parallel  sind,   als  Gmndääche 
'benialls  ein  Rechteck  hat,  dessen  Inhalt  /'g  =  !,-/j  sein  möge.    Aus 
1er  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  folgt 

i  =  i,   ^  =  1, 
lurch  Multiplikation  also 


Das  Gauss'sche  Erfimmungsmaß  bedeutet  also  den  reziproken 
n^ert  Tom  Produkt  der  beiden  ErQmmungsradien  für  die  unter- 
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suchte  Stelle.  Diese  allgemein  bekannte  Auseinandersetzung  musste  an 
dieser  Stelle  wiedergegeben  werden. 

Der  Gauss'sche  Fundamentalsatz  über  das  Erümmunss- 
maß.  Am  äusseren  Äquator  einer  Drehungscyklide  bestimme  man 
durch  die  KrOmmungslinien  ein  kleines  Bechteck  AB  CD  von  den 
Seiten  s  imd  h  (die. beide  gebogen  sind). 

Für  dieses  ist 

s  :  Si^  2nAE :  2nBF '^  ÄE :  JBF, 

Fig.  IS. 
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c, 
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oder 
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Nun  ist  aber  BF  "  AE  -  EO  ~  ÄE  -  ^,  also  ist 

A'  A*  A> 

s:s^=^ÄE:AE-^^r:r-!! — 1:1-   '^ 


2e 

8  2rQ 


2q 


2r(f 


.  Wie  muBs  nun  eine  zweite  Drehungscyklide  beschaffen  sein,  wenn 
sich  das  Rechteck  AB  CD  so  auf  sie  auflegen  lassen  soll,  dass  s 
wieder  auf  den  äusseren  Äquator  fallt?  Dabei  soll  das  Flächenelement 
nicht  gewaltsam  gedehnt,  sondern  einfach  gebogen  werden,  so  dass 
das  Auflegen  zwanglos  geschieht.  Offenbar  muss,  wenn  dies  der  Fall 
sein  soll,  auch  hier 

2)  '' 


8  2r^Q, 


sein,   wo   r^  und   q^   die  entsprechenden   Radien   sind.     Da   aber  die 


8 


Gleichungen  in  —  und   h   übereinstimmen,    so   folgt,    dass    rp— r^^i 
und  —  «=  —  sein  muss,  wenn  das  Verlangte  möglich  sein  soll,  d.h. 
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das  Erümmungsmaß  muss  an  den  beiden  Stellen  dasselbe  sein. 
Ebenso  ist  bei  negativer  Krümmung  mit  dem  inneren  Äquator  zu  Ter- 
fahren. 

Nun  gilt  aber  das,  was  am  Äquator  einer  Gyklide  gilt,  abgesehen 
Ton  Unstetigkeitsstellen  von  jeder  Stelle  einer  beliebigen  Fläche ,  so- 
bald nur  r  und  q  dort  dieselben  sind.  Jede  der  beiden  Cyklidenstellen 
lasst  sich  also  zu  entsprechenden  Stellen  zweier  Flächen  in  Beziehung 
setzen,  und  so  folgt  allgemein  der  Gauss 'sehe  Satz: 

Soll  ein  Flächenelement  Yon  einer  Fläche  auf  eine  an- 
dere durch  blosse  Biegung  übertragen  werden  können,  so 
muss  das  Krümmungsmaß  an  den  betreffenden  Stellen  das- 
selbe sein.  Das  Auflegen  hat  so  zu  erfolgen,  dass  Krümmungs- 
linie auf  Krümmungslinie  fällt. 

Offenbar  kann  das  Auflegen  in  zweierlei  Weise  geschehen,  da  in 

-  beide  Badien  als  gleichberechtigt  vertauscht  werden  können. 

Verbiegt  man  eine  Fläche  oder  ein  Stück  derselben  in  beliebiger 
^eise,  wobei  jedoch  Dehnungen  ausgeschlossen  sein  sollen,  so 
ist  gewissermaßen  jedes  Element  der  ersten  Form  auf  ein  ent- 
sprechendes der  zweiten  durch  blosse  Biegung  aufgelegt  worden,  also 
mass  das  Krümmungsmaß  jeder  Stelle  unverändert  geblieben  sein. 
Das  Krümmungsmaß  ist  also  für  blosse  Biegung  eine  In- 
Tariante.  Da  die  zweite  Fläche  auf  die  erste  durch  blosse  Biegung  wieder 
&Q%elegt  werden  kann,  so  ist  sie  auf  diese  abwickelbar.  Aufeinander  ab- 
wickelbare Flächen  haben  also  an  einander  entsprechenden 
Stellen   dasselbe  Krümmungsmaß. 

Damit  ist  der  Gauss 'sehe  grundlegende  Satz  auf  elementarem 
W'ege  gewonnen.  Dass  auch  anderwärts  Versuche  gemacht  werden,  ihn 
einfach  zn  beweisen,  geht  aus  dem  soeben  erschienenen  27.  Bande 
(Jahrgang  1896)  des  Jahrbuchs  der  Fortschritte  der  Mathematik  hervor, 
^o  es  auf  Seite  507  heisst:  „A.  Calinon:  Le  th^oreme  de  Gauss  sur 
la  courbure.  Nouv.  Ann.  (3)  15,  63—65.  Es  ist  ein  einfacher,  rein 
geometrischer  Beweis  des  Gauss'schen  Satzes  von  Totalkrümmung.  Jhk." 
Solche  Versuche  scheinen  in  neuerer  Zeit  einige  Beachtung  insofern 
zu  verdienen,  als  die  grosse  Frage  über  die  Grundlagen  der  Geometrie 
starker  denn  je  hervorgetreten  ist.  Das  grosse  Werk  von  Killing 
bringt  einen  Überblick  über  die  gesamte  Litteratur.  Sogar  in  elemen- 
taren Lehrbüchern  (vergl.  Schwering)  beginnt  die  Frage  der  Krümm- 
ung des  Baumes  aufzutauchen.  In  der  That  zwingt  das  sogenannte 
^Ifte  Axion  Euklids  in  seiner  eigentümlichen  Stellung  unter  den 
übrigen  jeden  scharfsinniger  denkenden  Schüler  der  Oberklassen  zur 
Cntersuchung  darüber,  ob  es  eine  Folge  der  übrigen  Axiome  sein 
tonnte,  oder  ob  es  unabhängig  von  ihnen  besteht.  Und  wenn  der 
Cjehrer  der  philosophischen  Propädeutik  die  Kant  sehe  Auffassung  des 
Raumes  behandelt,  so  entstehen  berechtigte  Zweifel  darüber,  ob  es  sich 

Zeitechrift  f.  HAtbematikn.  Physik.  44.  Band.  1899.  4.  Heft.  14 
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um  eins  der  Urteile  a  priori  handelt.  VergLRMansion:  Premiers  prin- 
cipes  de  la  m^tageometrie  ou  g^ometrie  generale.  Mathesis 
(2)  6,  Suppl.  IV,  47  S.;  Revue  n^oscolastique  3,  143—170,  242—259. 
Auch  darüber  berichtet  das  oben  genannte  Jahrbuch  (1896)  Seite  374. 
Als  Inhalt  des  neunten  Kapitels  wird  angegeben:  7,Die  Postulate  sind 
Ergänzungen  zur  Definition  und  nicht  synthetische  urteile  a 
priori.'^  Sodann  Kapitel  10.  Unbeweisbarkeit  der  Postulate.  11.  Die 
physische  Geometrie  ist  näherungsweise  euklidisch;  aber  es  ist  un- 
möglich,  zu   wissen,   ob   sie   es   absolut  ist.    12.  Die  Metaphysik  und 


Fig.  14 


der  Kantianismus.  Kant  giebt  a  priori  zu,  dass  es  nur  eine  mög- 
liche ideale  Geometrie  giebt,  was  widersinnig  ist,  da  es  unend- 
lich viele  giebt,  die  sich  in  drei  Klassen  teilen.  Es  handelt  sich  alsc^ 
zugleich  um  eine  Frage  von  allgemeiner  philosophischer  Bedeutung^ 
Daher  erscheint  es  wünschenswert,  elementar  zu  solchen  Fragen  vorJ 
dringen  zu  können. 

Dabei  spielt  die  einfachste  Frage  der  konstanten  Krümmung 
eine  besondere  Rolle.  Dass  die  Ebene  mit  allen  auf  sie  abwickelbareil 
Flächen  überall  die  Krümmung  Null  hat,  dass  die  Kugel  und  die  ad 
sie  abwickelbaren  Flächen  überall  konstante  positive  Krümmunjj 
haben,  das  wird  leicht  eingesehen.  Schwieriger  erscheint  die  Vor^ 
Stellung  einer  Fläche  von  konstanter  negativer  Krümmung! 
Aber  auch  diese  ist  der  elementaren  Erläuterung  fähig,  selbst^ 
verständlich  nur  in  einer  Annäherungskonstruktion,  deren  Genauigkeil 
aber  beliebig  weit  getrieben  werden  kann. 

In  Figur  14  sei  B^  Y  Drehungsaxe  und  auf  ihrer  Normalen  sei 
r^^Qv  Um  Ml  werde  ein  beliebig  kleiner  Kreisbogen  A^A^  be^ 
schrieben  und  die  Gerade  M^A^B^  gezogen,  die  A^B^^r^  giebt.    h 
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der  Hilfsfigur^  in  der  ein  Ereisquadrant  mit  Radius  r^  gezeichnet  ist, 
mache  man  MC^^r^y  ziehe  von  C^  aus  die  Tangente  imd  projiziere 
den  BerQhrungspunkt  herab, 
was  D^  giebt.   MD^  =«  q^  werde 


Fig.  15. 


von 


A^    aus    auf    A^M^    ab- 


M 


A     -DaCiCjC,       C^        C^ 


getn^n  und  so  M^  bestimmt. 
Um  M^  beschreibe  man  mit  g^ 
einen  beliebig  kleinen  Bogen 
ii^3,  die  Fortsetzung  des 
Torigen.  Die  Gerade  M^A^B^ 
giebt  den  Radius  A^B^^^r^y 
mit  dem  man  in  der  Hilfsfigur 
ebenso,  wie  vorher,  q^  bilde 
U.S.W.  Setzt  man  dies  fort, 
so  kommt  man  schliesslicli  zu  sehr  grossem  r  und  sehr  kleinem  q, 
theoretisch  wird  zuletzt  r  —  oo,  (>  —  0  und  die  Tangente  der  Kurve 
horizontal,  wobei  z.B.  E  den  Schluss  bildet.  Noch  ist  die  Kurve  sym- 
metrisch nach  unten  zu  vervollständigen  und  periodisch  fortzusetzen, 
und  dann    ist    die    Drehung    um    die    Axe    vorzimehmen.     Die    ent- 

stehende  FUche  hat  die  konstante  negative  Krümmung «=» 5  • 

Selbstverständlich  kann  man  auch  mit  ungleichem  r^  und  q^  be- 
ginnen, nur  muss  dann  jedes  Produkt  ♦"«p» -=- ^i(>i  gemacht  werden. 
Dann  hat  die  Fläche  eine  etwas  andere  Gestalt. 

Solche  Flächen  konstanter  negativer  Krümmung  und  die  aus  ihnen 
durch  Biegung  hervorgehenden,  d.  h.  auf  sie  abwickelbaren,  haben  nun 
dieselbe  Haupteigenschaft,  wie  die  auf  die  Kugel  abwickelbaren:  Je- 
des Flächenelement  kann  auf  ihnen  unter  blosser  Biegung 
durch  Drehung  und  Verschiebung  in  beliebige  Lagen  gebracht 
werden.  Diejenigen  Gebilde  einer  solchen  Fläche,  die  so  unter 
Biegung  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  werden  als  kon- 
gruent bezeichnet.  Da  nun  Dehnungen  und  Verkürzungen  aus- 
geschlossen sind,  so  behalten  die  Linien  bei  solchen  Bewegungen 
ihre  Länge  bei.  Decken  sich  also  zwei  Punktpaare,  so  decken  sich 
auch  ihre  kürzesten  Verbindungslinien.  Geodätische  Linien  bleiben 
also  bei  jener  Bewegung  geodätische  Linien.  Auch  die 
Winkel,  unter  denen  sich  zwei  Kurven  schneiden,  bleiben 
ungeändert.  Im  Vergleich  zur  Kugel  findet  aber  ein  wichtiger  unter- 
schied statt.  Errichtet  man  dort  auf  dem  Äquator  zwei  Hauptkreise 
(geodätische  Linien)  als  Lote,  so  treffen  diese  sich  in  den  Polen. 
Eonvergieren  sie  unter  einem  Winkel  a,  so  hat  das  Dreieck  die 
Winkelffumme  180^+  ct.  Macht  man  das  Entsprechende  auf  dem 
senkrechten  Kreiscylinder,  so  wird  die  Winkelsumme  180®  -|-  0®  «  180®. 
Macht  man  dasselbe  am  Äquator  der  hier  untersuchten  Fläche,  so 
divei^eren  die  beiden  Linien,  d.  h.  ihre  Konvergenz  ist  eine  negative. 

14* 
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Während  also  auf  der  Kugel  das  besprochene  und  überhaupt  jedes 
geodätische  Dreieck  eine  Winkelsunune  hat,  die  180^  überschreitet, 
hat  man  auf  dem  Cylinder  die  Winkelsumme  180^  und  auf  der 
hier  behandelten  Fläche  eine  Winkelsumme  unter  180®  zu  erwarten. 
Dies  ist  zunächst  nur  ein  Analogieschluss.  Er  bestätigt  sich  aber 
durch   folgende  elementare  Betrachtung.     ABC  sei  ein  kleines  geo- 

rig.  16.  dätisches  Dreieck  auf  der  Fläche 

B  von  konstanter  negativer  Krümm- 

ung.    Man    bilde    die   Tangenten 

C.     .  T^"^"^"^^/         ^^^ia    C    und    mache    GB^^CB 

und  CA  «  CA}   so    dass    a  =  a 

und   6  »  &   ist.    Biegt  man  a  in 

die  Form  von  a  zurück,  so  bewegt 
sich  B^  anfangs  senkrecht  gegen 
die   Ebene    des    Dreiecks;    ebenso 

A^,  wenn  6  in  die  Form  von  h 
zurückgebogen  wird.  Weil  aber 
die  kleinen  Bogen  B^B  und  A^A 
entgegengesetzt  gerichtete  Lote 
auf  der  Ebene  A^B^C  sind,  so 
folgt,    dass  AB^  -^i^i    ist,   folglich   ist   erst   recht    der  geodätische 

Bogen    Xtf>^i5i  d.h.  7>c,     Daher  ist 


— —^=^ < -TT^ also  auch  — ' — 7=^ —  <  cos  y. 


Daher  ist  cos  y  grösser,  als  cos  y^  in  einem   ebenen  Dreiecke,   dessen 

Seiten  gleich  a,  6,  und  c  sind,  und  daraus  folgt  y  <  y^.  Ebenso 
wird  gezeigt,  dass  «  <  «1  und  /J  <  ft  ist.     Folglich  ist 

Letztere  Summe  ist  aber  gleich  180®,  folglich  a  +  /3  +  y<180®.  (Ein 
elementarer  Beweis  des  Gauss'schfn  Satzes,  dass  der  Dreiecksinhalt 
proportional  der  Grösse  ar  —  (a  +  /3  +  y)  ist,  dürfte  auch  zu  ermög- 
lichen sein,  ist  mir  aber  bisher  noch  nicht  gelungen.) 

Sämtliche  Sätze  der  Euklidischen  Geometrie  mit  Aus- 
nahme der  vom  elften  Axiom  abhängigen  lassen  sich  auf 
die  genannte  Fläche  übertragen. 

Daraus  folgt,  dass  das  elfte  Axiom  Euklids  keine  Folge  der 
übrigen  Axiome  ist.  Die  Geometrie  zerfällt  also  in  zwei  Teile.  Der 
eine  giebt  Sätze,  die  sowohl  von  der  Euklidischen  Ebene,  als  auch 
von  den  auf  die  Kugel  und  auf  die  Flächen  negativer  konstanter  Krüm- 
mung abwickelbaren  Flächen  gelten.  Der  zweite  Teil  spaltet  sich  in 
drei  Unterabteilungen,   von  denen  die  eine  die  übrigen  Sätze    für   die 
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Euklidische  Ebene^  die  andere  die  Sätze  für  die  beiden  Arten  Yon 
Flachen  konstanter  Eriimmung  giebt.  Nun  kann  nicht  bewiesen  werden, 
dass  die  Ebene  des  wirklichen  Raumes  die  Krümmung  Null  habe.  Soll 
also  die  Geometrie  streng  yerfahren,  so  muss  sie  alle  drei  Arten 
gleichberechtigter  Theorien  zulassen  (die  einen  gemeinsamen  Unterbau 
haben),  nämlich  die  Geometrie  des  Euklid,  die  von  Biemann  und 
die  Yon  Lobatschewsky. 

Gerade  das  vorzügliche  Werk  Eillings  gab  mir  den  Anstoss  zu 
den  vorstehenden  Betrachtungen,  die  mir  einfacher  in  dieses  Gebiet 
einzuführen  scheinen,  als  der  dort  eingeschlagene  Weg.  Bei  Eilling 
heisst  es  in  Bd.  I  auf  Seite  12  bezüglich  der  Flächen  negativer 
Krümmung:  ,yEine  dritte  Art,  sattelförmige  Flächen,  welche  aus 
einem  hier  nicht  zu  erörternden  Grunde  als  Flächen  konstanter 
negativer  Krümmung  bezeichnet  werden."  Darauf  werden  die  Eigen- 
schaften ohne  Beweis  mitgeteilt.  Auf  Seite  91  wird  die  Übertragung 
der  ebenen  Geometrie  auf  diese  Flächen  besprochen:  „So  interessant 
diese  Übertragung  ist,  leidet  sie  für  unsere  Zwecke  an  einigen 
Mäi]^eln.  Der  Beweis  derjenigen  Sätze,  aufweiche  es  uns  ankommt,  er- 
fordert ein  recht  tiefes  Eingehen  in  schwierigere  Partien  der 
Mathematik,  wir  möchten  uns  deshalb  begnügen,  die  ein- 
zelnen Sätze  ohne  Beweis  rein  historisch  anzuführen.'' 

Ich  meine  gezeigt  zu  haben,  dass  man  auch  ohne  höhere  Analysis 
zum  Ziele  gelangen  kann.  Die  Einführung  Killings  in  die  Lobat- 
schewsky'sche  Theorie  erfordert  jedenfalls  eine  grössere  Abstraktions- 
fahigkeit,  als  das  hier  Vorgetragene. 

Zu  Fig.  14  sei  noch  bemerkt,  dass  es  drei  Arten  solcher  Drehungs- 
flächen giebt.  Geht  man  nämlich  von  einer  beliebigen  der  schrägen 
Geraden  aus  und  zwar  bei  beliebiger  Teilung,  so  tritt  bei  derselben 
Konstruktion  auch  d^r  Fall  ein,  dass  die  Kurve  die  Drehungsaxe 
schneidet.  Dies  muss  geradlinig  geschehen,  da  dann  der  eine  Krümmungs- 
radius gleich  Null  ist,  der  andere  also  unendlich  gross  sein  muss. 

Dieser  Schnittpunkt  kann  aber  auch  ins  Unendliche  fallen,  wobei  man 
auf  die  Traktrix  und  die  Gausssche  Pseudosphäre  geführt  wird. 
Dieselbe  Konstruktion,  nur  auf  gleich  gerichtete  Krümmungsradien 
angewandt,  führt  auf  die  drei  Arten  von  Drehungsflächen  konstanter 
positiver  Krümmung.  So  erkennt  man,  dass  das  gesamte  Gebiet, 
welches  für  die  Theorie  der  Grundlagen  der  Geometrie  von  so  grosser 
Bedeutung  geworden  ist,  auf  Grund  elementarer  Betrachtungen  und 
Konstruktionen  zugänglich  gemacht  werden  kann.  Bezüglich  der  reich- 
haltigen Litteratur  sei  auf  das  Killingsche  Werk  verwiesen,  wo  sie 
kritisch  besprochen  wird.  Die  verschiedenen  Arten  von  Drehungsflächen 
konstanter  Krümmung  .befinden  sich  skizziert  im  Brillschen  Modell- 
kataloge und  in  Bianchis  Differentialgeometrie,  die,  von  Lukai  über- 
setzt, bei  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  erschienen  ist. 
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Einfulirung  in  die  Theorie  der  cyklischen  Kurven. 

Von 

Prof.  Dr.  Fr.  Schilling 

in  Oöttlngen. 


Mit  zwei  Tafeln. 


Auf  der  Naturforscherverdammlung  zu  Düsseldorf  (1898)  hatte  ich 
die  Ehre^  der  Deutschen  Mathematikervereinigung  eine  Zusammen- 
stellung von  mir  entworfener  kinematischer  Originalmodelle  Yorlegen 
zu  dürfen.  Der  unmittelbaren  Aufforderung  des  Herrn  Geheimrat  Klein 
in  Göttingen  folgend  habe  ich  mit  diesen  Modellen  den  Gedanken  zu 
verwirklichen  begonnen,  der  vor  zwei  Jahren  auf  der  Frankfurter  Ver- 
sammlung unter  allseitiger  lebhafter  Zustimmung  ausgesprochen  wurde: 
es  möchte  eine  Sammlung  einfacher  kinematischer  Modelle  herausgegeben 
werden ,  welche  die  wichtigsten  Mechanismen  in  der  Art  zur  Anschau- 
ung brächte,  dass  der  mathematische  Grundgedanke  überall  deutlich 
hervorträte.* 

Ich  möchte  mir  im  folgenden  erlauben  über  die  Einrichtung  meiner 
Modelle**  und  das,  was  sie  darstellen,  kurz  zu  berichten.  In  dem 
ersten  Paragraphen  dieser  Mitteilung  habe  ich  jedoch  zum  leichteren 
Verständnis  der  Modelle  eine  neue,  besonders  einfache  Einführung 
in  die  Theorie  der  allgemeinen  cyklischen  Kurven  vorangestellt,  da  die 
bisher  veröffentlichten  Darstellungen  in  den  Spezialschriften  und  Lehr- 
büchern*** entweder  recht  schwerfällig  geschrieben  oder  unvollständige 

•  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematikervereinigung  V,  S.  6  (1896). 
**  Dieselben    sind   inzwischen    im  Verlage  der  Firma   Martin   Schilling  in 
Halle  a.  S.  erschienen,  die  nähere  Auskunft  über  den  Bezug  gern  erteilt. 

***  Etwas  umständlich  geschrieben  sind  z.B.  die  Darstellungen  von  A.  Vi  et  or 
und  Ch.  Wiener  in  dieser  Zeitschrift,  Bd.  25,  S.  263flg.  (1880)  und  Bd.  26. 
S.  266  flg.  (1881).  Unrichtiges  enthalten  z.  B.  die  Lehrbücher:  Weissenborn,  Die 
cyklischen  Kurven,  Eisenach  (1866),  Hattendorff,  Analytische  Geometrie,  Han- 
nover (1887),  S.  108  flg.  Eoenigs,  Le9ons  de  Cin^matique,  Paris  1897,  S.  163. 
Am  besten  ist  noch  die  kurze  Mitteilung  von  Rittershaus  in  den  Verhandlungen 
des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen  1874,  Jahrg.  63,  S.  272, 
an  die  sich  in  ausführlicherer  Form  Burmester  in  seinem  Lehrbuch  der  Kine- 
matik, Leipzig  (1888) ,  S  134  flg.  anschliesst.  Doch  stellen  letztere  nicht  clie  ana- 
lytische Gleichungsform  der  Kurven  auf.  (Vergl.  auch  Bellermann,  Epicjkloiden 
und  Hypocy kleiden,  Jena  1867.) 
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wenn  nicht  gar  unrichtig  sind.  Diesem  Umstände  ist  es  auch  zu- 
zttsclureiben^  wenn  in  den  Kreisen  der  Mathematiker  die  an  sich  recht 
elementaren  Verhältnisse  nicht  so  bekannt  sind,  als  sie  es  besonders 
wegen  ihrer  technischen  Bedeutung  fQr  die  Konstruktion  der  Zahnräder 
verdienen. 

§1- 

Die  allgemeinen  oyklisohen  Kurven. 

Als  Definition  der  allgemeinen  cyklischen  Kurven  sei  folgende 
erste  kinematische  Erzeugung  an  die  Spitze  gestellt: 

I.Drehen  sich  zwei  benachbarte  Seiten  SE^  nnd  SE^  eines 
als  Gelenksystem  gegebenen  Parallelogrammes  SE^ME^  mit 
gleichförmigen,  aber  von  einander  yerschiedenen  Winkel- 
geschwindigkeiten o  und  Sl  um  den  gemeinsamen  Eckpunkte, 
so  beschreibt  der  gegenüberliegende  Eckpunkt  M  eine  all- 
gemeine cyklische  Kurve  (Fig.  1). 

Wir  denken  in  der  Ebene  des  Parallelogrammes  in  bekannter 
Weise  die  komplexe  Variable  z  ^  x  +  iy  gedeutet.*  In  der  „Anfangs- 
lage^ des  Parallelogrammes  mögen  femer  die  Seiten  SE^  und  SE^ 
übereinanderliegen**  und  sich  vom  Nullpunkt  aus  längs  der  positiven 
Richtung  der  Aze  des  Reellen  erstrecken,  wie  in  umstehender  Figur 
zugleich  mit  den  geometrischen  Örtem  der  Punkte  E^  und  E^  angedeutet 
ist  (Fig.  2).  Es  sei  zur  Abkürzung  8E^  «•  C,  SE^ «  c  gesetzt;  ferner 
seien  die  Lagen  der  Punkte  E^  und  E^  während  des  Verlaufs  der  Be- 
wegung durch  die  Zahlwerte  z^  und  z^y  die  des  Punktes  M  durch  z 
ausgedrückt  und  endlich  mit  t  ein  etwa  als  Zeit  zu  deutender  Para- 
meter bezeichnet.    Dann  gelten  zunächst  die  Gleichungen: 

Da  in  jedem  Augenblicke  z  ^  z<^'\-  z^  ist,  so  ergiebt  sich: 

1)  xf-C-e*"'+c-c'ß' 

als  die  offenbar  einfachste  und  übersichtlichste  ßleichungsform,  welche 
far  die  allgemeinen  cyklischen  Kurven  aufzustellen  sein  dürfte.*** 

Offenbar  sind  die  beiden  Hauptfalle  zu  unterscheiden,  dass  co  und  Sl 
gleiches  oder  entgegengesetztes  Vorzeichen  besitzen.  Wir  wollen  voraus- 
setzen,   was    der  Allgemeinheit   der   Untersuchung   ersichtlich   keinen 


*  Komplexe  Variable  hat  z.  B.  bereits  Herr  Mehmke  in  ähnlicben  ünter- 
sachangen,  nämlich  in  seiner  Arbeit:  Lber  die  Bewegung  eines  ebenen  starren 
Systems  in  seiner  £bene,  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  35,  S.  1—  24  und  S.  65  —  81  (1890) 
mit  Vorteil  benutzt. 

•*  Vergl.  die  folgende  Anmerkung. 

*^  Hätten  wir  eine  beliebige  Lage  des  Parallelogrammes  als  Anfangslage 
gewählt,  etwa  die  in  Fig.  1  dargestellte,  so  hätte  sich,  wenn  wir  noch  €  und  Ü 
statt  z^  t  schreiben,  als  Gleichung  für  die  Lage  von  3/  ergeben: 
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Abbruch  thut,  dass  im  ersten  Hauptfalle  cd  und  A  beide  po- 
sitiv^ im  zweiten  cd  negativ  und  U  positiv^  in  beiden  Fällen 
I  CD  I  <Ä  sei. 

Der    Oleichung    1)   lässt   sieb   leicht   eine    der  beiden    folgenden 
Formen  geben: 

3)  z  =  {c+C-e^^-^^)')-&^*. 

Wir  wollen,  um  uns  bestimmter  ausdrücken  zu  können,  die  folgende 
Betrachtung  an  den  ersten  Hauptfall  anlehnen,  jedoch  gleich  hier  be- 

Fig.  1.  Flg.  2, 


merken,  dass  ganz  gleiche  Resultate  sich  für  den  zweiten  Hauptfall 
ergeben.    Was  bedeutet  die  Gleichung  2)  für  einen  bestimmten  Wert  V 

wo  cc  lind  ß  die  Winkel  bezeichnen,  welche  SE^^  und  SE^  in  der  Anfangslage 
mit  der  positiven  Richtung  der  Axe  des  Reellen  bilden.  Substituieren  wir  iu 
diese  Gleichung  s^=e.eio^    t'=t  +  t, 

wo  a  und  t  zwei  noch  zu  bestimmende  reelle  Grössen  sein  sollen,  so  kommt: 

Diese  Substitution  kommt  ersichtlich  nur  auf  eine  Drehung  des  Koordinaten- 
systems um  den  Nullpunkt  und  die  Wahl  eines  neuen  Nullpunkt«  für  den  Para- 
meter hinaus. 

Wir  setzen  jetzt: 

COT  -f  a  —  <r  =  0,     ßr  -f  (5  —  a  =  0, 

woraus  folgt: 

cc-  ß  (Sl  +  G})t  +  a  +  ß 

Ä  -  ca  2 

Abgesehen  von  dem  schon  im  Satze  1  ausgenommenen  trivialen'  Falle  o  =  fi, 
in  dem  das  Parallelogramm  als  starres  System  sich  um  5  dreht,  haben  wir  hier- 
durch die  Grössen  z  und  a  in  brauchbarer  Weise  bestimmt  und  damit  die  Glei- 
chung 1')  auf  die  Gleichung  1)  zurückgeführt. 

Auch  darin,  dass  in  den  Gleichungen  1)  und  1')  die  Grössen  C  und  c  von 
vornherein  als  positiv  angenommen  sind,  liegt  offenbar  keine  Beschränkung  der 
Allgemeinheit  unserer  Betrachtung. 
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des  Parameters  t  geometrisch?  Hierauf  geben  uns  die  elementaren 
Regeln  über  das  geometrische  Rechnen  mit  Strecken  oder  komplexen 
Zahlen  Antwort.  Wir  denken  von  dem  Paralleiogramm  (Fig.  1)  allein 
die  Strecken  SE^ «  C  und  E^M^  c  beibehalten.  Der  ELlammergrösse 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  2)  entsprechend  haben  wir  yom 
Nullpunkt  aus  zunächst  die  Strecke  C  längs  der  positiven  Bichtung  der 
Axe  des  Beeilen  abzutragen  und  daran  die  Strecke  c^  jedoch  in  einer 
Richtung,  die  mit  der  positiven  Bichtung  der  Axe  des  Beeilen  den 
Winkel  {Sl^ci)t*  büdet  (Fig.  3).  Der  Endpunkt  M  der  zweiten 
Strecke  giebt  dann  den  komplexen  Wert  der  Elammergrössei.  Dass 
diese  endlich  noch  mit  e^^**  zu  multiplizieren  ist,  heisst  geometrisch, 
wir  sollen  jetzt  die  beiden  aneinander  gereihten  Strecken,  ohne  ihre 
gegenseitige  Lage  zu  ändern,  noch  um  den  Nullpunkt  durch  den  Winkel 
ai*  drehen.  Die  neue  Lage  Jf*  des  Punktes  M  bezeichnet  den  Wert  der 
ganzen  rechten  Seite  der  Gleichung  2).  Mit  anderen  Worten:  Der 
Punkt  M  (oder  das  System  des  Gliedes  E^M)  ist  in  jedem  Augenblick 
zwei  Drehungen  unterworfen,  einmal  einer  solchen  um  die  momentane 

Fig.  8. 


(tf-ß)^ 


Lage  des  Punktes  E^  mit  der  Geschwindigkeit  (ü  —  o),  zweitens  (zu- 
gleich mit  E^  einer  solchen  um  den  Punkt  S  mit  der  Geschwindigkeit  ©.* 
Dem  Satze  1  stellt  sich  daher  sogleich  folgende  zweite  kinematische 
Erzeugung  der  allgemeinen  cyklischen  Kurven  zur  Seite: 

2.  Eine  allgemeine  cyklische  Kurve  wird  auch  von  jedem 
Punkte  Jf  eines  beweglichen  Systems  erzeugt,  das  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  sich  um  einen  Punkt  E^  dreht, 
wahrend  letzterer  selbst  gleichzeitig  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit sich  auf  einem  Kreise  um  einen  festen  Punkt  S 
bewegt. 

Diese  zweite  Erzeugungsart  besitzt  aber  ersichtlich  den  Nachteil, 
für  die  einzelne  cyklische  Kurve  zweideutig  bestimmt  zu  sein.  Denn 
wir  konnten  ja  im  Anschluss  an  die  Gleichung  3)  auch  die  aus  den 

*  Die  Verhältnisse  sind  also  ganz  der  angenäherten  Bewegung  des  Mondes 
analog,  der  sich  gleichzeitig  um  die  Erde  und  mit  dieser  um  die  Sonne  dreht. 
Dieser  Analogie  entsprechend  sind  auch  zum  Teil  die  Bezeichnungen  des  Textes 
gewählt. 
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Strecken  SE^  und  E^M  bestehende  Hälfte  des  Parallelogrammes  bei- 
behalten^ für  deren  Bewegung  die  Figur  4  gilt.  Dieselbe  cykliscbe 
Kurve  wird  eben  auch  beschrieben  vom  Punkte  M,  wenn  dieser  mit 
konstanter  (negativer)  Geschwindigkeit  (cd  —Si)  sich  um  i^  und  zu- 
gleich mit  E^  mit  konstanter  Geschwindigkeit  Ä  um  S  dreht. 

Wir  bringen  nun  weiter  einige  einfache  kinematische  Hilfssatze 
zur  Anwendung.  Anstatt  im  Falle  der  Giltigkeit  der  Figur  3  dem  System 
Ej  M  gleichzeitig  die  Winkelgeschwindigkeiten  {Sl  —  o)  und  o  bez. 
um  E^  und  S  zu  erteilen ,  können  wir  ihm  momentan  die  Winkel- 
geschwindigkeit (ü  —  0})  +  a>  —  ß  um  denjenigen  Punkt  P^  auf  SE^ 


Fig.  6. 


3ft 


Fig.  6. 


geben,   der  SE^^   im  umgekehrten  Verhältnis   der  Winkelgeschwindig-| 
keiten  teilt  (Fig.  5).     Es  besteht  also  die  Gleichung:  j 


E,P, 


-^-^  —  n^zr"    ^^®^    ^1  -Pi  *■  ^;  P^S  »^a    gesetzt. 


4) 


a 


O) 


Ä  —  © 


Die  geometrischen  Örter  des  augenblicklichen  Poles  oder  Momentan 
centrums  P^  im  festen  und  im  beweglichen  Systeme  E^M,  d.  h.  di< 
sogenannten  Polbahnen ,  sind  ersichtlich  die  in  der  Figur  5  eingezeicb 
neten,  sich  äusserlich  berührenden  Kreise  um  8  und  E^^  bez.  mit  a  und  i 
als  Radien.  i 

Als  dritte  kinematische  Erzeugung  der  allgemeinen  cyklische 
Kurven  ergiebt  sich  daher  folgende ,  meist  bevorzugte:  < 
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3.  Eine  allgemeine  cyklische  Kurve  wird  von  einem  mit 
einem  Kreise  fest  verbundenen  Punkte  M  beschrieben,  wenn 
dieser  auf  einem  festen  Kreise  abroUf^ 

Wir  konnten  in  gleicher  Weise  jedoch  auch  die  Figur  4  zum 
AüsgaDgspunkt  einer  entsprechenden  Betrachtung  wählen.  Der  jetzt 
ausserhalb  SEj  über  jS  hinaus  gelegene  Pol  P^  (Fig.  6)  ist  bestimmt 
durch  die  Gleichung:  -^t^t  ^ 

oder,  wenn  wir  mit  A  und  B  bez.  die  absoluten  Beträge  der  Grössen 
PjS  und  F^P  bezeichnen: 

Die  Polkreise  berühren  sich  diesmal  innerlich.  Wir  gewinnen 
daher  den  Satz: 

4.  Jede  cyklische  Kurve  des  ersten  Hauptfalles  kann 
sowohl  durch  zwei  sich  äusserlich  berührende  Kreise  in  der 
angegebenen      Weise  i-i^^  ^ 

erzeugt  werden,  wie 
durch  zwei  sich  inner- 
lich berührende,  in 
welch  letzterem  Falle 
der  grössere  Kreis 
auf  dem  kleineren  ab- 
rollt 

Aus  den  Gleich- 
ungen 4)  und  5)  folgt 
durch  Subtraktion: 

^    Ä       a 

Femer  ergiebt  sich 
aus  den  Figuren : 
7)   l  +  a^C, 
i)B-^A^c,  d.h. 

5.Die  Entfernung 
des  beschreibenden 
Punktes  von  dem  Mittelpunkte  des  beweglichen  Kreises  des 
einen  Kreispaares  ist  gleich  dem  Abstände  der  Mittelpunkte 
des  anderen  Kreispaares. 

Die  Gleichungen  6),  7),  8)  gestatten  einmal  die  Grössen  A,  Bj  C  ein- 
deutig zu  berechnen^  wenn  die  Grössen  a,  h,  c  gegeben  sind,  und  um- 
gekehrt. Sodann  ist  die  Gleichung  6)  der  Ausdruck  für  folgende 
Fhatsache: 

*  DasB  die  zum  Beweise  dieses  Satzes  benutzten  kinematischen  Hilfssätze 
(ich  in  nnserem  speziellen  Falle,  wenn  man  will,  leicht  auch  direkt  nachweisen 
lassen,  braucht  wohl  kaum  erw&hnt  zu  werden. 
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6.  Wenn  man  die  für  denselben  Zeitpunkt  t*  gezeichneten 
Figuren  5  und  6  so  zu  einer  einzigen  vereinigt^  dass  das  ur- 
sprüngliche Parallelogramm  wieder  erscheint,  so  liegen  die 
Punkte  Pj,  Pj,  M  in  einer  Geraden  (Fig.  7).  Dieser  Satz  gestattet 
auch  leicht  geometrisch  die  Grössen  A,B^C  zu  konstruieren,  wenn 
die  Grössen  ajhyC  gegeben  sind,  und  umgekehrt. 

In  Betreff  des  zweiten  Hauptfalles  (a)<0,  ä>0,  [a)|<Ä)  be- 
gnügen wir  uns  noch  folgendes  besonders  zu  bemerken: 

4*.  Jede  cyklische  Kurve  des  zweiten  Hauptfalles  kann 
durch  zwei  Paare  sich  innerlich  berührender  Kreise  erzeugt 
werden,  indem  hierbei  beidemal  der  kleinere  auf  dem  grösseren 
abrollt. 

An  die  Stelle  der  Figur  7  tritt  die  Figur  7*.  Den  Formeln  4)— 8) 
entsprechen  femer  jetzt  folgende  Formeln,  in  denen  a,  6  und  A,  B 
wieder  die  (absolut  gerechneten)  Radien  SP^yP^E^  und  SP^jP^T^^ 
der  beiden  Kreispaare  bezeichnen: 

Flg.  7*.  4*)    -  «  —  7j ; 


6.*) 


Ä-» 


8*)  A-B=c. 

■>  Die  Sätze  5  und  6 
gelten  unverändert 
auch  hier.* 

Die  Gleich.  6') 
giebt  uns  Anlass, 
den  bekannten  Fall 
zu  erwähnen,  dass 
eines  der  Iladien- 
verhältnisse und  da- 
mit auch  das  andere 

'   gleich  —  ist,  so  dass 

der  kleinere  Kreis  jedes  Paares  durch  den  Mittelpunkt  des  grösseren 
geht.  Dann  folgt  aus  jeder  der  Gleichungen  4*)  und  5*),  dass  ö«— ß 
ist.     Die  ursprüngliche  Gleichung  1)  geht  jetzt  über  in: 

*  Ist  femer  z.B.  C  und  a> :  Q,  konstant^  aber  c  variabel,  so  stellt  die  Gleichung  1': 
oder  2)  durch  passende  Wahl  von  c  jede  beliebige  cyklische  Kur\'e  dar,  welche 
durch  Abrollung  des  einen  zugehörigen  Kreispaares  (Fig.  5)  sich  erzeugen  lasst 
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9)  g^C-e-'^^'+e-ef"' 

oder,  wenn  die  reellen  und  imaginären  Bestandteile  beider  Seiten  ein- 
ander gleich  gesetzt  werden: 
10)  x^{c  +  C)'Cio&Slt, 

y  ^{c  —  C)-8inß^. 
Hieraus  folgt,  wenn  nicht  O  gleich  c  ist: 

7t  +  f.lr^^^^y  d.h. 


7.  Ist  C '^^  c,  so  beschreibt  der  Punkt  M  (im  Falle  a)=*— Ä) 
eine  Strecke  auf  der  a:-Axe,  ist  C^c,  dagegen  eine  Ellipse 
mit  den   auf  der  x-  und  y-Axe  gelegenen  Halbaxen   c-\'C  und 

e—C.  Ich  darf  es  dem  Leser  überlassen ,  sich  die  entsprechenden 
speziellen  Figuren  zu  zeichnen.  Dieser  Übergangsfall  soll  indes  bis 
zum  Schlüsse  des  Paragraphen  ausgeschlossen  sein,  da  er  ja  nicht 
eigentUche  cyklische  Kurven  liefert. 

Femer  giebt  die  Gleichung  6*)  folgenden  Satz,  der  die  beiden 
Ereispaare  zu  unterscheiden  gestattet: 

8.  Ist   im   zweiten   Hauptfalle   das   Radienverhältnis   des 

einen  Kreispaares  >  —,  so  ist  das  des  anderen  <  ^• 

Auf  Qrund  der  vorstehenden  Betrachtungen  mögen  jetzt  folgende 
Benennungen  der  verschiedenen  Typen  der  allgemeinen  cyklischen 
Kurven  eingeführt  werden: 

9.  Die  cyklischen  Kurven  des  ersten  Hauptfalles  (h>0) 

seien  als  „Epitrocboiden^S  ^^^  ^^s  zweiten  Hauptfalles  {^<0j 
als  y.Hypötrocboiden^^  bezeichnet. 

Dem  Wunsche,  in  der  Benennung  ausdrücklich  hervorzuheben,  ob 
die  einzelne  Epitrochoide  oder  Hypotrochoide  durch  das  eine  oder  andere 
Kreispaar  erzeugt  sein  soll,  tnigt  dann  folgende  Erweiterung  des  letzten 
Satzes  Rechnung: 

10.  Dieselbe  Epitrochoide  kann  als  „Epitrochoide  mit  freiem 
Centmm^'  oder  als  „Epitrochoide  mit  bedecktem  Centram^'  und 
ebenso  dieselbe  Hypotrochoide  als  „Hypotrochoide  mit  freiem 
Ontmm'^  oder  als  „Hypotrochoide  mit  bedecktem  Centrnm^^  be- 
zeichnet werden,  je  nachdem  der  als  Scheibe  gedachte  ab- 
rollende Kreis  den  Sätzen  4  und  8  entsprechend  den  Mittel- 
punkt des  festen  Kreises  frei  lässt  oder  bedeckt. 

Endlich  stellen  wir  noch  folgende,  an  die  Gleichung  1)  anknüpfende 
Definitionen  auf,  welche  nur  eine  solche  Wahl  der  Bezeichnungen 
daselbst  verlangen,  dass  |  o  |  <  |.^  |  ist: 

11.  Je   nachdem   das  Verhältnis  p>,  <  oder  «   ^    ist,  wo 

G>j<{i$2|    ist,    mag    im    übrigen    der    erste    oder    der    zweite 


^  6  T^ozog,  die  Scheibe,  das  Rad. 
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Hauptfall  vorliegen,  soll  die  cyklische  Kurve  bez.  als  ver- 
schlungene, gestreckte  oder  gespitzte  (Epi-  oder  Hypo) 
Trochoide  bezeichnet  werden.*  Eine  gespitzte  Epitrochoide 
oder  Hypotrochoide  (mit  freiem  oder  bedecktem  Gentrum) 
soll  abgekürzt  bez.  auch  eine  Epicykloide  oder  Hypocykloide 
(mit  freiem  oder  bedecktem   Centrum)  genannt  werden. 

Ich  will  im  einzelnen  nicht  weiter  ausführen,  dass  die  im  Satze  11 
gegebenen  Benennungen  sich  durchaus  mit  folgenden  recht  zweck- 
mässigen geometrischen  Definitionen  decken,  die  Chr.  Wiener  in  der 
auf's.  214  citieriben  Arbeit  giebt  und  denen  die  Erzeugung  der  Eurren 
durch  Ereispaare  zu  Grunde  liegen: 

11*.  Wenn  der  beschreibende  Punkt  M  und  der  feste 
Ereismittelpunkt  S  beide  innerhalb  oder  beide  ausserhalb 
des  beweglichen  Ereises  liegen,  so  haben  wir  eine  ver- 
schlungene Trochoide. 

Wenn  der  beschreibende  Punkt  M  innerhalb  des  beweg- 
lichen Ereises,  der  feste  Ereismittelpunkt  S  dagegen  ausser- 
halb liegt  oder  umgekehrt,  so  haben  wir  eine  gestreckte 
Trochoide. 

Wenn  endlich  der  beschreibende  Punkt  auf  dem  beweg- 
lichen Ereise  liegt  (mag  der  feste  Ereismittelpunkt  dann 
ausserhalb  oder  innerhalb  liegen),  so  haben  wir  eine  gespitzte 
Trochoide. 

Zum  Schluss  möchte  ich  mit  wenigen  Worten  noch  anführen,  wie 
die  Gleichungen  für  die  Trochoiden  in  rechtwinkligen  Eoordinaten  x,  y 
sich  aus  der  Gleichung  1)  ergeben.  Setzen  wir  die  reellen  und  imaginären 
Bestandteile  beider  Seiten  einander  gleich,  so  ergiebt  sich: 

11)  X  —  Ccos©^  +  ccosÄ^, 

y  —  0  sin  oi  +  c  sinÄi. 

Wollen  wir  diese  Gleichungen  noch  so  umformen,  dass  sie  z.B. 
die  Erzeugung  der  Trochoide  als  eine  Epitrochoide  mit  freiem  Centrum 
unmittelbar  erkennen' lassen,  so  führen  wir  durch  die  Substitution  A  »  o^ 


•  lat  ^  = 
C 


,  80  gilt  der  Satz,  dass  die  festen  Ereise  beider  Paare 


09 

zasammen fallen.      Denn  im  ersten  Hauptfalle  folgt  z.  B.   aus  den  Gleichun- 
gen 7)  und  8):  B--A       c       CO 

oder  unter  Benutzung  der  Gleichungen  4)  und  6): 

-^ 1 

A   Sl  —  a>  09       ji.-^- 

— s=:  -—%     a.  n.     —  =  1, 

a        to       .  Sl  a 

Sl  —  a   ' 

Analog  ist  der  Beweis  im  zweiten  Hauptfalle  zu  fuhren. 
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an  SteOe  von^  den  Parameter  A  ein  ^  der  den  Winkel  bezeichnet,  durch  den 
sich  die  Centrale  SE^  dea  Ereispaares  um  S  gedreht  hat,  und  eliminieren 

mit  Hilfe  der  Gleichungen  4)  und  7)  die  Grössen  ^  und  c.  Wir  bekommen 
dann: 
IIa)  a:=»  (a  + 6)co8A  +  ccos^^-y— A, 

j^  —  (a  +  6)  sin  A  +  c sin  ^^    A. 

In  entsprechender  Weise  ergiebt  sich  aus  Gleichung  11)  bezüglich 
der  Erzengang  der  Epitrochoide  mit  bedecktem  Centrum  das  Gleichungs* 

IIb)  a;-Ccos^^^  +  (B-J.)ca8yf, 

ff  «  Csin — ^---^  +  (JB  — -4)sin^, 

m  A^Slt,  und  bezüglich  der  Erzeugung  der  Trochoide  als  Hypo- 
troclioide  eines  der  folgenden  beiden  der  Form  nach  übereinstimmenden 

Gleichungspaare: 

Uc)  X  =«  (a  —  6)cos  A  +  ccos     ~    A, 

y  «=  (a  —  6)  sin  A  +  c  sin  — r— ^^ 

wo  i  «  of,  oder 

x^  C  cos  — ^ —  A  +  (Ä  —  B) cos yi, 

y  «  C  sin  — ^—  -<^  +  (-4  —  B)  sin  ^, 
mA^Slt  ist. 

Dass  diese  speziellen  Gleichungen  IIa — c)^  welche  meist  zum  Aus- 
gangspunkt der  Kuryenuntersuchung  gewählt  werden,  natürlich  sehr  der 
Gleichung  l)y  ja  selbst  den  Gleichungen  11)  an  Einfachheit  und  Über- 
sichtlichkeit nachstehen  y  liegt  auf  der  Hand. 

§2. 
Beschreibung  der  Modelle. 

Der  besseren  Übersicht  wegen  seien  die  Modelle  in  vier  Gruppen 
eingeteilt,  die  wir  der  Reihe  nach  kurz  besprechen  wollen. 

Die  vier  Modelle  der  ersten  Gruppe  stellen  neben  anderen 
Eigenschaften  insbesondere  dem  Satze  10  entsprechend  die 
doppelte  Erzeugung  sowohl  der  Epitrochoiden  wie  der  Hypo- 
trochoiden  dar  (Modelle  1—4  der  Tafel  IV).  Die  Modelle  des  ersten 
Paares  zeigen  uns  einmal  die  drei  Arten  der  Epitrochoiden  als  yer- 
schlungene,  gestreckte  und  gespitzte  Epitrochoiden  mit  freiem  Centrum^ 
sodann  (Ueselbe  yerschlungene  Epitrochoide  auch  als  solche  mit 
bedecktem  Centrum.  Zugleich  ist  in  dem  zweiten  Modelle  dieses  Paares 
auch  die  gespitzte  Epitrochoide  hinzugefügt^  die  sich  als  Völlig  ver- 
schieden von  der  gespitzten  Epitrochoide  des  ersten  Modelies  erweist. 
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Von  Interesse  ist  es,  die  verschiedenen  Lagen  der  gespitzten  Trochoiden 
zu  derselben  verschlungenen  zu  beachten.  Die  Modelle  des  zweiten 
Paares  zeigen  uns  in  entsprechender  Weise  einmal  die  drei  Arten 
der  Hypotrochoiden  als  verschlungene,  gestreckte  und  gespitzte  Hypo- 
trochoiden  mit  freiem  Centrum,  sodann  dieselbe  gestreckte  Hypotrochoide 
mit  freiem  Centrum  auch  als  solche  mit  bedecktem  Centruiu. 
Wie  femer  ein  Punkt  des  beweglichen  Systems  im  festen,  so  beschreibt 
auch  ein  Punkt  des  festen  Systems  im  beweglichen  eine  Trochoide. 
So  wird  zugleich  in  dem  zweiten  Modell  dieses  Paares  ton  einem 
Punkte  des  festen  Systems,  der  in  der  Anfangslage  mit  dem  die  Hypo- 
trochoide beschreibende  Punkte  des  beweglichen  Systems  zusammen- 
fällt, eine  Epitrochoide  mit  bedektem  Centrum  gezeichnet. 

Wie  aus  den  Figuren  der  Tafel  IV  naher  ersichtlich  ist,  sind  diese 
Modelle  im  wesentlichen  so  eingerichtet,  dass  die  beiden  Kreise  durch 
Scheiben  oder  Ringe  aus  hellem  Metall  (Zinkblech)  dargestellt  werden, 
die  auf  entsprechenden  Zahnrädern  befestigt  sind.  Der  Mittelpunkt  des 
beweglichen  Zahnrades  lässt  sich  durch  eine  auf  der  Rückseite  befindliche 
Kurbel  auf  einem  Kreise  führen,  wodurch  ohne  weiteres  die  gewünschte 
Abrollung  erreicht  wird.  Die  Kurven  sind  in  Spiegelglasscheiben  ein- 
geätzt und  mit  denselben  Farben  ausgezogen,  welche  die  als  kleine 
Kugeln  ausgebildeten  beschreibenden  Punkte  zeigen. 

Die  zweite  Gruppe  veranschaulicht  mit  drei  Modellen  die 
speziellen  Fälle  der  cyklischen  Kurven  (Modelle  5  und  6  der 
Tafel  IV  und  Modell  7  der  Tafel  V).  Das  erste  Modell  zeigt  die  Er- 
zeugung von  Ellipsen  und  Strecken  durch  Abrollung  eines  Kreises 
in  einem  solchen  von  doppeltem  Radius  (Satz  7)  und  veranschau- 
licht daher  auch  den  einfachen  Satz:  Wenn  eine  Strecke  sich 
so  bewegt,  dass  ihre  Endpunkte  auf  zwei  sich  schneidenden  Geraden 
gleiten,  so  beschreibt  jeder  mit  ihr  fest  verbundene  Punkt  eine 
EUipse  oder  Doppelstrecke.  Die  beiden  anderen  Modelle  dieser  Gruppe 
zeigen  die  Erzeugungen  der  verschlungenen,  gespitzten  und  gestreckten 
Kreisevolventen  bez.  Cykloiden  durch  Abrollung  einer  Geraden  auf 
einem  Kreise  bez.  eines  Kreises  auf  einer  Geraden.* 

Die  Einrichtung  dieser  Modelle  ist  ganz  ähnlich  ausgeführt,  wie 
bei  jenen  der  vorigen  Gruppe.  Um  bei  dem  Modelle  der  Kreisevolventen 
die  Abrollung  des  Lineals  auf  der  Kreisscheibe  zu  ermöglichen,  greift 
das  Kurbelende  an  einem  Schlitten  an,  der  auf  der  Unterseite  des 
Lineals  gleitet.  Bei  dem  Modell  der  Cykloiden  ist  überhaupt  an  Stelle 
der  Kurbel  eine  Prismenführung  gewählt,  die  durch  das  feste  Lineal 
wieder  verdeckt  wird. 

•  In  Übereinstimmung  mit  Satz  11*  wird  eine  Kreisevolvente  verschlungen, 
gestreckt  oder  gespitzt  genannt,  je  nachdem  der  beschreibende  Punkt  M  auf 
derselben  Seite  der  Geraden  liegt  wie  der  feste  Ereismittelpunkt  S  oder  auf  der 
anderen  Seite  oder  auf  der  Geraden  selbst ,  und  ebenso  eine  Cykloide  verschlungen, 
gestreckt  oder  gespitzt,  je  nachdem  der  beschreibende  Punkt  M  ausserhalb, 
innerhalb  oder  auf  dem  rollenden  Kreise  liegt. 
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Die  dritte  Gruppe  yeranschaulicht  in  zwei  Modellen  das 
gleichläufige  und  das  gegenläufige  Zwillingskurbelgetrieb'e 
mit  ihren  Polbahnen  (Modelle  8  und  9  der  Tafel  V).  Sie  entstehen  aus 
einem  ein  Äntiparallelogramm  bildenden  6eleDkyiereckJrLi(f^(Fig.  8)^ 
wenn  eines  der  beiden  kleineren  oder  der  beiden  grösseren  (je  einander 
gleichen)  Glieder  als ^, Steg'' festgehalten  wird;  denn  die  beiden  dem  festen 
benachbarten  Glieder,  die  „Kurbeln"  vermögen  sich  im  ersten  Falle  in 
gleichem,  im  zweiten  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  drehen.  Die  bei 
der  Bewegiyig  auf  einander  abrollenden  Polbahnen  sind  zwei  kongruente 
Ellipsen  (bez.  Hyperbeln)  als  Örter  des  Schnittpunktes  P^  (bez.  Pj)  der 
Kurbeln  im  System  des  festgehaltenen  und  dem  des  gegenüberliegenden 
Gliedes,  der  „Koppel".* 

Die  allgemeine  Einrichtung  der  ganz  aus  Metall  bestehenden  Modelle 
wird  durch  die  Figuren  der  Tafel  V  genügend  erläutert.  Die  Bewegung 
der  Getriebe  ist  im  ersten  Modell  durch  den  auf  einer  der  Kurbeln  an- 


gebrachten kleinen  Griff,  im  zweiten  durch  eine  auf  der  Rückseite 
befindliche  Kurbel  leicht  zu  bewirken.  Ausserdem  sind  noch  sogenannte 
.^Eingrifispaarungen'^  angebracht,  um  zu  verhüten ,  dass  in  den  beiden 
Wechsellagen  bei  einer  vollen  Umdrehung  (nämlich  dann^  wenn  alle 
vier  Glieder  in  eine  Gerade  fallen)  das  Äntiparallelogramm  in  ein 
Parallßlogramm  überspringt. 

Die  drei  Modelle  der  vierten  Gruppe  endlich  stellen  die 
Inversoren  von  Peaucellier,  Hart  und  Sylvester-Kempe  dar, 
d.  h.  Apparate,  welche  die  Transformation  durch  reciproke  Radien  be- 
wirken (Modelle  10—12  der  Tafel  V).  Ich  möchte  mit  wenigen  Worten 
darauf  eingehen,  in  welcher  nahen  Beziehung  zu  einander  die  drei  Apparate 
stehen,  was  nicht  allgemein  bekannt  sein  dürfte,  und  damit  zugleich  den 
zu  Grunde  liegenden  mathematischen  Gedanken  kurz  entwickeln.**  Wir 
gehen  aus  von  dem  zuerst  (1864)  erfundenen  Inversor  von  Peaucellier. 
Dieses  Gelenksystem  besteht  aus  einem  Rhombus  ABCD  .nnd  den  an 

*  Näheres  sehe  man  z.  B.  in  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik  S.  302  flg. 
vnd  Renleaux,  Theoretische  Kinematik  (Braunschweig  1875)  S.  lS7flg.  nach. 

••  Des  Näheren  sei  verwiesen  auf  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik, 
S.  564flg.;  Kempe,  How  to  draw  a  straight  line,  London  1877;  Neuberg,  Syst^mes 
de  tiges  articul^es,  Lattich  1886,  woselbst  sich  zahlreiche  weitere  Litteratur- 
angaben  finden. 

Z«itielirin  f.  Mathematik  n.  Physik.  44.  Band.  1899.  4.  Heft.  1 5 
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zwei  Gegenecken  angreifeDden  Schenkeln  PC  = 
liebiger  Deformation  ist  stets: 

PÄPB  =  PE*-AE*-PC'- 
aUo  konstant,  d.  h.: 

Bei  festgehaltenem  Punkte  P  sind  die  Punkte  A  und  B 
einander  entsprechende  Punkte  derjenigen  Transformation 
durch  reciproke  Radien,  deren  Centrum  P  und  deren  Foteni 
PC*-AC^  ist. 

Das  Gelenksjstem  des  Inversors  tod  Hart  (1874)  besteht  aus 
einem  Antiparallelogramm  KLMN  {KL  =  3fX,  KN  =  LM)  (Fig.  10). 
In  ihm  schneide   die  gedachte  zu  KM  parallele  Gerade  QT  die  Seiträ 


"  PD  (Fig.  9).    Bei  be- 
-AC', 


in  den   Punkten  Q,B,S,T.     Darch   Spiegelung  der  Dreiecke  Z^.R 

und  MQS  an  ihren  Seiten  QS  und  QS  ei^eben  sich  die  Figuren  LQBL^ 

und MQSM^  (Fig.  11  a  und  b),  welche  mit  den  Teilen  CAPD  und  CBFI> 

Pig  1,  eines   entsprechenden    Inversors   von 

R  Peaucellier   ähnlich    sind.     Analog 

wie  bei  letzterem  ist  daher:  QBQS 

konstant,  nämlich  gleich: 

Bei  festgehaltenem  Punkte  Q 
sind  daher  die   Punkte  R  und  S 
wieder    einander   entsprechende 
o  if      Punkte   derjenigen  Transforma- 

tion durch  reciproke  Radien, 
deren  Centrum  Q  und  deren  Potenz  die  letztangeführte 
Konstante  ist. 

Der  Inversor  von  Sylvester-Kempe  (1875)  erweist  sich  un- 
mittelbar als  eine  Verallgemeinerung  des  vorigen.  Sein  Oelenksystem 
besteht  aus  vier  ähnlichen  Dreiecken,  deren  entsprechende  Seiten  da« 
Antiparallelogramm  £'Z3/^' bilden,  wie  die  Figur  13  zeigt.  Die  gedachte 
Strecke  QR  nimmt  z.  B  nach  Drehung  um  L  durch  den  Winkel 
QLJU  =  RLK  die  Lage  ft  B^ \\MK  an,  ebenso  die  gedachte  Strecke  QS 
nach    Drehung    um   M  durch    den   Winkel    QML  —  SMN  die  Lage 
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A 

Q^SJIMK  Folglich  ist  nicht  nur  der  Winkel  RQS  stets  konstant^ 
sondern  es  ist  auch  QR'QS  ^  Q^B^-  Q^S^y  ebenso  wie  Q^RiQ^S^ 
(rergl.  den  Inversor  von  Hart)  konstant  und  zwar  wieder  gleich 

Bei  der  Deformation  des  Gelenksystems  bilden  eben  die 
Tier  Punkte  QRST  stets  ein  Parallelogramm  mit  konstanten 
Winkeln  und  konstantem  Inhalt. 

Bei  festgehaltenem  Punkte  Q  gehen  daher  aus  R  und  S 
dann  zwei  einander  entsprechende  Punkte  einer  gewöhnlichen 
Transformation  durch  reciproke  Radien  hervor,  deren  Cen- 
trum Q  und  deren  Potenz  die  angegebene  Eonstante  ist,  wenn 
man  einen^  der  Punkte  22  und  S  um  Q  durch  den  konstanten 
Winkel  RQS  in  richtigem  Sinne  gedreht  denkt. 

Die  ebenfalls  ganz  aus  Metall  hergestellten  drei  Modelle  dieser 
Gruppe  sind  im  allgemeinen  ähnlich  gebaut  wie  die  der  vorigen  Gruppe. 
In  jedem  Modell  greift  an  dem  einen  der  durch  die  Transformation 
einander  zugeordneten  Punkte  ein  Eurbelarm  an,  dessen  Drehpunkt 
durch  eine  auf  der  Rückseite  angebrachte  Prismenftlhrung  leicht  in 
z^ei  Grenzlagen  eingestellt  werden  kann.  Durch  Drehung  der  Kurbel 
an  einem  ebenfalls  auf  der  Rückseite  befindlichen  Knopfe  wird  dieser 
Punkt  auf  einem  Bogen  entweder  eines  durch  das  feste  Centrum  der 
Transformation  oder  eines  dieses  einschliessenden  Kreises  geführt. 
Entsprechend  beschreibt  der  zugeordnete  Punkt  entweder  eine  Strecke 
oder  ebenfalls  einen  Kreisbogen,  die  wie  die  schon  genannten  Kreis- 
bogen auf  der  den  Apparat  tragenden  Platte  eingezeichnet  sind. 

Es  soll  mich  freuen,  wenn  diese  Modelle  bei  ihrer  Veröffentlichung 
die  gewünschte  Verbreitung  finden  und  so  ihren  eigentlichen  Zweck 
erfüllen^  besonders  jüngere  Mathematiker  bei  Beginn  ihrer  Studien  für 
die  Anwendungen  zu  interessieren.  Ich  hofPe  dann  auch  die  in  Aussicht 
genommene  Sammlung  kinematischer  Modelle  bald  bis  zu  einem  guten 
Abschluss  fortsetzen  zu  können.  Dass  die  Modelle  nicht  nur  in  einer 
kinematischen,  sondern  auch  in  anderen  elementaren  Vorlesungen,  be- 
sonders auch  an  Universitäten,  zur  Belebung  des  Unterrichts  gute 
V^enrendung  zu  finden  geeignet  sein  dürften,  brauche  ich  wohl  kaum 
tu  erwähnen. 


Zum  Vorwärtseinsolineiden  mit  drei  Biohtungen. 

Von 

E.  Hammer 

in  Stuttgart. 


Im  letzten  Heft  der  Zeitschrift  für  Vermessungswesen  (1899,  S.44)  i?t 
von  Herrn  Dr.  Eggert  der  Versuch  gemacht  worden,  beim  Rück- 
wärtseinschneiden eines  trigonometrischen  Neupunkts  mit  einer  über- 
schüssigen Richtung  statt  des  üblichen  Verfahrens  der  Ausgleichung 
nach  vermittelnden  Beobachtungen  das  Verfahren  mit  Hilfe  von 
Kon*elaten  anzuwenden. 

Im  Fall  der  Verwendung  von  nur  vier  Zielpunkten  beim  Rückwarts- 
einschneiden  entsteht  eine  einzige  Seitenbedingungsgleichung  und  es  kann 
damit  an  Rechnungsarbeit  eine  Kleinigkeit  erspart  werden  dem  gewöhn- 
lichen Verfahren  gegenüber.  Allein  man  wird  dieses  gewöhnliche  Verfahren, 
das  vollständig  symmetrisch  ist  und  nur  die  Kenntnis  der  sehr  einfachen 

Beziehung  zwischen  kleinen  Ver- 
änderungen der  Koordinaten  des  An- 
fangspunktes einer  durch  die  Koor- 
dinaten ihrer  beiden  Endpunkte  ge- 
gebenen Strecke  und  der  entsprechen- 
den Änderung  ihres  Richtungswinkels 
voraussetzt,  auch  in  diesem  Fall 
*  nicht  verlassen  wollen,  solange  die 
Bedingungsgleichung  nicht  übersichtlicher  und  symmetrischer  in  den 
Beobachtungen  ausgedrückt  wird;  und  jeder  Versuch  dazu  stosst  auf 
Schwierigkeiten. 

Etwas  anders  liegt  die  Sache  beim  Vorwärtseinschneiden  von 
drei  Standpunkten  aus.  Nicht  als  ob  die  folgende  Notiz  dazu  auf- 
fordern sollte,  für  diese  Aufgabe  das  gewöhnliche  Verfahren  ver- 
mittelnder Beobachtungen  zu  verlassen;  da  aber  hier  bei  Anwendung 
der  Rechenvorschriften  für  bedingte  Beobachtungen  ebenfalls  nur  eine 
Bedingungsgleichung  erfüllt  zu  werden  braucht,  die  ohne  weiteres  und 
symmetrisch  in  den  Beobachtungen  sich  ausdrücken  lässt,  so  ist  es 
vielleicht  nicht  ganz  überflüssig  (weil  es  in  den  Lehrbüchern  nicht 
geschieht),  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  man   die  paar  Zahlen, 
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die  hier  die  ganze  Korrelatenausgleichung  erfordert^  zweckmässig  zur 
gelegentlichen  Eontrolle  des  üblichen  Verfahrens  verwenden  kann. 
Ist  der  Punkt  P  im  innem  des  von  den  fest  gegebenen  Punkten 

^1(^1^1)7  ^ii^Vi)^  ^zi^zVi)  gebildeten  DreieckB  von  diesen  drei 
Punkten  aus  vorwärts  eingeschnitten  durch  mittelbare  Beobachtung 
der  Richtungswinkel  (P^P),  (P^^)?  (-Ps^)  (^-B-  ^^  dadurch,  dass  in 
jedem  der  drei  gegebenen  Standpunkte  der  Satz  von  Richtungen  ge- 
messen ist^  der  die  Zielungen  nach  den  zwei  andern  gegebenen  Punkten 
und  nach  dem  Neupunkt  enthält),  so  lautet  bekanntlich  die  Bedingung 
dafür,  dass  die  drei  Strahlen  P1P7  P^P  und  P^P  sich  in  einem  Punkte 
treffen,  symmetrisch  ausgedrückt  in  den  Winkeln  1,2;  3,4;  5,6,  die 
diese  Strahlen  mit  den  fest  gegebenen  Seiten  des  Dreiecks  bilden,  so: 

.V  sis  1  •  sin  3  •  sin  5        ^ 

^  sin  2  •  sin  4  •  sin  6  "^    * 

Bedeuten  also  nun  die  1,  2, ...  6  die  beobachteten  Winkel  (wirklich 
gemessen  oder  z.  T.  aus  den  Richtungswinkeln  berechnet),  so  lautet 
diese  Seitengleichung,  wenn  die  Verbesserungen  der  Messungen  i\,  r^ . . .  v^ 
sind: 

log  sin  (1  +  Vj)  +  log  sin  (3  +  r,)  +  log  sin  (5  +  v^) 

-  {log  sin  (2  +  i\)  +  log  sin  (4  +  v^)  +  log  sin  (6  +  r«) }  —  0. 


2)' 


\  v^+v^-O 

t?,  -  -  Vi 

«'s+t?^— 0 

oder  z.B. 

V4 ^s 

^6  +  ^6  "==  0 

^'6                ^S'l 

Zu  dieser  Seitengleichung  treten,  da  die  Winkel  (1  +  2),  (3  +  4),  (5  +  6) 
fest  gegeben  sind,  die  drei  weitern  Gleichungen: 


3) 


d.k  man  kann  in  2)  2.  B.  die  v^,  v^,  v^  durch  —  ^i,  —  t's»  ^  *^5  ^^" 
setzen.  Damit  wird  nun  die  Rechnung  überaus  einfach.  Die  Bildung 
der  Normalgleichung  für  die  einzige  Korrelate  h  (gleiche  Gewichte  für 
alle  Messungen  vorausgesetzt): 

4)  [ad]  Tc  ^w 

(wo  w  der  Widerspruch  ist,  der  sich  durch  Einsetzung  der  Messungen 
in  1),  also  vorläufige  Weglassung  der  v  in  2)  zeigt),  verlangt  nur 
^  Aufschlagen  von  sechs  log  sin  nebst  den  zugehörigen  Veränder- 
ungen pro  1"  und  die  Addition  von  drei  Quadraten,  die  jedenfalls 
mit  dem  Rechenschieber  gebildet  werden  können,  wie  sich  auch  die 
Ausrechnung  von  Ic  und  der  einzelnen  v  mit  dem  Rechenschieber  er- 
ledigen lasst. 

Was  die  Winkel  1 , 2, ...  6  angeht,  die  in  2)  zu  verwenden  sind, 
so  hat  man  in  jedem  Fall  (Winkelmessung  oder  Satzmessung)  zuerst 
üe  Richtungswinkel  (P^  P),  (P,  P),  (P3  P)  aufzustellen,  die  als  Messungs- 
srgebnisse  anzusehen   sind:  wenn  die  Winkel  1,2;  3,  4;  5,6  einzeln 
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gemessen  sind,  so  erhält  man  damit  z.  B.  f&r  (P^  P)  die  zwei  Werte 
(PiPg)-  2  und  (P^Pj)  +  1,  die  man  mittelt;  ebenso  für  (PiP)  und 
(P^P)  und  mit  diesen  (gleichwertigen)  Beobachtungen  für  die  drei 
Richtungswinkel  werden  dann  die  für  die  Rechnung  zu  verwendenden 
Winkel  1 ,  2, ...  6  gebildet.  Sind  di^egen  in  P^jPg^Pj  Sätze  gemessen, 
so  sind  die  gemittelten  Richtungswinkel  (PiP),  (P^P),  (P^P)  da- 
durch zu  erhalten,  dass  man  in  jedem  Standpunkt  nach  einander  die 
beiden  festen  Richtungen  als  Nullrichtungen  nimmt  und  die  zwei  so 
entstehenden  Werte  des  Richtungswinkels  nach  dem  Neupunkt  ermittelt, 
was  auf  leicht  zu  sehendem  Wege  mit  kleinen  Zahlen  zu  machen  ist. 
Es  braucht  kaum  hinzugefügt  zu  werden,  dass  es  ganz  imwesent- 
lich  ist,  ob  das  Messungsbild  in  der  That  das  der  Fig.  1  oder  z.  B.  das 
der  Fig.  2  ist  (zwischen  den  Standpunkten  Pj,  P^^  Pj  kann  nicht  zu- 

Pp 


Fig.  8. 


sammengesehen  werden;  neben  diesen  Punkten  sind  noch  P4,  P5,  Pg,  P. 
fest  gegeben,  die  als  Zielpunkte  benutzt  sind).  Nach  Aufstellung  der 
Richtungswinkel  (PiP),  (P^P)}  (P^P)  ^^^  ^^^  Messungen  (mit  Hilfe 
der  zu  rechnenden  Richtungswinkel  {P^P^,  (PiPs)  u. s.f.)  sind  auch 
hier,  nach  fernerer  Rechnung  der  Richtungswinkel  (P^P^),  (P^P^\  (PiPi) 
die  (gleichwertigen)  Winkel  1 ,  2, . . .  6  als  Differenzen  zu  bilden. 

Femer  ist  es  selbstverständlich  gleichgültig,  ob  der  Punkt  P,  wie 
zuerst  angenommen  und  in  Fig.  1  und  2  dargestellt,  in  der  That  inner- 
halb des  Standpunkt- Dreiecks  P^P^P^  liegt  oder  ausserhalb,  wie  in 
Fig.  3.     Auch  hier  lautet  die  Seitengleichung  wie  oben: 

sin  1  •  sin  B  •  sin  ^  =^  sin  g  •  sin  4  •  sin  ^ 

und  es  ist  nur  zu  beachten,  dass  die  weitem  Gleichungen  statt  3)  so 
lauten : 

t?l  =  +  t?8 

3  )  I  t7j  =  -|-  t^ß    und  nur  bei  v^  und  t?^  bleibt 


Vi Ü4 


Von  £.  Hammbb. 


231 


In  Fig.  3  sind  PiP^y  P^P^  stärker  gezogen  und  die  Winkel  2,  3,  5 
Terstarkt  angedeutet^  weil  sie  einem  derartigen  Beispiel  Jordans  ent- 
spricht (Handbuch  der  Vermessungskunde!,  4.  Auflage  1895^  S.334 — 340), 
fär  das  ich  die  oben  angedeutete  Auflösung  hier  folgen  lasse: 

Gfegeben  die  Koordinaten  von  P^,  P^,  P,: 

Pi    a?!  =  +  42133,2S     yi «  -  25014,26 

Pj    x^^  +  40493,76     y^ 23406,98 

Ps    ar,  =»  +  41632,97  '  y,  =-  —  20728,84 ; 

gemessen  die  Winkel  2  =  74M9'41",  3 -61^8' 10",  5  -  69<>42'28". 
Der  An&ng  der  Rechnung  ist  genau  derselbe  wie  bei  vermitteln- 
den Beobaehtimgen;  man  hat  nur  ausser  (PiP^)  und  (P^P^,  die  dort 
genügen,  hier  auch  (PiP^)  zu  rechnen  (femer,  wenn  man  nicht  nur 
die  V  kontrollieren,  sondern  auch  die  Koordinaten  von  P  rechnen  will, 
auch  zwei  feste  Seiten,  z.B  PiPg  und  P^P^]  ich  lasse  dies  aber  hier 
weg).    Hit  6 stelliger  Rechnung  (aber  Abrundung  auf  1'^)  findet  man: 

(PiP8)=«  135^34'   5" 

{P^P;)  «    66  51  35 

(P^P^)  -  276  39  30 

und  hieraus  mit  Hilfe  der  gemessenen  Winkel  2,  3,  5  auch   1,  4,  6 
nach  folgender  Zusammenstellung: 

1  =  35^25'   6"     !     2  «74^9' 41" 


3  >=  61    8  10 
5  -  69  42  28 
Man  liat  damit  femer: 

4<>- 
6  = 

50  15  20 
40    0  33. 

+  1" 

+  1" 

sin  1 
sin  3 
sin  5 

9-763085 
9  •  942  390 
9  •  972 165 

+  3,0 
+  l,t 

+  0,8 

sin  2 
sin  4 
sin  6 

9  •  983  547 
9  •  885  872 
9  •  808 150 

+  0,6 
+  1,8 

+  2,6 

9-677  640 

LO 

9  •  677  569 

10 

Die  reduzierte  Bedingungsgleichung  für  r^,  v^,  v^  lautet  also  mit 
Rücksicht  auf  3')  so: 

(3,0  -  0,6)  V,  +  (1,1  +  1,8)  va  +  (0,8  -  2,6)  V5  =  +  71 

und  man  hat  zur  Rechnung  von  Je  und  dieser  drei  v  nichts   mehr   zu 
Qinn  als  die  Quadrate  von  2,4,  2,9  und  —  1,7  zu  addieren.    Es  wird 

17,06  Ä  +  71  ««0    oder    i  =  —  4,16 

und  die  einzelnen  v  und  die  ausgeglichenen  Winkel  werden 
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Vi  =  -  lO/'o,  d.  h.  1  =  35«  24'  56",  2  =  74«  19'  31" 
^3  =  -  12/'i,     „     2  =  61     7  58,    4  «  50  15  32 
v^^+   7,"i,     „     5-69  42  35,    g  -  40    0  40; 
die  ausgeglichenen  Richtungswinkel  sind 

(P^P)  =  6m4'34",  (P^P)  =  16« 42' 3",  (P3P)  -  316« 40'  10". 

Für  [v^  -  wh  erhält  man  295  oder  296,  also  m  =-|/^  =±17". 

Wäre  die  Ausgleichung  der  Richtungswinkel  das  endgiltig  Ver- 
langte, so  wäre  die  vorstehende  Rechnung  ofltenbar  bedeutend  im  Vorteil 
gegen  die  gewöhnliche  nach  vermittelnden  Beobachtungen  (vergl.  a. a. 0). 
deren  Resultate  übrigens  identisch  damit  ausfallen  (S.339).  Da  man 
aber  die  Koordinaten  von  P  (und  meist  auch  deren  m.  F.)  haben  wilL 
so  verschwindet  der  Vorteil  wieder  so  ziemlich  ganz.  Aber  die  wenigen 
Zahlen,  die  man  überhaupt  anzuschreiben  hat,  lassen  die  vorstehende 
Rechnung  als  Eontrolle  vorteilhaft  erscheinen,  z.B.  statt  der  noch- 
maligen Rechnung  der  Richtungswinkel  nach  der  Ausgleichung  u.  sf. 
Die  Sache  auf  mehr  als  drei  Strahlen  auszudehnen  verlohnt  aber 
nicht^  da  dann  nicht  nur  eine  einzige  Seitengleichung  auftritt  und  also 

schon  bei  Aufstellung  und  Auflösung  der 
Normalgleichungen  nichts  an  Rechenarbeit 
erspart  wird. 

Sind  die  drei  beobachteten  Richtungs- 
winkel und  damit  auch  die  Rechnungs- 
winkel 1,  2, ...  6  nicht  von  gleichem  Ge- 
wicht, so  ist  selbstverständlich  darauf 
Rücksicht  zu  nehmen,  indem  die  Xormalgleichung  zur  Bestimmung 
der  Korrelate  Je  lautet: 

["] '  - 

In  dem  (ebenfalls  Jordanschen,  vergl. a.a.O.  S.358  und  die  obige 
Fig.  4)  Beispiel  mit  den  gegebenen  Koordinaten: 


.XJ/ 


w. 


A 
B 
C 


X 


y 


-  44904,80 

-  39554,90 

-  36479,40 


+  15967,60 
+  14032,80 
+  16760,60 


und  Messung  der  Winkel 


1  =  42^55' 11" 

3  =  43     8  43 

4  =  75  24  10 

5  =  50  10  49 

erhält  man  zunächst  die  fest  gegebenen  Richtungswinkel: 


Von  E.  EUmow. 
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(B^)- 289«  53'  0" 
oder  \  (CB)  =  228  25  47 
(ÄC)  -    84  37  22 


(4B)  =  109053'  0" 

(BC)  =    48  25  47 

(CA)  =  264  37  22 

uod  liieraus  die  beobachteten  Richtungswinkel: 

(ilP)  =  109«53'  0"     -42"  55' 11"    -   66»  57' 49" 

i|289«53'  0"  +  43*  8' 43" 
(^^)  =  2  (  480  25'  47"  _  750  24'  10" 

(CP)  =  228»  25' 47"      +50«  10*49"    =278«  36' 36" 


=  333»   1'40" 


1)-1 
p  =  2 


Die  Winkel  1  bis  6  f&r  die  Rechnung  nach  der  obigen  Yorschrift 
werden  damit: 


1  -  17«  39*  33" 
3  =  43    8  40 
5  =  50  10  49 


2  =  42*55' 11" 
4  =  75  24    7 
6  =  13  59  14 


(also  3  und  4  abgeändert  gegen  die  gemessenen  Winkel).     Es  wird 

ferner 

(6,6  -  2,2)  «1  +  (2,3  +  0,6)  »,  +  (1,8  -  8,4)  »5  -  130; 

dabei  hat  aber  t',  das  Gewicht  2,  v^  und  v^  das  Gewicht  1,  also  wird: 

r^«1  =  19,86  +  I  •  8,41  +  43,66  =  65,0 ,    d.  h. 

i  =  —  2,00 
und  also 

r,^ 2.4,4  =  -9",  »,=  -|-2-2,9  =  -3",  t»5  = -2.-6,6  =  +  13" 

(tn  =l/-j*  =  ±  16"  u.  8.  f.);  vergl.  a.a.O.  S.360. 

Zn  bemerken  ist  noch,  dass  auch  schon  Eoppe  in  seiner  Aus- 
gleichuDgsrechoung,  Nordhausen  1885,8.23 — 27  auf  die  imVorstehen- 
deii  behandelte  Aufgabe  die  Methode  der  bedingten  Beobachtungen  an- 
gewandt hat;  er  lässt  aber  (S. 26  a.a.O.)  zwei  Bedingungsgleichungen 
getrennt  stehen,  so  dass  trotz  der  Einfachheit  der  Koefficienten  der 
zv'eiten  kaum  eine  Verminderung  der  Rechenarbeit  im  Vergleich  mit 
der  Methode  der  vermittelnden  Beobachtungen  (a.  a.  0.  S.  29 — 31)  erreicht 
wird.  Freilich  ist  es  theoretisch  richtiger,  die  zwei  etwas  verschiedenen 
Werte  des  Richtungswinkels  (3  D)  (s.  d.  Figur  S.  23  a.  a.  0.),  die  durch  «j 
uud  ff,  geliefert  werden,  nicht  zu  vereinigen;  aber  wenn  man  nur  die 
Verbesserungen  der  Richtungswinkel  sucht,  so  erhält  man  dieselben 
Besnltate,  ob  man  die  Werte  vereinigt  oder  nicht,  nur  die  m.  F.  fallen 
im  einen  und  andern  Fall  etwas  verschieden  aus. 
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Beitrag  zur  AnflSsnng  der  Gleichung  vierten  Grades. 

Von  Dr.  H.  Heilermann  in  Godesberg. 

Wenn  in  der  Gleichong 

1)  f==Äx^+  2BX1/+  Cy^+2Bx  +  2Ey+F^0 
die  Koeffizienten  der  Bedingung 

ABC 

2)  5     C     ^    =0 

D     E    F 

Genüge  leisten,  so  ist  bekanntlich 

Ä'f^  (Äx  +  Btj  +  Dy  -  (y .  yB^~^^Äc  ±  yn^-  AF)^, 

3)  C'f^  {Bx  +  Cy  +  JE)*-  (ir -I/jB*-  AC±yi?-GF)\ 
Ff^  {Dx+  Ey+Fy-{X'yi>^-AF±y'Vi:^-CFy, 

m 

und  demgem&ss  kann  f=0  auf  dreifache  Weise  in  zwei  Gleichungen  ersten 
Grades  zerlegt  werden. 

Setzt  man  in  l)  x  =  e^  und  y  '=-  2e^  so  wird 

4)  f^A0^+4:Bz^'\'  {4:C+2D)z^+^Ez  +  F'^0, 

nnd  diese  Gleichung  vierten  Grades  kann  unter  derselben  Bedingung  2) 
in  die  Differenz  von  zwei  Quadraten  umgeformt  werden,  wie  oben  unter  3); 
damit  ist  dann  auch  die  Zerlegung  von  4)  in  Gleichungen  zweiten  Grades 
erreicht. 

Wenn  man  endlich  in  4)  der  einfacheren  Form  wegen  setzt 

A^a,     B=b,     C-=c-X,     2)  =  c+2X,     E -=  d,  F  ^  e^  so  ist 

5)  f^az*+4:bz^+  6cz^+Adz  +  e'^0, 
und  die  Bedingung  für  deren  Umformung  geht  nun  nach  2)  über  in 

a  h        c+  2  A 

6)  h         c  —  X  d=0. 

c+2;L        ä  e 

Diese  Besolvente  erfüllt  nicht   allein  diese  Bedingung,   sondern   sie 
liefert  zugleich  die  drei  Werte  der  Zahl  iL  für  die  Umformungen: 

a./*=- {az^+  2hz  +  c+  2X)^-  {^Z'^h^- ac  + aX  ±}/(c+2X)'- arV« 
7) j (c-;L)./*- (hz^+  2[c-'X)z  +  df-  {z^ •  \h^-ac+aX  ±y~d^- ce  + eX)' 
e'f^{c-^2X)z^^2dz  +  cy-{z^'y(c+2Xf--ae±2zyd^-ce  +  e}^/ 

aus   denen   man   unmittelbar   die  vollständige  Auflösung   der  Gleichung  5) 
erhält. 
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Über  eine  Yeranschanlicliniig^  von  Funktionen 
einer  komplexen  Variablen. 

Von  Ii.  Heirter  in  Bonn. 

Die  anschauliche  und  frachtbare  Art,  wie  eine  reelle  Funktion  einer 
reellen  VerSnderlichen  durch  eine  ebene  Kurve  dargestellt  wird,  hat  wohl 
schon  seit  langer  Zeit  den  Wunsch  nahegelegt,  etwas  ähnliches  auch  für 
die  Fonktionen  komplexer  YerSnderlicher  aufzufinden. 

Der  nächstliegende  Gedanke,  dies  zu  Tersuchen,  dürfte  folgender  sein. 
Durch  die  Gleichung  ^  ^  f(g) 

wo5=»a;  +  yt,  «7  =  w  +  t;i,  wird  aus  der  vierfachen  Mannigfaltigkeit  der 
beiden  unbeschränkten  Variablen  tu  tind  e  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit 
ausgeschnitten,  da  die  eine  Gleichung  tv  »  f(e)  zwei  solchen  zwischen  den 
Tier  Veränderlichen  o;,  ^,  u,  v  äquivalent  ist.  Eine  vierfache  Mannigfaltig- 
keit ist  geometrisch  in  den  sämtlichen  Geraden  des  Raumes  gegeben;  eine 
daraus  abgesonderte  zweifache  Mannigfaltigkeit  ist  ein  Strahlensystem. 
Das  Strahl ensjstem  ist  also  das  zunächst  sich  darbietende  geometrische 
Abbild  der  funktionalen  Beziehung  zwischen  zwei  komplexen  GrOssen. 
Dieser  Gedanke  ist  denn  auch  von  verschiedenen  Seiten  schon  verfolgt 
worden.*  Leider  aber  entbehrt  ein  Strahlensjstem  selbst  der  Anschau- 
lichkeit, so  dass  auf  diesem  Wege  keine  befriedigende  Lösung  der  Frage 
erzielbar  sein  dürfte. 

Eine  andere,  ebenfalls  sich  von  selbst  darbietende  Methode,  den 
Verlauf  von  ta  =>  f{z)  zu  veranschaulichen,  besteht  darin,  dass  man  u  tmd 
r  durch  je  eine  Fläche  darstellt,  die  dann  gleichzeitig  zu  betrachten 
sind.**  Aber  eben  der  letztere  Umstand  bringt  es  mit  sich,  dass  auch 
hierbei  das  Ideal  noch  nicht  als  erreicht  angesehen  werden  kann. 

Ohne  nun  beanspruchen  zu  wollen,  dass  dies  etwa  durch  den  nach- 
folgenden Vorschlag  geschehe,  dürfte  derselbe  doch  vielleicht  nicht  ohne 
Interesse  sein,  weil  er  wenigstens  gleichzeitig  die  beiden  Schwierigkeiten 
der  eben  genannten  Methoden  vermeidet.  Ob  er  dafür  neue  und  grössere 
Unzulänglichkeiten  mit  sich  bringt,  müsste  ein  Versuch  der  Ausführung 
entscheiden. 

Da  wir  mit  dem  dreidimensionalen  Punktraum  nicht  auskommen,  der 
vierdimensionale   Geradenraum   aber  zu  keiner   Anschaulichkeit  führt,   be- 


*  Vergl.  Lie,  Forhandl.  i  Yidensk.  Selsk.,  Kristiania  1869 ;  siehe  auch  Berichte 
der  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  1897,  S.  727.  —  Auch  Weierstrass 
bat  in  seinen  Vorlesungen  Bemerkungen  ähnlichen  Sinnes  gemacht.  —  Eine  Ab- 
handlung von  Ben^  deSaussure,  Interpretation  g^om^trique  des  dquations  ä 
denx  variables  complexes,  welche  im  Januar  1896  der  Pariser  Akademie  überreicht 
Würde  (vergl.  Compt.  Rend.  hebd.  des  S^ances  etc. ,  Janv.  1896)  scheint  nicht  publi- 
Eiert  worden  zu  sein. 

**  Über  Modellpaare  dieser  Art  vergleiche  man  W.  Djck,  Katalog  math. 
und  math.-ph78ik.  Modelle,  Apparate  und  Instrumente,  S.  176  flg.    München  1892. 
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halten  wir  den  ersteren  bei,  fügen  aber  ein  viertes  Element  hinzu,  das 
wie  die  Form  dem  Auge  wahrnehmbar  ist,  n&mlich  die  Farbe.  Die  un- 
abhängige Variable  z*^x-\-yi  denken  wir  mis,  wie  üblich,  durch  die 
Punkte  einer  Ebene  repräsentiert.    Für  die  abhängige  Yaiiable  w  setzen  wir 

to  =  r'  €9* 
und  repräsentieren  zunächst  den  Modul  \w\  ^  r  in  jedem  Punkte  g  durcli 
eine  Höhe,  die  also  stets  auf  derselben  Seite  der  £?- Ebene  errichtet  wird. 
Der  Modul  \w\  als  Funktion  von  x -]- yi  wird  also  durch  eine  Flache 
dargestellt;  die  Modulfläche  der  Funktion,  die  nirgends  unter  der 
)er- Ebene  verläuft  tmd  allein  schon  in  vielen  Fällen  ein  grosses  Interesse 
beanspruchen  dürfte. 

Der  gesamte,  in  Betracht  kommende  Wertvorrat  des  Argumentes  9 
(— -  «  <  g)  <  +  ?r,  wobei  —  n  und  +  it  als  identisch  zu  betrachten  sind) 
ist  eine  geschlossene  einfache  Mannigfaltigkeit,  um  diese  durch  die  Färbung 
anschaulich  zu  machen,  lassen  wir  etwa  dem  Werte  <p  ^^  0  weiss,  dem 
Werte  g>  =  ±  «  schwarz  entsprechen,  den  positiven  Werten  von  <p,  die 
von  0  bis  n  wachsen,  etwa  rot,  das  anfangs  ganz  hell,  an  das  Weiss  bei 
<p  "=»  0  anschliessend,  stetig  dunkler  und  dunkler  wird,  bis  es  bei  <p  =  :s 
in  schwarz  Übergeht.  Die  negativen  Werte  von  9  werden  in  gleicher 
Weise  durch  eine  andere  Farbe,  etwa  blau  in  den  erforderlichen  Nuancier- 
ungen  zwischen  weiss  und  schwarz  dargestellt.  Auf  einer  beigefogten 
Farbenskala  könnte  man  ablesen,  welchen  Werten  von  g>  die  einzelnen 
Schattierungen  entsprechen.  Selbstverständlich  ist  diese  Argumentfärbung 
auf  eine  gewisse  Annäherung  in  der  Darstellung  beschränkt. 

Modul  und  Argument,  und  nicht  etwa  reellen  tmd  imaginären  Teil 
von  w  —  was  natürlich  an  sich  auch  ginge  —  durch  Höhe  und  Farbe  zu 
interpretieren,  dazu  fordert  die  verschiedenartige  Natur  dieser  DarsteUungs- 
mittel  heraus,  die  dem  verschiedenen  Charakter  von  Modul  und  Argument 
ganz  angemessen  zu  sein  scheint,  der  Gleichberechtigung  von  u  und  v  aber 
schlecht  entsprechen  würde. 

Wenn  man  in  der  beschriebenen  Weise  eine  Funktion  w  =  f(z)  durch 
eine   gefärbte  Fläche  darstellte,  so  würde  z.B.  die  Exponentialfunktion 

eine  Cjlinderfiäche  liefern,  deren  „Grundkurve"  die  reelle  Exponential* 
kurve  ist.  Die  Oberfläche  wäre  in  lauter  Streifen  von  der  Breite  2  tc  ent- 
sprechend der  Periodizität  geteilt,  und  innerhalb  jeden  Periodenstreifens 
würde  die  geeignete  Färbung  in  parallelen  Linien  verlaufen. 

Um  für  den  Verlauf  von  w  =«  f{z)  ein  einziges  ebenes  Bild  zu  er- 
halten, könnte  man  natürlich  die  Modulfläche  durch  ein  System  von  „Höhen- 
linien'^ in  einer  Ebene  ersetzen  und  in  derselben  Ebene  die  Argtunent- 
fUrbung  eintragen.  Man  erhielte  so  ein  der  geographischen  Karte  ähnliches 
Bild  einer  Funktion.  Die  Herstellung  dieser  Bilder  —  gewissermaßen 
eines  Funktions  -  Atlanten  —  wäre  vielleicht  einfacher  als  die  der  gef&rbten 
Fläche^  sicher  aber  auch  schon  wieder  weniger  anschaulich. 
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über  doppelt 


Von 

Dr.  Chr,  Beyel 

in  Zürich. 


1.  (J)  sei  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  3  imd  dem  Radius  p. 
JE,  i^,  ff,  R  seien  die  Berührungspunkte  von  Tier  Tangenten  e,  /*,  flr,  Ä 
dieses  Kreises,  deren  aufeinander  folgende  Schnittpunkte  JL,  JB,  (7,  D 


Fig.  1. 


auf  einem   zweiten   Kreise  {U)    mit   dem   Mittelpunkte   TJ  und   dem 
Radius  r  liegen  (Fig.  1).    -4,  i,  C,  D  sind  also  die  Ecken  eines  doppelt 

•  Vergl.  die  kleinen  Mitteilungen  über  doppelt  zentrische  Vierecke  in  dieser 
Zeitschrift  Bd.  40  S.  372  und  Bd.  42  S.  63  und  die  an  jenem  Orte  zitierte  Litteratur. 
Im  zweiten  Teile  der  vorliegenden  Abhandlung  sind  die  Bemerkungen  von  Bd.  43 
vervollständigt.  Zugleich  ist  der  Beweis,  von  dem  in  Bd.  42  die  Rede  ist,  in  rein 
geometriacher  Form  erbracht. 
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zentrischen  Vierecks,    a,  ß,  y^  d  seien  die  inneren  Winkel  an  den  resp. 
Ecken  Ä,  By  C,  D  des  Vierecks.    Die  Entfernungen  dieser  Ecken  yon 
J  seien   resp.  mit   QiQiQ^Qi  bezeichnet  und  Eckradien  genannt.     Die  . 
Absiede   der   Tangenten  e,  fy  g^  h  von  U  seien   resp.  fiT^r^r^    und  | 
sollen   Seitenradien    heissen.     Für    die   Strecken    auf   den   Tangenten 
seien  folgende  Bezeichnungen  eingeführt: 

AF^AE^a:,     BF^BG^b]     CG^CH^c]     DH^DE—d. 

Femer  sei: 

AB^AF+FB^f-,    BC^BG  +  GC^g]    CD^CH  +  HD  =  h 

^^  DA^DE+EA^e, 

Die  vier  Ecken  ABCD  des  Vierecks  seien  zunächst  so  gewählt, 
dass  (J)  im  Innern  und  (U)  ausserhalb  des  Vierecks  liegt.  Dem- 
entsprechend heisse  (J)  der  Inkreis  und  (17)  der  Umkreis  des  Vierecks. 

2.  Wir  leiten  zuerst  eine  Reihe  von  metrischen  Beziehungen 
far  das  Viereck  ABCD  ab. 

Wir  ziehen  in  J  die  Senkrechte  zu  JA.  Sie  schneide  die  Tan- 
gente f  in  C*.     Dann  ist 

^  JAC'  =  I  «  90«  -  ACW] 

Aber  a  +  y  =  180®.     Also  ist  |  ==  90«  -  J-    Daraus  folgt: 

^  ^CV«  J  -  JCG. 

Daher  ist  AFC^J ^AGCJ  und  also  F& ^GC^c.  Aber  im Ä  AJC* 
ist  FA  •  FC"  =  q\    Folglich  ist  auch: 

1)  a  •  c  —  ()*.    Analog  ergiebt  sich  6d  =  9*. 

Nun  sind  a*,  c*  die  Potenzen  der  Ecken  A,  C  in  Bezug  auf  tT  und 
es  folgt: 

Das  Produkt  der  Potenzen  von  zwei  gegenüberliegenden 
Ecken  des  Vierecks  in  Bezug  auf  den  Inkreis  ist  gleich  der 
vierten  Potenz  vom  Radius  dieses  Kreises. 

Wir  lesen  femer  aus  dem  AAJC^  die  Relation  ab: 

Aber  C*J^  CJ  ^  q^  und  C^A  ^a  +  c]  also  folgt: 

Analog  finden  wir: 

Daraus  ergiebt  sich: 

2)  Qi'-Q,^+Q,'-Q^'=a'-h^+c^-d'y     d.h.: 

Die    alternierende   Summe    aus    den   Potenzen   der   vier    auf- 
einander folgenden  Ecken   des  Vierecks  in  Bezug  auf  (J)  ist 
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gleich  der  alternierenden  Summe  der  Quadrate  von  den  ent- 
sprechenden Eckradien. 

Wir  können  einen  analogen  Satz  ftlr  die  Seitenradien  r^r^r^r^  ab- 
leiten.   Es  ist: 

ri»=r*-^;    r,»-r^-^;    r,»-r«-^-;    r^'-r»-^- 

Daraus  folgt: 
3)  r,»-V+r,«-V  =  -{[e»-f»+(/»-n 


Der  Inhalt  des  Dreiecks  AJC^'^-zt-q^-q^.    Aber 


3.  Wir  stellen  einige  Sätze  über  die  Flache  F  des  Vierecks  auf. 

Nun  ist  AÄJF^AÄJE  und   LCJG^LCJH.    FolgUch  ist: 

ÄFJE+CGJH^Q^'Q^. 
Analoff  folirt: 

Also  ist: 

4)  F-Qi'Qz+  Qi'Q47    d.h.: 

Die  Fläche  des  Vierecks  ist  so  gross  wie  die  zwei  Rechtecke 
aus  den  resp.  Eckradien  der  zwei  gegenüberliegenden  Ecken- 
paare. 

Bezeichnen  wir  den  halben  Umfang  des  Vierecks  mit  s,  so  dass 
s^a  +  b  +  c  +  dy  so  ist  -F—  q-s.    Also  ist 

+  2p*(a&  +ac  +  ad  +  bc  +  bd  +  cd). 
Oben  haben  wir  bewiesen,  dass  ^*=ac  —  6d.    Also  folgt: 
F^^(a^+  c*)bd  +  (6»-f  d^ac 

+  {ab  +  ac  +  ad  +  bc  +  bd  +  cd)(ac  +  id). 
Diesen  Ausdruck  können  wir  in  die  Form  bringen: 

f 2=  a*c*-f  b^d^+  2abcd  +  a\b€  +  cd  +  db) 

+  h\cd  +  da  +  ac)  +  c^{da  +  ab  +  bd)  +  d\ab  +  bc  +  ca). 

Dann  erkennen  wir,  dass  dies  gleich  (a  +  b){b  +  c)(c  +  d)(d  +  a). 
Also  folgt: 

5)  JF« «  (a  +  b)(b  +  c){c  -f  d){d  -f  a)  =  efgh,    d. h.: 

Das  Quadrat  der  Fläche  ist  gleich  dem  Produkte  aus  den 
vier  Seiten  des  Vierecks. 

16* 
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4.  Mit  Hilfe   von  F  leiten  wir  einige  Relationen  zwischen  Qj  r 
und  den  Seitenlängen  ab. 

Da  F^  Q  ('+^+^+^)  -  V^TP,  Bo  folgt: 
6)  Q^     ,      ^^f^ ^,   d.L: 

Der  Radius   des  Inkreises  ist  gleich  der  Quadratwurzel  aus 

dem  Produkte  der  Seiten  dividiert  durch  ihre  halbe  Summe. 

Um  den  Radius  des  Umkreises  (CT)  zu  finden,  bemerken  wir,  dass 

(JT)  sowohl  dem  Dreieck  ABC  wie  ACB  umschrieben  ist.    Daher  ist: 

Daraus  ergiebt  sich  durch  Addition: 

4r(ÄBC  +  ACB)  -  AC{fg  +  eh). 


Nun  ist  ABC  +  ACB  =  ABCB  -  Vefgh,  also: 

ArVef^^ACifg  +  eh). 
Auf  analogem  Wege  finden  wir: 


4:rYefgh  =  BB{fe  +  gh). 

Durch  Multiplikation  erhalten  wir: 

Ißr^-efgh  «  ACBBifg  +  eh)(fe  +  gh). 

Aber  nach  dem  Ptolemäischen  Satze  ist  AC-BB  ^  eg  -{■  fh.    Also  ist: 

16r».  efgh  ^  (eg  +  fh)(fg  +  eh)(fe  +  gh) 


und 


{e9  +  fh)(fg  +  eh)(fe  +  gh) 


efgh 

Daraus  folgt  für  die  Inhalte  von  In-  und  Umkreis: 
gv       jT^  ^nefgh      ^^^    ^   ^   ^  {eg-\-f^Wg-\-eh)(fe-\-gh) 

5.  Wir  stellen  nun  einige  Beziehungen  für  die  Winkel  des 
Vierecks  auf. 

Es  ist  2^=  ysin«  +  ^siny.     Aber  a  +  y  =*  180^    Also  ist: 

F  =     ^T^     sin  a 


und 


2 


AN  •                2F          "^Vefgh 

9)  sin  a  —  -TTi — 7  =    \  ,     ,    =  sm  y: 

'^  ef+gh        ef+gh              ^^ 

nach  demselben  Gesetze  folgt: 


sin  ß  =    .    ,    .     =  sin  d. 
^        fg  +  eh 
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Berechnen  wir  daraus  die  GosinuS;  so  ist: 

10)  cosa«-~^~V    und     cos/?  «^    fl^   ' 

Diese  Relationen  führen  noch  zu  einigen  Beziehungen  für  die 
Eckradien.    Aus  dem  Dreieck  AJC*  finden  wir: 

Rechnen  wir  tg^  und  tg|-  nach  9)  und  10)  aus^  so  folgt: 


12) 


2 


Mithin  ist: 


2 

und  , 

•gl-]/'* 


2        V    9f 


13)  K-'A    und     'A-%^    ib.: 

Die  Quadrate  der  Eckradien^  welche  durch  zwei  gegenüber- 
liegende Ecken  gehen^  Terhalten  sich  wie  die  Rechtecke  aus 
den  Seiten,  die  in  diesen  Ecken  zusammenstossen. 
Durch  Multiplikation  der  Gleichungen  erhalten  wir: 

14)  ^^^«T>   d.h.: 

Das  Rechteck  aus  zwei  Eckradien,  welche  durch  zwei  auf- 
einanderfolgende Ecken  gehen,  verhält  sich  zu  dem  Rechteck 
ans  den  zwei  anderen  Eckradien,  wie  die  resp.  Yiereckseiten, 
welche  zwischen  diesen  Eckradien  liegen. 

Schliesslich  stellen  wir  noch  eine  Beziehung  zwischen  den  Seiten- 
radien and  den  Seiten  auf.  Sind  E^y  F^y  G^,  H^  die  Fusspunkte  der 
Seitenradien,  so  ist: 

AE^  UF^  +  CO^  UH^  -  \aBCB  =  f  • 
Also  folgt:  ^^]^r,r,+  ^l^r,u^9^Y^. 

Setzen  wir  für  sin«  den  oben  9)  gefundenen  Wert,  so  folgt: 


Daraus: 
15) 


^ ^[rr    Irr    I    ^^+^M       ^ 


ef-\-gh 
'TxU  +  r^U  _  1 


efi-gh  4 

Analog  folgt:  r,r3  +  r,r,        £ 

fg^-he      ""4 


n. 


6.  Wir  entwickeln  einige  Lagenverhältnisse  für  doppelt 
zentrische  Yierecke.  Zuerst  beweisen  wir,  dass  die  Verbindungs- 
linien EGy  HF  der  Berührungspunkte  von  gegenüberliegenden 
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Tangentenpaaren  eg^  hf  zu  einander  senkrecht  stehen.     Es  ist 

nämlich  i  i 

^EGF^^^EJF  und  ^HFG^\^HJG. 

^^^^  ^  EJF  +  ^  HJG  « 180^ 

Also  ist  ^  EGF+  ^  GEH  «  90«.    Daher  ist  auch  ^  FPG  «  90°. 

Zweitens  beweisen  wir^  dass  der  Punkt  P  in  Bezug  auf 
den  Inkreis  (J)  und  in  Bezug  auf  den  Umkreis  (Ü)  dieselbe  Po- 
lare p  hat. 

Seien    Q,  S   die  resp.  Schnittpunkte   der   Tangentenpaare   eg,  fh 

des  Vierecks,  so  ist  QS  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  den  Inkreis. 

Folglich  gehen  die  Diagonalen  AC^  JBD  des  Vierecks  6,  /*,  g,  h   durch 

den  Pol  P.  Daraus  folgt  aber,  dass  P  und  QS  auch  Pol  und  Polare 
in  Bezug  auf  (CT)  sind. 

Aus  dem  bewiesenen  Satze  schliessen  wir  noch,  dass  die  Mittel- 
punkte J  und  ü  der  Kreise  (cT")  und  (U)  auf  einer  Geraden  m 
durch  P  liegen,  welche  zur  Linie  QS  oder  p  senkrecht  steht. 

Drittens  zeigen  wir,  dass  die  Winkel  der  Diagonalen  ACy 
BD  durch  die  Geraden  EG,  FH  halbiert  werden. 

Die  Linien  ÄC  und  DB  sind  nämlich  ein  Paar  der  Involution 

harmonischer  Polaren  um  P  in  Bezug  auf  (J").    EF  ist  die  Polare 

von  A,  GH  ist  die  Polare  von  C.    Beide  Polaren  treffen  sich  im  Pole 

der  Geraden  AC  und  dieser  liegt  auf  BD.    In  analoger  Weise  ergiebt 

sich,  dass  die  Polaren  EHy  FG  der  resp.  Punkte  D  und  B  sich  im 
Pole  der  Geraden  BD  schneiden.  Dieser  Pol  muss  aber  in  AG  liegen. 
Mit  anderen  Worten  heisst  dies:  AC  und  BD  sind  Diagonalen  des 
Vierecks  EFGH,  Bekanntlich  werden  zwei  solche  Diagonalen  durch 
die  resp.  Seiten  harmonisch  getrennt.  Folglich  sind  ^(7,  BD  und 
EG,  FH  Paare  einer  harmonischen  Gruppe.  Von  diesen  Paaren  ist 
das  eine  —  EG,  FH  —  rechtwinklig.  Daher  halbiert  es  den  Winkel 
des  anderen  Paares. 

7.  Wir  kehren  den  unter  6)  bewiesenen  Satz  um. 

P  sei  ein  beliebiger  Punkt  im  Innern  eines  Kreises  (J).  Wir 
ziehen  durch  P  zwei  zueinander  senkrechte  Linien  g,  s,  welche  (JT) 
resp.  in  jE?6r,  FH  schneiden.  Wir  konstruieren  in  diesen  Punkten  die 
resp.  Tangenten  e,  g,  f,  h.  Dann  können  wir  beweisen,  dass  die  resp. 
Schnittpunkte  A,  B,  (7,  D  von  ef,  fg,  gh,  he  die  Ecken  eines 
Kreisvierecks  sind. 

Es  ist  nämlich 

<^  EAF  +  ^  AFP  +  ^  PEA  ^  2W  =  ^  HCG 

+  ^CGP+^PHC', 
aber   ^AEP^^EHG  und  ^AFP^^FGH-,   femer  ist: 
^CGP^^GFE    und    ^GHP^^HEF. 
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Setzen  wir  diese  Werte  ein  und  addieren  wir  die  Winkel,  so  folgt: 
^  EAF+  FGH  +  ^  EHG  +  HCG  +  GFE  +  HEF^  540«. 
Aber:  ^FGH  +  EHG  +  GFE  +  HEF ^  360«. 

Mithin  ist  <^  EÄF  +HCG'^  180«, 

Folglich  ist  das  Viereck  AB  CD  einem  Kreise  {ü)  eingeschrieben. 
Für  dasselbe  gilt  alles^  was  wir  oben  f&r  doppelt  zentrische  Vierecke 
bewiesen  haben. 

8.  Betrachten  wir  P  als  Scheitel  einer  Bechtwinkelinvolution  Jr 
and  lassen  wir  an  Stelle  von  q^  s  weitere  Paare  dieser  Involution 
treten^  so  gehört  zu  jedem  Paare  ein  anderes  Kreisviereck.  Wir  zeigen^ 
dass  alle  diese  Vierecke  demselben  Kreise  (CT)  eingeschrieben 
sind. 

Zuerst  schliessen  wir  —  wie  oben  (6)  — ,  dass  die  Polare  p  von 
P  in  Bezug  auf  (J)  auch  Polare  von  P  in  Bezug  auf  alle  Kreise  (CT) 
ist,  welchen  die  erwähnten  Vierecke  eingeschrieben  sind,  p  trifft 
jeden  dieser  Kreise  in  zwei  Punkten.  Ein  solches  Paar  von  Schnitt- 
punkten wird  durch  eine  Involution  bestimmt.  Ihr  Mittelpunkt  ist  der 
Fusspunkt  Pj  der  Normalen^  welche  durch  P  auf  p  gefällt  werden 
kann.  Ein  zweites  Paar  der  Involution  wird  durch  die  Diagonal- 
punkte  Qj  S  des  Vierecks  gegeben  und  diese  zwei  Paare  bestimmen  die 
Inyolution  auf  p.  Nun  sind  die  Punkte  Q,  S  der  einzelnen  Vierecke 
Zugleich  Pole  der  resp.  Linien  g,  s,  zu  welchen  die  Vierecke  gehören. 
Weil  aber  die  Geraden  g,  s  eine  Involution  Jr  bilden,  müssen  auch 
die  Punkte  Q^  8  einander  involutorisch  zugeordnet  sein.  P^  ist  auch 
Mittelpunkt  dieser  Involution.  Dieselbe  hat  folglich  mit  jeder  der  In- 
volutionen, welche  die  Schnittpunkte  von  p  mit  den  Umkreisen  be- 
stimmen, den  Mittelpunkt  und  ein  weiteres  Paar  Q,  S  gemeinsam. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  alle  diese  Involutionen  mit  der  Involution 
der  Paare  Q^  8  zusammenfallen,  p  schneidet  folglich  alle  in  Rede 
stehenden  Umkreise  in  denselben  zwei  Doppelpunkten  dieser  Invo- 
lution. Weil  aber  P,  p  für  diese  Umkreise  Pol  und  Polare  ist,  so 
massen  sich  die  Kreise  in  den  gefundenen  zwei  Punkten  auf  p  be- 
rühren. Also  fallen  diese  Umkreise  in  einen  (?7)  zusammen  und  ihm 
sind  aUe  Kreisvierecke  eingeschrieben. 

Kennen  wir  eines  dieser  Kreisvierecke,  so  ist  (ü)  und  die  Recht 
Winkelinvolution  Jr  bestimmt  und  wir  können  unendlich  viele  Kreis- 
vierecke zeichnen.    Wir  schliessen  daher: 

Den  zwei  Kreisen,  welchen  ein  Viereck  ein-  und  um- 
geschrieben ist,  sind  unendlich  viele  Vierecke  ein-  und  um- 
geschrieben.* Verbinden  wir  die  Berührungspunkte  der 
gegenüberliegenden  Seiten,  so  schneiden  sich  die  Ver- 
bindungslinien in  einem  Punkte. 

*  Dieses  ist  der  bekannte  Satz,  von  dessen  Beweis  in  den  oben  zitierten 
Bemerkungen  die  Bede  ist. 
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9.  Wir  knüpfen  an  den  gef&hrten  Beweis  noch  eine  Bemerkung 
über  die  Involution  der  Punkte  Q^  S.  Wir  zeigen,  dass  die  Paare 
dieser  Involution  von  J'aus  unter  rechtem  Winkel  erscheinen. 
Ein  Punkt  Q  ist  nämlich  der  Pol  einer  Linie  q  in  Bezug  auf  den 
Kreis  (J).  Folglich  steht  q  zu  der  Geraden  senkrecht,  welche  Q  mit 
dem  Mittelpunkte  J  des  Kreises  (cT*)  verbindet.  Ist  S  der  entsprechende 
Punkt  zu  Q^  so  muss  die  Polare  s  von  S  in  Bezug  auf  (J)  zur  Ge- 
raden SJ  normal  sein.  Nun  ist  q  senkrecht  zu  s.  Folglich  müssen 
auch  die  Linien  JQ  und  JS  einen  rechten  Winkel  bilden. 

Gehen  wir  Jetzt  von  den  Paaren  Q,  S  auf  p  aus,  so  erhalten  wir 
folgenden  Satz:  Ziehen  wir  aus  den  Paaren  Q,  S  einer  Punkte- 
involution eTp,  welche  von  einem  Punkte  J  aus  unter  rechtem 
Winkel  erscheinen,  die  Tangenten  an  einen  Kreis  {J)  aus  Jj 
so  werden  hierdurch  Vierseite  bestimmt,  welche  dem  Kreise  (J) 
umschrieben  sind.  Die  Paare  Q,  8  sind  je  zwei  Ecken  dieser 
Vierseite.  Die  übrigen  Ecken  liegen  auf  demselben  Kreise  (Z7). 
Er  geht  durch  die  Doppelpunkte  der  Involution  Jp,  Die 
Tangenten  in  diesen  Punkten  gehen  durch  den  Pol  P  der 
Linie  p  in  Bezug  auf  (J). 

Zu  jedem  Kreise  aus  J  gehört  nach  diesem  Satze  ein  Kreis  {U). 
Alle  diese  Kreise  (CT)  gehen  durch  die  Doppelpunkte  von  JJ,,  d.h.  sie 
bilden  ein  Büschel. 

m. 

10.  Wir  haben  bis  jetzt  die  Einschiunkung  gemacht,  dass  der 
Kreis  (J)  im  Kreise  {ü)  liege,  und  dass  also  P  im  Innern  des 
Kreises  (J)  gelegen  ist.  Aber  schon  die  am  Ende  von  (9)  gemachte 
Bemerkung  führt  uns  zu  dem  Falle,  bei  welchem  ein  Kreis  (cT)  die 
Linie  p  schneidet,  und  bei  welchem  also  P  nicht  mehr  im  Innern 
von  (J)  liegt.  Wir  woUen  daher  jetzt  von  dieser  Beschrankung  ab- 
sehen und  untersuchen,  wie  sich  bei  beliebiger  Lage  von  P  die  gegen- 
seitigen Verhältnisse  der  Kreise  («7)  und  (Z7)  gestalten.  Wir  steUen 
zu  diesem  Zwecke  einige  allgemeine  Beziehungen  zwischen  den  Ent- 
fernungen w,  n  der  Punkte  U,  P  vom  Punkte  J  und  zwischen  den 
Radien  r,  g  der  Kreise  (U)  und  (J)  auf.  Wir  gehen  dabei  von  einem 
doppelt  zentrischen  Viereck  ABCD  aus  (Fig.  2),  für  welches  zwei 
gegenüberliegende  Seiten  senkrecht  zur  Linie  JP  sind.  Sie  berühren 
also  den  Kreis  (J)  in  seinen  Schnittpunkten  P,  H  mit  diesen  Senk- 
rechten. P  liege  zunächst  zwischen  F  und  H.  Dann  konstruieren 
wir  den  Mittelpunkt  U  des  Kreises  (U),  welcher  diesem  Vierecke  ein- 
geschrieben ist,  indem  wir  in  der  Mitte  L  von  AD  die  Normale  zu 
AD  ziehen.     Nun  ist: 

AJPE  ^  A  UJL. 

^^«^  '^^'-  JPJL^PE'UJ, 

Ferner  ist:  APEJc^AEJL, 
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Also  ist: 


PE  JL^EJl 


Durch  Diyision  ergiebt  sich: 
/P  ^  PE'ÜJ        ,        JP 


FE' 
EJ 


oder     -  ==  — 


p*-n« 


m 


oder: 


1) 


w  "■  —  fl 


P«~n» 


Um  r  in  Funktion  der  Längen  n  und  q  auszudrücken,  bemerken 


Fig. «. 


£9  ist  daher: 
Daraus  folgt: 

X'  ^  =  i^^^ «  -T  -T.  •       _         

Da  aber  P,  P^  ein  konjugiertes  Paar  in  Bezug  auf  den  Kreis  (J)  ist, 
so  muss  JP  •  JP^  =  p'  =«  n(()  +  i^Pi).    Daraus  folgt: 


JP. 


n 


Aber  r«==  J7i^«+  PA«  «  (_-  w  +  p)8+  FÄ\     Setzen   wir  in  diesem 
AuBdmcke  f&r  m  und  PA  die  gefundenen  Werte  ein,  so  folgt: 


2) 
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11.  Wir  nehmen  jetzt  an^  dass  P  eine  beliebige  Lage  habe  und 
interpretieren  dementsprechend  die  abgeleiteten  Ausdrücke  für  m  und  r. 

Je  nachdem  P  im  Innern  oder  ausserhalb  des  Kreises  (J)  liegt, 
ist  w  <  p  oder  n  >  p  und  also  p*  —  n*  positiv  oder  negativ.  Dem- 
entsprechend haben  m  und  n  entgegengesetzte  oder  gleiche  Zeichen. 
Wir  schliessen  daraus: 

Liegt  P  im  Innern  des  Kreises  (J),  so  werden  die 
Punkte  P  und  U  durch  J  getrennt.  Liegt  P  ausserhalb  (J), 
so  müssen  P  und  U  auf  derselben  Seite  von  J  liegen. 

Aus  dem  abgeleiteten  Ausdrucke  für  r  schliessen  wir^  dass  r  nur 

reell  wird,  wenn  2p^>n*,  oder  wenn  n<.Qy2.  Nun  ist  pl/2  der  Radius 
eines  Kreises  (Jg),  welchem  alle  Quadrate  eingeschrieben  sind,  deren 
Seiten  den  Kreis  (J)  berühren.    Also  folgt: 

Liegt  P  im  Innern  des  Kreises  (J",),  so  wird  der  Kreis  (ü^) 
reell.  Liegt  P  ausserhalb  (J^),  so  ist  der  Kreis  (ü)  imaginär, 
hat  aber  einen  reellen  Mittelpunkt  U. 

Um  die  gegenseitige  Lage  von  (J)  und  (U)  zu.  untersuchen,  bilden 
wir  die  Differenz  aus  der  Summe  der  Radien  und  dem  Abstände  m 
der  Mittelpunkte.     Es  ist: 

Sei  nun  n  <  p  und  positiv,  so  wird  diese  Differenz  stets  positiv. 
Dann  liegt  P  in  (J).  Das  Zeichen  von  m  ist  dem  von  n  entgegen- 
gesetzt (nach  10, 1)  und  der  Kreis  (ü)  schliesst  den  Kreis  (J)  ein. 

Subtrahieren  wir  m  von  der  Differenz  der  Radien,  so  folgt: 


T  —  P  —  W  ■=■ 


So  lange  n  zwischen  p  und  pl/2  liegt,  wird  der  Zähler  dieses 
Ausdruckes  positiv,  der  Nenner  wird  negativ.  Also  wird  der  ganze 
Ausdruck  negativ.  Dann  liegt  P  zwischen  (J)  und  (eT^).  m  hat  das- 
selbe Vorzeichen  wie  n.  Die  Kreise  (J)  und  (J7)  schliessen  einander 
aus.  Ergänzen  wir  diese  Schlüsse  für  die  Grenzfälle,  in  welchen  P 
auf  (J)  oder  (J^)  liegt,  so  ergiebt  sich  allgemein  folgender  Satz: 

Liegt  P  im  Innern  von  (J),  so  muss  der  reelle  Kreis  (L'), 
welcher  zu  P  gehört,  den  Kreis  (J)  einschliessen.  Liegt  P 
zwischen  (J)  und  («7,),  so  schliesst  (TT)  den  Kreis  (J)  aus. 
Liegt  P  auf  (J),  so  degeneriert  (U)  in  die  Gerade,  welche  (J) 
in  P  berührt,  und  in  die  unendlich  ferne  Gerade  (r ««  oc). 
Liegt  P  auf  («7"^),  so  geht  (CT)  in  den  Nullkreis  über,  der  in 
P  liegt  (r  —  O).  Für  alle  übrigen  Lagen  von  P  wird  {TT) 
imaginär. 

12.  Diese  Schlüsse  stimmen  auch  mit  dem,  was  wir  aus  der  Recht- 
winkelinvolution Jr  um  P  für  die  doppelt  zentrischen  Vierecke  ableiten 
können.     Liegt  P  im  Innern  von  {J),  so  schneidet  jedes  Paar  der  In- 
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volution  Jr  aus  dem  Sj-eise  (J)  zwei  reelle  Punktepaare,  deren  Tangenten 
Seiten  eines  reellen  Vierecks  sind.  Befindet  sich  P  zwischen  (e7)  und  (e/,), 
^  schneidet  ein  Teil  der  Strahlenpaare  aus  {J)  reelle  Punkte,  denen 
reelle  Vierecke  entsprechen.  Andere  Paare  der  Involution  liegen  so, 
dass  ein  Strahl  den  Kreis  {J^  in  zwei  reellen  Punkten  £,  6r  schneidet 
und  der  entsprechende  Strahl  in  zwei  imaginären  Punkten.  Dann  ge- 
hört zu  diesem  Paare  ein  imaginäres  Viereck.  Seine  imaginären  Ecken 
liegen  paarweise  auf  den  reellen  Tangenten  in  £  und  G  an  (J*). 
Liegt  endlich  P  ausserhalb  (cT^),  so  giebt  es  keine  Paare  der  In- 
Tolution  eTr,  welche  (J")  in  vier  reellen  Punkten  schneiden.  Folglich 
sind  alle  Vierecke,  welche  zu  diesen  Lagen  von  P  gehören,  imaginär. 
Bei  den  einen  dieser  Vierecke  liegen  die  imaginären  Ecken  auf  reellen 
Tangenten  von  (J).  In  diesem  Falle  schneidet  ein  Strahl  eines  Paares 
den  Kreis  reell.  Bei  allen  diesen  doppelt  zentrischen  imaginären 
Vierecken  sind  je  die  zwei  Diagonalpunkte  jß,  S  als  Pole  der  reellen 
Paare  der  Involution  Jr  gleichfalls  reell. 

IV. 

13.  Wir  wollen  alle  doppelt  zentrischen  Vierecke,  welche  dem- 
selben Kreise  ein-  resp.  umgeschrieben  sind,  ein  Büschel  von 
doppelt  zentrischen  Vierecken  nennen.  P  heisse  der  gemein- 
same Diagonalpunkt  und  p  die  gemeinsame  Diagonale  der 
Vierecke.     Wir  untersuchen  ein  solches  Büschel. 

Legen  wir  im  allgemeinen  durch  einen  Diagonalpunkt  P  eines  be- 
liebigen Vierecks  eine  Gerade,  so  schneidet  diese  bekanntlich  die 
gegenüberliegenden  Seiten  in  Punktepaaren,  welche  durch  P  und  die 
dem  Punkte  P  gegenüberliegende  Diagonale  p  des  Vierecks  harmonisch 
getrennt  werden. 

Nun  haben  alle  Vierecke  des  Büschels  den  Diagonalpunkt  P  und 
die  Diagonale  p  gemeinsam.    Wir  schliessen  daraus: 

Jede  Gerade  durch  den  gemeinsamen  Diagonalpunkt  P 
des  Büschels  schneidet  die  gegenüberliegenden  Seiten  der 
Vierecke  in  Paaren  einer  hyperbolischen  Involution  J^,  Sie 
bat  P  und  den  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  p  zu  Doppel- 
punkten. 

Der  duale  Gedanke  führt  zu  folgendem  Satze: 

Projizieren  wir  die  gegenüberliegenden  Ecken  der  Vier- 
ecke aus  einem  Punkte  der  gemeinsamen  Diagonale  jp,  so  er- 
halten wir  Paare  einer  hyperbolischen  Involution  J^.  Sie  hat 
p  und  die  Gerade  durch  P  zu  Doppelstrahlen. 

Jede  Gerade  durch  P  schneidet  den  Kreis  («7)  in  zwei  Punkten, 
in  welchen  zwei  gegenüberliegende  Seiten  eines  Vierecks  den  Kreis  (J) 
berühren.  Folglich  sind  diese  Berührungspunkte  ein  Paar  der  In- 
volution e?!.  Femer  trifift  jede  Gerade  durch  P  den  Kreis  (JT)  in  zwei 
Punkten,  welche  zwei  gegenüberliegende  Ecken  eines  doppelt  zentrischen 
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Vierecks  sind.  Durch  sie  geht  je  ein  Paar  von  gegenüberliegenden 
Seiten.  Also  gehören  auch  diese  zwei  Punkte  der  Involution  J^  an 
und  wir  schliessen: 

Jede  Gerade  durch  P  schneidet  die  Kreise  (J)  und  (Jj)  in 
Paaren  von  J^. 

Der  duale  Schluss  heisst:  Durch  jeden  Punkt  von  p  gehen 
an  (e7)  und  (JJ)  Tangenten^  welche  Paare  der  Involution  J, 
sind. 

14.  Indem  wir  die  Involution  J^  untersuchen^  welche  die  Centrale  m 
der  Kreise  {J)  und  {TT)  aus  dem  Büschel  der  Vierecke  schneidet,  er- 
halten wir  einen  Überblick  über  die  reellen  und  imaginären  Vierecke 
des  Büschels. 

Durch  einen  Punkt  X  der  Geraden  m  gehen  zwei  Tangenten  c,  e* 
an  (J),  Verbinden  wir  ihre  resp.  Berührungspunkte  Ey  JE*  mit  P,  so 
sind  diese  Verbindungslinien  qq*  zu  m  orthogonal  symmetrisch  und 
schneiden  (J)  je  zum  zweiten  Male  in  Punkten  G,  (?*.  Ihre  Tangenten  ^,^* 
liegen  in  zwei  doppelt  zentrischen  Vierecken  den  resp.  Seiten  e,  c 
gegenüber  und  treffen  sich  auf  m  in  einem  Punkte  X^^  welcher  dem 
Punkte  X  in  der  Involution  J^  korrespondiert.  Ziehen  wir  durch  P 
zu  q^  q*  die  resp.  Normalen  Sy  s*,  so  schneiden  diese  aus  (J)  die  Punkte- 
paare FF*,  HU*,  deren  resp.  Tangenten  ff*,  hh*  zu  m  symmetrisch 
liegen  und  sich  in  einem  Punktepaare  T,  Yi  der  Involution  J^  treffen. 
V7ir  sehen  daraus,  dass  je  zwei  Vierecke  des  Büschels  zur  Geraden  m 
orthogonal  symmetrisch  liegen.  Ihre  Seiten  schneiden  sich  auf  9n  in 
zwei  Paaren  der  Involution  J^.  Geben  wir  ein  Paar  dieser  Involution, 
so  wird  das  andere  durch  die  Vierecke  eindeutig  bestimmt.  Diese 
Zuordnung  der  Paare  von  Ji  ist  eine  vertauschbare.  Folglich  bilden 
diese  Paare  eine  neue  Involution  J^, 

15.  Mit  Hilfe  der  zwei  Involutionen  eT^  Jj  können  wir  unter  den 
Vierecken  des  Büschels  diejenigen  definieren,  deren  gegenüberliegende 
Seiten  imaginär  sind.  Im  allgemeinen  gehen  durch  ein  Paar  XX^ 
von  t/i  vier  Tangenten  an  den  Kreis  (J).  Unter  ihnen  sind  je  diejenigen 
ein  gegenüberliegendes  Seitenpaar  eines  Vierecks,  deren  Berührungs- 
punkte auf  einer  Geraden  durch  P  liegen.  Ist  nun  X  ein  Punkt  im 
Innern  von  (J),  so  müssen  die  Tangenten  aus  X  an  (J)  imi^inär 
sein.  Verbinden  wir  den  imaginären  Berührungspunkt  von  einer  dieser 
Tangenten  mit  P,  so  schneidet  diese  Gerade  den  Kreis  («/)  in  dem 
imaginären  Berührungspunkte  der  gegenüberliegenden  Seite.  Folglich 
ist  auch  diese  Seite  imaginär.  Sie  geht  durch  den  reellen  Punkt  X^ 
der  X  in  J^  entspricht.  Das  Viereck  hat  also  zwei  gegenüberliegende 
imaginäre  Seiten,  deren  reelle  Punkte  X,  X^  auf  der  Linie  m  und  im 
Innern  von  (J)  liegen.  Diese  Seiten  schneiden  sich  daher  in  einem 
imaginären  Punkte  auf  p.  Ihm  entspricht  in  der  Involution  harmonischer 
Pole   in  Bezug   auf  (ü)  ein  imaginärer  Punkt,   in  welchem  sich  die 
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zwei  anderen  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vierecks  schneiden  müssen. 
Folglich  sind  auch  diese  Seiten  imaginär.  Sie  gehen  durch  die 
reellen  Punkte  YY^,  welche  XX^  in  der  Involution  J,  entsprechen, 
und  sind  Tangenten  an  (J),  Also  liegen  auch  die  Punkte  YYi  im 
Innern  von  (U)  und  es  folgt: 

Zeichnen  wir  zu  einem  Punkte  X  im  Innern  von  (J)  den 
entsprechenden  Punkt  X^  der  Involution  Ji  auf  m  und  zu  XX^^ 
das  korrespondierende  Paar  der  Involution  J^,  so  liegen  diese 
Punkte  im  Innern  von  (J).  Sie  sind  die  reellen  Punkte  der 
Seiten  von  zwei  imaginären,  doppelt  zentrischen  Vierecken 
des'Büschels,  welche  zu  m  orthogonal  symmetrisch  liegen. 

Eine  duale  Überlegung  fahrt  zu  einer  Involution  J,  von  Strahlen 
ans  dem  cx>  fernen  Punkte  von  p.  Die  Tangenten  in  den  Schnitt*- 
punkten  von  m  mit  (J)  und  (ü)  sind  Paare  von  J^.  Also  ist  J^  per- 
spektivisch zu  J^.  Durch  die  Vierecke  werden  die  Paare  xx^^  yy^  von 
J,  einander  in  einer  neuen  Involution  J^  zugeordnet.  Je  zwei  gegen- 
überli^ende  Eckenpaare  eines  Vierecks  liegen  in  zwei  korrespondierenden 
StraUenpaaren  dieser  Involution.  Schneidet  eine  von  vier  solchen 
zusammengehörenden  Linien  xx^,  yy^  den  Kreis  (27)  imaginär,  so 
treffen  auch  die  übrigen  (U)  imaginär.  Diese  Schnittpunkte  sind 
acht  Ecken  Ton  zwei  imaginären  doppelt  zentrischen  Vierecken. 

16.  Wir  treten  näher  auf  die  Involution  J,  ein,  welche  zwischen 
den  Paaren  XXj,  YY^  auf  m  besteht.  In  dieser  Involution  entspricht 
sich  dasjenige  Paar  selbst,  welches  m  aus  dem  Kreise  (Z7)  schneidet 
(Fig2).  Ist  dieses  Paar  —  und  also  der  Kreis  (U)  —  reell,  so  muss 
die  Involution  «7,  ein  zweites  reelles  Doppelpaar  besitzen.  Wir  ge- 
langen durch  folgende  Überlegung  zu  diesem  Paare:  Weil  der  Diagonal- 
punkt P  eine  Ecke  des  Polardreiecks  ist,  welches  den  Kreisen  («7)  und 
[U)  gemeinsam  ist,  so  müssen  die  Schnittpunkte  dieser  Kreise  paar- 
weise auf  Geraden  durch  P  liegen.  Zeichnen  wir  in  einem  solchen 
Punktepaare  JE^  G  die  Tangenten  6,  g  an  (J),  so  sind  diese  zwei 
gegenüberliegende  Seiten  eines  doppelt  zentrischen  Vierecks.  Eine 
solche  Seite  —  etwa  e  (Fig.  1)  —  schneidet  aus  (J7)  im  allgemeinen 
Kwei  Punkte  A,  D.  Durch  jeden  dieser  Punkte  geht  eine  zweite 
Tangente  an  J  und  diese  Tangenten  sind  zwei  weitere  gegen- 
aberliegende  Seiten  des  Vierecks.  In  unserem  speziellen  Falle  liegt  E 
in  einem  der  zwei  Punkte  Äy  D.  Folglich  stellt  e  zwei  benachbarte 
Seiten  eines  doppelt  zentrischen  Vierecks  vor,  welche  sich  decken, 
analog  schliessen  wir,  dass  in  g  zwei  solche  Seiten  zusammenfallen. 
Das  Viereck  degeneriert  also  in  zwei  doppelte  Gerade  und  diese  müssen 
rieh  in  einem  Punkte  von  {TT)  schneiden.  In  ihm  liegen  zwei  Punkte 
les  Vierecks,  deren  Verbindungslinie  durch  P  geht.  Folglich  berührt 
n  diesem  Punkte  eine  Tangente  aus  P  den  Kreis  (JJ).  Nun  ist  P 
md  p  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  (J7}.    Also  werden  die  Tangenten, 
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welche  durch  P  an  (^)  gehen,  diesen  Kreis  in  seinen  Schnittpunkten 
mit  p  berühren.     Daher  schliessen  wir  umgekehrt: 

Ziehen  wir  aus  einem  Schnittpunkte  von  p  mit  {TT)  die 
Tangenten  an  (J),  so  sind  ihre  Berührungspunkte  zwei 
gemeinsame  Punkte  der  Kreise  (J)  und  (Jjy  In  jeder  dieser 
Tangenten  fallen  zwei  benachbarte  Seiten  eines  doppelt 
zentrischen  Vierecks  zusammen.  Sie  schneiden  aus  m  das 
zweite  Doppelpaar  von  J,. 

Da  die  Schnittpunkte  von  p  mit  dem  Kreise  (JT)  zm  m  sym- 
metrisch liegen,  so  erhalten  wir  zwei  degenerierte  Vierecke,  deren 
Seiten  sich  auf  m  in  dem  erwähnten  Doppelpaare  schneiden. 

Die  vier  Schnittpunkte  von  (J)  und  [TT)  sind  in  unserem  Falle 
imaginär.  Zwei  sind  die  imaginären  Kreis|)unkte.  Ihre  Tangenten 
treffen  sich  im  Mittelpunkte  J  des  Kreises  (J).  Die  zwei  übrigen 
Schnittpunkte  liegen  auf  der  Potenzlinie  der  Kreise  (J)  und  (CT). 
Die  Tangenten  an  (J)  in  diesen  Punkten  schneiden  sich  im  Pole 
der  Potenzlinie  in  Bezug  auf  («/).    Also  folgt: 

Der  Mittelpunkt  J  von  (J)  und  der  Pol  der  Potenzlinie 
von  (J)  und  (ZT)  in  Bezug  auf  {J)  sind  ein  Doppelpaar  von 
J3  und  daher  ein  Paar  von  J^. 

17.  Wir  wenden  uns  nochmals  zur  Involution  Jj  auf  m.  Dem 
Doppelpunkte  Pi(Fig.2)  von  «7^  entspricht  in  J^  dasjenige  Paar, 
welches  die  Linie  m  aus  dem  Kreise  («7)  schneidet.  Wir  fragen  nach 
dem  Paare  von  J^y  welches  in  J,  dem  anderen  Doppelpunkte  F  von 
e/j  korrespondiert.  Um  diese  Frage  zu  beantworten,  ziehen  wir  durch 
P  eine  Tangente  t  an  (cT).  Diese  steUt  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
des  Vierecks  vor.  Die  Senkrechte  in  P  zu  ^  schneidet  aus  (<7)  zwei 
Punkte,  deren  Tangenten  die  zwei  übrigen  Seiten  des  Vierecks  sind. 
Daher  schneiden  diese  Tangenten  aus  der  doppelten  Geraden  t  je  zwei 
zusammenfallende  Punkte  des  Kreises  {TT)^  d.  h.  sie  berühren  den 
Kreis  (ü)  in  diesen  Schnittpunkten.  Sie  sind  also  gemeinsame  Tan- 
genten  von  («T)  und  (J7).  Wir  erkennen  daraus,  dass  t  und  die  zwei 
erwähnten  gemeinsamen  Tangenten  ein  degeneriertes  Viereck  des 
Büschels  vorstellen. 

Ein  zweites  degenerirtes  Viereck  besteht  aus  der  zweiten  Tangente 
durch  P  an  ( J)  und  aus  dem  anderen  gemeinsamen  Tangentenpaare 
von  (<7)  und  (JJ).  Diese  vier  Tangenten  schneiden  sich  aber  paar- 
weise in  m  und  wir  schliessen  daher: 

Dem  Doppelpunkte  P  von  Jj  korrespondiert  in  der  In- 
volution «73  das  stets  reelle  Punktepaar,  in  welchem  sich  die 
gemeinsamen  Tangenten  von  (J)  und  (J7)  auf  m  schneiden. 

Aus  dem  geführten  Beweise  ergiebt  sich  noch  (Fig.  4): 
Ziehen  wir  durch  P  eine  Tangente  an  (J)  und  zu  ihr  die 
Normale  in  P,  so  schneidet  diese  aus  {J)  zwei  Berührungs- 
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punkte  Ton  zwei  gemeinsamen  Tangenten  der  Kreise  (J)  und 
(Jj).  Femer  folgt:  Die  gemeinsamen  Tangenten  von  (J)  und 
([>)  berühren  (U)  in  Punkten,  welche  paarweise  auf  den  Tan- 
genten aus  P  an  (J)  liegen. 

Wir  erwähnen  schliesslich  die  analogen  Schlüsse  fdr  die  Invo- 
ktionen  J^  und  J^.  J^  hat  die  Geraden  zu  einem  Doppelpaare,  welche 
in  den  Schnittpunkten  von  m  mit  {J)  diesen  £reis  berühren.  Das 
andere  Doppelpaar  wird  durch  diejenigen  zu  m  senkrechten  Geraden 
dargestellt,  welche  die  auf  (U)  gelegenen  Berührungspunkte  der  ge- 
meinsamen Tangenten  von  (J)  und  (ü)  verbinden. 

Dem  Doppelstrahle  von  eT,,  welcher  durch  P  geht,  entsprechen 
in  J^  die  Linien,  welche  durch  die  Schnittpunkte  von  m  mit  (U) 
gehen.  Dem  Doppelstrahle  p  entsprechen  die  zu  m  senkrechten  Linien, 
welche  die  gemeinsamen  Punkte  der  Kreise  (J)  und  (U)  verbinden. 
Diese  Gferaden  sind:  die  Potenzlinie  der  zwei  Kreise  und  die  unendlich 
ferne  Linie. 

V. 

18.  Wir  benutzen  die  abgeleiteten  Sätze,  um  eine  Keihe  von  Auf- 
gaben zu  lösen. 

a)  Gegeben  sei  ein  Kreis  («7)  mit  dem  Radius  p;  ferner  der 
Mittelpunkt  U  eines  Kreises  (ZT).  Dieser  soll  so  bestimmt 
▼erden,  dass  (e7)  und  (ZT)  resp.  In-  und  Umkreis  eines  Büschels 
von  doppelt  zentrischen  Vierecken  sind. 

Wir  suchen  den  gemeinsamen  Diagonalpunkt  P  der  Vierecke.  Wir 
berechnen  zu  diesem  Zwecke  n  aus  der  quadratischen  Gleichung 

irelche  aus  (10, 1)  folgt.    Wir  konstruieren  (Fig.  3)  die  Wurzeln 

n^HS    und    n*^HS* 

dieser  Gleichung,   welche   stets   reell   sind.     Ihnen   entsprechen   zwei 

Punkte  PP\    Weü  »n* q^^  JPJP*,  so  muss  einer  der  Punkte 

PP'  im  Innern  von  (J)  liegen  und  der  andere  ausserhalb.  Für  den 
ersten  Punkt  ist  (U)  stets  reell  und  er  muss  dem  kleineren  der  zwei 
Werte  nn*  entsprechen.  Femer  muss  er  durch  .J  von  U  getrennt 
werden  (11).  Wir  tragen  daher  den  kleineren  der  zwei  Werte  nn* 
Ton  J  aus  nach  der  Seite  ab,  welche  JU  entgegengesetzt  ist,  und  den 
grosseren  auf  dieselbe  Seite,  auf  welcher  U  liegt.  Der  Kreis  (CT), 
welcher  zu  dem  letzteren  Werte  gehört,  ist  reell  oder  imaginär,  je 
nachdem  n  <  (>}/2  oder  n  >  py2.  Wir  finden  den  Radius  r  des  ge- 
snchten  Kreises,  indem  wir  zu  P  den  konjugierten  Punkt  Pj  in  Be- 
zug auf  {J)  bestimmen.  Nun  ist  PP^  auch  ein  konjugiertes  Paar  in 
Bezug  auf  (U).     Also  ist 

UP'UP^^r\ 
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An  die  geloste  Aufgabe  schliesst  sich  folgende  an: 

b)  Gegeben  sei  eine  Tangente  e  eines  Kreises  (J)  und  ein 
Punkt  TJ,  Man  sucht  ein  doppelt  zentrisches  Viereck^  welches 
{J)  umschrieben  ist;  e  zu  einer  Seite  hat  und  einem  Kreise 
aus  TJ  eingeschrieben  ist. 

Wir  bestimmen  nach  a)  die  Punkte  'PT''  und  verbinden  diese  mit 
dem  Berührungspunkte  J?  von  e.  Diese  Verbindungslinien  gg*  schneiden 
(J)  zum  zweiten  Male  in  den  Berührungspunkten  der  resp.  Seiten  g^  g*j 

Fig.S. 


welche  e  gegenüberliegen.  Die  resp.  Senkrechten  5,  s*  zu  g,  g*  durch  P,P* 
treffen  (J)  in  den  resp.  Berührungspunkten  der  anderen  Seitenpaare.  Es 
giebt  also  im  allgemeinen  zwei  Vierecke  der  verlangten  Art.  Das  eine, 
für  welches  P  im  Innern  von  (J)  liegt^  ist  stets  reell.  Das  andere 
kann  reell  sein  oder  es  hat  nur  zwei  reelle  Seiten. 

19.  Den  gelosten  Aufgaben  stehen  zwei  weitere  gegenüber: 

c)  Gegeben  sei  ein  Kreis  (U)  mit  dem  Radius  r  und  ein 
Punkt  J.  Man  beschreibe  aus  J  einen  Kreis  (J)y  welcher  mit 
(U)  ein  Büschel  von  doppelt  zentrischen  Vierecken  bestimmt. 
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Wir   suchen    den    gemeinsamen    Diagonalpunkt    P,    indem    wir 
aus  1)  und  2)   von  10   den  Radius  g  eliminieren   und  n  berechnen. 

Wir  erhalten   n^^m — —, — r*     Dieser    Ausdruck    giebt    immer    einen 


m^  +  r* 
reellen  Wert  Ton  n.    Zu  seiner  Konstruktion  bestimmen  wir  (Fig.  3 

und  Fig.  4)  JL  —  Ym^  —  r*  und  JK  =»  ym*  +  r^  und  multiplizieren  m 


mit 


JE}' 


Zeichnen  wir  sodann  zu  P  den   konjugierten  Punkt  P^  in 
Bezog  auf  {TT),  so  ist  JPJP^^qK    Ist  w  <r  (Fig.3),  d.h.  liegt  J 

Fig.  4. 


in  r,  so  wird  n  negativ.    J  liegt   also  zwischen  U  und  P.     Dann 
lagst  sich  zeigen  y  dass  J  auch  zwischen  IJ  und  P^  liegt,  denn 


und 


ÜP^  UJ+JP^-m  +  n m  +  m. 


Also  ist 


Folglich  ist 


2wr 


—  2i»r 


UP, 


UP^^f^. 


2m 


So  lange  ii»  <  r,  so  ist  dieser  Ausdruck  >  m.  Er  giebt  einen 
Punkt  P^y  welcher  Ton  U  durch  J  getrennt  wird.  Folglich  liegen  die 
Punkte  PP^  auf  derselben  Seite  yon  J.  Daraus  folgt,  dass  qI^  positiv 
ond  der  Kreis  (J)  reell  wird.  Ist  nt  >  r,  d.h.  liegt  J  ausserhalb  {U) 
(l'-ig.4),  so  haben  m  und  n  gleiche  Vorzeichen.  Die  Punkte  P  und 
r  liegen  auf  derselben  Seite  von  J  und  zwar  liegt  P  zwischen  J 
nnd  [/,  weil  n<m.  In  diesem  Falle  wird  ( J)  reell  und  von  ( U)  aus- 
geschlossen, wenn  J  die  Punkte  PP^  nicht  trennt.  Liegt  aber  J 
zwischen  PP^j  so  wird  {J)  imaginär. 

Im  Zusammenhange  mit  Aufgabe  c)  steht  folgende  Aufgabe: 
d)  Gegeben   sei  ein  Kreis  {TT)  und  ein  Punkt  A  auf  ({7), 
sowie    ein     beliebiger    Punkt    J,     Man    sucht    ein    Viereck, 
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welches   {U)   eingeschrieben   ist,  A  zu   einer   Ecke   hst  und 
einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  {J)  umschrieben  ist. 

Wir  konstruieren  nach  c)  den  Kreis  (J).  Wird  er  Tön  (U)  ein- 
geschlossen, so  ist  das  gesuchte  Viereck  stets  reell  (Fig.  8).  Wird  {U) 
reell  und  Ton  ( J)  ausgeschlossen,  so  ist  das  Viereck  eben&Qs  reell  (Fig.  4). 
Wird  (TT)  imaginär,  so  ist  auch  das  Viereck  imaginlr.  Beeil  ist  aber 
A  und  die  Ecke  C,  welche  A  gegenüberliegt.  Beide  Ecken  befinden 
sich  auf  einer  Geraden  durch  F. 

20.  Wir  stellen  ferner  folgende  Aufgabe: 

e)  Gegeben  sei  ein  Kreis  (J),  eine  Tangente  f  dieses 
Kreises  und  auf  ihr  zwei  Punkte  A,  B,  Man  sucht  ein  Kreis- 
viereck, welches  (J)  umschrieben  ist  und  A^  B  zu  Ecken  hat. 

Wir  ziehen  aus  A  und  B  je  die  zweite  Tangente  e,  g  bh  (J)  (Fig.l). 
Wir  verbinden  die  resp.  Berührungspunkte  JS,  G  dieser  Tangenten 
imd  fallen  aus  dem  Berührungspunkte  F  von  f  die  Senkrechte  s  auf 
diese  Verbindungslinie.  Dann  trifft  8  den  Kreis  zum  zweiten  Male  im 
Berührungspunkte  H  der  vierten  Seite  h  des  Vierecks.  Liegen  die 
gegebenen  Ecken  A^  B  auf  derselben  Seite  von  F,  so  müssen  auch 
die  zwei  anderen  Ecken  CD  in  h  auf  derselben  Seite  von  H  li^en, 
weil  die  drei  Linien  AC^  BD  und  HF  durch  denselben  Punkt  P 
gehen.  Li  diesem  Falle  liegt  das  Viereck  ABCD  ausserhalb  {J)  und 
die  Kreise  (J)  und  {U)  schliessen  sich  aus. 

Die  Aufgabe  e)  erhält  eine  Erweiterung  in  folgender  F<»rm: 

f)  Gegeben  seien  drei  Tangenten  e,  f,  g  eines  Kreises  (J). 
Man  sucht  die  drei  doppelt  zentrischen  Kreisvierecke,  welche 
(e7)  umschrieben  sind,  die  drei  gegebenen  Tangenten  zu  Seiten 
und  je  zwei  Ecken  des  Tangentendreiecks  zu  Ecken  haben. 

Wir  ziehen  die  drei  Höhen  vom  Dreieck  EFG  der  resp.  Be- 
rührungspunkte. Diese  Höhen  schneiden  aus  dem  Kreise  je  einen 
zweiten  Punkt  Hy  /,  K,  Die  Tangenten  h^  i,  k  in  diesen  Punkten 
sind  diejenigen  Viereckseiten,  welche  resp.  e,  f,  g  gegenüberliegen. 
Jede  dieser  Seiten  bestimmt  mit  e,  f,  g  eines  der  drei  Vierecke.  Die 
drei  Höhenfusspunkte  des  Dreiecl»  EFG  sind  drei  Diagonalpunkte 
der  drei  Vierecke. 

Wir  bemerken  noch,  dass  sich  die  gegenüberliegenden  Seiten- 
paare e,  h]  ff  i;  ^,  k  in  drei  Punkten  einer  Geraden  schneiden,  welche 
die  Polare  vom  Höhenpunkte  des  Dreiecks  JE7,  F^  G  in  Bezug  auf  (J) 
ist.  Daraus  folgt,  dass  das  Dreieck  der  Tangenten  e,  /*,  g  zum 
Dreieck  der  Tangenten  h,  i,  k  perspektivisch  liegt.  Der  Höhenpunkt 
von  £,  Fy  G  ist  das  Perspektivcentrum. 

21.  Der  Aufgabe  e)  in  20)  steht  folgende  gegenüber: 

g)  Gegeben  sei  ein  Kreis  (i7),  ein  Punkt  A  von  (i*)  und 
zwei  Gerade  e,  /*  durch  A,     Man   sucht   ein  Viereck,   welches 
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(27)  eingesehrieben  ist,  e,  f  zu  Seiten  hat  und  einem  Kreise 
(J)  umschrieben  ist;  der  von  e,f  berührt  wird. 

Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  stützen  wir  uns  auf  einen,  leicht 
zu  beweisenden  Satz  für  Kreisvierecke.  Zeichnen  wir  nämlich  bei 
einem  solchen  Vierecke   in   zwei  gegenüberliegenden  Ecken  B,  D  die 


Tier  Winkelhalbierenden ;  so  liegt  der  Schnittpunkt  der  zwei  inneren 
mit  dem  Schnittpunkte  der  zwei  äusseren  Halbierungslinien  auf  einem 
Kreise,  der  in  B  und  D  zu  dem  Kreise  des  KreisTierecks  senk- 
recht steht. 

Soll  nun  ein  Kreisviereck  einem  zweiten  Kreise  (J)  umschrieben 
sein,  so  müssen  sich  drei  Winkelhalbierende  von  drei  aufeinander 
folgenden  Ecken  im  Mittelpunkte  von  (</)  treffen.  Diese  drei  Halbierungs- 
linien sind  innere,  wenn  das  Viereck  den  Kreis  (J)  einschliesst.    Sie 

17* 
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sind  abwechselnd  je  eine  innere  und  eine  äussere ,  wenn  das  Viereck 
den  Kreis  (J)  ausschliesst.  Seien  jetzt  in  unserer  Aufgabe  B  und  B 
(Fig.  5)  die  resp.  Schnittpunkte  von  e  und  f  mit  (i7),  so  sind  B,  D 
zwei  gegenüberliegende  Ecken  der  gesuchten  Vierecke.  Wir  kon- 
struieren den  Orthogonalkreis  (0)  in  B  und  D  zu  (Z7).  Schneiden 
wir  diesen  Ereis  mit  den  Geraden,  welche  den  Winkel  e^  f  halbieren, 
so  erhalten  wir  vier  Mittelpunkte  (Ji . . .  «^4)  von  vier  Kreisen,  denen 
Vierecke  der  gesuchten  Art  eingeschrieben  sind. 

Pig.  6. 


Die  vierten  Ecken  C  von  je  zwei  dieser  Vierecke  liegen  orthogonal 
symmetrisch  zur  Centrale  der  Kreise  (f7)  und  (0). 

Die  gelöste  Aufgabe  führt  zur  Lösung  der  folgenden: 

h)  Gegeben  seien  drei  Punkte  ABC  eines  Kreises  (JJ). 
Man  sucht  die  Vierecke^  welche  (ZI)  eingeschrieben  sind, 
A,  B,  C  zu  aufeinander  folgenden  Ecken  haben,  und  welche 
einem  Kreise  (J)  so  eingeschrieben  sind,  dass  je  zwei  Seiten 
des  Dreiecks  ABC  einen  Kreis  (J)  berühren. 

Wir  zeichnen  die  drei  Kreise  (0),  welche  je  in  zwei  Ecken  des 
Dreiecks  ABC  zu  (U)  orthogonal  stehen.  Indem  wir  diese  Kreise 
mit  den  resp.  Winkelhalbierenden  des  Dreiecks  ABC  schneiden,  er- 
halten wir  im  allgemeinen  zwölf  Mittelpunkte  von  Kreisen  (J),  denen 
Vierecke  unter  den  gegebenen  Bedingungen  umgeschrieben  werden  können. 

22.  Geben  wir  einen  Kreis  (J)  und  einen  beliebigen  Punkt  ^1 
ausserhalb  (J"),  so  giebt  es  00  viele  Kreis  vier  ecke,   welche  (J)  um- 
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sclirieben  sind  und  A  zu  einer  Ecke  haben.  Ziehen  wir  nämlich  aus 
A  die  zwei  Tangenten  e^  f  va  (J)  und  seien  Ej  JE  ihre  Berührungs- 
punkte, so  können  wir  durch  E  eine  beliebige  Gerade  g  ziehen.  Fallen 
wir  aus  jP  eine  SenJcrechte  zu  ^^  so  schneidet  sie  g  in  einem  Diagonalpunkte 
P  eines  solchen  Vierecks.  Der  Ort  der  Punkte  P  ist  ein  Kreis  (JBF) 
über  der  Linie  EF  als  Durchmesser.  An  diese  Bemerkung  knüpft 
sich  folgende  Aufgabe: 

i)  Gegeben  sei  ein  Kreis  (J).  Ferner  kennt  man  zwei 
Punkte  AA^  eines  Kreises  (JJ),  Derselbe  soll  so  bestimmt 
werden^  dass  (J)  und  ({7)  In-  und  Umkreis  eines  Büschels 
Ton  doppelt  zentrischen  Vierecken  sind. 

Wir  konstruieren  (Fig.  6)  zu  A  und  A^  die  resp.  Polaren  EF, 
E^F^  in  Bezug  auf  (J)  und  zeichnen  über  diesen  Linien  als  Durch- 
messern die  Ejreise  (EF*)  und  (EyFj).  Sie  schneiden  sich  in  zwei 
Punkten  PP*.  Zu  jedem  dieser  Punkte  gehört  als  Diagonalpunkt  ein 
Büschel  von  doppelt  zentrischen  Vierecken  mit  dem  Likreise  (J). 
Verbinden  wir  den  Mittelpunkt  J  yon  {J)  mit  den  zwei  Punkten  P,  P*, 
so  schneiden  diese  Verbindungslinien  aus  der  Geraden,  welche  in  der 
Mitte  Ton  AA^  zu  AA^^  senkrecht  steht,  die  Mittelpunkte  U,  U*  der 
zugehörigen  Umkreise  aus. 

Um  die  Bedingungen  zu  finden,  unter  welchen  die  Punkte  PP* 
reell  werden,  bemerken  wir,  dass  EF,  E^F^  Paare  einer  Involution 
auf  [J)  sind.  Diese  Involution  hat  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
iJj  mit  (</)  zu  Doppelpunkten.  Sind  diese  Schnittpunkte  imaginär, 
so  trennen  sich  die  Paare  EF,  E^F^.  Dann  schneiden  sich  die  Kreise 
(EF)  und  (jE?!  Fj)   stets    in    reellen   Punkten  P,  P*.    Wir   schliessen 

daraus:  Die  Punkte  PP*  sind  stets  reell,  wenn  AA^^  den  Kreis  (J) 
nicht  schneidet.  Trifft  AA^  den  Kreis  (J),  so  können  die  Punkte  P,  P* 
feell  oder  imaginär  sein. 

23.  Die  Figur,  welche  die  Aufgabe  i)  löst,  zeigt  noch,  dass  die 
drei  Geraden  EI,  E^F^  und  PP*  durch  einen  Punkt  I  gehen.  Er 
ist  Potenzpunkt  fttr  die  drei  Kreise  (J),  (EF)  und  (E^F^).  Er  ist 
aber  auch  Pol  der  Linie  AA^,  denn  in  ihm  schneiden  sich  die 
Polaren  EF  und  E^  Pj  der  Punkte  A,  A^.  Femer  muss  die  Linie  PP* 
zu  der  Geraden  senkrecht  stehen,  welche  die  Mittelpunkte  der  Kreise 
(EF),  (J?iP\)  verbindet.  Diese  Mittelpunkte  sind  die  konjugierten  zu 
Aj  Ä^  in  Bezug  auf  (J).  Diese  Bemerkungen  dienen  zur  Lösung  der 
Aufgabe  i),  wenn  AA^  zusammenfallen.    Wir  haben  die  Aufgabe: 

k)  Gegeben  sei  ein  Kreis  (J),  eine  Gerade  t  und  ein 
Punkt  A  auf  t,  welcher  ausserhalb  («7)  liegt.  Man  sucht  einen 
Kreis  (ü),  welcher  t  in  A  berührt  und  mit  («7)  ein  Büschel 
von  doppelt  zentrischen  Vierecken  bestimmt. 

Wir  konstruieren  wie  bei  i)  den  Kreis  {EF),  Dann  bestimmen 
wir  den  Ort  aller  konjugierten  Punkte  zu  den  Punkten  von  t  in  Bezug 
auf  (f/).    Dieser  Ort  ist  ein  Kreis.    J  und  der  Pol  T  von  t  in  Bezug 
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auf  (e7)  sind  die  Endpunkte  ?on  einem  Durchmesser  dieses  Kreises. 
Wir  zeichnen  an  denselben  die  Tangente  in  demjenigen  Punkte,  welcher 
KQ  Ä  konjugiert  ist.  Wir  fällen  aus  T  die  Senkrechte  zu  dieser 
Tangente  und  suchen  die  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise  (EF).  Diese 
sind  zwei  Diagonalpunkte  PP*  und  ihnen  entsprechen  —  wie  bei  i)  — 
die  Mittelpunkte  U,  U*  ron  zwei  Kreisen  der  gesuchten  Art.  Sie 
sind  immer  reell^  wenn  t  den  Kreis  («/)  nicht  schneidet. 

VI. 

24.  Wir  stellen  zum  Schlüsse  einige  Sätze  zusammen,  welche  sich 
leicht  mit  Hilfe  der  entwickelten  Gedanken  beweisen  lassen. 

Satz  I.  U  sei  ein  Punkt  eines  Kreises  (J).  Wir  teilen  den 
Radius  dieses  Kreises  nach  dem  goldenen  Schnitte  und 
tragen  den  grösseren  Abschnitt  ron  U  aus  in  der  Richtung 
JU  und  von  J  aus  in  der  Richtung  ÜJ  ab.  Dann  sind  die  resp. 
Endpunkte  P*  und  P  gemeinsame  Diagonalpunkte  zweier 
Büschel  von  doppelt  zentrischen  Vierecken,  welche  (J)  zum 
Inkreise  haben.  U  ist  der  Mittelpunkt  der  Umkreise  dieser 
Büschel.  Von  diesen  Umkreisen  ist  derjenige  reell,  fELr  den  der 
Dii^onalpunkt  im  Innern  von  (J)  liegt. 

Satz  II.  Ziehen  wir  aus  zwei  Punkten  Q,  Sy  welche  auf 
zwei  zueinander  senkrechten  Durchmessern  eines  Kreises 
liegen,  an  diesen  die  vier  Tangenten,  so  schneiden  sich  die- 
selben in  weiteren  vier  Punkten  eines  Kreisvierecks. 

Satz  III.  Für  die  Büschel  von  doppelt  zentrischen  Vier- 
ecken, welche  demselben  Kreise  (J)  umschrieben  sind  und 
deren  gemeinsame  Diagonalpunkte  P  auf  einer  Geraden  g 
liegen,  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  U  der  Umkreise  {ü)  ein 
Kegelschnitt  M^, 

Die  Senkrechte  durch  den  Mittelpunkt  J  von  (cT*)  zur  Geraden  g 
ist  eine  Axe  von  M^.  J  ist  ein  Scheitel.  Der  zu  (J)  konzentrische 
Kreis  («7,)  mit  dem  Radius  (>l/2  wird  von  g  in  zwei  Punkten  ge- 
schnitten, welche  auf  Jf*  liegen.  Schneidet  g  den  Kreis  (J)  reell,  so 
ist  M^  eine  Hyperbel.  Ihre  Asymptoten  sind  parallel  zu  den  Radien 
von  (c7),  welche  durch  die  Schnittpunkte  von  g  mit  (J)  gehen.  Be- 
rührt g  den  Kreis  («7),  so  ist  JiP  eine  Parabel.  Schneidet  g  den 
Kreis  (J)  nicht,  so  wird  M^  eine  Ellipse.  TriflFt  g  auch  (Jq)  nicht, 
so  stellt  die  Ellipse  3P  den  Ort  der  Mittelpunkte  von  imaginären 
Kreisen  (U)  vor. 

Satz  IV.  H^  sei  ein  Kreis,  welcher  durch  den  Mittel- 
punkt /  eines  zweiten  Kreises  (J)  geht.  Konstruieren  wir 
die  doppelt  zentrischen  dem  Kreise  (J)  umschriebenen  Tra- 
peze, für  welche  je  die  nicht  parallelen  Seiten  sich  auf  i/* 
schneiden,  so  liegen  die  Mittelpunkte  der  Umkreise  dieser 
Trapeze  auf  einem  Kegelschnitte. 
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Sats  Y.  ABCD  und  Ä^B^C^D^  seien  zwei  doppelt  zen- 
trische Vierecke,  welche  demselben  Kreise  (J)  umschrieben 
sind;  und  welche  zwei  gegenüberliegende  Seiten  gemeinsam 
haben.  ABj  A^B^  seien  die  Ecken  auf  einer  dieser  Seiten  und 
CB^  CiDi  seien  die  Ecken  auf  der  anderen  Seite.  Dann  liegen 
auch  die  Ecken  ABy  C^D^  und  A^B^^  CD  je  auf  einem  Kreise. 

SatzYL  P  sei  der  gemeinsame  Diagonalpunkt  eines 
Büschels  Yon  doppelt  zentrischen  Vierecken,  welche  dem 
Kreise  (J)  vom  Radius  9  umschrieben  sind.    {J^  sei  der  kon- 

sentrisehe  Kreis  mit  dem  Radius  ^1^2.  Eine  Tangente  durch 
P  an  (J)  berühre  diesen  Kreis  in  E  und  schneide  («7,)  in  A 
und  B,  Durch  A  (oder  B)  geht  eine  zweite  Tangente  an  (J). 
Sie  treffe  die  Gerade  PJ  in  S.  Ziehen  wir  zu  der  Linie  ES 
eine  Parallele  durch  B  (oder  A)y  so  schneidet  diese  Parallele 
aas  der  Geraden  PJ  den  Mittelpunkt  U  vom  Umkreise  des 
Büschels. 

Nach  diesem  Satze  konstruieren  wir  Uy  wenn  P  ausserhalb  {J) 
liegt,  und  wenn  {U)  imaginär  wird. 

Satz  Vn.  Zeichnen  wiir  die  gemeinsamen  Tangenten 
zwischen  einem  Kreise  {J)  und  einer  Parabel,  deren  Scheitel 
im  Mittelpunkte  J  von  (J)  liegt,  so  treffen  sich  bekanntlich 
diese  Tangenten  paarweise  auf  der  Geraden,  welche  J  mit 
dem  Brennpunkte  ü  der  Parabel  verbindet.  Konstruiereu 
wir  zu  diesen  Schnittpunkten  die  Polaren  in  Bezug  auf  (J), 
so  schneiden  sie  die  Gerade  JTJ  in  zwei  Punkten  PP^y  welche 
gemeinsame  Diagonalpunkte  von  zwei  Büscheln  doppelt  zen- 
trischer Vierecke  sind.  Diese  haben  (J)  zum  Inkreise  und 
zwei  Kreise  aus   ü  zu  resp.  Umkreisen. 

Satz  VIII.  Schneiden  sich  die  vier  Halbierungslinien  der 
Innenwinkel  eines  Kreisvierecks  ABCD  in  einem  Punkte  / 
[das  Viereck  ist  doppelt  zentrisch  und  (JJ)  schliesst  (J)  ein],  so 
treffen  sich  die  aufeinander  folgenden  Halbierungslinien 
der  Aussenwinkel  in  vier  Punkten,  welche  auf  einem  Kreise 
'/,  liegen.  Die  Verbindungslinien  der  gegenüberliegenden 
Ecken  dieses  neuen  Kreisvierecks  gehen  durch  J,  Konstruieren 
▼ir  in  seinen  Ecken  die  Tangenten  an  (Ji),  so  bestimmen 
diese  ein  neues  doppelt  zentrisches  Viereck  u.  s.w.  Die  Mittel- 
punkte aller  Kreise,  denen  diese  Vierecke  ein-  resp.  um- 
geschrieben sind,  liegen  auf  einer  Geraden. 

Satz  IX.  Ein  Trapez  ist  doppelt  zentrisch,  wenn  die  nicht 
parallelen  Seiten  gleich  sind,  und  wenn  sich  die  Kreise, 
welche  diese  Seiten  zu  Durchmessern  haben,  berühren.  Der 
Berührungspunkt  ist  Mittelpunkt  des  Inkreises.  Sein  Radius 
ist  das  halbe  geometrische  Mittel  aus  den  parallelen  Seiten. 
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Der  Inhalt  des  Trapezes  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem 
arithmetischen  und  dem  geometrischen  Mittel  der  parallelen 
Seiten.  Jede  der  nicht  parallelen  Seiten  ist  gleich  dem 
arithmetischen  Mittel  aus  den  parallelen  Seiten. 

Satz  X.  Ist  bei  einem  doppelt  zentrischen  Trapez  ein 
Winkel  ^  45^^  so  ist  die  Fläche  des  Umkreises  sechsmal  so 
gross  wie  die  Fläche  des  Inkreises.  Der  Mittelpunkt  des 
Umkreises  liegt  auf  dem  zum  Inkreise  {J)  konzentrischen 
Kreise  Jq,  Der  Inhalt  des  Trapezes  ist  gleich  dem  Rechtecke 
aus  den  Durchmessern  der  Kreise  {J)  und  (Jg).  Die  Be- 
rührungspunkte der  Trapezseiten  mit  (J)  bestimmen  ein 
neues  doppelt  zentrisches  Viereck^  welches  halb  so  gross  wie 
das  Trapez  ist. 

Satz  XI.  Das  einem  Kreise  (J)  umschriebene  Quadrat 
ist  halb  so  gross  wie  das  umschriebene  doppelt  zentrische 
Trapez,  für  welches  ein  Winkel  30^  ist.  Die  Fläche  vom 
Umkreise  dieses  Trapezes  ist  20mal  so  gross  wie  die  Fläche 
des  Inkreises. 

Satz  XU.  Schliesst  bei  einem  Büschel  von  doppelt  zen- 
trischen Vierecken  der  Umkreis  den  Inkreis  ein,  so  ist  unter 
den  Vierecken  stets  ein  Trapez.  Verhält  sich  der  Umfang  des 
Inkreises  zu  dem  des  Umkreises  wie  1:X,  wo  X  eine  be- 
liebige von  1  verschiedene  Zahl  bedeutet,  so  ist  ein  Winkel  tp 
des  Trapezes  durch  die  Relation  bestimmt: 

sm ■ '     '        ' 


1-1 /l 
im<)p  =  ^]/- 


2 

Satz  XIII.  Zeichnen  wir  zu  einem  Kreise  (J)  mit  dem 
Radius  g  einen  konzentrischen  Kreis,  dessen  Radius 

1  /l  +  Vi 

so  kann  jeder  Punkt  dieses  Kreises  als  Diagonalpunkt  eines 
Büschels  von  doppelt  zentrischen  Vierecken  betrachtet  werden, 
welche  (J)  zum  Inkreise  haben.  Die  Umkreise  dieser  Büschel 
sind  dem  Inkreise  gleich  und  schliessen  ihn  aus. 

Satz  XIV.  Ist  bei  einem  doppelt  zentrischen  Trapez  das 
Rechteck  aus  den  parallelen  Seiten  gleich  vier,  so  ist  der 
Inhalt  des  Inkreises  gleich  n, 

Satz  XV.  Legen  wir  durch  zwei  gegenüberliegende  Ecken 
eines  doppelt  zentrischen  Vierecks  denjenigen  Kreis,  welcher 
zum  Umkreise  senkrecht  steht,  so  geht  er  durch  den  Mittel- 
punkt des  Inkreises. 

Satz  XVI.  X  sei  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Polare  p 
des    gemeinsamen    Diagonalpunktes    P    von    einem    Büschel 


Von  Dr.  Chb.  Bktbl.  261 

doppelt  zentrischer  Vierecke.  Beschreiben  wir  aus  X  einen 
Kreis  (X)^  welcher  durch  den  Mittelpunkt  des  Inkreises  (J) 
geht^  so  schneidet  (X)  aus  dem  Umkreise  zwei  gegenüber- 
liegende Ecken  ron  einem  Viereck  des  Büschels. 

SatzXVn.  Zeichnen  wir  zu  einem  beliebigen  Kreise  (T/) 
ein  Büschel  yon  Orthogonalkreisen,  so  sind  ihre  Orundpunkte 
JfJi  zugleich  Mittelpunkte  Ton  zwei  Kreisen  (e7^,  (J^),  deren 
jeder  als  Inkreis  mit  (U)  als  Umkreis  ein  Büschel  von 
doppelt  zentrischen  Vierecken  bestimmt.  Der  Pol  P  von 
der  Zentrale  p  des  Ereisbüschels  in  Bezug  auf  ({/)  ist  ge- 
meinsamer Diagonalpunkt  der  zwei  Büschel  von  Vierecken. 

Satz  XVni.  Alle  Sehnen  eines  Kreises  (e7),  welche  von 
einem  Punkte  P  aus  unter  rechtem  Winkel  erscheinen,  um- 
hallen  einen  Kegelschnitt.  Derselbe  hat  P  und  den  Mittelpunkt  J 
Ton  (J)  zu  Brennpunkten.  Er  ist  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem 
P  im  Innern  von  («7)  oder  zwischen  («/)  und  dem  zu  (J)  kon- 
zentrischen Kreise  (J,)  liegt.  Die  Polarfigur  dieses  Kegelschnittes 
in  Bezug  auf  (J)  ist  ein  Kreis  {ü).  Dieser  ist  Umkreis  eines 
Büschels  von  doppelt  zentrischen  Vierecken,  welche  (J)  zum 
Inkreise  haben. 

Satz  XIX.  P  und  J  seien  die  Brennpunkte  eines  Kegel- 
schnittes (PJ)>  p  sei  Direktrix  von  P.  Wir  beschreiben  aus 
dem  anderen  Brennpunkte  J  einen  Kreis  (e7),  welcher  P  und|) 
zu  Pol  und  Polare  hat.  Dann  müssen  die  Tangenten  aus 
irgend  einem  Punkte  X  von  p  an  den  Kegelschnitt  (PJ)  aus 
dem  Kreise  (J)  vier  Punkte  schneiden,  in  denen  vier  Seiten 
eines  doppelt   zentrischen  Vierecks  den  Kreis  (J)  berühren. 

Satz  XX,  Ziehen  wir  durch  einen  Brennpunkt  P  eines 
Kegelschnittes  Linien  unter  45®  gegen  die  Hauptaxe,  so 
schneiden  diese  aus  den  zur  Hauptaxe  senkrechten  Scheitel- 
tangenten vier  Punkte  eines  Kreises  (J),  dessen  Mittelpunkt 
im  anderen  Brennpunkte  liegt.  Die  Tangenten  in  diesen  vier 
Punkten  an  (J)  bilden  ein  doppelt  zentrisches  Viereck. 

Satz  XXI.  Ki  sei  ein  beliebiger  Kegelschnitt  und  P,-  sei 
eine  Strahleninvolution  am  Scheitel  P.  Jedes  Paar  der  In- 
Tolation  schneidet  aus  Ki  zwei  Punktpaare,  deren  resp.  Tan- 
gentenpaare sich  auf  der  Polare  |)  von  P  treffen.  Die  übrigen 
^ier  Schnittpunkte  dieser  Tangenten  bestimmen  ein  Viereck. 
Die  Ecken  aller  dieser  Vierecke  liegen  auf  einem  neuen  Kegel- 
schnitt Ku-  Er  schneidet  Ki  in  vier  Punkten,  welche  auf  den  Doppel- 
strahlen der  Involution  P,-  liegen.  Die  Tangenten  aus  P  an  Ki  treffen 
K  in  den  Berührungspunkten  der  gemeinsamen  Tangenten  von  Ki 
und  K^.    Ist  die  Involution  um  P  zugleich   Involution  harmonischer 
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Polaren  in  Bezug  auf  JST,,  so  muss  der  Eegelachnitt  K4  4en  Kegelschnitt 
K^  in  zwei  Punkten  der  Polare  von  P  berühren. 

Satz  XXII.  q^  8  seien  die  Winkelhalbierenden  des  Winkels 
von  zwei  Geraden  ty  u.  Konstruieren  wir  in  den  Schnitt* 
punkten  E,  G,  Fy  H  von  q^  8  mit  einem  Kegelschnitte  Ki  die 
Tangenten  e^  g,  f,  h,  so  bestimmen  die  Schnittpunkte  ef,  fg, 
ghy  he  ein  Viereck.  Seine  Ecken  liegen  mit  denjenigen  des 
Vierecks,  welches  die  Geraden  t,  u  aus  Ki  schneiden,  auf 
einem  Kegelschnitte  K^t. 

Satz  XXIII.  Legen  wir  durch  die  Ecken  des  Rechtecks, 
welches  die  Scheiteltangenten  eines  Kegelschnittes  Ki  be- 
stimmen, einen  neuen  Kegelschnitt  K„y  so  berühren  die  ge- 
meinsamen Tangenten  beider  Kegelschnitte  den  Kegelschnitt 
Ku  in  yier  Punkten,  welche  auf  den  Asymptoten  von  Ki  liegen. 

Das  Rechteck  wird  reell,  wenn  Ki  Ellipse  ist.  Dann  sind  die 
gemeinsamen  Tangenten  imaginär.  Ist  Ki  eine  Hyperbel,  so  ist  das 
Rechteck  imaginär.  Liegt  in  diesem  Falle  K^  zwischen  den  beiden 
reellen  Scheiteltangenten  von  £'.,  so  muss  Ku  eine  Ellipse  sein  und  von 
den  Asymptoten  des  Kegelschnittes  Ki  in  vier  reellen  Punkten  ge> 
schnitten  werden.  Ki  und  Ku  haben  vier  reelle  Tangenten.  Liegt  K« 
ausserhalb  der  reellen  Scheiteltangenten,  so  ist  Ku  Hyperbel.  Ki  und 
Ku  können  reelle  Tangenten  haben. 


Satz  XXIV.  EGy  FH  seien  zwei  Sehnen  eines  Kreises  (J), 
welche  zu  einer  dritten  Sehne  VW  parallel  sind  und  zu  ihr 
symmetrisch  liegen.  Die  aufeinander  folgenden  Schnitt- 
punkte eff  fg,  ghy  he  der  vier  Tangenten  efgh  in  EFGH  be- 
stimmen ein  überschlagenes  Viereck.*  Dasselbe  ist  einem 
Kreise  {ü)  durch  V  und  W  eingeschrieben. 

([/)  geht  durch  den  Mittelpunkt  J  von  («7)  und  durch  den  Pol 
der  Sehne  FTT  in  Bezug  auf  (J).  Die  Tangenten  an  (J),  welche 
parallel  zu  VW  sind,  schneiden  (ü)  in  den  Berührungspunkten  der 
gemeinsamen  Tangenten  von  (J)  und  (0).  Jedes  zu  FTF  parallele 
und  symmetrische  Sehnenpaar  führt  zu  einem  neuen  überschlagenen 
Viereck,  welches  dem  Kreise  (C/)  eingeschrieben  ist. 

Satz  XXV.  Jedes  Paar  einer  beliebigen  Strahleninvolutiou 
schneidet  aus  einem  Kegelschnitt  Ki  vier  Ecken  einesVierecks. 
Diejenigen  Seiten  dieser  Vierecke,  welche  nicht  durch  den 
Scheitel  der  Involution  gehen,  umhüllen  einen  Kegelschnitt. 
Die  Polarfigur  dieses  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  Ki  ist  ein 
neuer  Kegelschnitt  Ku-  Ihm  sind  unendlich  viele  Vierecke 
eingeschrieben,  welche  Ki  umschrieben  sind. 

*  Wir  haben  bis  jetzt  —  dem  Sprachgebrauche  im  Sinne  Euklids  folgend  — 
solche  überschlagene  Vierecke  von  unseren  Überlegungen  ausgeachlosBen 


über  Winkelteiltmg  mittelst  Aran^kleii. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  Heymann 

in  ChMUiitB. 


L  Über  Winkelteilnng  im  aUgemeinen. 

Die  Teilung  eines  Winkels  in  eine  Anzahl  gleicher  Teile,  ganz 
besonders  aber  die  Dreiteilung ,  bildet  eines  der  populärsten  Kapitel 
der  Elementarmathematik,  welches  denn  auch  seit  ungefähr  dreitausend 
Jahren  bis  in  die  neueste  Zeit  hinein  bearbeitet  worden  ist.  Iip 
M.  Cantors  ,, Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik'^  finden 
sich  im  ersten  und  zweiten  Band  nicht  weniger  als  22  Stellen,  wo  der 
Dreiteilung  Erwähnung  geschieht. 

Wenn  ich  es  nun  in  vorliegender  Abhandlung  trotzdem  unter- 
nehme, eine  merkwürdige  Klasse  von  algebraischen  Kurven  vorzuführen, 
welche  zur  Teilung  eines  Winkels  gebraucht  werden  können,  und  die 
ich  mit  Rücksicht  auf  die  spinnenartige  Gestalt,  welche  in  den  höheren 
Graden  f&r  die  Kurven  geradezu  charakteristisch  wird,  „Aranei'den'' 
nenne,  so  geschieht  das,  weil  jene  Kurven  in  mehr  als  einer  Hinsicht 
interessant  sind.     Schicken  wir  sogleich  folgendes  voraus. 

Die  Araneiden  können  mit  HiKe  von  Zirkel  und  Lineal  aus 
einander  abgeleitet  werden.  Ausgehend  von  den  Araneiden  nullter 
and  erster  Ordnung,  d.h.  ausgehend  vom  Punkt  und  der  Geraden  ge- 
langen wir  successive  zu  allen  Araneiden  höherer  Ordnung.  Im  ersten 
Falle  findet  man  die  Kurven,  welche  die  Teilung  des  Winkels  in  eine 
gerade  Anzahl  gleicher  Teile  vermitteln,  im  anderen  Falle  gelangt 
man  zu  den  Kurven  für  die  ungerade  Teilung.  In  beiden  Fallen 
sind  die  Araneiden  durch  die  Gerade  zu  schneiden,  und  die  reellen 
Schnittpunkte  liefern  sämtliche  Lösungen  der  Winkelteilungsaufgabe. 
Eben  diese  Aufgabe  erledigt  sich  auch,  wenn  man  die  Aranei'den  durch 
bestimmte  Kreise  schneidet,  und  es  ist  bemerkenswert,  dass  dann 
zur  n-Teilung  eines  Winkels  eine  Araneide  (n —  !)*•'  Ordnung  aus- 
reicht. Der  Vorgang  wird  hier  sehr  anschaulich,  weil  man  unendlich 
viele  regelmässige  n-Ecke  konstruieren  kann,  deren  Ecken  auf  den 
Zweigen  der  betreffenden  Araneide  gelegen  sind.  —  Endlich  sei  be- 
merkt,  dass  man   durch  kinematische  Betrachtungen  sofort  auf  einen 
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Mechanismus    geführt  wird,    durch  welchen   der  Verlauf  sämtlicher 
Araneiden  leicht  übersehen  werden  kann. 

Wie  man  sieht,  erfährt  die  n- Teilung  eines  Winkels  durch  die 
Araneiden  eine  systematische  Behandlung;  es  wird  indessen  kaum 
befremden,  dass  jene  Kurven,  soweit  sie  sich  auf  Dreiteilung  beziehen, 
längst  bekannt  sind.  Die  Araneiden  zweiter  Ordnung  kommen  näm- 
lich einfach  mit  dem  Kreis  und  der  Hyperbel  überein,  und  man 
vergleiche  wegen  der  „Dreiteilung  jedes  Winkels  mittelst  einer  festen 
Hyperbel^'  eine  Arbeit  von  W.  Panzerbieter,  in  welcher  weitere 
litterarische  Notizen  zu  finden  sind,  Archiv  der  Mathematik  und  Physik, 
Teil  10,  Reihe  2,  S.333  und  441.  —  Auch  im  Übungsbuch  der  höheren 
Analysis  von  Schlömilch  ist  als  Quadraturenbeispiel,  LT.,  11. Cap.  ein 
modifiziertes  Gartesisches  Blatt  angegeben,  welches  genau  mit  einer 
Araneide  dritter  Ordnung  übereinstimmt.  Vom  vierten  Grade  ab 
dürften  die  Araneiden  wohl  kaum  untersucht  sein. 

In  der  einschlägigen  Litteratur  findet  man  weiter  Angaben  über 
die  graphische  Auflösung  der  bekannten  Gleichung 

^  cos  Sg)  =  4cos*g?  •—  Scosg? 

mit  Hilfe  von  Kegelschnitten.  Auf  solche  Weise  wird  die  Dreiteilung 
erledigt,  und  es  ist  einleuchtend,  dass  eine  Weiterftihrung  dieses  Ver- 
fahrens wegen  der  Menge  der  Glieder  in  der  Entwickelung  von  costi^ 
nicht  bequem  ist. 

Noch  häufiger  wird  der  Gonchoide  gedacht,  die  schon  ihres 
Alters  wegen  einen  hervorragenden  Platz  einnimmt.  Indessen  lässt 
sich  wohl  behaupten,  dass  die  Gonchoide  die  Dreiteilung  des  Winkels 
keineswegs  in  einfachster  Weise  leistet.  Sie  ist  vom  vierten  Grade 
und  liefert  mit  dem  Kreis,  welcher  hinzugezogen  werden  muss^  acht 
Schnittpunkte,  von  denen  alsbald  fünf  als  überflüssig  ausscheiden. 
Noch  misslicher  aber  ist  der  Umstand,  dass  die  Kurve  in  jedem  be- 
sonderen Falle  besonders  gezeichnet  werden  muss,  denn  das  Verhältnis 
ihrer  beiden  Parameter  ändert  sich  mit  der  Grösse  des  teilenden 
Winkels.  Bei  den  Araneiden  findet  solches,  wie  wir  sehen  werden, 
nicht  statt.  Eine  einmal  gezeichnete  Araneide  ist  ein  fertiges 
Modell  zur  Teilung  eines  beliebigen  Winkels  in  eine  bestimmte  An- 
zahl gleicher  Teile. 

2.  Die  Entstehung  der  AraneYden  und  ihre  Polargleioliiixig. 

Wir  fragen  nach  dem  geometrischen  Ort  der  Spitze  P  resp.  P' 
eines  Dreiecks,  dessen  Grundlinie  OQ^c  gegeben  ist,  und  dessen 
Innenwinkel  (p  bei  0  gleich  dem  w*®°  Teil  des  Aussenwinkels  resp.  Innen 
winkeis  bei  Q  sein  möge  (Fig.  1).  Man  wähle  0  Q  als  Axe,  O  als  Pol 
eines  Polarkoordinatensystems;  Q  heisse  der  Gegenpol.  Dann  gilt  hei 
Teilung  des  Aussenwinkels  die  Beziehung 
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1) 


Sinn  9 


sin  (n  —  1)  qp 
dagegen  bei  Teilung  des  Innenwinkels 


,    (OP-^r), 


Sinn  9 


2)  '  =  c     .  ,11      >  (OP'  -  r). 

^  Sin  (n  + 1)  95 

Dieses  sind  die  Polargleichungen  der  gesuchten  Araneiden. 

Vertauscht  man  n  mit  —  n,  so  wechseln  sich  die  Gleichungen  1) 
und  2)  aus,  weshalb  eine  jede  von  ihnen  bereits  alle  Araneiden  ent- 
liält.  Inzwischen  ist  es  filr  gewisse  Fri^en  doch  zweckmässig,  positive 
und  negative  n  auseinander  zu  halten.  Wir  werden  es  daher  bei 
zwei  Gleichungen  belassen  und  die  Kurven  der  ersten  Gleichung, 
welche  stets  eine  Schlinge  aufweisen,  „verschlungene'^,  die  Kurven 
der  zweiten  Gleichung  „gestreckte  Araneiden'^  nennen.  Is.t  n  eine 
ganze  Zahl,  wie  wir  es  zumeist  voraussetzen,  so  sind  beide  Araneiden 


Kg.  1. 


Fig.t. 


dern-Teilung  der  genannten  Winkel  algebraische  Kurven  n**'  Ord- 
nung, deren  rechtwinklige  Koordinaten  x^  y  sich  rational  durch  einen 
Parameter  t  darstellen  lassen.  Es  ergiebt  sich  das,  wenn  die  Zähler 
und  Nenner  der  Gleichungen  1)  und  2)  durch  den  ifoi  vre 'sehen  Satz 
ausgedrückt  und  die  Beziehungen 


3)  rr^rcos^),    y^rsin^^,     tg9?«=  — —  ^, 

berücksichtigt  werden.    In  beiden  Fällen  kommt  man  zu  zwei  Gleich- 
ungen von  folgender  Gestalt: 

4) 


wobei  f^y  ^,,  und  f  ganze  algebraische  Funktionen  ihres  Arguments 
bezeichnen,  von  denen  keine  den  Grad  n  übersteigt,  eine  aber  diesen 
Grad  sicher  erreicht  Die  Bestimmimg  der  Schnittpunkte  der  durch 
4)  dargestellten  Kurve  mit  einer  Geraden 

5)  Ax  +  By  +  C'^O 

fährt  also  in  allen  Fällen  auf  eine  Gleichung  för  t  vom  Grade  w,  d.h. 
die  Araneiden  1)  und  2)  sind  Kurven  n**'  Ordnung.  —  Beiläufig  er- 
sieht man  noch  aus  4),  dass  die  Quadratur  der  Araneiden  mittelst 
elementarer  Funktionen  vollzogen  werden  kann. 

Bemerkenswert  ist,  dass  im  Falle  der  verschlungenen  Araneiden 
die  Funktion  f(t)   im  Nenner  stets   den  Faktor  1  +  ^*,  also  in  recht- 
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wiükligen  Koordinaten  den  Faktor  od^+y^enÜiSlt  Alle  yerschlnngeneu 
Aranei'den  gehen  daher  durch  die  unendlich  fernen  Ereispunkte,  auf 
welche  Eigenschaft  wir  im  Abschnitt  6  Bücksicht  zu  nehmen  haben. 

Obwohl  zwei  Aranei'den  derselben  Ordnung  in  Bezug  auf  Winkel- 
teilung dasselbe  leisten^  erscheint  die  verschlungene  in  mancher  Hin- 
sicht als  einfacheres  Gebilde;  man  erkennt  dies  schon  an  den  Nennern 
in  den  Gleichungen  1)  und  2).  Wir  werden  daher  die  erstgenannte 
Eurre  als  Direktrix  der  zweiten  betrachten.  Die  konstruktive  Ab- 
leitimg  der  gestreckten  Araneide  aus  der  verschlungenen  erfolgt  nun 
einfach  so,  dass  man  auf  der  Axe  OQ  in  Q  ein  Lot  QN  errichtet^ 
welches  fortan  als  Halbierende  jenes  Winkels  zu  gelten  hat,  der  von 
dem  festgelegten  Strahl  QP  und  dem  zu  ermittelnden  Strahl  QP'  ein- 
geschlossen wird  (Fig.  1).  P'  ist  ein  Punkt  der  gestreckten  Araneide, 
welcher  dem  Punkt  P  der  verschlungenen  Araneide  eindeutig  entspricht. 

Wir  behaupten  weiter:  Eine  verschlungene  Araneide  n^'  Ordnung 
kann  aus  einer  gestreckten  Araneide  (n  —  2y"^  Ordnung  konstruktiT 
abgeleitet  werden.  —  Es  sei  P'  ein  Punkt  der  gestreckten  Aranade, 
der  Innenwinkel  bei  Q  sei  gleich  (n'-2)ip  (Fig.  2).  Wir  beschreiben 
mit  QP'  einen  Ereisbogen^  bis  der  radius  vector  zum  zweiten  Male  in 
P  geschnitten  wird^  und  verbinden  P  mit  Q.  Dann  ist  offenbar  der 
dem  Strahl  QP  anliegende  Aussenwinkel  des  Dreiecks  OPQ  gleich  mp^ 
imd  mithin  wird  P  ein  Punkt  der  verschlungenen  Araneide  n^  Ord- 
nung sein,  der  dem  Punkt  P'  eindeutig  entspricht. 

Bevor  wir  diese  allgemeinen  Betrachtungen  fortsetzen,  wollen  wir 
die  einfachsten  Araneiden  nach  den  zuletzt  gegebenen  Vorschriften 
entstehen  lassen. 

8.  Binfiaohste  Fttlle  der  Aranetden. 

Fall  n  =  0  und  w  «  2.  Für  n  •=  0  ergiebt  sich,  wie  Gleichimg  2) 
zeigt,  r  »  0,  d.  h.,>  die  betreffende  Araneide  reduziert  sich  auf  einen 
Punkt  P'y  welcher  mit  0  zusammenföllt  (Fig.  3). 

Die  aus  ihr  abgeleitete  verschlungene  Araneide  besitzt  nach  den 
letzten  Darlegungen  den  Grad  n  «=  2,  und  ihre  Gleichung  lautet 

6)  r  «  c — ; — —}   d.h.    r«2ccosop. 

Die  Eurve  ist  also  ein  Ereis,  welcher  mit  OQ  ^  c  um  Q  be- 
schrieben wird.  Die  Halbierung  des  Aussenwinkels  bei  Q  ist  hier  ohne 
weiteres  ersichtlich;  man  bemerke  auch,  dass  durch  Rückverlängerung 
des  Radius  OP  über  0  hinaus  die  zweite  Lösimg  der  Aufgabe 

zur  Darstellung  kommt. 

Wir  leiten  jetzt  aus  dem  Ereis  die  gestreckte  Araneide  zweiter 
Ordnung  ab  (Fig.  4).  Die  Gleichung  jener  Eurve  folgt  aus  2)  für 
M  =*  1,  mithin 
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tm\  •  8111  2  €0 

7)  r  «c    .   ^^  f 

'  Bin  8  9 

oder  in  rechtwinkligen  Koordinaten 

8)  y«  -  xi^x  -  2(?). 

Es  liegt  daher  eine  Hyperbel  yor,  deren  Halbaxen  die  Lange 

c  c 

a  =  ~7  resp.  6  =  -t=  besitzen.    Die  lineare  Exzentricitat  wird 

einer  der  Brennpunkte  fallt  daher  mit   dem   Gegenpol  Q  zusammen. 
Die  Asymptoten  durchsetzen  die  Abscissenaxe  im  Abstand 


OS  -  a;  -  4 


c 

s 


unter  einem  Winkel  Ton  60®  resp.  120^  Fig.  4  zeigt  die  Ableitung 
ein^  Hyperbelpunktes  P'  aus  einem  Ereispunkt  P  und  zugleich  die 
Halbierung  des  Aussen-  und  Innenwinkels  bei  Q. 


Fig.  S. 


Fig  4. 


Fall  n  =  4.  Wir  können  nun  aus  der  Hyperbel  eine  neue  ver- 
schlungene Araneide  vierter  Ordnung  ableiten,  aus  dieser  wiederum 
eine  gestreckte  von  derselben  Ordnung  u.  s.  f.  Erstere  ist  in  Fig.  5  dar- 
gestellt, und  das  dort  eingezeichnete  Quadrat  markiert  die  vier  Lösungen 
der  Aufgabe^  insofern  um  0  als  Scheitel  vier  Winkel  g),  90®+  g?,  180®  +  (p 
und  270® -f  9?  auftreten.  Alle  diese  Winkel  haben  die  Axe  OQ  als 
festen  Schenkel;  die  anderen  Schenkel  sind  durch  die  Kurvenpunkte  P 
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und  Fl  bestimmt^  welche  der  unter  dem  gegebenen  Winkel  durch  Q 
gelegte  Strahl  QP  ausschneidet.  Die  verschlungene  Araneide  viertel 
Ordnung  besitzt  zwei  getrennte  Zweige  und  zwei  Asymptoten^  welche 
letztere  sich  im  Punkte  S  auf  der  Abscissenaxe  schneiden.    Die  Abscissc 


von  S  beträgt  ^  =»  -^  0^ ;  es  folgt  das  aus  den  später  zu  besprechendei 


allgemeinen  Eigenschaften  dieser  Kurven.    Die  Polargleichung  der  vo: 
liegenden  Araneide  ist  .    . 

^  sin  3  (f  ' 

in  rechtwinkligen  Koordinaten  ergiebt  sich 

10)  (x^  +  y^)(ßa^  -  y*)  -  4cx(x^  -  y*), 

oder  auch  in  Parameterdarstellung^ 


11) 


ic  «  4c 


l-V 


y    y  =  xt 


(1+9(3-9 

Von   grösserem  Interesse  sind  die  Fälle,  in  welchen  ein  Wink 
in  eine  ungerade  Anzahl  gleicher  Teile  zu  zerlegen  ist. 

Fall  n  =»  1  und  n  =  3.    Für  w  =  1  folgt  aus  Gleichung  2) 


12) 


r  ==  c 


sinqp 
sin  2  qp 


2  cos  qp 


d.  h.   X  '^  •^' 
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Die  gestreckte  Araneide  erster  Ordnung  ist  abo  eine  im  Abstand 
Ton  0  zur  Aze  senkrecht  gelegte  Gerade  G^  (Fig.  6). 

Indem  wir  Ton  einem  Punkt  P'  jener  Geraden  in  der  besprochenen 
Weise  zu  einem  Punkt  P  übei^ehen,  welcher  mit  P'  immer  auf  dem* 
selben,    in    Drehung   begriffenen,  radius   vector  gelegen  ist,   erhalten 

Fig.«.       \G 


-.i.J 


rir  die  Terschlungene  Araneide  dritter  Ordnung.    Die  Polargleichung 
b'eser  Kurve  folgt  aus  1),  nämlich 

13)  r  =  c-^^, 

''  8in2  gp 

md  dies  giebt  umgesetzt 

14)  2a;(rc«+  y«)  «  c(3ä:«  -  y^. 

Die  Kurve  besteht  in  einer  Schleife;  sie  bildet  in  0  einen  Doppel- 
punkt, schneidet  die  Axe  zum  zweiten  Male  im  Punkt  x^  -^  und 
«sitzt  im  Abstand  OS  »  o; »  —  —  eine  zur  Axe  senkrechte  Asymptote. 

]ine  durch  Q  gelegte  Gerade,  welche  mit  OQ  den  zu  teilenden  Winkel 
inschliesst,  trifft  die  Araneide  in  drei  Punkten  P,  P^  und  P,,  welche, 

Zeitaohzift  f.  MAthemAtIk  n.  Physik.  44.  Band.  1899.  5.  u.  6.  Heft.  18 
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mit  0  Terbunden,  drei  Strahlen  liefern,  und  durch  letztere  kommen 
die  gewiinechten  Lösungen  g>,  130°+ 9)  und  240"+ flo  unmittelbar  zur 
Darstellung. 

Aua  der  veracblungenen  leiten  wir  noch  die  gestreckte  Arane'ide 
dritter  Ordnung  ab,  deren  Gleichung  in  der  Fonn 

16)  r-c  2ll, 

oder  auch 

16)  4x{x*  -  y*)  -  c  (3*»  -  y») 


gegeben  werden  kann.  Fig.  7  zeigt  die  beiden  Kurven  in  ihrem  gegen 
seitigen  Verhältnis.  Die  verschlungene  (strichpunktierte)  Arane'ide  is 
dieselbe  wie  in  Fig.  6;  aus  einem  ihrer  Punkte  P*  ist  Pnnkt  F  de 
anderen  Kurve  abgeleitet.  Die  neue  Araneide  hat  auf  der  rechte) 
Seite  einen  hyperbolischen  Zweig,  welcher  die  Axe  im  Punkt  00=. 
schneidet.  Zwei  andere  hyperboiiache  Zweige  schneiden  in  O  eina 
Doppelpunkt  aus.  Die  drei  Asymptoten  schneiden  sich  in  einem  gi 
meinschaftlichen  Pnnkt  S  der  Axe,  dessen  Abscisae  OS  den  AVei 
x=-T  besitzt;  ihre  Neigung  gegen  die  Axe  beti^^  45",  90'  und  135 
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Die  drei  Lösungen   der  Aufgabe   sind  in   Fig.  7   an  der  gestreckten 

Anmelde  konstruiert  worden. 

Des  weiteren  würde  sich  nun  die  yerschlungene  Araneide  fünfter 

Ordnimg  anschliessen;  wir  wollen   indessen  mit  einer  yerschlungenen 

Araneide  siebenter  Ordnung  abschliessen.    Die  Gleichung  derselben 
wird 
17) 


8in7  Qp 
r  —  C     .    ^      y 


Bin  6  9 

oder  in  Parameterdarstellung^ 


Fig.  8. 


18) 


xL 


Die  Kurve  ist  in  Fig.  8  dargestellt.  Sie  wird  von  dem  Strahl  PQ 
in  sieben  Punkten  geschnitten,  wodurch  sieben  weitere  durch  0 
gehende  Strahlen  bestimmt  werden,  die  zu  einer  vollständigen  Lösung 
der  Aufgabe  fBhren.  Beschreibt  man  um  0  irgend  einen  Kreis,  so 
markieren  die  genannten  Strahlen  die  Ecken  eines  regelmässigen 
Siebenecks,  wie  denn  überhaupt  die  Arane'iden  zur  Konstruktion 
aller  regelmässigen  Vielecke  unmittelbar  gebraucht  werden  können. 
Um  sonstige  Eigenschaften  der  Kurven  kennen  zu  lernen,  ist  es  zweck- 
mässig, sogleich  die  Araneiden  n^'  Ordnung  ins  Auge  zu  fassen. 

18^ 
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4.  Die  AraneYden  im  allgemeinen. 

Aus  den  Gleichungen 

4  V  sin  n  q> 

1)  r  — C-f— 7 TT— 7 

-'  sin  (n  —  l)  9 

und 

nv  sin  n  w 

^  Bin  (n  + 1)  9 

ersieht  man  folgendes:  Eine  Vertauschung  von  (p  mit  —  q>  ändert  die 
Werte  des  r  nicht.  Die  Kurven  sind  also  symmetrisch  zur  Polar- 
axe,  und  man  kann  die  Betrachtung  auf  solche  Werte  von  (p  be- 
schranken ^  welche  zwischen  0  und  tc  gelegen  sind. 

Für  9?  —  0  und  9?  —  ä  verschwinden  die  Zähler  und  Nenner 
beider  Polargleichungen  gleichzeitig,  aber  die  nähere  Bestimmung  giebt 
ftlr  verschlungene,  resp.  gestreckte  Araneiden 

Diese  Abscissen  sind  immer  positiv,  denn  für  9  » sr  ist  r  negativ. 
Für 

20)  9?  =  ^,   x«l,2,3,...n-l 

verschwinden  die  Zähler  obiger  Gleichungen  allein,  also  wird  r  für 
n  —  1  verschiedene  Amplituden  Null,  d.h.,  die  Araneiden  n*^  Ordnung 
besitzen  in  0  einen  (n~l)fachen  Punkt.  Auf  der  Polaraxe  finden 
sich  daher  überhaupt  n  reelle  Eurvenpunkte  vor,  was  im  Einklang 
mit  der  früher  vollzogenen  Gradabzählung  der  Eurvengleichungen  steht. 
Sollen  die  Nenner  der  gedachten  Gleichungen  allein  verschwinden, 
so  muss  für  verschlungene  Araneiden 

21)  ^^^'  x  =  l,2,3,...n-2 
und  für  gestreckte  Araneiden 


X9r 


22)  9'  =  ;rfi'  »«  =  1,2,3,...»» 

gewählt  werden.  Da  solchergestalt  r  —  00  wird,  so  hat  die  erste  Art 
von  Kurven  n—2  Asymptoten  und  ebensoviel  getrennte  Zweige, 
bei  der  anderen  Art  ist  jene  Anzahl  n.  Die  letzten  Amplituden  geben 
zugleich  die  Neigung  der  Asymptoten  gegen  die  Polaraxe  an. 

Um  zu  ermitteln,  in  welchem  Punkt  die  Asymptote  die  Axe 
schneidet,  stellen  wir  die  Polargleichung  der  Tangente  auf.  Bezeichnet 
X  die  Abscisse  des  Punktes  der  Axe,  welcher  von  der  Tangente  ge- 
troffen wird,  und  ^  die  Amplitude,  welche  die  Tangente  mit  dem 
radiuB  vector  einschliesst  (Fig.  9),  so  ist  bekanntlich 

oo\  sin  (9  +  1^)         ,      ,         dv         / 

;  smt/;  ^^  ^        rdtp        r 

mithin 


24)  X 


r' 


r  cos  qp  +  r'  sin  g> 
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Schreiben  wir  die  Gleichungen  der  beiden  Araneiden  n***  Ordnung 
in  der  Fonn 

25)  r^c—. ^>    in=«fiTlf 

^  Bin  m  gp  ' 

und  Terbinden  dieses  mit  24),  so  ergiebt  sich 

26)  rr  -  -  c ^^"p, 

^  m  cos  m  tp  sin  qp 

Nun  bleibt  nur  zu  ermitteln,  welchen  Wert  dieser  Ausdruck  an- 
nimmt, wenn  die  unter  21)  und  22)  aufgeführten  Amplituden  ein- 
getragen werden. 

Für  die  yerschlungenen  Araneiden  ist  m  »  n  —  1 ,  also 

cos  m  9  —  cos  XX  «  (—  1)*, 


nun 


sin  n  a>  —  sm 

Mithin  wird  fftr  jedes  ganze  x 

c 


sin  (x«  +  /:_\)  -  (-  ly  sin  ^j 


W\g.9 


21)  x^- 

iL,  die  n—2  Asymptoten  der 
rerschlungenen  Araneiden  schnei- 
den sich  alle  in  ein-  und  dem- 
selben Punkt  auf  der  Polaraxe; 
die  Abscisse  dieses  Punktes  ist 
immer  negatir. 

Für  die  gestreckten  Araneiden 
folgt  durch  eine  analoge  Betrachtung,  oder  kürzer  durch  Yertauschung 
von  n  mit  —  n, 

28)  ^-  +  ^' 


d.h.,  die  Asymptoten  dieser  Kurve  schneiden  sich  ebenfalls  in  ein 
und  demselben  Punkt  auf  der  Polaraxe;  die  zugehörige  Abscisse  ist 
immer  positiv. 

Bei  den  Araneiden  höherer  Ordnung  (n  >  3)  ereignet  es  sich, 
dass  gevnsse  Eurvenzweige  ihre  Asymptoten  zunächst  schneiden;  sie 
müssen  daher,  bevor  sie  sich  der  Asymptote  unbegrenzt  nähern,  ein- 
mal g^en  diese  eulminieren.  Um  den  erwähnten  Schnittpunkt  zu 
ermitteln,  haben  wir  die  Gleichung  der  Araneiden,  also  etwa  25),  mit 
der  Gleichung  der  betreffenden  Asymptote  zu  verbinden. 

Bezeichnet  a  einen  der  unter  21)  resp.  22)  angegebenen  Asymptoten- 
winkel, X  den  unter  27)  resp.  28)  angegebenen  Axenabschnitt,  so 
lautet  die  Polargleichung  der  Asymptote,  vergL  die  umstehende  Fig.  10, 

29)  "^^ 


r  ^  X 


sin  («  —  qp) 
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Die  Zusammenstellung  mit  25)  liefert  die  Gleichung 

^j^v  sinn  9  1  sing 

'  8in(n4ll)9  "**  llf  n     Bin(cf  — 9)' 

und  aus  selbiger  ergeben  sich  n  Amplituden,  darunter  die  gesuchte. 

Zwei  selbstverständliche  Lösungen  sind  ^ «»  «;  sie  bestimmen  die 
beiden  unendlich  fernen  Punkte  auf  der  betre£Fenden  Asymptote. 

Die  Bedingung,  dass  ein  Kurrenzweig  gegen  seine  Asymptote 
culminiert,  ist  a  »  qp  +  ^  (vergl.  Fig.  10);  folglich  hat  man 

31)  ctg(a  — y)  =  ctg^, 
und  weil 

32)  ctg^  =  —  —  nctgn^^  —  wctgmy,    «»«»»±1, 
so  wird  die  Gleichung  fElr  die  gesuchten  Amplituden 

33)  ctg(a  —  qp)  ■*-  nctgng>  —  mctgmqp. 

Fig.  10.  Vig.  11. 


Endlich  sei  bemerkt,  dass  verschlungene  Araneiden  n^  Ordnung 
und  gestreckte  (n  —  1)^  Ordnung,  falls  c^l  gesetzt  wird,  reziprok« 
Radien  besitzen;  es  spricht  sich  das  durch  die  Gleichungen 

34)  r-  -t**^,       und    y,-"(«-^)^ 

^  sin(n~l)9  sinn  9 

unmittelbar  aus. 

6.  Meahantsoh^fl  Eoniitmktioii  der  AranelLden. 

Man  denke  sich  in  einer  festen  Ebene  zwei  um  ihren  Mittelpunl 
drehbare  Ereisscheiben,  deren  Radien  die  Länge  a  und  b  besitze; 
(Fig.  11).  Zwei  lange  dünne  St&be  seien  fest  mit  den  Scheiben  vei 
bunden  und  derartig  durch  die  Mittelpunkte  0  und  Q  gelegt,  dass  si 
,als  die  nach  beiden  Seiten  verlängerten  Durchmesser  der  Scheiben  ai 
gesehen  werden  können.  In  der  Ruhelage  mögen  die  Stabe  mit  de 
Centrale  OQ  =-  c  der  Kreise  zusammenfallen. 
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Je  nachdem  nun  die  Scheiben  durch  eiiwn  offenen  oder  durch 
einen  gekreuzten  Friktionsgurt  —  entsprechend  den  äusseren  oder 
inneren  Tangenten  —  in  Verbindung  gesetzt  sind,  werden  sich  die 
Kreise  gleichzeitig  in  demselben  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  drehen 
und  zwar  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit,  welche  den  Radien  umgekehrt 
proportional  ist.  Es  ist  ohne  weiteres  einleuchtend,  dass  der  Schnitt- 
punkt P  der  erwähnten  Stäbe  im  ersten  Fall  eine  yerschlungene^  im 
zweiten  Fall  eine  gestreckte  Araneide  durchlaufen  wird. 

Bezeichnen  wir  die  Amplitude,  welche  die  Drehung  des  Radius  a 

misst,  mit  9),   so  wird  die  zum  Radius  b  gehörige  %,-  qp   sein.     Mithin 
erhaltoi  wir  ab  Polargleichung  f&r  beide  Arten  von  Anmelden 


a 

Bin 

35) 


8in-^  qp 
:— -—. 

Bin— f— 9 
0 


Ist  das  Verhältnis  a:b  ein  irrationales,  so  sind  die  entstehenden 
Araneiden  transzendent,  andernfalls  algebraisch.  Für  die  bisher 
betrachteten  Eurren  war  ein- 
fach a^Hf  6  « 1. 

Ein  Apparat,  welcher 
speziell  die  Dreiteilung  eines 
Winkels  nach  dem  Prinzip 
der  Araneiden  veranschau- 
licht, dessen  Erfinder  ich 
aber  nicht  anzugeben  yer- 
mag,  ist  folgender:  An  einem 
Lineal  OB  ist  ein  um  Q  dreh- 
barer, starrer  Winkelschenkel 
^5  imgebracht,  und  zwar  ist 
QS  ==^  QO.  Die  Endpunkte 
0  und  S  der   starren  Arme 

sind  durch  einen  Faden  OS  yerbunden,  dessen  Länge  yeränderlich  ist. 
Dieser  Faden  muss  also  bei  0  entweder  durch  eine  Öse  oder  über 
eine  Rolle  laufen  und  mittelst  eines  Gewichts  oder  einer  Feder  ge- 
spannt werden;  er  kann  auch  einfach  aus  sehr  dehnbarem  Gummi  be- 
stehen. Auf  dem  Arm  QS  ist  in  der  Mitte  M  eine  dünne  Nadel  MN 
errichtet,  welche  den  Faden  OS  in  einem  Punkte  P  schneiden  wird. 

Es  sei  nun  MQI  der  zu  drittelnde  Winkel,  und  der  Schenkel  22  Q 
falle  bereits  mit  dem  ebenso  bezeichneten  Teil  des  Lineals  zusammen. 
Man  drehe  alsdann  QS  so  lange,  bis  die  Nadel  den  Faden  in  einem 
Punkte  P  schneidet,  welcher  zugleich  auf  dem  Winkelschenkel  Q  T  ge- 
legen ist     Aus  der  Figur  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass 

^QOS=^\^RQT, 

und   dass   sonach   die   bewegliche   Spitze   P  des  Dreiecks   OQP  ein 
verschlungene  Araneide  dritter  Ordnung  beschreibt  (Fig.  12). 
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6.  Die  AraaeYden  tind  der  Kreis. 

Wir  haben  die  Araneiden  als  den  geometrischen  Ort  der  Spitze 
P  eines  Dreiecks  erkannt^  dessen  Grundlinie  OQ^  c  festgelegt  war. 
Die  veränderlichen  Winkel  an  der  Grundlinie  waren  tp  und  mpy  und 
zwar  galt  9  immer  als  Innenwinkel,  dagegen  musste  n^  als  Aussen- 
resp.  Innenwinkel  gewählt  werden,  je  nachdem  eine  verschlungene^ 
resp.  gestreckte  Arane'ide  entstehen  sollte. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Winkel  an  der  Spitze  des  erwähnten 
Dreiecks.  Im  ersten  Fall  (Fig.  13)  wird  der  Innenwinkel  hei  P  gleich 
(n  — 1)9?,  im  anderen  Fall  (Fig.  14)  wird  der  Aussenwinkel  ebenda 
gleich  (n  +  \)fp.  Eine  verschlungene  Araneide  n^  Ordnung  wird  also 
zur  (n  —  1)  Teilung,  eine  gestreckte  derselben  Ordnung  zur  (w  +  1)  Teilung 
eines  gegebenen  Winkels   gebraucht  werden  können,  wenn  wir  jene 


Fig.  14. 


\ 


Kurven  mittelst  eines  Kreises  schneiden,  welcher  die  Axe  OQ  als 
Sehne  und,  entsprechend  den  beiden  Fallen,  entweder  (n  ~  1)9  oder 
180®— (n  + 1)9?  als  Peripheriewinkel  fasst. 

Bemerken  wir  sogleich,  dass  jener  Kreis  sämtliche  Lösungen 
der  Aufgabe  liefert.  Er  schneidet  die  Araneiden  n^  Ordnung  in 
2n  Punkten,  von  welchen  n  — 1  Punkte  nach  0  entfallen  und  keine 
Lösung  geben;  es  verbleiben  sonach  n  +  1  Punkte.  Bei  den  ver- 
schlungenen Araneiden  rücken,  wie  wir  früher  festgestellt  haben,  zwei 
Schnittpunkte  in  die  Unendlichkeit;  es  sind  das  die  imaginären 
Kreispunkte.  Demnach  finden  wir  bei  den  verschlungenen  Araneiden 
n  — 1  Lösungen,  bei  den  gestreckten  n  +  1  Lösungen,  wie  f&r  die 
Teilung  erforderlich  ist. 

Wenn  man  daher  verschlungene  Araneiden  in  Verbindung  mit 
dem  gedachten  Kreis  setzt,  so  operiert  man,  ähnlich  wie  bei  der 
Conchoide,  mit  einer  Kurve,  deren  Grad  unnötigerweise  um  eine 
Einheit  zu  hoch  liegt.  Hingegen  gewähren  die  gestreckten  Araneiden 
thatsächlich  einen  Vorteil,   denn   ihre  Ordnung  liegt  um  eine  Einheit 
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tiefer,  «Ls  die  Aiuahl  der  Teile  des  Winkeb  betiAgt,  Hieroach  er- 
scheint also  die  Yerbindung  der  gestreckteo  Arvieäden  mit  dnn  Kreis 
noch  gSnstiger  als  die  frflher  behandelte  YerbiDdui^;  der  Ter- 
schlimgenen  Aranüden  mit  der  äeraden. 

Wir  geben  als  Beispiele  die  Dreiteitang  nnd  Fflnfteitnng  eines 
Winkels.  In  Fig.  15  ist  die  gestreckte  Aran^de  zweiter  Ordnung, 
iL  die  Hyperbel,  welche  sich  schon  in  Fig.4  vorfindet,  TergL  Ab- 
schnitt 3,  wiederholt.  Ober  OQ  eis  Sehne  ist  ein  Kreis  gezeichnet, 
welcher  das  Supplement  eines  g^ebenen  Winkels  ^ip  als  Peripherie- 
wiokel  fasst.  Jener  Kreis  schneidet  die  Hyperbel  in  0  und  auBserdem 
in  drei  Punkten  P,  P,  und  f,;  die  Yerbindungsstrahlen  OP,  OP^  und 
0?,  liefern  die  LSsung  der  An^be.  Die  Dreiteilung  eines  Winkels 
mittelst  einer  festen  Hyperbel  ist,  wie  wir  schon  in  Abschnitt  1   er- 


wähnten,  nicht   neu.    Uns   kam  ea  darauf  an,    zu   zeigen,   wie  dieses 
Resultat    aas    allgemeineren   Prinzipien    erschlossen    werden    kann. 
Die   FdnAeilung  ist  in  Fig.  16  zu  ersehen.    Daselbst  wird  eine 
gestreckte  Araneide  vierter  Ordnung,  deren  Oleichung 


oder  in  ParameterdarstelloDg, 

lautet,  mit  einem  Qber  OQ  als  Sehne  gezeichneten  Kreis  zum  Schnitt 
gebracht  Die  fBnf  Punkte  P,  i\ . . .  P«  liefern  sämtliche  Lösungen, 
welche  überdies  durch  das  um  0  konstruierte,  r^elmässige  Fünfeck 
leicht  übersehen  werden  kennen. 
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Aber  die  genannten  fänf  Punkte  sind  auch  selbst  die  Ecken 
eines  regelmässigen  Fünfecks^  welches  daher  sowohl  dem  durch  OQ 
gelegten  Ereis,  als  auch  der  Araneide  eingeschrieben  ist.  Dass  die 
Seiten  dieses  Ecks  gleich  lang  sein  müssen ,  erklart  sich  aus  der 
Gleichheit  der  zugehörigen  Peripheriewinkel^  von  denen  eben  jeder  36^ 
beträgt.    Wegen  der  Symmetrie  der  Kurve  lässt  sich  noch  ein  zweites 


Fig.  16. 


kongruentes  Fünfeck  angeben^  welches  in  Fig.  16  im  wesenÜichei 
unter  der  Polaraxe  liegen  würde.  Allgemein  können  wir  sagen:  Eine] 
gestreckten  Araneide  (n-—!)^  Ordnung  lassen  sich  unendlioli  viel« 
regelmässige  n-Ecke  einschreiben;  zu  jedem  Eck  findet  sich  ein  kon 
gruentes  in  symmetrischer  Lage,  abgesehen  von  dem  einzigen^  dessei 
Umkreis  die  Axe  OQ  als  Durchmesser  beaitrt;  und  welches  natürlicl 
nur  einmal  auftritt,  oder  genauer  gesagt,  doppelt  zu  zählen  ist. 

Ganz  in  gleicher  Weise  lassen  sich  den  verschlungenen  Araneide^ 
(w +  !)*•'  Ordnung  unendlich  viele  regelmässige  n-Ecke  einschreiben. 


Von  Prof.  Dr.  W.  Hbthahn.  279 

Diese  Vielecke  lassen  sich  umgekehrt  zur  Eonsiruktion  der 
Äraneiden  benutzen ,  sobald  ein  Zweig  dieser  Eurren  vorhanden 
ist.  Man  beschreibt  um  OQ  als  Sehne  alle  m5glichen  Ereise  und 
markiert  auf  diesen  Ereisen^  ausgehend  von  den  Schnittpunkten^ 
welche  dem  Araneidenzweig  angehören,  die  Eckpunkte  der  be- 
treffenden Vielecke.  Zweckmässig  ist  dieses  Verfahren  natürlich  nur 
dann^  wenn  jene  Vielecke  an  sich  leicht  zu  konstruieren  sind.  So 
können  wir  beispielsweise  die  verschlungene  Araneide  siebenter  Ord- 
nung durch  ein  System  von  regdmassigen  Sechsecken  konstruieren 
(Fig.  8),  was  sehr  bequem  ist,  da  man  zu  jedem  Eurvenpunkt  fünf  neue 
und  ausserdem  sechs  symmetrische,  also  im  ganzen  elf  Punkte  findet. 
Eben  diese  Araneide  dient  dann,  wie  wir  früher  sahen,  zur  Eon- 
Fraktion  des  regelmiUsigen  Siebenecks. 

In  gleicher  Weise  kann  man  mittelst  eines  Systems  von  regel- 
mässigen Zwolfecken  aus  je  einem  einzigen  Eurvenzweig  die  ver- 
scklui^ne  Araneide  dreizehnter  Ordnung  und  ebenso  die  gestreckte 
Äianeide  elfter  Ordnung  ableiten  und  solchergestalt  das  Elf-  und 
Dreizehneck  in  eine  eigentümliche  Beziehung  zum  Zwölfeck  setzen. 

Wenn  nun  auch  die  mitgeteilten  Eonstruktionen,  soweit  sie  die 
Winkelteilung  betreffen,  in  praxi  stets  durch  ein  viel  kürzeres  An- 
naherongsverfahren  ersetzt  werden  können,  so  dürften  die  Araneiden 
an  sich  dooh  das  Interesse  rechtfertigen,  welches  wir  ihnen  an  dieser 
Stelle  gewidmet  haben. 


über  liypergeometrisolie  Funktionen,  deren  letztes 

Element  speziell  ist. 


Von 

Prof.  Dr.  W.  Heymann 

in  Chemnitx. 


1«  Vorbamerlmng. 

Im  37.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift*  S.99  habe  ich  die  w*^ Potenzen 
der  Wurzeln  einer  quadrinomischen  Gleichung 

1)  i?"+ai,i?*-'+a?,i2"-«+l  =  0,    if^-'i 

durch  Reihen  dargestellt,  deren  Glieder  in  eigentümlicher  Weise  aus 
den  Koeffizienten  Xp  und  Xq  zusammengesetzt  sind.  Diese  Reihen  lassen 
sich  in  bequemster  Weise,  d.h.  durch  blosse  Veränderung  ihrer  Koeffi- 
zienten, potenzieren,  und  sie  befriedigen  die  vorgelegte  Gleichung 
identisch.  Inzwischen  kommt  ihnen  zunächst  nur  eine  formale  Be- 
deutung zu,  insofern  nämlich,  als  die  Konvergenz  inmier  fftr  den  be- 
sonderen Fall  nachträglich  zu  erweisen  bleibt.  Für  Xp^  0  oder  Xq-^  0 
decken  sie  sich  thatsächlich  mit  den  bekannten  Reihen,  welche  in  der 
Theorie  der  trinomischen  Gleichungen  aufgestellt  werden. 

Es  war  mir  nun  daran  gelegen,  diesen  Reihen  auch  bei  den 
viergliedrigen  Gleichungen  Geltung  zu  verschaffen,  und  deshalb  be- 
schäftigte ich  mich  mit  der  speziellen  Gleichung 

2)  v*"  —  Sv"*  +UVP  +  l^Oy    r*"  —  «7, 

welche  für  n  «  3  und  jp  —  1  oder  jp  «=  2,  sowie  für  p  «  6  und  n  =-  1 
drei  bemerkenswerte  Normalformen  der  Gleichung  sechsten    Gerades 

darbietet.     Im  Falle  n=«3,jp  —  1,  ^— t^  entsteht    überdies    die    von 

Brioschi  und  Kronecker  genauer  untersuchte  Jacobi'sche  Gleichung, 

1  8 

deren   Auflösung   für   m  »  ^  und  m  ^   -  bekanntlich  mit  Hilfe    von 

hypergeometrischen  Reihen  dritter  Ordnung  erfolgen  kann,  sodass 
wir  für  unsere  Resultate  eine  scharfe  Kontrolle  erhalten.     Ahnliches 


*  Die  trinomische  und  quadrinomische  Gleichung  in  elementarer  Behand- 
lungsweise. 
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gilt,  wenn   n  «  2,  i>  — 1,    ^  —  ""  "ö '   ^^2'    ^^  welchen  Fall   die 

Jacobi'sche  Gleichung  vierten  Orades  eintritt. 
Wenn  wir  mit  Gleichung  2)  die  Substitutionen 

3)  ""{if'y'    «"-(i)'-^,    a.-«"'.A~' 
Terbinden^  so  Terwandelt  sie  sich  in  eine  8 weite  Nomudform 

4)  2a:»y*'*-2rrjr  +  y'»  +  l-0,    jT-^, 
wahrend  die  zugehörige  Reihenentwickelung  die  Gestalt 

annimmt,  wobei  die  Koeffizienten  J^  als  wesentlichen  Bestandteil  eine 
bypergeometrische  Funktion  zweiter  Ordnung  enthalten.  Es 
wird  nämlich 

6)  JU  =  (-l)-».2*-5.]Y[a-*].J'(-J,  -|  +  J.  a-h+l,x}. 
""^^^  m  +  nh 


P 

Die  Reihe  5)  stellt  die  w»**"  Potenzen  jener  jp  Wurzeln  der  Gleich- 
ung 4)  dar,  welche  mit  verschwindendem  l  und  x  nicht  gleichzeitig 
unendlich  gross  werden« 

Will  man  die  übrigen  Wurzeln  der  Gleichung  4)  entwickeln,  so 
müssen  weitere  Normalformen  aufgestellt  werden.  Eine  derselben  ist 
die  Gleichung  2).  Für  diese  lassen  sich  Reihen  angeben,  welche  die 
m^^"  Potenzen  jener  n  Wurzeln  darstellen,  die  mit  X  und  u  nicht 
gleichzeitig  verschwinden.  Wir  haben  diese  Untersuchung  an  anderer 
Stelle*  durchgeführt,  doch  sind  die  hier  gegebenen  knappen  Bemerk- 
nngen  zum  Verständnis  des  Folgenden  hinreichend  und  notwendig. 

2.  Festatellang  der  Aufgabe. 
Wir  wollen  zeigen,  dass  sich  die  hypergeometrische  Funktion 

7)  F,^F{-!^,-^  +  ^,(,h  +  v,x) 

für  gewisse  spezielle^  numerische  iL,  fi,  v  durch  Gammafunktionen 
summieren  lässt.  —  Einige  solcher  Summationen  sind  bereits  bekannt. 

GrausB  behandelte  zuerst  die  Fälle  iL  «  1,  —  und  —1,  während  Kummer 

in  seiner  grundl^enden  Arbeit**  im  15.  Bd.  des  Crelle'schen  Journals 

*  Jahresbericht  der  Technischen  Staatslehranatalten  zu  Chemnitz,  Ostern  1898, 
fTber  hypergeometrische  Funktionen,  deren  letztes  Element  speziell  ist,  nebst 
^iner  Anwendung  auf  Algebra.^* 

**  „Über  die  hypergeometrische  Reihe". 
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die  Fälle  X  —  —  g-;  ^  und  -^f  sowie  gewisse  irrationale  Fälle  hin- 
zufügte. 

Wie  vorhin  bemerkt,  müssen  sicher  auch  die  Fälle 
,  11«  .     ,  114 

^ V  V  V  «^^'^  ^"-wj 

eine  geschlossene  Darstellung  der  betreffenden  hypergeometrischen 
Funktion  gestatten,  denn  anders  könnten  die  Koeffizienten  JU  j^n^ 
Reihen,  welche  zu  den  Jacobi'schen  Gleichungen  vierten  und  sechsten 
Grades  gehören,  nicht  die  Gestalt  blosser  Fakultäten  haben.  Um  nun 
die  hierher  gehörigen  Resultate  ganz  unabhängig  von  den  erwähnten 
Reihen  zu  finden,  bemerke  man  folgendes: 

Zwischen  drei  hypergeometrischen  Funktionen  zweiter  Ordnung, 
deren  erste  Elemente  cc,  /},  y  um  ganze  Zahlen  verschieden  sind,  be- 
steht stets  eine  lineare  Beziehung,  welche  als  partielle  Differenzen- 
gleichung in  Bezug  auf  die  ersten  Elemente  aufgefasst  werden  kann. 
Für  die  besondere  Funktion  7)  lässt  sich  die  Sache  so  einrichten,  dass 
diese  lineare  Beziehung  die  Bedeutung  einer  totalen  Differenzen- 
gleichung bezüglich  des  Parameters  h  erlangt.  Im  allgemeinen  re- 
duziert sich  diese  dreigliedrige  Identität  nicht  weiter;  es  besteht  daher 
zwischen  drei  aufeinander  folgenden  Reihenkoeffizienten  ^,  ^a+i  und 
^^1^4.2  eine  dreigliedrige  Rekursionsformel,  welche  für  die  Reihe  5) 
und  für  die  Gleichung  4),  insbesondere  aber  für  die  zugehörige 
Differentialresolvente  von  hervorragender  Bedeutung  ist. 

In  speziellen  Fällen,  d.h.  fQr  numerische  X,  kann  aber  jene 
Differenzengleichung  zweigliedrig  werden,  sodass  sie  sich  durch 
Gammafunktionen  befriedigen  lässt,  womit  dann  natürlich  die 
Reihe  6)  selbst  hypergeometrisch  von  irgend  welcher  Ordnung  wird. 
Die   Ordnung  hängt   von   den   Zahlen  n  und  p   ab  und  verlangt  die 

Unterscheidung  n  ^p.  —  So   ist  nun   der   von  uns   einzuschlagende 

Weg  genau  vorgezeichnet. 

Wenn  der  Ausdruck  jFa  in  7)  mit  der  hypergeometrischen  Funktion 
in  6)  zusammenfallen  soll,  so  muss  für  jedes  h 

8)  pÄ  +  ^.:ü^_Ä  +  i 

werden,  d.h. 

9)  f»  =  f-l,    "  =  ^  +  1. 

Des  weiteren  hat  man  betreffs  der  Zahlen  w,  p  und  iL,  m  spezielle 
Annahmen  zu  machen. 

8,  Der  TaU  A  -  -  4  und  X  ^ -- 

Anknüpfend  an  die  Jacobi'sche  Gleichung  vierten  Grades 
10)  ^;*-  6av^+  hv  -  3a^=  0,     Vv^  w, 

in  welcher  ohne  Einschränkung  a=—7  b^u  gesetzt  werden  darf,  wo- 
durch 
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11)  t^-2v^+t«t;+X-0,    (x--|) 
entsieht,  fibersieht  man  folgendes:    Für 

n^2,    p^lf    d.h.    ft«=«l,    V  — m  +  1 

fallt  11)  mit  2)  zusammen,  folglich  wird  die  zu  betrachtende  Funktion 

12)  F,^F(j-^y  __^  +  i,  A  +  nj+1,  x). 

Dass  überdies  >*•"■  —  t'   ^"^2    ^^^>   haben  wir  hier  noch  nicht 

berücksichtigt;  es  wird  sich  das  als  hinreichende  und  notwendige  Be- 
dingung herausstellen,  damit  die  zu  entwiekehide  Difierenzengleichung 
zweigliedrig  werde. 

Lassen  wir  h  um  die  Einheit  wachsen,  so  gehen  die  ersten  Ele- 
mente der  Funktion  jPa,  welche  kurz  a,  /S,  y  heissen  mögen,  über  in 
^  — 1,  a,  ^^  + 1.    Es  ist  also  eine  lineare  Beziehung  zwischen 

JFi  =  F(a,  ß,  y),    F,+^  -  F(«,  ^  - 1 ,  y  +  1) 

and  einer  bequem  liegenden  benachbarten  Funktion  aufzustellen.  Eine 
solche  ist  unter  anderen  die  von  Oauss  in  den  „Disquisitiones^^ 
unter  Nr.  [14]  aufgestellte,  welche  nach  Vertauschung  Ton  y  mit  y  +  1 
folgendermaßen  lautet: 

[ß-l-(Y-a)X]     F(a,ß,y  +  1)         | 

13)  +(y-/J  +  l)JF'(a, /S-1,  y+1)      -0. 
l  -y(l-A)      F(a,ß,y)  I 

Die  erste  der  drei  hier  vorkommenden  Funktionen  muss  aus- 
gestossen  werden,  weshalb  der  Faktor 

14)  /J-l-(y_«)A  =  -J(l  +  3;i)-(»l  +  l)A-| 

unabhängig  Ton  h  und  nur  mittelst  der  disponiblen  Zahlen  X  und  m 
zu  annullieren  ist.  Man  findet  ^  ■■  —  t  und  m  =^  —}  womit  sich  13) 
auf  die  zweigliedrige  Differenzengleichung 

15)  (ä  +  1)j;+,-|(ä  +  |)p,^o 

reduziert.    Dieselbe  liefert  int^riert 


16) 


oder  auch: 
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18)        Fi«,  ß,  Y,  X)  -  (1-  X)-«  .F{a,Y-ß,  y,  j^) 
gewinnt  man  weiter 

{iJ-^i-V  -¥  +  ¥'  *  +  ¥'  -l-)' 
wo  nun  die  rechten  Seiten  Ton  16)  oder  17)  einzutragen  sind.     Durch 

ähnliche  Rechnung  lässt  sich  auch  der  Fall  >t  » -j  mittelst   Gamma- 
funktionen  darstellen. 

4.  Der  Fall  A  —  4' 

Gehen  wir  von  der  Jacobi 'sehen  Gleichung  sechsten  Grades 

20)  v«—  10av^+  6t7  +  5a*-  0,  tT^to 

aus  und  setzen  a  —  — >  6 -=»  m,  so  entsteht 

21)  t;«-2t;»+wt?  +  X-0,     (^=j)' 

Der  Vergleich  mit  2)  liefert 

n  — 3,    |>  — 1,    d.h.    /A  « 2,    v  —  w  +  1, 
und  die  zu  bestimmende  Funktion  wird 

22)  Ji-  J'(-  ^,  -  J  +  |,  2A  +  m  + 1,  a). 

Lassen  wir  7i  um  die  Einheit  wachsen,  so  gehen  die  ersten  Ele- 
mente,  welche  wieder  a^  ßj  y  heissen  mögen,  über  in  /S  —  1,  a,  y  +  2. 
Es  ist  demnach  eine  lineare  Beziehung  zwischen 

F,^F(a,ß,y\    F,+,^  F{a,  ß-^l,  y  + 2) 

und  irgend  einer  dritten  benachbarten  Funktion  aufzusuchen.  Man 
findet  diese,  wenn  man  in  Gleichung  [11]  der  Disquisitiones  ß  mit 
ß  —  1  und  y  mit  y  +  1  vertauscht  und  sodann  aus  dieser  und  der 
oben  aufgeschriebenen  Gleichung  13)  die  Funktion  F(ay  ß  —  1,  y  + 1) 
eliminiert.    Das  Resultat  hat  die  Form 

23)  ÄF(u,  ß,  y)  +  BFia,  ß-l,y  +  2)-  CF{a,  ^,  y  + 1)  -  0, 
wobei  Ay  B,  C  nachstehende  Bedeutung  erlangen: 

^  A-y{y  +  l)[ß-l-(y-a  +  l)l](l-X), 

B-  (y-a  +  l)(y-/}  +  l)(y-/J  +  2)Z, 

C  •=  (y  +  l){(^-l)(y-/J+l)(l-A)+[^-l-(y-«)A] 

[/J-l-0'-«+l)i]j. 


24) 
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Man  ersetze  die  €Cy  ß,  y  durch  ihre  Werte  in  h  und  m  und  y er- 
suche den  Koeffizienten  C  unabhängig  von  h  zum  Verschwinden  zu 
bringen.    Der  Bedingung  C  —  0  entspricht  folgende  Gleichung: 

25)  Ph^+Qh  +  R^O, 
wobei          jP-(5A~l)(5X  +  4) 

26)  !  ö  -  2(52  -  l)[(2w  +  3)A  +  {m  +  1)] 
\R^A(m  +  l)(m  +  2)X*+  3(2w  +  3)2  -  2(m  +  1). 

Nun  werden  P  und  ^  gleichzeitig  zu  Null,  wenn  2  —  —  ge- 
wlUt  wird,  während  R  übergeht  in 

27)  B  =  4(2»»-l)(2»»»-3), 

was  ersichtlich  durch  m  «»  ^  oder  m^-^  zum  Verschwinden  gebracht 

werden  kann.     Für  2  =  —  —  verschwindet  P  ebenfalls;  die  Bedingung 

^  =  0  würde  daipi  m^l  liefern;  aber  diese  Werte  widersprechen  der 
Forderung  12  «=  0. 

Im  Fall  >L  "^  -r  und  m^  -^  reduziert  sich  Gleichung  23)  auf 

28)  (Ä  +  |)(Ä  +  |)2^.+.-|g(Ä+|)(Ä  +  |)^»-0, 
md  ihr  genügt 

Die  Konstante  X;  bestimmt  sich  für  A  =  0  zu 

r(l)r(i)         4«nJ 
30)  *-     ^''^    ^'''  * 


ri^in^i        6Bin| 


1  3 

Im  Fall  ^  =  e-  und  m  —  -    entsteht  aus  Gleichung  23) 
31)    (Ä+l)(Ä+»)i.,,,-lg(Ä+i)(Ä+l)F.-0, 
und  hier  ergiebt  die  Integration 


33)  ,.  'ami    --^i 


(DKI) 


r(|)r(l)       »...- 


6 
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Die  Ausdrücke  29)  und  32)  lassen  sich  noch  auf  verschiedene  Art 
umformen.  So  kann  man  sie  beispielsweise  durch  hypei^eometrische 
Funktionen  mit  dem  vierten  Element  1  darstellen  und  gelangt  zq 
folgenden  bemerkenswerten  Transformationen: 


34) 


F^ 


h 


( 


2  ^  2  ~  2      6/ 


S 


\iu) 


^W  2Ö'  V  0 


35) 


1,126;  •  /8       7       7        \ 


Da  sich  die  dritten  Elemente  der  Funktionen  auf  der  linken  Seite 
um  die  Einheit  unterscheiden ,  alle  übrigen  Elemente  aber  über- 
einstimmen^ so  wird  sich  überhaupt  eine  Funktion  der  Form 


K-T'-2-  +  v2Ä  +  |+i,i) 


für  jedes  ganzzahlige  ^'  durch  6ammafunktionen  ausdrücken  lassen. 
Wenn  man  nun  von  den  Resultaten  unter  29)  und  32)  Gebrauch 
macht,    d.h.   die    Beihenkoefßzienten   Ah  nach   Maßgabe   von    6)   zu- 
sammenstellt;  so   verwandelt   sich   die   Reihe  5),  je  nachdem    fn  =  -r 


8 


oder  w  =  ^  gewählt  wird,  in 


36) 


Vy^V-^lF 


12» 


Xlf 


resp. 


37) 


.-» 


Vy-V 


\   V  J  I 


12> 


X 


Es  sind  das  in  der  That  jene  hypergeometrischen  Reihen  dritter 
Ordnung,  welche  auch  von  anderer  Seite  her  bekannt  sind.  Wie  man 
sieht,  tritt  hier  der  seltene  Fall  auf,  dass  die  dritte  Potenz  einei 
hypergeometrischen  Reihe  zu  einer  Reihe  derselben  Art  föhrt.  — 
Aus  den  Reihen  schliesst  man  sofort  auf  die  zur  Jacobi 'sehen  Gleich- 
ung gehörigen  Differentialsolventen,  d.h.  auf  die  entsprechende! 
linearen  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung,  welche  schon  Briosch 
ermittelt  hat. 
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1  4 

5.  Der  Tftll  i  —  —  -  und  Z  —  - 

4  O 


Wendet  man  auf  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  34)  und  35) 
die  Transformationsfonnel  18)  an^  so  entsteht 


38) 


i^(-v|A  +  l,2Ä  +  f^-l)- 


39) 


(ir-^(-f-'+f>?»+fT> 

f(-|,|»  +  2,  2*  +  |,  -i)- 
(£)i.f(_»,_|  +  i,S»  +  |,i) 


wobei  die  rechten  Seiten  durch  die  entsprechenden  Ausdrücke  des 
Torigen  Abschnitts  näher  bestimmt  sind;  und  hieraus  lässt  sich  über- 

^\CV2^+J>  2Ä+2+;, -^) 

fnr  ganzzablige  j  in  geschlossener  Form  entwickeln. 

Den  Fall  X  —  —  verschafft  man  sich  entweder  durch  Transformation 

5 

von  2  in  1  —  Jl  oder  auch  direkt;  indem  man  eine  lineare  Beziehung 
zwischen  F(cc,  /S,  y),  F(a  +  1,  /S,  y  +  3)  und  einer  bequem  liegenden; 
benachbarten  Funktion  herstellt.    Man  setzt  alsdann 


a 


ß-i  +  i*    y-3Ä  +  y'; 


und  findet  in  der  früher  angedeuteten  Weise 

m    w(^   *-ui  ^T,  M    ifc  PV  lI^^^lM^lil 

40)     i^(vY+.'3Ä,^)-*.(,,).^^^^,^^^^^3^ 


*  +  4>o. 


41)    f(-,  j  +  ,,  s»-l,  ^)-J  y-  r(»-i)r(.+i)' 


oder  auch 


Ä-;>o, 


42)  j'(*,  A  +  |.3Ä,  i)  =  *.(;;)■.  J'l'. 


(iV  B'^  +  F  0' 


19  • 
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Die  Eonstanten  k  und  %'  bestimmen  sich  f&r  h 
nämUch: 


1^ 


resp.  Ä  =  - 


44) 


1.     i. 


^(Ä'  W  W  0 


Ä:'. 


ni 


• ,  4?,  i) 


16'    15      16 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  lasst  sich  überhaupt 

für  jedes  ganzzahlige  j  summieren. 

Was  endlich  irrationale  Werte  von  X  anlangt,  so  giebt  Kummer 
in  §  19  seiner  Abhandlung  unter  Nr.  42,  44  und  47  die  Formeln 

2a 


45) 


f(2«,r-i.2,-i,-*^)-(i±V^'".ir. 


an,  wobei 


h  h 

Setzen   wir  hier   ««■——>   resp.  a  =- -x-   und   a;  =  X,   so   entsteht 

rechts  jene  hypergeometrische  Funktion,  welche  wir  früher  für  spezielle 

y  und  X  summiert  haben.   Wir  werden  daher  insbesondere  för  X  «  —  -? 

—  imd  -r  neun  irrationale  Fälle  erhalten;  einer  derselben  wird  imaginär. 

Ausser  den  bisher  erwähnten  Fällen  giebt  es  noch  einige  andere, 
welche  wir  in  der  genannten  Programmarbeit  mitgeteilt  haben.  Ein 
Abschluss  der  angeregten  Untersuchung  kann  indessen  nur  durch  eine 
umfassende  Transformationstheorie  der  hypergeometrischen  Funk- 
tionen gewonnen  werden.  Die  zur  Zeit  noch  immer  nicht  genügend 
beachteten  Differenzengleichungen  dürften  dabei  ein  Hilfsmittel 
abgeben,  welches  sich  durch  Differentialgleichungen  keineswegs  er- 
setzen lässt.  Man  braucht  in  dieser  Hinsicht  nur  an  die  Bemerkung 
Ton  Weierstrass  zu  erinnern,  nach  welcher  die  Gammafunktion 
keiner  algebraischen  Differentialgleichung  genügt,  eine  Eigenschaft, 
die  sich  bei  den  hypergeometrischen  Funktionen  erst  recht  einstellen 
muss,  wenn  die  Abhängigkeit  dieser  Funktionen  von  ihren  ersten 
Elementen  in  Betracht  gezogen  wird. 


über  die  Wellenfl&che.* 

Von 

0.  BÖKLEN 

in  BeatUngen. 


In  den  Annali  di  Matematica  da  F.  Brioschi  Serie  11  Tomo  XX 
1892  hat  Gayley^  im  AnscUuss  an  zwei  Noten  von  Gombescure: 
„Sui  las  lignes  de  courbure  de  la  surface  des  ondes^'  (tomo  U  1859, 
p.278— 285)  und  yon  Brioschi  „Osseirazioni  sulla  medesima  quistione^' 
(ibid.  p.  285— 287),  diese  Theorie  aufs  neue  entwickelt.  Am  Schluss 
seiner  Abhandlung  sind  einige  weitere  Bemerkungen  über  die  Schnitte 
der  Centraflache  der  Wellenfläche  in  den  Hauptebenen  beigefügt,  aus 
welchen  er  schliesst,  dass  die  Centraflache  von  der  Ordnung  38  ist. 
Da  die  Wellenfläche  jede  Hauptebene  in  einer  EUipse  und  einem 
Kreise  schneidet,  so  besteht  der  Schnitt  der  Centraflache  aus  folgenden 
Kurven  (je  in  einer  Hauptebene): 

1.  Evolute  der  Ellipse  Ordnung  6 

2.  Euspidalkurve  „        6  dreimal  zu  zählen  18 

3.  Evolute  des  Ejreises  „  2 

4.  Euspidalkurve  „        4  dreimal  zu  zählen  12 

38 
Von  den  beiden  Euspidalkurven  hat  Cayley  die  Gleichungen  an- 
g^eben,  und  die  Aufgabe  des  folgenden  besteht  darin,  diese  Kurven 
graphisdi  darzustellen  an  der  Hand  einer  Konstruktion  von  Mann- 
heim (Construction  des  centres  de  courbure  principaux  de  la  surface 
de  Tonde,  Comptes  rendus  de  l'Academie  des  Sciences  11.  Febr.  1867 
ond  Cours  de  geometrie  descriptive  2  ^d.  p.  332). 

I.  Allgemeine  Konstniktion  naoh  Mannheim. 

Die  Gleichimg  des  EUipsoids  E,  von  dem  die  Wellenfläche  ab- 
geleitet ist,  indem  man  auf  irgend  einem  Centralschnitt  von  E  im 
Mittelpmikt  o  ein  Lot  errichtet  und  auf  demselben  zwei  Strecken  ab- 

*  7eigL  dieae  Zeitschrift  Jahrg.  1879  S.  400,  1880  S.207  u.  846,  1882  S.  160. 
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trägt;  0%  gleich  der  grossem  und  omi  gleich  der  tdelnem  Halbaxe 
des  Centralschnitts.  sei  ,         , 


J^  4.1:4.   .^-»l- 

a  ^    b   ^    c        ^' 


a>b'>  c  sind  die  Quadrate   der   Halbaxen  Ton  E]  m^  liegt  auf  dem 
äussern    und    ml    auf   dem    innem   Mantel    der   Wellenfläche^    deren 


Gleichung 

ist  {l^^x^+y^+z^). 

Y 


X' 


+ 


y' 


+ 


l-a    •    4-6   •    6-c 


Fig.  1. 


/ 


/ 


Wir  stellen  uns  zunächst  vor^  dass  Fig.  1  ein  Schnitt  des  Ellip- 
soids  E  ist;  welcher  durch  einen  beliebigen  Punkt  m^  dessen  Normale 
my^  und  den  Halbmesser  om  geht.  Die  Wellenfläche  ist  die  Apsidal- 
fläche  von  E]  legt  man  durch  om  eine  Ebene  senkrecht  zur  Figur, 
errichtet  auf  dieser  Ißbene  ein  Lot  om^  =  om,  so  ist  m^  ein  Punkt  der 
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WellaDflache^  welcher  dem  Punkt  m  von  E  entspricht^  und  m^f  ihre 
Normale;  sie  schneidet  die  Normale  von  m  senkrecht  in  i.  Man 
verbinde  o  mit  i  (der  Winkel  oim  ist  ^  45^),  und  lege  durch  o 
eine  Ebene  senkrecht  zu  oi,  JS^.  Die  Normale  Ton  m  berührt  die 
Centraflache  von  E  in  y^  und  y^]  die  Normalen  dieser  Centraflache  in 
y^  und  y^  bezeichnen  wir  mit  f^  und  r^;  sie  sind  parallel  mit  den 
Tangenten  der  durch  m  gehenden  Erünmiungslinien  von  E,  Man 
konstruiert  nun  die  beiden  Geraden  D  und  A:  die  erste  geht  durch  o 
und  schneidet  f^  und  f,,  die  zweite  ist  die  Verbindungslinie  der 
Durchschnitte  von  f^  und  r,  mit  der  Ebene  E^,  Es  lassen  sich  dann 
auf  der  Normale  m^f  der  Wellenflache  zwei  Punkte  (i^  und  fi,  bestimmen 
Ton  der  Eigenschaft,  dass  durch  jeden  derselben  eine  Gerade  M^  und 
Jfj  gelegt  werden  kann,  welche  m^f  senkrecht  schneidet  und  zugleich 
D  und  A  begegnet;  fi^  und  (i^  sind  die  Erümmungsmittelpunkte  von  m^, 
die  durch  sie  gelegten  Geraden  sind  Normalen  Ton  der  Centraflache 
der  Wellenfläche  und  parallel  mit  den  Tangenten  der  beiden  durch  m^ 
gehenden  Krümmungslinien  der  Wellenfläche.  Wenn  also  für  einen 
beliebigen  Punkt  m  des  Ellipsoids  Ej  von  dem  die  Wellen- 
flache abgeleitet  ist,  die  Krümmungselemente,  nämlich  die 
beiden  Hauptkrfimmungshalbmesser  von  E^  my^  und  my^^  so- 
wie die  Richtungen  der  Tangenten  Ton  den  Krümmungs- 
linien des  Punkts  m,  oder  auch  der  Geraden  r^  und  f,,  be- 
kannt sind,  so  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Geraden  D  und  A 
die  Krümmungselemente  des  entsprechenden  Punkts  m^ 
der  Wellenfläche,  nämlich  die  Hauptkrümmungshalbmesser 
mjfi]  und  m^fis  und  die  Richtungen  der  Tangenten  Ton  den 
Krümmungslinien  des  Punkts  m^  oder  auch  der  Geraden  M^ 
and  M^  angeben. 

Zur  näheren  Begründung  dieser  Konstruktion  möge  folgendes  an- 
gefahrt werden:  Die  drei  Geraden  miy'oi,  fi  bilden  eine  Figur  Yon 
unveränderlicher  Form,  weil  die  Winkel  bei  i  —  45^  sind.  Sie  bewegt 
sich  so,  dass  die  Gerade  mi  stets  die  beiden  Mäntel  der  Centraflache 
Tom  Ellipsoid  E^  und  dass  fi  diejenigen  der  Centraflache  von  der 
Wellenfläche  berührt.  Auch  Ton  der  dritten  Geraden  oi  kann  man 
annehmen,  dass  sie  zwei,  sich  in  o  schneidende  Flächen,  deren  ge- 
meinsame Tangente  oi  ist,  berührt.  Man  hat  also  im  ganzen  sechs 
Flachen,  welche  yon  diesen  drei  Geraden  berührt  werden;  die  sechs 
Normalen  in  den  sechs  Berührungspunkten  haben  somit  die  Eigen- 
schaft, dass  sie  Ton  zwei  Geraden  geschnitten  werden  können:  die 
erste  Gerade  2)  geht  durch  o  und  schneidet  die  Normalen  r^r^M^M^'y 
die  zweite  Gerade  A  ist  die  Yerbindimgslinie  der  Schnittpunkte  von 
rj^M^M^  mit  der  in  o  senkrecht  auf  oi  gelegten  Ebene,  in  welcher 
aneh  die  Normalen  der  beiden  sich  in  o  schneidenden  Flächen  liegen. 
Von  welcher  Art  diese  beiden  Flächen  sind,  braucht  nicht  näher  an- 
gegeben zu   werden,   es   genügt   zu   sagen,   dass  oi  ihre  gemeinsune 
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Tangente  im  Punkt  o  ist^  und  dass   also  ihre  Normalen  yon  o  in  der 
Ebene  E^  liegen  müssen. 

n.  Konstroktion  der  Kuapidalkorve  der  Xllipse. 

Ihre  Gleichung  in  der  a:y-Ebene  ist  nach  Gayley: 

woraus   die  beiden  anderen  durch  Yertauschung  der  Buchstaben  ab- 
geleitet werden  können. 

*"       Fig.  i. 


V 


•\\ 


V  **  T*»  ^  ^  \         ' 


Fig.  1.    Wir  nehmen   als   ersten  speziellen  Fall  an,   m  liege  auf 


der  Ellipse 

dann  wird  m^  auf  der  Ellipse 


5_ 

a 


T  +  ---1 


a 


liegen,  yi  liegt  auf  der  Evolute  der  ersten  und  (i^  auf  der  Evolute 
der  zweiten  Ellipse;  y^  liegt  auf  der  Euspidalkurye  yon  E  in  der 
a;y- Ebene,  deren  Gleichung 
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-r  -in — 3T  ==  A 


ist.  r,  ist  das  in  y^  auf  der  Ebene  der  Figur  errichtete  Lot,  und  f^ 
steht  senkrecht  auf  my^  und  sehneidet  das  in  o  auf  oi  errichtete  Lot, 
iL  den  Durchschnitt  von  der  Ebene  Eq  mit  der  Ebene  der  Figur, 
in  d.  Somit  ist  oy^  die  Gerade  D  und  das  in  d  auf  der  Ebene  der 
Figur  errichtete  Lot  die  Gerade  A,  und  pi^  ist  der  Schnitt  von  der 
Normale  fn^fi^  der  Wellenflache,  mit  D,  weil  das  in  fi,  auf  der  Figur 
errichtete  Lot  sowohl  D  als  auch  A  trifft.  Dieses  Lot  ist  also  die 
Gerade  M^  und  pi^d  ist  die  Gerade  M^,  Hiemach  lässt  sich  die  ge- 
suchte Kuspidalkurre,  deren  Gleichung  oben  angegeben  ist,  oder  der 
Ort  der  Punkte  fi,,  von  welcher  ein  Quadrant  gezeichnet  ist,  leicht 
konstruieren.    Sie  berührt  die  Evolute  der  Ellipse 

^  +  -=1 

0     *     a 
in  einem  Punkt  ff^,   in   welchem   also  die  beiden  Erümmungsmittel* 
punkte  fi^  und  fr,  zusammenfallen,  somit  ist  der  entsprechende  Punkt 
»Iq  auf  der  Wellenfläche  ein  Ereispunkt  (ombilic),  dessen  Konstruktion 
Mannheim  angegeben  hat  (Gompt.  rend.  5.  mai  1879). 

Fig.  2.    Li  der  yis-^hene,  welche  yon  dem  Ellipsoid  in  der  Ellipse 


und  Ton  der  Wellenfläche  in 


b     '     € 

—  +  4-^1 

c  b 


geschnitten  wird,  erhalt  man  eine  ähnliche  Figur;  auch  hier  berührt 
die  Kuspidalkurre  die  Eyolute  der  zweiten  Ellipse,  man  hat  also. auch 
in  dieser  Ebene  yier  Ereispunkte. 

Fig.  3  und  4.    Dagegen  hat  die  Euspidalkurve   in  der  a;j?- Ebene 
Tier  Asymptoten 


-±v^±i)A 


-c){b^c) 


die  also  parallel  sind  mit  den  wahren  optischen  Axen.  Wenn  der 
Winkel  oy^w  «  90®  ist,  so  wird  die  Normale  der  Wellenfläche  in  m^ 
parallel  mit  oy^y  also  liegt  der  Schnittpunkt  fi^  dieser  Linien  im  Un- 
endlichen. Die  Kurve  geht  ferner  durch  die  vier  Punkte,  in  welchen 
die  beiden  Mäntel  der  Wellenfläche  zusammenstossen;  hier  ist  also  der 
Enlnunnngshalbmesser  %fi2  ^  0. 
Aus  der  Gleichung 

/     JX«  Z'    \/  Z«  Z*  y     ,  _    va     X«  Z' 

\e{a-by'^  a{b-c))\a-b        b^c)^^^       ^^  c{a-by' a{b-c)^ 

folgt  ferner,  dass  eine  Asymptote,  z.B.  J.C,  Yon  der  Kurve  in  drei 
im  Endlichen  (Fig.  4)  und  drei  im  Unendlichen  liegenden  Punkten  ge- 
ichnitten  wird.  Von  den  letzteren  fallen  zwei  in  dem  Punkt  zusammen, 
wo  die  Äste  OD  und  OE  die  Asymptote  berühren;  der  dritte  ist  der 


294 


Über  die  Wellenfläche. 


Sclinitt  derselben  mit  den  Asten  OF  und  OG,  Diese  beiden  Aste 
haben  also  nur  einen  Punkt  mit  der  Asymptote  ÄC  gemein^  weil  sie 
dieselbe  nicht  berühren,  sondern  bloss  schneiden.  Auf  der  Yer- 
längerung  des  Astes  OD  liegt  ein  Wendepunkt. 

m.  Eiupidallnirve  des  Xreises  von  der  vierten  Ordnxmg. 

{(b  -  c)Z»  -  (c  -  a)r«}«=  (ft-^)'(<?-^)^(j^2^  Y^ 

c 

in  der  a;y-Ebene,    woraus   die   beiden    andern   Euspidalkurven    durch 

Fig.  s. 


\ 

\ 


^"         "-.^^  ',' '  '      ''[Hl'// 


Vertauschung  der  Buchstaben  abgeleitet  werden  können.    Wir  nehmeii 
nun  an  (Fig.  1),' w  sei  ein  Endpunkt  der  Axe  c  des  Ellipsoids  E 


z' 


=1, 


von  dem  die  Wellenfläche  abgeleitet  ist,  dann  steht  mo  auf  der  Ebentj 
der  Figur  senkrecht,  und  m^  liegt  auf  dem  Kreis  rc*+  </*«=  c,  welche^ 
der  Durchschnitt  des  innem  Mantels  der  Wellenfläche  mit  der  ^y- Ebentj 
ist  (dieser  Kreis  ist  in  der  Figur  nicht  gezeichnet).  Während  also  bei 
der  Konstruktion  der  Kuspidalkurve  der  Ellipse  der  Punkt  m  de^ 
EUipsoids   sowohl    als    auch   der   ihm   entsprechende  m^    der  Welleai 
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fläche  in  der  Ebene  der  Figur  liegen,  so  trifffc  dies  jetzt  fOr  den  Punkt  m 
niclit  melir  zu,  da  mo  senkrecht  auf  der  F^r  steht. 

Der  Punkt  i  fallt  mit  o  zusammen,  und  da  der  Winkel  oim «-  45^  ist, 
so  ist  oi  parallel  mm^,  und  die  Ebene  E^y  welche  senkrecht  auf  oi 
steht,  schneidet  die  Figur  in  dem  in  o  auf  om^  errichteten  Lot.  Da 
mo  zugleich  Normale  von  E  ist,  so  liegen  die  Erttmmungsmittelpunkte 
^j  and  ^3  auf  mo.  Die  Gerade  T^  ist  parallel  der  x-Are  und  T,  parallel 
der  y-Axe.    Dreht  man  das  Dreieck  mom^  um  mo  als  Axe,  so  bewegt 


Tig.4. 


rieh  WjL  auf  dem  Kreis  it;*+y*— c,  die  Punkte  y^  und  y^  sowie  die 
jeraden  Tj  und  fj  bleiben  fest,  und  werden  von  der  Ebene  Eq,  welche 
itets  mit  der  Axe  mo  einen  Winkel  von  45^  bildet  und  idso  einen 
rechtwinkligen  Kegel  berührt,  dessen  Axe  mo  ist,  in  zwei  veränder- 
ichen  Punkten  geschnitten,  deren  Verbindungslinie  die  Gerade  A  ist. 
^on  den  beiden  E[rümmungsmittelpunkten  fi|  und  fi^,  die  auf  der 
Normale  fn^o  der  Wellenfläche  liegen,  fallt  der  eine  (t^  mit  o  zusammen; 
un  den  andern,  der  mit  pii  bezeichnet  ist,  um  Verwechslungen  zu 
rerhflten,  zu  erhalten,  yerlängere  man  m^o  über  o  hinaus  bis  zu  den 
khnitten  g^  und  g^  mit  zwei  konzentrischen  Kreisen,  deren  Halbmesser 
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OQi » 0^1  und  og^  —  oy^  sind^  errichte  auf  m^o  in  g^  und  ^^  Lote, 
welche  die  a;-Axe  in  ^^  und  die  y-Axe  in  ^2  schneiden,  so  schneidet 
8^8^  die  Verlängerung  von  m^o  in  fis.  Die  Linie  8^8^  ist  die  Pro-  | 
jeküon  yon  der  Geraden  A  auf  der  a?y-Ebene,  und  D  fallt  mit  der 
Z'Axe  oder  mo  zusammen,  weil  diese  durch  0  geht  und  sowohl  f,  als 
auch  r,  schneidet;  errichtet  man  nun  in  fig  auf  der  Ebene  der  Figur 
ein  Lot,  so  schneidet  es  D  und  A,  und  ist  also  die  Gerade  Jtf,. 

Aus  dieser  Konstruktion  lässt  sich   die  obige  Gleichung  f&r  den 
Ort  des  Punkts  (li  oder   die   Kuspidalkurve   in  der  rry- Ebene   leicht 

ableiten.    Ihre  Axen  sind  2 — :=r-  und  2 — ;=.-;  und  ihre  Form  in  der  xy- 

Vc  Vc 

und  in  der  i/jsr- Ebene  gleicht  derjenigen  von  der  Fusspunktenkurve  einer 
Ellipse. 

Bei  Fig.  2  ist  m  ein  Endpunkt  der  Axe  a  des  Ellipsoids  E 

9n0  steht  auf  der  Ebene  der  Figur  senkrecht  und  mi  liegt  auf  dem 
Kreis  y*+  0^^  a,  welcher  der  Durchschnitt  des  äussern  Mantels  der 
Wellenfläche  mit  der  ^jer-Ebene  ist  (er  ist  in  der  Figur  nicht  gezeichnet). 
Die  Axen  der  Kuspidalkurre  in  der  yj?-Ebene  sind 

2^und2^7=A. 

Fig.  3  und  4.    In  der  a;j?-Ebene  ist  die  Gleichung 

{(6  -  c)X»-  (a  -  6)Z*}^=  (fc-c)«(a-d)'^.^,^  ^^ 

und  die  Kurve  hat  dieselben  Asymptoten  wie  die  Kuspidalkurre  Tom 
sechsten  Grad;  sie  besteht  aus  vier  Ästen  und  hat  eine  ähnliche  Form 
wie  zwei  konjugierte  Hyperbeln.     Ihre  Axen  sind 

2^  und  2^. 

Hinsichtlich  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  Asymptote,  z.B.  AC,  ist 
zu  bemerken,  dass  von  denselben  ebenfalls  drei  ins  Unendliche  fallen, 
während  im  Endlichen  nur  ein  Schnittpunkt  liegt. 

rv.  Weitere  Anwendungen  der  Mannheim*80hen  Eonstnüction. 

Aus  dem  Obigen  geht  hervor,  dass  die  allgemeine  Mannheim'sche 
Konstruktion  auf  alle  Apsidalflächen  anwendbar  ist,  wenn  f&r  ii^end 
einen  Punkt  m  der  gegebenen  Fläche  die  Hauptkrümmungsradien  und 
die  Tangenten  der  Krümmungslinien  gegeben  sind.  Man  kann  dann 
den  unter  I.  angegebenen  Satz  in  der  Weise  yerallgemeinem,  dass  man 
statt  „Ellipsoid"  eine  beliebige  Fläche  (5)  und  statt  „Wellenfläche*- 
ihre  Apsidale  (5^)  setzt,  und  erhält  dadurch  ein  Mittel,  um  aus  den 
Krümmungselementen  von  einem  Punkt  m  einer  Fläche  [Normale^  beide 
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Hauptkrfimmuiigshalbmessery  Tangenten  der  Krümmungslinien  yon  (S) 
in  m]  die  Ej'ümmungselemente  in  den  entsprechenden  Punkten  m^ 
einer  grossen  Zahl  Ton  abgeleiteten  Flachen  zu  bestimmen^  wobei  die 
Geraden  D  und  A  die  Trager  der  Yermittelung  sind. 

Nach  Mac-Gullagh  wird  die  Apsidalfläche  einer  gegebenen 
Flache  [m]  konstruiert^  indem  man  durch  einen  festen  Pimkt  o  eine 
Ebene  legt,  welche  sie  in  einem  Punkt  m  normal  schneidet.  In  dieser 
Ebene  errichtet  man  in  o  ein  Lot  auf  om  und  tragt  auf  demselben 
die  Strecke  om^^^om  ab.  Verändert  man  die  Lage  des  Punkts  m  auf 
[m\  so  bewegt  sich  m^  auf  einer  Fläche  \my]y  welche  die  Apsidalfläche 
Ton  [m]  ist.  Die  Normale  in  m^  von  [m^]  ist  das  von  m^  auf  die 
Normale  Ton  [ni]  in  m  gefällte  Lot. 

Eine  Fläche  (ß)  und  ihre  Apsidale  (ß^  in  Beziehung  auf  einen 
Pol  0  haben  als  Beziprokaiflächen  hinsichtlich  einer  Kugel  vom  Mittel- 
punkt 0  eine  Fläche  (Z)  und  ihre  Apsidale  (Z^)  hinsichtlich  desselben 
Pols. 

Eine  Fläche  und  ihre  Apsidale  in  Beziehung  auf  einen  Pol  o 
baben  als  Fusspunktflächen  hinsichtlich  dieses  Punkts,  oder  auch  als 
inrerse  Flächen,  wenn  man  diesen  Punkt  als  Pol  der  Inversion  (Trans- 
formation durch  reziproke  Badienyektoren)  nimmt,  eine  Fläche  und 
ihre  Apsidale. 

Nehmen  wir  z.B.  an,  die  Fläche  {S)  sei  ein  Ellipsoid  mit  dem 
Mittelpunkt  o,  so  ist  ihre  Apsidale  (ß^  die  Wellenfläche,  und  es  ist 
oben  angegeben,  wie  aus  den  Erümmungselementen  eines  beliebigen 
Punkts  I»  Ton  (ß)  diejenigen  des  entsprechenden  Punkts  m^  auf  {8^  be- 
stimmt werden.  Fällt  man  yon  o  ein  Lot  om^  auf  die  Tangentialebene  des 
Punktes  m  von  (iS),  so  liegt  w'  auf  der  Fusspunktenfläche  (F)  von  (S). 
Bestimmt  man  femer  auf  om'  einen  Punkt  m"  so,  dass  om'-  om"»  const., 
dann  liegt  m" auf  einer  Fläche  (J)^  welche  die  inverse  von  {F)  und  zugleich 
die  Reziproke  von  {ß)  ist.  (J)  ist  ein  Ellipsoid,  es  lassen  sich  also  die 
Krümmungselemente  des  Punkts  m"  leicht  bestimmen  [Journal  de 
mathem.  pures  et  appliqu^s  3^  serie  t.  IV  p.  247  (Laguerre)  und 
tTIII  (Mannheim)].  Da  bei  inversen  Flächen  die  beiden  Haupt- 
schnitte  der  einen  Fläche  denjenigen  der  andern  entsprechen,  und 
einer  Erümmungslinie  der  einen  Fläche  eine  Erümmungslinie  der  an- 
deren,  so  findet  man  hieraus  unmittelbar  auch  die  Erümmungselemente 
des  Punkts  m'  auf  (F),  und  durch  Übertragung  nach  der  Mann- 
leim'schen  Konstruktion  auch  diejenigen  des  entsprechenden  Punkts  m'" 
auf  der  Apsidalfläche  von  (F),  d.  h.  auf  der  Fusspunktfläche  der  Wellen- 
fläche (Sj)  oder  der  Wellengeschwindigkeitsfläche.  Man  kann 
also  in  ähnlicher  Weise  aus  den  Erümmungselementen  eines 
Punkts  auf  einer  beliebigen  Fläche  {8)  auch  diejenigen  des 
entsprechenden  Punkts  auf  ihrer  Apsidalfläche  (Äj  sowohl 
als  auch  von  der  Fusepunktfläche  der  letztern  ableiten. 


Einfahrung  in  die  geometrische 

Von 

Direktor  Dr.  F.  Meisel 

ia  Darmstadt. 


Hierzu  lithogr,  Tafel  VT. 


Die  folgenden  Ausführungen  enthalten  eigentlich  nichts  neues; 
jedoch  scheint  es  mir^  dass  die  hier  gegebene  Ableitung  der  Grund- 
gesetze der  geometrischen  Optik  einer  gewissen  Anschaulichkeit  nicht 
entbehre.  Ich  pflege  meine  Vorlesung  über  die  Theorie  der  optischen 
Instrumente  an  hiesiger  Hochschule  in  der  im  folgenden  wieder- 
gegebenen Weise  einzuleiten  und  fand  einigen  Beifall^  als  ich  kürz- 
lich im  hiesigen  naturwissenschaftlichen  Verein  diese  Einf&brung 
vortrug. 

Es  sei  eine  beliebige  Anzahl  von  Umdrehungsflächen  beliebiger 
Gestalt  mit  gemeinsamer  Axe,  welche  von  allen  Flächen  rechtwinklig 
geschnitten  wird,  gegeben.  An  jeder  dieser  Flächen  flnde  nach  einem 
ganz  beliebigen  Gesetze  eine  Ablenkung  der  Strahlen  statt.  Dieses 
Gesetz  sei  für  jede  ablenkende  Fläche  so  beschaffen,  dass  ein  die 
letztere  rechtwinklig  schneidender  Strahl  seine  Richtung  beibehält. 
(Diese  Einschränkung  erscheint  mit  Rücksicht  auf  den  extraordinären 
Strahl  bei  der  doppelten  Brechung  notwendig.)  Dann  stellt  die  Axe 
selbst  einen  Strahl  dar. 

Auf  der  Axe  befinde  sich  ein  leuchtender  Punkt  L.  In  dem 
durch  die  Zeichnung  dargestellten  ebenen  Schnitt  erscheint  er  als 
Mittelpunkt  eines  Strahlenbüschels.  Die  zugehörigen  austretenden 
Strahlen  umhüllen  eine  Kurve,  die,  da  die  Axe  selbst  zu  diesen  Strahlen 
gehört,  eine  in  der  Axe  liegende  Spitze  besitzen  muss.  Der  geo- 
metrische Ort  der  Schnittpunkte  der  eintretenden  und  der  zugehörigen 
austretenden  Strahlen  ist  eine  die  Axe  rechtwinklig  schneidende  Um- 
drehungsfläche, die,  weil  durch  eine  gedachte  Ablenkung  an  ihr  die 
vielen  wirklich  vorkommenden  Ablenkungen  eines  Strahles  ersetzt 
werden  können,  als  Ersatzfläche  bezeichnet  sein  mag. 

Ist  L  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Axe,  so  wird  die  Spitze  als 
Brennpunkt   (-F),   die   Ersatzfläche   als  Hauptfläche,   ihr  Schnitt- 
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pimkt  mit  der  Axe  als  Hauptpunkt  (IT),  die  Strecke  FH  als 
Brennweite  (f)  bezeiclmet.  Fallen  die  axei^MraHeien  Strahlen  von 
der  anderen  Seite  her  ein,  so  erhalten  wir  einen  zweiten  Brennpunkt 
[F),  eine  zweite  Hauptfläche,  einen  zweiten  Hauptpunkt  (IT')  und 
eine  zweite  Brennweite  (/*'). 

Beschranken  wir  die  Betrachtung  auf  der  Axe  unendlich  benach- 
barte (Null-)  Strahlen,  so  erscheint  jeder  Brennpunkt  als  Vereinigungs- 
punkt aller  in  dem  entsprechenden  Sinne  parallel  der  Axe  eintretenden 
StraUen.  Von  den  Axenschnitten  aller  ümdrehungsflächen  kommen 
nur  die  die  Axe  senkrecht  schneidenden  Linienelemente  in  Betracht, 
und  wenn  wir  nun  die  zur  Axe  rechtwinkligen  Ausdehnungen  gegen 
die  ihr  parallel  laufenden  unendlichfach  verzerrt  auftragen,  erscheinen 
diese  Linienelemente  als  beliebig  lange,  zur  Axe  senkrechte  gerade 
Linien.  Dementsprechend  erscheinen  auch  die  Schnitte  der  Haupt- 
flachen  als  solche  gerade  Linien;  die  Hauptflächen  selbst  gehen  in 
Ebenen  —  die  Hauptebenen  —  über. 

Konstruktion  des  Bildes  eines  beliebigen  Punktes  X.  Da 
derselbe  der  Axe  in  Wirklichkeit  unendlich  nahe  liegt,  müssen  die 
Ton  L  ausgehenden  Strahlen  nach  dem  Verlassen  des  Systems  —  mit 
Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grossen  zweiter  Ordnung  —  durch 
einen  Punkt  gehen,  zu  dessen  Bestimmung  zwei  Strahlen  genügen. 
Der  parallel  der  Axe  einfallende  Strahl  geht  von  seinem  Schnitte  mit 
der  hinteren  Hauptebene  aus  durch  F\  der  durch  F  gehende  ein- 
fallende Strahl  geht  von  seinem  Schnitte  mit  der  vorderen  Hauptebene 
aus  parallel  der  Axe.    Ihr  Schnittpunkt  ist  das  Bild  L'. 

Aus  der  Figur  ergiebt  sich  unmittelbar  das  Abbildungsverhältnis 
rechtwinklig  zur  Axe  y'       f       x* 

und  daraus  ,      .., 

XX  «=  // 

Für  x^f  ist  x^^fy   —  —  L     Die   Hauptebenen   sind   also  zu- 
geordnete Ebenen  und  durch  das  Abbildungsverhältnis  1  charakterisiert. 
Aus  a;'«^ 

X 

folgt  femer  das  Abbildungsverhältnis  in  der  Axe 

dx  ^        X*  f     \x)  "^        f     \yj 

Besondere  Lagen  des  Punktes  Z. 

1.  L  liege  in  der  durch  F  gehenden,  zur  Axe  senkrechten  Ebene, 
der  Brennebene.  Dann  ist  L^  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Ge- 
raden A'F'. 

2.  L  liege  in  der  einen  Hauptebene.  Dann  ist  L*  der  im  gleichen 
Axenabstande  liegende  Punkt  der  anderen  Hauptebene. 

Konstruktion  des  Bildes  einer  beliebigen  Geraden.  Am 
zweckmässigsten  werden  hier  die  Schnittpunkte  Ä  und  B  der  Geraden 
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mit  der  yorderen  Brenn-  und  der  vorderen  Hauptebene  benutzt.  Das 
Bild  geht  offenbar  von  B^  aus  parallel  der  Geraden  C'F\  Ist  die 
Objektgerade  durch  den  Abstand  x  und  den  Winkel  tp,  die  Bildgerade 
durch  den  Abstand  x^  und  den  Winkel  (p'  bestimmt,  so  ist 

tg<)p'-^, 

tg<p'     ^        h 

Das  EonvergenzTerhältnis  ist 

Für   die   Hauptpunkte  nimmt   dasselbe   den  Wert  ^  an.    Es  ist 

—  1    für  x^fyX^^f.     Diese    durch    yertauschtes    Auftragen  der 
Brennweiten  von  den  Brennpunkten  aus  erhaltenen  Punkte,  denen  das 

EonvergenzTerhältnis  1  entspricht,  sind  bekanntlich  die  Knotenpunkte. 

f 
Für  sie  ist  das  Abbildungsverhältnis  senkrecht  zur  Axe— '7- 

Die  Schnitthöhe  der  Bildgeraden  in  der  hinteren  Brennebene  ist 

y'^x^^igtp^^figtp. 

Alle  unter  beliebigem  Winkel  einfallenden  Parallelstrahlen  ver- 
lassen also  das  System  durch  einen  Punkt  der  Brennebene. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  in  Figur  7  (s.  Tafel  VI)  dargestellte  Kon- 
struktion des  Durchgangs  eines  Parallelstrahlenbündels;  K  und  £'  sind 
die  Knotenpunkte. 

Die  in  der  Axe  vereinigten  Punktreihen  des  Objekt-  und  des 
Bildraumes,  deren  durch  die  Gleichung  xx^^ff  ausgedrückte  Be- 
ziehung von  der  Art  der  physikalischen  Bilderzeugung  gänzlicli 
unabhängig  ist,  sind  offenbar  projektive  Punktreihen.  In  der 
That  lassen  sich  alle  oben  gefundenen  Abbildungsgesetze  auch  direkt 
aus  der  Projektivitat  ableiten. 

C  sei  der  Mittelpunkt  eines  Strahlenbüschels,  das  auf  den  beiden  in 
der  Figur  8  (s.  Tafel  VI)  gezeichneten  Geraden  projektive  Punktreihen 
erzeugt.  Die  Gegenpunkte  Fy  F^  dieser  Reihen  entsprechen,  wenn  man 
die  letzteren  in  einer  Geraden  liegend  denkt,  offenbar  den  Brennpunkten, 
während  die  im  Schnittpunkte  zusammenfallenden  Punkte  J9,  If 
die  Hauptpunkte  ergeben.  Die  Abstände  des  Schnittpunkts  von  den 
Gegenpunkten  sind  mithin  die  Brennweiten  f^  f.  Sind  P  und  P'  zwei 
beliebige  entsprechende  Punkte  der  Reihen,  die  von  F  und  F  di( 
Abstände  x  und  x^  haben,  so  folgt  aus  der  Figur  direkt  die  Gleichung 
xx'^ff.  Denkt  man  sich  in  P  und  P'  zwei  durch  benachbart( 
Strahlen  herausgeschnittene,  zur  Zeichenfläche  senkrechte  Strecken  \ 
und  y\  so  ist  offenbar 

y' :  y  -  CP' :  CP  - /•:  a:  ==  a;': /^. 


Meis  el,  JEinfihini: 


Taf  eJ  VI. 


Fig.  3, 


rig.6. 


JUUaAH/t  f.  J****^ 


Iifh.iiJ)ru.dcTEscKelach»  Schaefer,le5)rig. 


i 
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Für  das  Verhältnis  zweier  Differentiale  der  Punktreihen  selbst 
(Fig.  9,  8.  Tafel  VI)  erhält  man 

äx^^_dz^    ^^_t    fL«_^'  ff' 

dx        dx      dz  ^  '  f  X  X*  ^ 

was  auch  oben  gefanden  wurde. 

Durch  vertauschtes  Auftragen  der  Brennweiten  von  den  Brenn- 
punkten aus  erhält  man  die  Knotenpunkte  K  und  K\  und  man  er- 
kennt sogleich,  dass  der  zugehörige  Strahl  die  Geraden  unter  gleichen 
Winkeln  schneidet. 

Trägt  man  die  Brennweiten  von  den  Brennpunkten  aus  in 
negativem  Sinne  auf,  so  ergeben  sich  die  negativen  Haupt- 
punkte. Auch  der  diese  Punkte  erzeugende  Strahl  schneidet  beide 
(jerade  unter  gleichen  Winkeln  und  steht  senkrecht  auf  dem  die 
Knotenpunkte  erzeugenden  Strahle.    Das  Abbildungsverhältnis  ist  für 

f  f 

diese  Punkte  ^  z~f  ^  "~  1;  ^^  Konvergenzverhältnis  =^  —  ^  (J?i  und 

AI  in  Fig.  10,  8.  Tafel  VI). 

Tragt  man  endlich  die  vertauschten  Brennweiten  von  den  Brenn- 
punkten aus  in  negativem  Sinne  auf,  so  findet  man  die  negativen 
Knotenpunkte   {K^  und  K[  in   Fig.  10,  s.  Tafel  VI).     Für  dieselben 

ist  das  Abbildungsverhältnis  «=  —  ^>   das  Konvergenzverhältnis  =  —  1, 

Einem  nach  einem  dieser  Punkte  gerichteten  Strahle,  der  die  Axe 
imter  einem  beliebigen  Winkel  qp  schneidet,  entspricht  also  ein  durch 
den  anderen  Punkt  gehender  Strahl,  der  mit  der  Axe  den  Winkel  —  tp 

büdet. 


Noch  eine  kurze  Bemerkung  mag  an  dieser  Stelle  gestattet  sein, 
die  mit  obiger  Betrachtung  zwar  in  keinem  inneren  Zusammenhange 
steht,  die  aber,  wie  mir  scheint,  ftlr  die  Erkenntnis  des  Wesens  des 
optischen  Bildes  nicht  ganz  bedeutungslos  ist. 

Die  Strahlen  eines  ebenen  Strahlenbüschels  mögen  an  beliebig 
vielen  Kurven  der  Ebene  nach  beliebigen  Gesetzen  abgelenkt  werden. 
Die  die  letzte  Kurve  verlassenden  Strahlen  bilden  eine  kaustische 
Linie,  und  ein  beliebig  in  der  Ebene  liegendes  Auge  erblickt  das 
Bild  des  leuchtenden  Punktes  im  Berührungspunkte  der  Tangente, 
welche  von  ihm  an  diese  kaustische  Linie  gelegt  werden  kann.  Da 
nun  aber  die  Pupille  des  Auges  eine  messbare  Ausdehnung  besitzt, 
gelangt  nicht  nur  ein  einzelner  Strahl,  sondern  eine  ganze  Strahlen- 
gtnppe  ins  Auge.  Die  Strahlen  dieser  Gruppe  berühren  die  kaustische 
Linie  längs  eines  Kurvenstücks,  das  durch  die  Berührungspunkte  der 
von  gegenüberliegenden  Punkten  der  Pupille  ausgehenden  Tangenten 
^;renzt  wird. 

Zötachiift  f.  Mathematik  n.  Physik.  44.  Band.  1899.  5.  a.  6.  Heft.-  20 
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Handelt  es  sich  nun  um  ein  Objekt  von  messbarer  Ausdehnung, 
etwa  eine  kleine  Strecke,  so  erzeugt  jeder  Punkt  derselben  eine 
kaustische  Linie,  und  von  jeder  kaustischen  Linie  wird,  wie  oben 
ausgeführt,  ein  gewisses  Eurvenstück  wirksam.  Alle  diese  Kur?en- 
stücke  bilden  eine  parallelogrammartige  Figur,  und  man  erkennt,  dass 
einem  linearen  Objekte  der  Ebene  ein  flächenhaftes  Bild,  einem 
flächenhaften  Objekte  des  Raumes  also  ein  körperliches  Bild 
entspricht.  Von  einer  Krümmung  des  Bildes  schlechthin  kann  also 
nicht  gesprochen  werden;  davon,  ob  das  Objekt  gross  oder  klein  im 
Vergleich  mit  der  Pupille  ist,  hangt  es  ab,  ob  die  E[rümmung  des 
geometrischen  Orts  der  Berührungspunkte  der  vom  Auge  an  die 
kaustischen  Linien  gelegten  Tangenten  oder  die  Krümmung  der 
kaustischen  Linie  selbst  vorwiegend  in  Betracht  kommt. 


Die  Interpolation. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  Veltmann 

in  Popp«Udorf-Bonn. 


Encke  hat  nach  Vorlesungen  von  Gauss  im  Jahrgang  1830  des 
Astronomischen  Jahrbuchs  Seite  265  eine  Arbeit  über  Interpolation 
veröffentlicht,  welche  den  Gegenstand,  was  die  Endergebnisse  betrifft, 
rollstandig  erschöpft.  Gauss  geht  von  der  Formel  von  Lagrange 
aus  imd  wendet  teils  umständliche  Reihenentwickelungen,  teils  elemen- 
tare Rechnungen  an,  um  zu  seinen  Resultaten  zu  gelangen.  Im 
folgenden  werde  ich  zeigen,  wie  man,  ohne  Fremdartiges  herein- 
zuziehen und  ohne  solche  zu  einem  besonderen  Beispiel  gehörige 
Rechnungen  bloss  auf  Grund  der  allgemeinen  Eigenschaften  der  ganzen 
raidonalen  Funktionen  zu  denselben  Resultaten  gelangen  kann.  Den 
Interpolationsausdrücken  habe  ich  eine  Form  gegeben,  ähnlich  der- 
jenigen eines  Eettenbruchs,  wodurch  dieselben  sehr  übersichtlich 
und  für  die  Ausführung  der  Zahlenrechnung  geeignet  werden.  Durch 
Anwendung  von  Klammem,  die  einander  umschliessen,  werden  diese 
Ausdrücke  sehr  ungefügig  und  unübersichtlich. 

Die  Vereinigung  zweier  Gleichungen  zu  einer  einzigen,  wie  sie  in 
§  13  ausgeführt  ist  und  wodurch  eine  neue  Interpolationsformel  er- 
halten wird,  findet  sich  bei  Encke- Gauss  nicht.  Dieselbe  ist  von 
mir  hinzugefügt  worden. 

§  1.    Eine  beliebige  Funktion  sei 

1)  y-  fix). 

Ein  Wert  von  x  und  der  zugehörige  Wert  von  y  mögen  ein 
Wertepaar  genannt  werden.  Sind  also  zwei  solche  zusammengehörige 
Werte  gegeben,  so  ist  ein  Wertepaar  gegeben. 

§  2.    Die  zu  interpolierende  Funktion  sei 
2)  »  -  f(x). 

Die  Aufgabe  der  Interpolation  ist  dann  diese:  Von  der  Funktion 
fix)  sei  eine  ATi7.5i}i1  Wertepaare  gegeben,  von  andern  Wertepaaren  bloss 
das  Argument  x.  Die  zugehörigen  Werte  von  y  mit  einem  gewissen 
Grade  von  Genauigkeit  zu  bestimmen. 

20  • 
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Wenn  f{x)  eine  ganze  rationale  Funktion  vom  n*®"  Grade  ist,  so 
ist  durch  (n  + 1)  Wertepaare  die  Funktion  vollständig  und  genau  be- 
stimmt. Auf  diesen  Fall  wird  die  ganze  Interpolationsreclmung  zurück- 
gefahrt. 

§  3.    Man  nehme  an,  dass  die  Funktion  f{x)  in  eine  Reihe 

3)  y  =  a  +  ofiiC  +  a^(x?-\ 

sich  entwickeln  lasse  und  dass,  wenn  die  Reihe  bei  «n+i^'"^*  ab- 
gebrochen wird,  der  Rest  hinreichend  klein  sei,  um  vollständig  ver- 
nachlässigt werden  zu  können.     Die  Funktion 

stellt  also  die  gegebene  mit  jeder  irgend  erforderlichen  Genauigkeit 
dar.  Für  den  vorliegenden  Zweck  der  Interpolation  kann  die  Funk- 
tion z  an  die  Stelle  der  Funktion  y  gesetzt  werden. 

Die  Koeffizienten  a  seien  nicht  bekannt;  dagegen  mögen  von  der 
Funktion  y  n  +  \  Wertepaare 

genau  berechnet  sein.  Zur  Funktion  z  gehören  dann  dieselben  Werte- 
paar&  mit  hinreichender  Genauigkeit.  Die  Funktion  z  ist  durch  diese 
Wertepaare  nicht  bestimmt;  denn  es  ist  eines  zu  wenig  vorhanden. 
Dagegen  kann  eine  Funktion  n^^^  Grades 

6)  t-^ß  +  ß^X+'-'+ßnX^ 

angenommen  werden,  welche  dieselben  Wertepaare  5)  hat  und  durch 
diese  Wertepaare  vollständig  bestimmt  ist.  Diese  Gleichung  6)  nehmen 
wir  als  Interpolationsformel  und  wollen  nun  sehen,  wie  sich  die 
Funktion  t  von  dem  wahren  Werte  der  Funktion  y  oder  z  unter- 
scheidet. Jedenfalls  ist  z  —  t  eine  Funktion  (n  + 1)*®"*  Grades,  in 
welcher  x^"^^  den  Koeffizienten  a«4-i  hat.  Und  da  z  und  t  in  obigen 
Wertepaaren  übereinstimmen,  so  wird  z  —  t  ^0  für 

X    Xq  m       ~-~     Xt     *     .     •  ,         ***     X/l» 

Somit 

7)  0  —  t^an+i(x  —  XQ)(x  —  Xi)..,(x  —  Xn) 

Z  ^  t  +  an+i(x  —  X^)(X  —  Xi)  .  .  .  (X  —  Xn). 

Wenn  also  für  z  die  Funktion  t  gesetzt  wird,  so  ist  der  Fehler 

—  a„+i  (x  —  Xq)(x  —  iCi)  .  . .  (a;  —  a?„). 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  es  zulässig  sein  soll,  auf  die  Funktion  j 
und  somit  auch  auf  y  eine  aus  n  + 1  gegebenen  Wertepaaren  ab- 
geleitete Interpolationsformel  w*®"  Grades  wie  Gleichung  6)  anzuwenden, 
a»_l_i  hinreichend  klein  sein  muss.  Der  Fehler  hängt  jedoch  nicht 
bloss  von  «n-f  1,  sondern  auch  von  den  übrigen  Faktoren  obigen  Pro- 
duktes ab.    Man  wird  also  das  ganze  Produkt  möglichst  klein  machen 
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müssen.  In  der  Regel  wird  für  x  ein  bestimmter  Wert,  für  welchen 
interpoliert  werden  soll,  gegeben  sein.  Femer  wird  eine  Beihe  Werte- 
paare 

*■  ^  T  ^t* 

•*  0     **^i     •^'a  .  . . 

!/o  »1   y% 

gegeben  sein,  aus  welchen  die  der  Interpolation  zu  gründe  zu  legen- 
den auszuwählen  sind.  Man  wird  dieselben  so  wählen,  dass  x  jeden- 
falls nicht  grösser  als  der  grösste  und  nicht  kleiner  als  der  kleinste 
der  ausgewählten  Werte  yon  x  ist.  In  der  Regel  wird  x  dem  mitt- 
leren dieser  Werte  nahe  kommen  müssen. 

Vorstehendes  ist  die  von  Gauss  auf  Seite  272  gegebene  Fehler- 
bestimmung. 

§  4.    Von  einer  Funktion,  auf  welche  das  Interpolationsyerfahren 
angewandt  werden  soll,  mögen  jetzt  eine  Anzahl  Wertepaare 

^  yo   »1  »2 

deren  Zahl  vorläufig  unbestimmt  bleibt,  gegeben  sein.  Es  soll  eine 
Funktion  f  bestimmt  werden,  welcher  diese  Wertepaare  angehören. 
Kann  dann  letztere  Funktion  die  erstere  mit  hinreichender  Genauig- 
keit ersetzen,  so  darf  jene  zur  Interpolation  fOr  diese  benutzt  werden. 
Die  Funktion  f  möge  nicht  nach  Potenzen  von  Xj  sondern  auf 
andere  Weise  geordnet  werden,  so  nämlich,  dass  dieselbe  erscheint  als 
Summe  von  ganzen  Funktionen,  von  welchen  jede  folgende  von  einem 
um  eins  höheren  Grade  ist,  als  die  vorhergehende.  Man  bestimme 
nacheinander 

1.  eine   Funktion  /J,   vom   nullten  Grade   mit   dem  Werte- 


a^o 


paare    "  ? 


2.  eine    Funktion  /*,    vom    ersten   Grade    mit    den  Werte- 


fl?Q       «Tt 


paaren    "      *  i 

^  Vo    Vi 


3.  eine .  Funktion  f^   vom   zweiten   Grade  mit  den  Werte- 


fl^O  SCl  Xm 

paaren    ^     '    ^> 

^         yo  Vi   y% 


u.  s.  w.  I 


Hierbei  verfahre  man  in  der  Weise,  dass  man  zuerst  die  Funk- 
tion /q  bestimmt,  zu  dieser  eine  Funktion  tp^  addiert,  so  dass  f^  ent- 
steht, zu  dieser  eine  Funktion  9^2 1  sodass  f^  entsteht  u.s.w.    Also  wie 

/a  ="  /i  +  Vi 
u.  s.  w. 


I 


9) 
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Die  einzelnen  Funktionen  sind  hier  numeriert  und  zwar  geben 
die  Nummern  zugleich  den  Grad  der  Funktionen  an.  Die  Nummer 
einer  Funktion  f  ist  zugleich  die  Nummer  des  letzten  der  sie  be- 
stimmenden Wertepaare. 

Irgend  eine  der  Funktionen  /*,  etwa  f^y  sei  nun  bekannt.  Es 
wird  gefragt,  wie  man  die  nächstfolgende  fn-\-i  bestimmt.    Es  soll 

10)  /*„+!  ==/*«  +  9n-{-l 

sein.     Da   fn-^-x  iind   fn  in    den   Wertepaaren    Nr.  0  bis  Nr.  n  über- 

-  Xn  die  Funktion  (n  + 1)*"^ 


Xi 


0> 


X. 


11 


•; 


einstimmen,  so  muss  für  x  •• 
Grades  9«  + 1  ■*  0  sein. 
Es  muss  also 

11)  9n  +  l  =  (^-i*^o)(^  —  ^1)  •  •  -C^.— ^*)-^«+l 

sein,  wo  Tn-^i  ein  noch  zu  bestimmender  konstanter  Faktor  ist.    Somit 
fn+i  ^fn  +  {x-  Xq)(x  —  iTj)  . . .  (a;  —  a;,)-r«+i. 

Bildet  man  hiernach  die  Ausdrücke  für  die  sämtlichen  Funk- 
tionen (p  und  setzt  dieselben  in  die  Gleichungen  9)  ein,  so  erhält 
man,  wenn  man  zugleich  in  der  ersten  der  Gleichungen  9)  auf  der 
rechten  Seite  die  Eonstante  f^  mit  r^  bezeichnet, 


0; 


12) 


/i=-/"o+(«-^o)»"i> 

/» -  /i  +  («  -  «0) («  -  «i)*-» 

/s  =  ^  +  («  -  «o)(«  -  a;i)(a!  -  Xi)r, 


Addiert  man   die  beiden   ersten,   die  drei  ersten,  die  vier  ersten 
u. s.w.  Gleichungen,  so  erMlt  man 

^2  -=  ^0  +  (^  -  a:o)ri  +  (x  —  Xq){x  --  Xj)r^ 
/s  ==*  '"o  +  (^  -  ^0)^1  +  (a;  -  Xq)(x  —  Xi)r^ 

+  (X'-  Xq)(x  ~  Xi){x  —  x^)r^ 


13) 


Die  Eonstanten  r  lassen  sich  jetzt  aus  der  Bedingung  bestimmeu, 

^^^  ^^^  x-x        f  r^V 

für 


für 


^  —  ^1;     /i  —  2/1; 


% 


u.  s.  w. 
werden  muss.     Die  bezüglichen  Gleichungen  sind  also 


r 


14) 
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+  (^  -  ^o)('^8  -  ^i)(^3  -  ^2)^8  -  ^8 


Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhält  man  r^  -»  ^q,   dann  aus 

der  zweiten  .,  ,. 

y  j  = -|- . 

Xq       X^  X^       Xq 

Hierauf  erhält  man  aus  der  dritten  Gleichung  r^y  dann  aus  der 
Tierten  r,  u.&w.  Die  f&r  die  Grössen  r  erhaltenen  Ausdrücke  sind 
in  den  y  linear  und  zwar  enthält  der  Ausdruck  für  das  r  mit  einer 
bestimmten  Nummer  n,  also  r»  nur  die  y  von  y^  bis  y«.    Es  wird  also 

15)  r«--^^  +  y«.+  2?«-+...+-% 

^  ye       71       y«  y» 

wo     -7    — >--•   Yon   den  Grossen  o;  abhängige  Eonstanten  sind.    Die 
yo      Vi  ^^ 

Auflösung  der  Gleichungen  14)  führt  jedoch  in  dieser  Weise  zu  einer 
wenig  durchsichtigen  Entwickelung  und  man  schlägt  deshalb  zur  Be- 
stunmung  der  Eonstanten  r,  nachdem  auf  obige  Weise  die  Form  der 
sie  darstellenden  Ausdrücke  erkannt  ist^  besser  einen  anderen  Weg  ein. 

§  5.  Man  nehme  von  den  Gleichungen  13)  irgend  eine^  etwa  die 
für  f^y  also 

16)  fn^r^^-{x  —  x^r^+{x  —  x^{x  —  x^r^  +  {x  —  XQ{x  —  x^{x—x^)r^ 

H \-  {x  —  x^ix  —  x^ ' ' '  (x  —  x^^i)rn. 

In  dieser  Gleichung  den  Ausdruck  für  r«  in  Gleichung  15) 

y  V  Vn 

eingesetzt  giebt 

+  (:i:-Xo)(^-.;,)...(a;-x_x)(j  +  f  +  ---  +  g)- 

Für  X  '==  Xn  muss  aber  /,  =  y«  werden,  somit 

IVa  -=  rQ+(x^  -  XQ)ri  +  {Xn  —  XQ)(Xn-  x^r^  +  -  -  - 
+  (^«-^o)(^n-a:,)---(^n-rr._o(-^;;-  +  ^;-+- 

Diese  Gleichung  muss  stattfinden,  wenn  y»  beliebig  geändert  wird, 
während  alle  übrigen  Grössen,  auch  r^,  r^,  •  •  •  r«  — 1  ungeändert  bleiben, 
da  diese  yon  y»  nicht  abhängen.     Hieraus  folgt  aber  notwendig 

19)  ^""^  ^^^  "  ^^^^^"  ~  ^1)  •  *  '  (^»  -  ^»-0  ~y7' 


17) 
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20) 


Es  ist  also 

(   fn  =  »0+  (^  -  ^o)»*!  +  (^  -  ^o)(^  -  ^1)^2  +"- 

+  (a;  —  Xq){x  —  a;i)  •  •  •  (a;  —  jt«  -.i)r„_i 


+ 


y- 


-x»-0/ 


Hier  ist  yn  dividiert  durch  eui  Produkt^  dessen  Faktoren  man 
erhält,  indem  man  von  dem  zu  y^  gehörigen  x  sämtliche  übrige  j- 
subtrahiert.  Hierin  liegt  aber  ein  allgemeines  Gesetz  zur  Bildung  der 
Koeffizienten  sämtlicher  y  in  dem  Ausdrucke  für  r„.  Der  Ausdruck 
für  fn  in  Gleichung  20)  würde   nämlich  so   abgeleitet  werden  können^ 

dass  statt  des  Wertepaares    ^    ein  anderes,   etwa   ^^  das   zuletzt  in 

Rechnung  kommende  wäre.  In  dem  Produkte  (x — Xq)  {x—x^"'{x—Xn- 1) 
in  Gleichung  17)  fehlte  dann  der  Paktor  {x  —  x^  statt  {x  —  a?«).  Der 
Ausdruck  für  r«  würde  derselbe  sein,  wie  jetzt,  da  er  wieder  der 
Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  x  in  der  Funktion  /*«  wäre  und 
sich  deshalb  nicht  geändert  haben  könnte.  In  dem  Ausdruck  für  r. 
wäre  jetzt  der  Divisor  yp  nach  derselben  Regel  gebildet,  die  oben  für 
y,  erhalten  wurde. 

§  6.  Auf  gleiche  Weise,  wie  sämtliche  Wertepaare  von  Nr.  0 
bis  Nr.  t*  zu  r«,  führen  die  Wertepaare  Nr.  0  bis  Nr. »  — 1  zu  r«_i, 
die  von  Nr.  0  bis  n  —  2  zu  r,  _  2  u.  s.  w.  Wenn  man  nun  mit 
Gauss  die  Summe 


2^0  _|_  Jh,  + 


wo  der  Koeffizient  eines  jeden  y  gleich  dem  reziproken  Werte  eines 
Produktes  ist,  dessen  Faktoren  man  erhält,  indem  man  von  dem  zu 
diesem  y  gehörigen  x  sämtliche  übrige  x  von  x^  bis  Xn  subtrahiert, 
mit  [0;^  x^  . . .  Xf^  bezeichnet,  und  diese  Bezeichnung  in  den  Gleich- 
ungen 13)  anwendet,  so  erhält  man 

/i='!/o+(^-^o)[^o^i] 

/i  =  2/0  +  (^  -  ^o)[^O^l]  +  (^  -  ^o)(^  -  ^dl^Q^l^^ 

's  =  !/o  +  (^  —  ^o)[^o^i]  +  (^  —  ^o)(^  —  ^i)[^o^i  3^] 

u.  s.  w. 
§  7.    Allgemein  möge  jetzt  ein  Ausdruck  von  der  Form 


21) 


22) 


yp       yq       y»  yt 


in  welchem  jedes  y  dividiert  ist  durch  ein  Produkt,  dessen  Faktoren 
man  erhält,  indem  man  von  dem  zu  diesem  y  gehörigen  x  sämtliche 
zu  den  übrigen  y  des  Ausdrucks  gehörige  x  subtrahiert,  mit  [pt^x^x,.,,  rj 
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bezeichnet  werden.  Die  durch  solche  Ausdrücke  dargestellten  Grössen 
sollen  Differenzteile  genannt  werden.  Der  Name  wird  sich  weiter 
unten  rechtfertigen.  Obiger  Ausdruck  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf 
die  Indices  p,  q^  s^ , .  .yt.  Werden  also  die  x  in  beliebiger  Weise  und 
die  y  in  derselben  Weise  vertauscht^  oder  was  dasselbe  ist^  werden 
die  Wertepaare  vertauscht,  so  ändert  sich  der  Differenzteil  nicht. 
So  ist  z.B.: 

[Xi  oc^  a^jj  =»  [a^  x^  Xijy  [x^  x^  x^q]  »—  [x^  x^  aj^Qj. 

Man  kann  die  Differenzteile  als  2,  3,  4gliedrige  u.s.w.  Differenz- 
teile unterscheiden,  je  nach  der  Zahl  der  Wertepaare,  welche  bei  der 
Konstruktion  des  Ausdrucks  für  den  Differenzteil  zur  Verwendung 
kommen.  Als  eingliedrige  Differenzteile  können  die  Grossen  y  selbst 
betrachtet  werden. 

Von  der  beliebig  fortgesetzten  Reihe  der  Wertepaare 

23) 


X, 


0     ^ 

yo  Vi" 

komien    nun    folgende  Yertikalreihen    der 
Differenzteile  gebildet  werden. 


1,   2,   3   u.  s.  w.  gliedrigen 


24) 


y-2 
y-i 

Vi 

»4 


[x^tx^i] 
[x^iXq^ 

[^1^2] 
[^8^4! 


[x^tx^ix^] 


[X — 1  Xq  ajj  >ajjj 

\Xf) Xi  Xf  x^\ 
[X^  Xa  3'j  x^] 


u.  s.  w. 


Oder  mit  kürzerer  Bezeichnung 


25) 


{ 


y-i 

Vi 
Va 
Vi 

y* 


■Dt' 
J>1 


J>1 


Dt' 

in 
i>\ 


i>r' 

DJ 


i>r' 


^' 


U.  8.  W. 


Vorstehender  Teil  des  ganzen  Systems  der  DifFerenzteile  hat  die 
Form  eines  gleichseitigen  Dreiecks.  Man  kann  dasselbe  ein  Differenzen- 
Ireieck  nennen. 


^         DP+i_i,p_^ 
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Jedem  D  sind  zwei  Nummern  beigesetzt.  Die  obere  stimmt 
überein  mit  der  Nummer  des  ersten^  die  imtere  mit  der  Nummer  des 
letzten  derjenigen  Wertepaare^  welche  zur  Bildung  des  Differenzteiles 
beigetragen  haben.  Die  Differenzteile  D  sind  in  Yertikal-y  Horizontal- 
und  Diagonalreihen  geordnet.  Letztere  sind  zweierlei  Art,  von  links 
oben  nach  rechts  unten  und  von  rechts  oben  nach  links  unten. 

Die  Differenzteile  entsprechen  den  gewöhnlich  sogenannten  Reihen- 
differenzen. Jedoch  sind  beide  nicht  identisch.  Man  kann  yielmehr 
zeigen,  dass  in  irgend  einem  aus  dem  Schema  25)  herausgeschnittenen 
Differenzendreieck  der  Differenzteil  an  der  Ecke  rechts  aus  den  beiden 
in  diesem  Dreieck  benachbarten  Differenzteilen  sich  nach  folgender 
Regel  ableitet: 

26)  D\ 

Xq  —  Xp 

Um  hierfür  den  Beweis  zu  führen,  so  sei  aus  den  Wertepaaren 

Xh      Xh^i         XkJf-h 

I  • .  • 

die  Funktion 

27)  F^^  Uq+  u^x  -^ h  Wa^S 

aus  den  Wertepaaren 

3Ch-\-l       ^A  +  2  ^A-f*       ^A  +  i+l 

yA+i    j/a-i-2     yh-\-k    j/A-ft+i 

die  Funktion 

28)  jp;  =  t^o  +  «^1^  +  •  •  •  +  ^*^ 

und  aus  den  Wertepaaren 

Xh       ^A  +  l         ^A-f*        XkJ^k-\-l 

•    •    • 

Vh   yA-fi     yh'\-k    i/A-f*-fi 

die  Funktion 

29)  F '^  Wq+  tv^x  -^ y  WkOi^+  WkJ{-\0(f^^^ 

abgeleitet. 

Gemäss  der  Regel,  nach  welcher  (§  7)  der  Koeffizient  der  höchsteii 
Potenz  von  x  in  einer  Funktion  sich  bestimmt,  welche  aus  gegebeneii 
Wertepaaren  abgeleitet  wird,  ist  nun  offenbar 

Wlfc-=1)A+*        —  [^A        i»A  +  l.  .  .^A-f  *] 
Vk  ■=  D/ilfi  +  i^  [Xh^iXhJf^-  ,  ,XhJf.k-\-l\ 
WkJf.\  «  244.*  +  !=  [Xu        ÄJji-|_i.  .  .  XhJ^k-\-\\- 

Es  sind  also 


B' 


Ml+t-f  1 


d: 


A-f  1 
'AH-*-{-1 
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drei  Differenzteile  von  der  Art,  wie  die  in  Gleichung  26)   und  es  ist 
daher  zu  zeigen ,  daas 

oder  dass 

30)  WkMi  — 

Die  Funktionen  F^  und  Fq  liefern  gleiche  Werte  für  o;  —  äJa^.!  bis 
x  =  Xk^i.  Mithin  ist  ffir  diese  Werte  von  x  F^  —  F^^O.  Femer 
hat  in  JFi  —  J^  die  höchste  Potenz  von  x  den  Koeffizienten  r*  —  w*. 

Somit 

31)  Fi  —  Fq={x  —  Xa  +  i)(x  —  Xh  +  i)  ...(x-  XH^i){vk—  Ui). 

Die  Funktionen  F  und  F^  stimmen  überein  für  die  ä;  + 1  Werte 
von  X,  Xk  bis  Xk^h.  Da  nun  F—F^  vom  fc  +  1**°  Grade  ist  und  der 
Koeffizient  der  höchsten  Potenz  «  ic;^^]!  so  ist 

32)  F—  j;  —  (^  —  ^h){x  -  Xk+^)  . . .  (a;  —  iCA  + 1)  «7*+i. 
Die  Funktionen  2^  und  F^  stimmen  überein  für 

x^Xh^i     bis    x^  XhJ^k-{-i' 
Mithin 

33)     F—F^^{x  —  XkJirl){0C  —  XhJft)'  ..{x  —  XhJlrk-\-l)'^k-{-l> 

Gleichung  33)  von  32)  subtrahiert  giebt: 

34)l^i— 2^o=(iC  — äJa+OC^:  — a?A+a)---(^  — ^A+*)(^A^-*^-l-"^A)•^*+l• 
6Ieichung  34)  und  31)  verglichen  zeigt^  dass  I 

(iCA  +  i  +  l  —  Xk)WkJ^\  =  Vjfc  — Ma 

mid  somit  | 

^  *^*       iCA+*4-i  — as* 

Hiemach  können  die  einzelnen  Reihen  der  Differenzteile  leicht 
nacheinander  gebildet  werden.  Man  subtrahiere  in  einer  Yertikalreihe 
jede  Zahl  von  der  folgenden.  Zu  jeder  dieser  Differenzen  suche  man 
die  beiden  Werte  von  y^  von  welchen  der  eine  mit  dem  Minuenden  in 
ein  mid  derselben  Diagonalreihe  rechts  oben  links  unten,  der  andere 
mit  dem  Subtrahenden  in  einer  Diagonalreihe  links  oben  rechts  unten 
steht.  Die  zu  diesen  Werten  von  y  gehörigen  Werte  von  x  sub- 
trahiere man  von  einander  (den  oberen  von  dem  unteren).  Obige 
Differenz  dividiere  man  durch  die  letztere;  der  Quotient  (Teil)  ist  der 
Differenzteil  am  Schnittpunkte  der  beiden  Diagonalen. 

§  8.  Die  Ausdrücke  für  die  Funktionen  f  in  den  Gleichungen  21) 
sind  ähnlich  zusammengesetzt,  wie  ein  Eettenbruch,  wenn  in  letzterem 
^  Dividieren  mit  Multiplizieren  vertauscht  wird.  Um  die  Ausdrücke 
genau  in  der  äusseren  Form  eines  Eettenbruchs  darzustellen,  gebe 
man  einem   wagerechten  Doppelstrich   die   Bedeutung   eines   Multipli- 
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kationszeichens,  so  dass  also  z.B.  =^  so   viel   bedeutet   wie   a   mal  h. 

o 

Den  Faktor  über  dem  Doppelstrich  nennen  wir  den  Multiplikator,  den- 
jenigen unter  demselben  den  Multiplikanden.  Dem  Eettenbruch  ent- 
spricht dann  ein  Ausdruck  wie 

a 

^n  —  \  -r  ^^y 
K 

welcher  demnach  ein  Eettenprodukt  genannt  werden  kann.  •  Die  Grössen  a 
sind  Multiplikatoren;  die  Grössen  h  mögen  die  Partialmultiplikanden 
genannt  werden.  Die  numerische  Ausrechnung  geschieht  wie  bei  einem 
Kettenbruch  von  rechts  nach  links.  Es  wird  hn  mit  a«  multipliziert,  dies 
zu  6«  — 1  addiert,  dann  mit  a»_i  multipliziert  u.  s.w.  Will  man  aber  den 
Buchstabenausdruck  algebraisch  ausrechnen,  denselben  in  eine  Summe  von 
Produkten  auflösen,  so  geschieht  das  von  links  nach  rechts.  Man  erhält 
sämtliche  Produkte,  indem  man  jeden  Partialmultiplikanden  mit  dem 
Produkte  der  sämtlichen  demselben  vorhergehenden  Multiplikatoren 
multipliziert.     Der  Ausdruck  wird  also  gleich 

ab  +  aa^h^  -\-  aa^a^h^-^-  aa^ a^ a^ 63  u. s.  w. 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  eine  Regel  für  die  Addition  zweier 
Eettenprodukte,  die  gemeinsame  Faktoren  enthalten.  In  zwei  Keiten- 
produkten  ^  ^^^     ^ 

Oj    .  .  . 

mögen  b  und  /3,  b^  und  /S^,  b^  und  ß^  u.  s.  w.  zugeordnete  Partial- 
multiplikanden heissen.  Wenn  dann  je  zwei  einander  zugeordnete 
Partialmultiplikanden  mit  gleichen  oder  entgegengesetzt  gleichen  Pro- 
dukten multipliziert  sind,  so  werden  die  beiden  Eettenprodukte  addiert, 
indem  man  je  zwei  zugeordnete  Partialmultiplikanden  addiert  resp.  sub- 
trahiert.    So  ist  z.B. 

a  —a 

T  +  4.^        '^  ~r  +  =     e 

h  » 

a 


b-k  + 


d-{-l  + 


f+m  + 


Setzt  man  die  algebraische  Ausrechnung  des  Eettenprodukts  (von 
links  nach  rechts)  fort  bis  einschliesslich  zu  einem  bestimmten  Teil- 
multiplikanden, so  soll  das  Resultat  ein  Näherungsprodukt  genannt 
werden.     Es   sind   also    ab,   ab  +  aaj)^   u. s.w.   bezüglich    das    erste. 
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zweite  u.s.w.  Näheruiigsprodukt.  Das  zu  dem  letzten  Partialmultipli- 
kanden  eines  Näherungaproduktes  hinzugefügte  Eettenprodukt  soll  das 
zugehörige  Kestprodukt  genannt  werden.  In  dem  obigen  Ketten- 
produkte ==,  ist   zu   b  das  erste,   zu  bi  das  zweite  Bestprodukt 

U.S.W.  addiert.  Offenbar  ändert  sich  ein  Eettenprodukt  nicht,  wenn 
man  samtliche  Partialmultiplikanden  desselben  durch  ein  und  die- 
selbe Grosse  dividiert  und  den  ersten  Multiplikator  mit  der  nämlichen 
Grosse  multipliziert,  wenn  also  z.  B.  ein  gemeinsamer  Faktor  der 
Partialmultiplikanden  aus  diesen  in  den  ersten  Multiplikator  gesetzt 
wird.  Das  immliche  gilt  natürlich  auch  fQr  jedes  Naherungs-  und 
jedes  Restprodukt. 

Die   Funktion    mit    der  Nummer  n,    also  f^   kann  jetzt  so   ge- 
schrieben werden. 

^Xq  X^X^  .  .  .  ^^  _  1 J     1 


Die  Differenzen  x  —  x^,  x  —  x^y. . .  sind  die  Multiplikatoren.  Zu 
jedem  derselben  gehört  als  Multiplikand  der  ganze  Ausdruck  unter- 
halb desselben.  Die  Differenzteile  sind  die  Partialmultiplikanden.  Die 
numerische  Ausrechnung  geschieht,  wie  oben  bemerkt,  von  rechts 
nach  links,  [x^  x^. . .  a?«]  wird  mit  x  —  Xn^i  multipliziert,  dies  zu  [x^x^x^ 
A_i]  addiert,  dann  mit  x  —  Xn-2  multipliziert  u.  s.  w.  Dies  ist 
zugleich  die  bequemste  Weise,  die  Interpolationsrechnung  auszufahren. 

Zu  demselben  Eettenprodukte  kommt  man  auch  auf  folgende 
Weise.  Die  Funktion  mit  den  Wertepaaren  8)  denke  man  sich 
gegeben.  Man  dividiere  sie  durch  x  —  Xq-^  konstanter  Rest  «=  rQ, 
Quotient  =  Qq.  Letzteren  dividiere  man  durch  x  —  x^]  konstanter 
Rest=ri,  Quotient  =•  2i.  Letzteren  dividiere  man  durch  x  —  x^] 
konstanter  Rest  =  rg,  Quotient  =  q^  u.s.w.     Dann  ist 

37)  fn^rQ  +  ==  ,  x-x, 

^i     "1 


r,     +  •  •  • 

Die  Eonstanten  r^,  r^  u.s.w.  sind  dieselben  wie  in  den  Gleich- 
iiBgen  13).  Die  Gleichungen  zur  Bestimmung  derselben  erhalt  man 
Ä^ieder  durch  die  Bedingung,  dass  för  x  >==  Xq,  =  x^  u.  s.  w.  die 
Funktion  f^^  y^^  ^  Vi  u. s.w.  werden  muss. 

§  9.  Eine  Eigentümlichkeit  der  hier  beschriebenen  Interpolations- 
•echnung,  von  welcher  man  bei  der  Ausführung  der  Rechnung  Ge- 
brauch machen  kann,  möge  an  einer  Funktion  mit  einer  bestimmten 
Anzahl  gegebener  Wertepaare  gezeigt  werden.  Die  Wertepaare  seien 
'olgende  sechs. 
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38) 


{Xq    X^ 


x^   x^   x^  x^ 


y<i  Vi  Vi  Vi  y*  Vi 


Das   zugehörige  Differenzendreieck,   mit  Hinzufdgung  der  Weite 
von  a;,  ist  das  folgende 


39) 


Xt\ 


Xt 


Xa 


Xu 


X, 


Xc 


Vi 
Vi 

Vi 
Vi 


[a^o«"!] 


l^.x,-]  f''»''*^^ 


L^2  Ä*S  3^4  X^  \ 


\x^  x^x^x^s^l 


Die  Interpolationsformel  ist,   wenn  man  den  Wert  der  FunktioD, 
der  zu  dem  Werte  x  des  Arguments  gehört,  mit  y  bezeichnet, 

40)y  =  yo  +  ^ 


»JC  ^"^  »tji 


&o^i]   + 


x  —  x^ 


[**'()  ^1  *^i  J     ' 


x  —  .r. 


L^o«*!«*»^»]  + 


*C  ÄJg 


L^o  »^1  »'^  '*'«  •'^i  J    » 


ar  — .r. 


[aroiTiXg^sV 


Wenn  in  Gleichung  26)  die  Grösse  auf  der  linken  Seite,  sowie 
auf  der  rechten  die  beiden  Grössen  x  im  Divisor,  der  Quotient  und 
eine  der  beiden  Grössen  im  Dividenden  bekannt  sind,  so  lässt  sich 
die  andere  Grösse  im  Dividenden  aus  der  Gleichung  bestimmen.  Wenn 
also  in  einem  DifiFerenzendreieck  aus  jeder  Vertikalreihe  eine  Zahl  be- 
kannt ist,  wenn  ferner  auch  die  Werte  von  x  gegeben  sind,  so  können 
sämtliche  übrigen  Zahlen  des  Differenzendreiecks  durch  mehrmahge 
Anwendung  der  Gleichung  26)  leicht  bestimmt  werden.  Somit  kann 
auch  eine  Interpolationsformel  aufgestellt  werden,  welche  aus  jeder 
Vertikalreihe  eine  beliebige  Zahl  enthält.  In  Gleichung  40)  sind  die 
an  der  oberen  Seite  des  Differenzendreiecks  stehenden  Zahlen  benutzt 
worden.  Von  besonderem  Interesse  ist  nun  aber  eine  Formel,  in 
welcher  Differenzteile  vorkommen,  die  in  einer  gebrochenen  Horizontal- 
linie stehen.  Um  für  die  Gleichung  40)  eine  solche  Anordnung  zu 
erhalten,  nehme  man  die  Wertepaare  in  folgender  Reihenfolge 

/y»  /y  /yi  /v»  /w»  /¥» 

j<\  •*4       •'■i        •*0       •'1        •*^        •*■& 

^  Vi    Vi     Vo    Vi     .%     y» 

und  bilde  hierfür  das  Differenzendreieck.     Dasselbe  ist 


42) 


«4 

^*  [x.x,] 

X^ 

Vi   r          -\ 

[a-^a-o. 

^0 

^^  [Eo  ?i] 

^l 

\X^  x^\ 

a-8 

\x^  x^  1 

Us 

?/5 

\X^  X2  Xq] 
[XqXiX^] 

[x^x^x^l 


L^4  ^  3/0  XiJ 

LEs  Eo  ?i  Es  J 

[XqXi  x^x^] 


lii  Eg  Eo  El  Es  J 

\X2  Xq  Xy  X^  a'5  J 


LE4E2£oEiEsEsj 
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X  und  i,  sowie  y  und  Q  sind  hier  gleichbedeutend.  Wenn  man  be- 
achtet, dass  ein  Differenzteil  einem  anderen  gleich  ist,  wenn  er  aus 
demselben  durch  Permutation  der  Wertepaare  entsteht^  so  sieht  man 
8ofort;  dass  die  in  der  Gleichung  40)  enthaltenen  Differenzteile^  welche 
in  dem  Differenzendreieck  39)  an  der  oberen  Seite  in  gerader  Linie 
stehen,  hier  eine  gebrochene  Linie  bilden;  es  sind  die  mit  deutscher 
Schrift  gedruckten.     Die  Gleichung  40)  wird  also  jetzt 

+ 

|_tC||  X^  *Cj  »Cg  J       I :-      I  X         X^ 

[ß-A  *^i  ^0  »''l  »^s  J     • 


[X^  X^  Xf^  X^  X^  ,Tg  J 


Diese  Gleichung  liefert  dieselben  Werte  von  y,  wie  die  Gleich- 
ung 40).  Sie  hat  vor  letzterer  allgemein  keinerlei  Vorzüge,  ist  im 
Gegenteil  etwas  weniger  bequem,  da  es  handlicher  ist,  wenn  die  zu 
benutzenden  Differenzteile  in  einer  geraden,  als  wenn  sie  in  einer 
gebrochenen  Linie  stehen. 

Jetzt  möge  aber  angenommen  werden,  dass,  wie  es  nach  §  3 
sein  soll,  die  gegebenen  Werte  von  x  in  der  Reihenfolge  der  Werte- 
paare 41)  eine  aufsteigende  Reihe  bilden,  und  dass  der  Wert  von  x, 
för  welchen  interpoliert  werden  soll,  zwischen  Xq  und  x^  liegt.  Dann 
sind  die  Differenzen  x^Xq,  x -- x^  u.s.w.  abwechselnd  positiv  und 
negativ,  so  wie  es  in  der  Gleichung  43)  durch  die  beigeschriebenen 
Zeichen  +  und  —  angedeutet  ist.  Zu  jedem  Differenzteil  ist  in 
Crieichung  43)  der  rechts  von  demselben  stehende  Ausdruck  hinzu- 
addiert. Gauss  betrachtet  diese  Hinzufiigung  als  eine  Korrektion  des 
Differenzteils.  Diese  Korrektion  kann  positiv  oder  negativ  sein  und 
UM  hat  deshalb  bei  der  Rechenarbeit  darauf  zu  achten,  dass  man 
die  Vorzeichen  nicht  verwechselt.  Gauss  hat  nun  aber  eine  Regel 
angegeben,  nach  welcher  man  bloss  den  absoluten  Wert  der  Korrektion 
zu  bestimmen  braucht-,  ob  dieselbe  addiert  oder  subtrahiert  werden 
mussj  erkennt  man  leicht  nachträglich  an  einer  von  Gauss  angegebenen 
Beziehung.  Jedoch  setzt  dieses  Verfahren  voraus,  dass  kein  Differenz- 
teil durch  die  Hinzufägung  der  Korrektion  sein  Zeichen  ändert.  Dies 
nehmen  wir  also  im  folgenden  an. 

Es  seien  zwei  Grössen  A  und  B  gegeben.  Wenn  dann  durch 
eine  zu  A  hinzugefügte  Korrektion  eine  Grösse  Ä  entsteht  derart, 
dass  il-£  und  -4  — J.' dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  soll  gesagt 
werden,  A  sei  durch  die  Verwandlung  in  Ä  nach  B  hin  korrigiert 
worden.  Dabei  ist  es  gleichgiltig,  ob  Ä  zwischen  A  und  B  oder 
über  B  hinaus  liegt.  Es  ist  nun  klar,  dass,  wenn  eine  Grösse  durch 
eine  Korrektion  nach  einer  gewissen  Richtung  hin  korrigiert  wird, 
8ie  durch  jede  andere  Korrektion  von  demselben  Vorzeichen  auch  nach 
der  nämlichen  Richtung  korrigiert  wird. 
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Halbiert  man  einen  der  Winkel  der  oben  erwähnten  gebrochenen 
Linie  in  dem  Differenzendreieck  42)^  so  weist  die  Halbierungshnie 
auf  einen  Differenzteil  hin,  welchen  wir  den  dem  Differenzteil  am 
Scheitelpunkt  gegenüberliegenden  nennen.  Die  Gleichung  43)  mit 
Hinzufügung  der  gegenüberliegenden  Differenzteile  (sie  stehen  unter 
denjenigen^  welchen  sie  in  dem  Differenzendreieck  gegenüberliegen)  ist 
die  folgende: 

44)        y=yo  +  |:^':    ,       X-X, 

[x^ XqXj^}  ~r  j:^ =j   I         X     x^ 

r-        -|  L^s^o^^sJ   »  F =i  _i x  —  x^ 

ix^a^x^]  [x^x^x^x^x^x,] 

\XQX^X^X^Xf^] 

Geht  man  nun  z.B.  von  dem  Differenzteil  [x^XqX^x^]  aus,   so  ist 

nach  §  8 

[a?g  Xq  x^x^j  —  [x^  3?g  a;o  a^i  ]  =  r^  ^  ^  ^v  ^  1 
~— -  =»  [-^4  Xg  ^Q  a^i  Xg  j 

40J  [«^4  ^  ^0  '^1 J  "^  L*^2  "^0  *^1  *^S  J     «     \*^4         *^8/  1^4*^  •^0'^  ^J* 

Durch  Hinzufügung  von  (x^  —  x^)[x^ix^XQX^x^]  wird  also  [x^XqX^x^] 
nach  [a:4a;ga:Qa:i]  hin  korrigiert.     Nun  hat  x  —  x^  dasselbe  Vorzeichen 
wie  x^-- x^.    Femer   hat   der   Differenzteil   [x^x^XqO^x^]   nach  Hinzu- 
fttgung   der  Korrektion,   d.  h.  des   in   Gleichung  44)  rechts  von  dem- 
selben stehenden  Restproduktes  dasselbe  Vorzeichen   wie  vorher.    In- 
dem  man   also   in   Gleichung  45)  x  —  x^   an   die   Stelle    von   x^  —  x^ 
und  den  korrigierten  Differenzteil  [x^a^XQX^s^]  an  die  Stelle  des  letz- 
teren selbst  setzt,  ändert  das  zu  [x^XqX^x^]  hinzugefügte  sein  Zeichen 
nicht.    Die   Grösse   [x^x^^iX^]   hört   somit   nicht  auf,   nach    [x^x^XqX^] 
hin  korrigiert  zu  sein.    Wenn  aber  in  Gleichung  45)  zu  [x^x^XqX^x^] 
das   in   der   Gleichung  44)    rechts   davon   stehende   hinzuaddiert   und 
statt  x^^  x^  x  —  x^  gesetzt  wird,  so  ist  zu  [oo^XqX^x^]  alles  in  Gleich- 
ung 44)    rechts   davon   stehende   addiert   und   es   ist   also    [x^x^x^-Tz] 
durch    die    hinzugefügte   Korrektion    nach    dem    gegenüberstehenden 
Differenzteil  hin  korrigiert  worden.    Dasselbe   gilt  offenbar  f&r  jeden 
der  Differenzteile   in  Gleichung  44),   weil   auch  x  —  Xq   und  x^—  x^y 
x  —  x^   und  x^  —  x^,  X  —  x^  imd  x^  —  oc^    dasselbe  Vorzeichen  haben. 
Man   braucht   daher^   nachdem   man   zu   einem  Differenzteil   die  Kor- 
rektion  dem  absoluten  Wert  nach  bestimmt  hat,  nur  einen  Blick  auf 
den    gegenüberliegenden    Differenzteil    in    dem   Differenzendreieck   zu 
werfen,  um   sofort   zu   erkennen,   welches  Vorzeichen   man  der   Kor- 
rektion zu  geben  hat. 

Sollte  aber  irgend  einmal  ein  Differenzteil  durch  die  Korrektion 
sein  Zeichen  ändern,  so  sieht  man  sofort,  dass  dann  der  nach  links 
folgende  Differenzteil  nicht  nach  dem  gegenüberliegenden  Differenzteil 
hin,  sondern  von  demselben  abwärts  korrigiert  werden  muss,  wo- 
durch man  wieder  das  Vorzeichen  der  Korrektion  leicht  bestimmen  kann. 
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« 

§  10.  Die  Werte  von  x  mögen  wieder  in  der  Reihenfolge  41)  eine 
aufsteigende  Reihe  bilden.  Man  kehre  das  Schema  42)  um^  derart^ 
dass  unten  und  oben  vertauscht  wird^  wodurch  dann  überall  0  und  1, 
2  und  3^4  und  5  vertauscht  werden.  Das  Differenzendreieck  hört  dann 
nicht  auf,  ein  Differenzendreieck  zu  sein  und  die  der  C^leichung  43)  ent- 
sprechende Gleichung  erhält  man  aus  dieser^  indem  man  ebenfalls  0 
and  1,  2  und  3,  4  und  5  vertauscht.     Sie  ist  somit 

[^dTjA^oJ  ~r  = =  j ^       ^ 

[Äj  Xy^  X^  X^\  -r :r-  j X  —  «5 

\Xj^X^X^X^X^\   T 


v^h  '^'^  ^i  *^o  *^t  ^a\ 


Die  Funktion  rechts  ist  dieselbe^  wie  in  Gleichung  43)^  weil  sie 
aus  denselben  Wertepaaren  abgeleitet  ist.  Beide  Gleichungen  liefern 
also  dieselben  Werte  von  y  und  man  kann  daher  nicht  sagen ,  dass 
die  eine  oder  die  andere  Gleichung  zur  Interpolation  benutzt  werden 
soll,  jenachdem  der  Wert  von  Xy  fftr  welchen  interpoliert  wird,  dem 
Tq  oder  dem  x^  näher  liegt.  Man  würde  eine  sehr  geeignete  Rechen- 
probe erhalten ,  wenn  man  nach  beiden  Formeln  rechnete. 

Die  Differenzteile,  welche  in  der  Gleichung  46)  vorkommen,  liegen 
in  dem  Differenzendreieck  42)  auf  einer  gebrochenen  Linie,  welche 
zu  der  früher  erwähnten  symmetrisch  ist.  Die  Differenzteile,  welche 
in  dem  Differenzendreieck  auf  einer  mitten  zwischen  Xq  und  a^  ge- 
zogenen Horizontallinie  stehen,  sind  beiden  Gleichungen  gemeinsam, 
da  die  Vertauschung  von  0  und  1,  2  und  3,  4  und  5  hier  nur  mit 
einer   Permutierung  gleichbedeutend  ist. 

Man  sieht  leicht,  dass  für  die  Bestimmung  des  Vorzeichens  einer 
Korrektion  dieselben  Regeln  gelten  wie  in  §  9. 

YiTill  man  in  einem  bestimmten  Falle  die  Interpolationsrechnung 
nach  §  9  oder  10  ausführen,  so  nehme  man  eine  Anzahl  Werte  von^r, 
für  ^«reiche  die  Funktion  gegeben  ist,  so  dass  die  eine  Hälfte  grösser, 
die  andere  Hälfte  kleiner  sind  als  der  Wert  von  a;,  für  welchen 
interpoliert  werden  soll,  und  ordne  dieselben  so,  dass  sie  in  der 
ßeilieiifoli?e  ^      ^      ^      ^      ^      /r 

C7  •     •     •     ■X' J  lA'j»  <A/A  tAr*  tA/a  JUk     •     •     • 

enirweder  eine  steigende  oder  eine  fallende  Reihe  darstellen.  Man  bilde 
das  Differenzendreieck  und  stelle  dann  die  Gleichung  so  auf,  dass  die 
ilultiplikatoren  von  links  nach  rechts  x  —  Xq,  x  —  x^,  x  —  x^  u.  s.w.  sind, 
waihrend  als  zugehörige  Teilmultiplikanden  Differenzteile  genommen 
werden,  die  auf  einer  gebrochenen  Horizontallinie  stehen,  von  welcher 
die  erste  Strecke  bei  Xq  anfängt  und  von  links  oben  nach  rechts  unten 
geht. 

§  11.  Es  erübrigt  noch  die  Behandlung  des  Falles,  wo  die  ge- 
gebenen Werte  von  x  eine  arithmetische  Reihe  bilden.  Die  Werte- 
t^aare  seien  ia  unbestimmter  Anzahl 
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Xq     X-^      X2      X^ 

und  es  sei  jetzt 

Vo     Vi    Vi     Vz" 

47) 

Xq      Xi      X2      x^  > 

eine   aufsteigende   arithmetische   Reihe   mit   der   konstanten   Differenz 
=  i.    Das  Dreieck  der  Differenzteile  sei 


48) 


Xr 


X, 


X, 


X 


3 


X. 


4 


X, 


Vo 
Vi 
Vi 
Vi 
Vi 
Vi 


^ 

Dl 
Dl 


^ 

Dl 
DI 


Di 
Dl 

Dl 


Dt 
D\ 


-^0 


u.  s.  w. 


Dasjenige  der  gewöhnlich  sogenannten  Differenzen 


49) 


Xt\ 


x. 


X, 


X. 


3 


X. 


X. 


Vi 
Vi 

y» 
y* 


AS 
Ai 

Ai 


AS 

AI 


A2 


A? 
AS 


A} 


AI  U.S.W. 


Die  Grössen  D  sowie  A  sind  hier  nach  ihrer  Reihenfolge  in 
horizontaler  und  vertikaler  Richtung  numeriert.  Vergleicht  man  eine 
Vertikalreihe  von  48)  mit  der  gleich  numerierten  von  49),  so  ent- 
steht offenbar,  wenn  die  Nummer  =»  m  ist,  ein  Differenzteil  D  aus 
der  entsprechenden  Differenz  A,  indem  man  letztere  durch 

1-2-3-  •mi"' 


dividiert, 

also 

50) 

A* 
^0         12.1« 

A* 

^~  12. 31» 

u.  s.  w. 

Ferner  ist 

Xq 

51) 

X  —  X^'^'  (x  — 

*^0/         Kp^l        ^0)         X         Xq         l 

X    ■'     '■    Xa              iX 

•^0/         \'^2        *^o)         *^         *^0         ^* 

X  —  x^==  (x  — 

U.  S.W. 

j 
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Die  Interpolationsformel  ist 

52)      y-yo+=_^^x. 


^»      +-^-  +  ^-s 


0       '    — -z~4 —    .    X  —  x^ 


DS     + 


Aus  49)  und  50)  in  52)  eingesetzt  giebt:  -^o 

0  !/  =  %+=*" 


U.  S.W. 


^ 

1     -  X  —  x^  —  i 


t A»  + 


x  —  Xq  —Si 


U.S.W. 


1  ^  ,        x  —  a 

1.28  4  i*  ^«  "^  "^  ^ 


Ä  — 0*0  —4t 


l-2.3-4öt*"0 

Die  Partialmoltiplikanden   haben   vom   ersten   an   den   Faktor  — , 

vom  zweiten  an  ausserdem  noch  ^  .>  vom   dritten   an   ausserdem  noch 

^^  a.s.w.  gemeinsam.     Bringt  man  also  nach  §  8  diese  gemeinsamen 

Faktoren  in  die  Multiplikatoren,  so  ist,  wenn     ".  ^    mit  q  bezeichnet 
wird: 

4)y=y„+4        |(2-1)  t 

Ai  +  —         7  (2-  2)         1 

»^         ^l        +    ^  j  3-3)         1 

aJ       +         ^  U.S.W. 


AS 


Soll    diese  Gleichung  zu   einer   grösseren   Interpolationsrechnung 

angewandt y  z.B.  mit  Hülfe  derselben  eine  Tafel  berechnet  werden,  so 

ordne  man  die  y  gemäss  der  aufsteigenden  Reihe  der  x  und  bestimme 

die  Vertikalreihen   der  Differenzen,   bis   diese  gleich  0  werden.     Um 

dann    in    einem   bestimmten  Intervall   der  x   zu  interpolieren,   nehme 

man    ein  Differenzendreieck,   dessen  Seite  links  durch  dieses  Intervall 

halbiert  wird  und  setze  für  AJ,  AJ,  Ag  u.  s.w.  in  Gleichung  54)  die 

Zahlen  an  der  oberen  Seite  des  Dreiecks.    Selbstverständlich  wird  das 

Kettenprodukt   nur    fortgesetzt,    bis    die    Differenzen   A  =  0  werden. 

Man   hat  dann  die  Formel  zur  Interpolation  in  diesem  Intervall,  kann 

also  jetzt  für  q  die  betreffenden  Bruchteile  setzen.    Ist  man  mit  diesem 

Intervall    fertig,   so   nehme   man    das  nächstfolgende,   somit  auch  die 

folgende  Diagonalreihe  der  A  u. s.w. 

§  12.  Um  auch  fÖr  die  höheren  arithmetischen  Reihen  eine  Inter- 
polation nach  der  gebrochenen  horizontalen  zu  erhalten,  so  mögen 
jetzt  10  Wertepaare 

Xg     Xq    x^    x^    a?o    x^    x^     Xf,    x^     x^ 

Vs  y«  ^4  ^2  Vo  Vi  vs  vs  Vi  y^ 

21» 
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gegeben  sein  und  die  Werte  von  x  in  der  hier  angenommenen  Reihen- 
folge eine  aufsteigende  arithmetische  Reihe  mit  der  konstanten 
Differenz  =  i  bilden.     Das  Dreieck  der  Differenzteile  sei 


55) 


X, 


8 


X, 


6 


Xa 


Xa 


Xfi 


X, 


Xa 


Xn 


X^ 


Xd 


Vi 


Vi 


'o 


^    2)?  ^   2)* 

-TM  1       T^ft      -^0       7)5 


«,  -'   Dl  ^   2)4  ~"  ^0 

-DJ    ™  ^?  "tj   I>5    ™  -DJ 
«   D«      «2)1  -D?  7)8 


yo     '  -öj  'Dl     ' 

7)1  i)»      *   D» 

*    D*  '    TU       * 

DJ      *  D»      '   D| 

•D!  *  2)4      * 

-       '  Dt  "2  ^l 


y»    ' 


'  -DI  t^!  D* 


^5    :  ^l 

DJ      ' 


D» 


6 


Di 
D« 


'0 

DJ 
*   DJ 

9 


•I  ^? 


I^ 


dasjenige  der  Differenzen 


56) 


X^ 

Xq 
Xa 


X. 


2 


X, 


X. 


X, 


8 


a-e 


Xa 


^'    a"  ''»  A» 

AI  *  A«  "o  A8 

y,    ^«  A|  ^  A*  *•  A« 

AI  *  A»  1  A5  "     A7 

AI  '  A»  »  A5  ^     AI              A» 

*  A!  »  A4  ^  AS      »    Af   ^ 


AJ  .'  A|  ^1  Af  ."   AJ 

«0  A!  *  A4  *  A?      * 

A»  A»  *  ^  A' 

y,    ^4  AJ  ^»  A*  ^  A«      » 

AI  A»  »  A"  AI 

y,    ^»  A|  ^*  A*  ^  A«  ^ 

*  A4  4 


^1 


AJ      ' 


Als  Interpolationsformeln  können  die  den  Gleichungen  43)  und 
46)  entsprechenden  benutzt  werden.  Die  in  die  Formeln  eingehenden 
Differenzteile  sind  wieder  die  an  den  Brechungspunkten  zweier  ge- 
brochenen Linien  stehenden^  von  welchen  die  eine  von  y^j  die  andere 
von  y^  ausgeht.     Die  erstere  Reihe  der  Differenzteile  ist  also 


2^0, 

Dl 

2)* 

2)» 

^, 

^1, 

-»?, 

2)^ 

^0, 

■Z^o, 

die  andere 

Vi, 

J>\, 

2)2 

2)* 

^1, 

^^, 

^., 

2)' 

^, 

D». 
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Die  Formeln  werden  demnach 


=yo+ 


:— aj 


o 


7>l      4.  ^-^ 


2>2    +  » 


*  D»    -4-  »  I>I    + — 


X'^Xa 


i>l  + 


6 


Man  erhält  irgend  einen  Differenzteil  D  mit  der  oberen  Nummer  m 
aus  der  entsprechenden  Differenz  A,  indem  man  letztere  mit 

1 


multipliziert.     Ferner  ist  l  •  2  3  •  •  •  w  •  t«* 


•A»  •*'Q  *~~  JL/  Xq 


59)  ^l    a:  —  iCg  =  (a;  —  iCo)  —  (ir2 ""  ^0)  ^  ^  ■"  ^0  +    ^ 

37         Xj  «=*  (^a?        ^qJ  —  (^^Tj  —  Xq)  =  37  —  »^0  ~~  ^* 

x  —  x^-=^(x  —  Xq)  —  (^4  -  a^o)  «  a:  —  a^o  +  2f 
allgemein^   es   ist 

X  —  a;,/,  «==  a;  —  a^Q  +  —  t    oder  =  a;  —  a^o  — 


je  nachdem  m  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist. 

Setzt    man    die   wie  vorstehend   bestimmten  Werte  der  Differenz- 
teile  soirie   die  der  Differenzen 

in    die    Gleichungen  57)   und   58)   ein,   bringt   man  femer  den  allen 

Teilmultiplikanden    gemeinsamen   Faktor  —  in  den  ersten,   sowie  die 
Faktoren  111 


-9      -7,-9 


W     8t       4» 

resp.  in  den  ZTveiten,  den  dritten  u.  s.w.  Multiplikator,  so  erhält  man^ 
wenn  man  noch  — r— ^  mit  q  bezeichnet 


A|     +ä=^=      -6(9+2) 

A«      +:^=       -8(9-*)        1 


/^4     .J."  -«(3-3)      1 


AI    +=^.^^+^) 


^s 
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61)y  =  y,+  ^    i^     i(3_2)     1 

A»    +=TT=_Lir_J    t(9+2)     1 


*  AS     +  ,    T^^      '      -(0+3)      1 


Die  Anwendung  einer  dieser  Gleichungen  zur  Interpolation  ge- 
schieht in  derselben  Weise,  wie  die  der  Gleichung  53),  nur  dass  die 
zu  benutzenden  A  jetzt  auf  einer  gebrochenen  Horizontallinie  stehen, 
welche  mit  dem  betreffenden  Intervall  in  gleicher  Höhe  steht.  Für 
die  Bestimmung  des  Vorzeichens  der  sogenannten  Korrektion  gilt 
dasselbe  wie  früher. 

Die  Gleichungen  60)  und  61)  lassen  sich  zu  einer  einzigen  sehr 
vorteilhaft  vereinigen  in  dem  Falle,  wo  x  einen  Wert  hat,  der  mitten 

zwischen  x^  und  x^  liegt,  so  dass  also  2  =*»  0^  ist.    Die  Formeln  werden 
dann      —        i        ^      -     « 

1  »  Ai    + 1  6        2     i.l     1         7 

^8  /^«  +===      6      2      i._l      1      7 

'  A*     +  ==  ,7  2 —       1 

^  A6  +  8       2       >  .- 

Af    +-^ 

In  jedem  der  beiden  Ausdrücke  für  y  sind  die  Vorzeichen  der 
Multiplikatoren  abwechselnd  positiv  und  negativ.  Vergleicht  man 
femer  die  beiden  Ausdrücke  mit  einander,  so  sind  Miütiplikatoren 
von  gleicher  Ordnung  (solche,  die  senkrecht  übereinander  stehen) 
entgegengesetzt  gleich.  Man  denke  sich  die  beiden  Ausdrücke  von 
links  nach  rechts  algebraisch  ausgerechnet,  nehme  aus  jedem  der 
beiden  Ausdrücke  das  erste  Produkt,  dann  aus  jedem  das  zweite, 
dann  das  dritte  u.  s.w.,  so  findet  man,  dass  zwei  solche  Produkte, 
wenn  sie  eine  und  dieselbe  Differenz  A  als  Faktor  enthalten,  ent- 
gegengesetzte, wenn  sie  aber  verschiedene  Differenzen  A  enthalten, 
gleiche  Vorzeichen  haben.  Die  beiden  Ausdrücke  für  y  können  also 
nach  §  8  addiert  werden  und  man  erhält  dann 

-   1  _i 

^«+^8  ^  "  o~+ ,72      ä 

AJ+A«  +  =+| 

oder  A«+AJ  + 


7^ 
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1         1 

64)         2y  =  (yo+yi)  +  ===.      8~2      i        6 

'      '     A«+A«  +  4=^^. 

A»+A» 

Um    die  Formel  allgemein  filr  eine  beliebige  Anzahl  Wertepaare 
auj^ustellen,  so  seien  letztere 

^CN  ^2      ^1      ^0      feo      *i      5s 

^  '"Vi     Vi    Vo    Vo    Vi    %'" 

und  die  Werte  des  Argumentes,  die  x  und  ^j  mögen  in  der  hier  an- 
genominenen  Beihenfolge  eine  aufsteigende  arithmetische  Reihe  mit 
der  konstanten  Differenz  »  i  bilden. 

Das  Dreieck  der  Differenzen  möge  gebildet  und  die  Differenzen 
mit  5  und  6  bezeichnet  werden.  Das  Differenzendreieck,  mit  Fort- 
lassung  derjenigen  Zahlen,  welche  nicht  in  die  Formeln  eingehen,  sei 


66) 


Vi 

Vo 

3         4        6  *  *  * 

Vo 

^2      ^4      ^6  •  •  • 

Vi 

Die  Nummern    der  8   und   6   sind   die   der  vertikalen   Differenz- 
reihen.      Die  Interpolationsformel  ist 


1     1 

1     8 


«-  -j-  <r,      "T  =====   .         o     ö  .  — 

s,  +  o,     +  —-J-—    ,  8      4 


S8  +  <^8 

Die  Nenner  der  mit  —  multiplizierten  Brüche  sind  die  natürlichen 

X^len,  die  Zähler  die  ungeraden  Zahlen,  y  und  rj  sind  gleich,  da 
jede  der  beiden  Grössen  zu  dem  Werte  des  Arguments  gehört,  der 
mitten  zrrischen  Xq  und  1^  liegt. 

Zu   jedem  Partialmultiplikanden  ist  ein  Restprodukt  (Korrektion) 

addiert.     Auch  hier  genügt  es,   den  absoluten  Wert  dieser  Korrektion 

zu   bestimmen  y  ohne  sich  um  das  Vorzeichen  zu  kümmern.     Ob  die 

Korrektion   addiert   oder  subtrahiert  werden  muss,   ergiebt  sich  unter 

der     Annahme,    dass    kein    Teilmultiplikand    durch   Hinzufügung    der 

Korrektion  sein  Zeichen  ändert,  nachträglich  auf  folgende  Weise. 

Ein  Teil  der  Formel  67)  sei 

—  a 

'p  +  ^P      +---V^     :: 

"^       "^     ^      «,  +  2  +  ^i,  +  2  +  Ä;, 

WO  a  und  ß  positive  Grössen  sind  und  wo  k  das  Bestprodukt  ist,  welches 
zu  Sp^3  +  ffp^2  hinzukommt.   Von  dem  Schema  66)  nehme  man  den  Teil 
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68) 


6 


Sp  —  S^ 
<y«  —  '5i 


Op  —  6p 


öp--2'Sp+  Sp  =  Spj^2 

<y^—  2'6p+Sp  =  0p^i 


Es  ist 


5p+2  +  ap^2  ^sl  +  <fp  —  (sp  +  öp) 

Sp  +  6p^Sp  +  <Sp  +  (Sp^  2  +  ^p  +  a). 

Wenn  also  zu  Sp  +  öp  hinzuaddiert  wird  Sp^i  +  öp^^i,  so  ist 
Sp  +  Op  nach  sl  +  öp  hin  korrigiert.  Da  nun  Sp  +  a  +  öpy^t  +  Je  das- 
selbe Vorzeichen  hat  wie  Sp^i  +  öp^i,  so  wird  Sp  +  öp  auch  durch 
Sp+2  +  <yp+2  +  'fe  nach  sl  +  öp  hin  korrigiert.  Nun  soll  aber  zu 
$p  +  6p  hinzugefügt  werden  —ß'{Sp^2  +  öp^2  +  1c).  Somit  wird  hier- 
durch Sp  +  6p  nicht  nach  Sp  -f  tfp  hin,  sondern  von  Sp  +  6p  abwärts 
korrigiert.     Diesem  gemäss  ist  also  das  Vorzeichen  von 

ß 

Sp4-2+  <yp  +  2+  Ä 

zu  nehmen.  Da  man  das  Schema  66)  vor  sich  hat^  so  braucht  man 
nur  einen  Blick  auf  die  beiden  Zahlen  Sp  und  6p  zu  werfen,  um  gleich 
zu  erkennen,  welches  Vorzeichen  man  der  Korrektion  zu  geben  hat. 

Wenn  fär  äquidistante  Werte  des  Arguments  die  Funktion  ge- 
geben ist,  so  kann  die  Formel  67)  benutzt  werden,  um  die  Funktion 
zu  bestimmen  für  Werte  des  Argumentes,  welche  in  der  Mitte  der 
gleichen  Intervalle  liegen.  Man  hat  dann  die  Funktion  wieder  für 
äquidistante  Werte  des  Argumentes,  deren  Intervalle  halb  so  gi-oss 
sind.  Diese  kann  man  auf  gleiche  Weise  auf  die  Hälfte  ver- 
ringern U.S.W. 

§  13.  Man  kann  die  Gleichungen  60)  und  61)  allgemein  zu  ein- 
ander addieren   statt  bloss  für  den  Fall,  dass  2=  ^  ist.     Man  erhält 

dann,  wenn  man  die  Kettenprodukte  in  einzelne  Produkte  auflöst  und 
diese  paarweise  zusammennimmt 

2y  =  (yo  +  yd  +  (23  -1)  Ai  +  ji^gr(<z-l)(A|  +  Af) 
+  74^52(2 -l)(2ff-l)AS 


69) 


+ 


1.2-3 
1 


1.2*3  4 
1 


3(g-l)(g  +  l)(g-2)(AJ  +  AJ) 


2  34 


1-2- • -6 


-3(9-l)(3  +  l)(3-2)(23-l)A| 
2(2-lX!Z  +  l)(2-2)(g  +  2)(2-3)(AJ  +  A|) 


+  i:2^3(3-l)(2  +  l)(«-2)(!Z  +  2)(g-3)(22-l)AJ 


+ 
+ 


la    -s 


1-2 


3(3-l)(2+l)(?-2)(3+2)(3-3)(g+3)((Z-4)(Ag+Af) 
2(2-l)(2+l)(2-2)(2+2)((Z-3)(2+3)(4-4)(2gr-l)i2^ 
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Aj) 


Setzt   man   hier   (?  =  -^  >   2(7  —  1  =  0,   so   erhält   man   wieder   die 

Gleichung  64).  Nimmt  man  dagegen  in  dem  Ausdruck  69)  das  dritte 
md  vierte^  f&nfte  und  sechste,  siebente  und  achte  Glied  zusammen, 
äo  erhält  man 

2y  -  yo+  yi+  (2«  -  i)Ai  +  {«(g  -i)(ah- A|+l^ 

^2TO6:62(«-1)(«  +  1)(2-2)(«  +  2)(2-3)(a«  +  AS+^AI) 

-^  2.8.4.16.7.8  g(g-l)(g+l)(g-2)(g+2)(g-3)(g+3)(g-4) 

(Ag+Af+^AH) 
oder  wie  nebenstehend 

Diese  Gleichung  ist  zur  Berechnung  von  y  bequemer  als  jede 
der  Gleichungen  60)  und  61)  einzeln  genommen.  Die  Multipli- 
katoren sind  sämtlich  negativ.  Setzen  wir  wieder  voraus,  dass 
kein  Partiahnultiplikand  durch  ffinzufügung  der  Korrektion,  d.h. 
des  diese  darstellenden  Restproduktes  sein  Zeichen  ändert,  so  be- 
kommt jede  Korrektion  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  dem- 
jenigen seines  ersten  Partialmultiplikanden.  Wo  aber  ein  Zeichen- 
rechsel  stattfindet,  stimmt  das  Vorzeichen  der  Korrektion  mit 
demjenigen  ihres  ersten  Partialmultiplikanden  überein.  Zu  Gleich- 
ung 64)  wurde  zu  demselben  Zwecke  ein  von  Gauss  angegebenes 
amstandlicheres  Verfahren  beschrieben.  Statt  desselben  kann 
auch  dort  die  obige  einfachere  Zeichenbestimmung  angewandt 
werden. 

§  14.  Die  Ausführung  der  Rechnung  wird  in  einem  Formular 
geschehen,  dessen  Einrichtung  kurz  beschrieben  werden  möge. 
Die  Rechnung  beginnt  mit  der  Aufstellung  des  Dreiecks  der 
Differenzen  resp.  Differenzteile.  Sind  es  Differenzen,  so  stellt 
das  Dreieck  derselben  selbst  für  diesen  Teil  der  Rechnung  das 
Rechenschema  dar.  In  einer  Vertikalreihe  wird  jede  Zahl  von 
der  folgenden  subtrahiert  und  die  Differenz  dorthin  geschrieben, 
wohin  sie  gehört.  Sind  es  Differenzteile,  so  folgt  auf  jede 
Subtraktion  noch  eine  Division  und  erst  das  Resultat  der 
Division  wird  an  die  betreffende  Stelle  geschrieben. 

Die  Interpolationsformel  sei  nun  beispielsweise 


fco 

II 

+ 
+ 


feO 

I 


i> 

+ 


MM 

+ 
> 

+ 


09 


I 


I 


> 

Mce 

+ 


St 

+ 

+ 


> 

+ 


I 

(9 


+ 
+ 


+ 


Ol 


»^ 


I 

CO 


a. 


00 


3. 
b.  + 


a. 


K  + 


an 


+ 
> 

MOB 

+ 


t8 


Die  Grössen  a  sind  in  den  Gleichungen  40),  43),  46)  ein-«  | 
fache  Differenzen,  in  60),  61),  64)  Produkte  aus  einfachen  Zahlen,  h 
können  also  in  jedem  Falle  leicht  gerechnet  werden.  Die  Grössen  6  J^ 


•    I  h 
001 

+ 
I 
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gehören  entweder  zu  den  schon  bestimmten  Differenzen  oder  Differenz- 
teilen oder  sie  sind  aus  diesen  durch  Addition  [in  Gleichung  64)  kommt 
auch  eine  kleine  Multiplikation  vor]  zusammengesetzt. 

Sind   alle   diese   kleinen   Rechnungen   ausgeführt,    so   wird   nach 
folgendem  Schema  weiter  gerechnet: 


h 

K 

*, 

K 

K 

«i 

o, 

o. 

«4 

«6 

log  /Cj 

log  \ 

log  k^ 

logÄ;^ 

10g2>5 

loga, 

logo. 

log  «3 

loga^ 

log  «5 

log  fli  \ 

log«,*. 

log  Oj  fcj 

log  «4  Ä:^ 

log  öß  &5 

<hK 

<Hh 

«8^8 

«4^4 

«6*6 

h 

\ 

h 

h 

K 

y 

K 

k. 

(-«4^-4+^) 

K 

(=  «1  ^1  +  &o) 

(=a,*i  +  6.) 

(r^<hh  +  K) 

(=«»66+64) 

Obige  Buchstabenzusammenstellung  bildet  den  oberen  Teil  des 
Formulars,  während  in  dem  unteren,  der  ganz  in  derselben  Weistj 
liniiert  wird,  die  Rechnung  ausgeführt  werden  soll.  An  die  Stelle 
eines  jeden  Buchstabens  oder  Buchstabenausdrucks  kommt  die  durch 
denselben  repräsentierte  Zahl.  Die  Zahlen  a  und  h  werden  in  das 
Schema  eingetragen.  Dann  werden  die  übrigen  Zahlen  in  letzterem 
in  der  sich  von  selbst  ergebenden  Reihenfolge  berechnet.  Die  Reihen- 
folge ist  nämlich  diese:  Die  Kolonnen  werden  von  rechts  nach  links 
und  in  diesen  die  Zeilen  von  oben  nach  unten  gezählt. 


Fonneln  zur  Transformation  der  Kugelfonktionen 
bei  linearer  Änderung  des  Koordinatensystems. 

Von 

Prof.  Dr.  Ad.  Schmidt 

in  Gotha. 


Bei  den  Anwendungen  der  Eugelfunktionen  auf  physikalische 
Probleme  ist  in  der  Regel  die  Lage  des  Poles  oder  Koordinaten- 
Ursprungs  auf  der  Eugeloberfläche  entweder  gleichgültig  oder  —  das 
gilt  besonders  von  geophysikalischen  Anwendungen^  bei  denen  meistens 
der  Rotationsaxe  der  Erde  eine  ausgezeichnete  Bedeutung  zukommt^  — 
Ton  vornherein  durch  die  Natur  der  Aufgabe  gegeben.  Mit  dem  hier- 
nach erklärlichen  Mangel  einer  yon  dieser  Seite  kommenden  Anregung 
hangt  es  wohl  zusammen^  dass  die  Frage  der  Eoordinatentrans- 
formation  der  Kugelfunktionen,  wie  es  scheint,  bisher  keine  Beachtung 
gefunden  hat.  Indessen  lassen  sich  doch  Fälle  denken,  in  denen  im 
Laufe  der  Untersuchung  eine  Polverschiebung  notwendig  wird,  und  in 
denen  daher  die  Aufgabe  entsteht,  den  Einfluss  dieser  Verschiebung 
auf  die  in  der  Rechnung  vorkommenden  Kugelfunktionen  zu  ermitteln. 
Ein  solcher  Fall  bot  sich  mir  vor  einigen  Jahren  bei  Gelegenheit 
einer  erdmagnetischen  Untersuchung  dar  und  gab  mir  Veranlassung, 
mich  mit  der  bezeichneten  Frage  zu  beschäftigen.*  Es  gelang  mir 
damals  nur,  ein  rekurrentes  Verfahren  zur  Herstellung  der  Trans- 
formationskoeffizienten  zu  finden,  mit  dem  ich  mich,  zumal  mir  zu 
längeren  Untersuchungen  keine  Zeit  blieb,  um  so  eher  begnügen 
konnte,  als  ich  zu  dem  augenblicklichen  Zwecke  nicht  einmal  der 
vollständigen  Lösung  bedurfte.  Vor  kurzem  wurde  ich  zufällig  wieder 
auf  die  Fr^e  geführt  und  gelangte  nun  zu  einer  independenten  Dar- 
^llung  jener  Koeffizienten,  die  mir,  von  ihrer  praktischen  Verwend- 
barkeit abgesehen,  hinreichendes  theoretisches  Interesse  zu  besitzen 
scheint,  um  der  Veröffentlichung  wert  zu  sein.  Um  die  Aufgabe  zu 
präzisieren,  seien  zunächst  ti  (Polabstand)  und  X  (Azimut)  die  zu 
einem  bestimmten   Pole  A   und   der  Anfangsrichtung  AÄ*  gehörigen 


•  Die  Verteilung    des    erdmagnetischen  Potentials   in  Bezug  auf  beliebige 
Durchmesser  der  Erde.    Terrestrial  Magnetism,  Vol.  I,  S.  18,  1896. 
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Polarkoordinaten    eines    variablen    Punktes   S    auf  einer   Kugel   vom 
Radius  r.    Die  zugehörigen  rechtwinkligen  Koordinaten  von  S  sind  dann 

X  «=  rcosw,     y  «=  rsinwcosA,     z  =  rsinusinil. 

Was  die  nach  He  ine 's  Bezeichnung  „zugeordneten ''Kugelfunktionen 
,jten  Grades  Pj(cosw),  J^(cosw),  l^(cosw)  . . .  Pj[(eosw)  betrifft,  so 
treten  sie  in  Beihenentwickelungen  stets  in  den  Verbindungen 

P^(cos  u)  cos  m  X    und    J^(cos  ti)  sin  m  X 

auf,  die  ich  vorübergehend  durch  c*  und  s^  bezeichnen  will.  [Es  ist 
demnach  identisch  55  =  0,  cj  =>  jF^(cos  u)]. 

In  Bezug  auf  ein  zweites  System  mit  dem  Pole  B  und  der  An- 
fangsrichtung jßf  habe  nun  derselbe  Punkt  S  die  Polarkoordinaten 
V,  II  und  die  rechtwinkligen  |,  17,  g,  so  dass 

g  =  rcosi;,     1^  =  rsinvcosft,     g  —  rsinvsin^tt 

ist.     Die  den  c  und  s  entsprechend  gebildeten  Grössen  sind  hier 

yli^  P^  (cos  v)  cos  m(i    und    a^^  Fm  (cos  v)  sin  w  ft. 

Die  zu  lösende  Aufgabe  besteht  dann  darin,  das  System 
der  Grössen  y  und  0  aus  demjenigen  der  c  und  s  abzuleiten. 

Die  allgemeine  Form  der  Lösung  ist  leicht  anzugeben.  Die 
Transformationsgleichungen  sind  offenbar  linear  und  ihre  Koeffizienten 
hängen  nur  von  den  Bestimmungsstücken  ab,  die  die  gegenseitic^e 
Lage  der  beiden  Koordinatensysteme  (Ä)  und  (B)  definieren.  Die 
(2n  + 1)  Funktionen  (^,  cj,  sj  . . .  c;|,  s^  liefern  bekanntlich,  mit  r* 
multipliziert,  ein  vollständiges  System  unter  einander  linear  un- 
abhängiger, homogener  Funktionen  g>  des  n*®°  Grades  von  x,  y,  z,  die 
der  Differentialgleichung  A*g> « 0  genügen.  Dasselbe  gilt  von  den 
entsprechend  gebildeten  Produkten  yjr",  yjr*  . . .  (Tr",  die  wegen 
der  linearen  Beziehung  zwischen  x,  y,  z  und  g,  iy,  J  gleichfalls  als 
homogene  Funktionen  w*®°  Grades  von  x^  y,  z  geschrieben  werden 
können.  Jede  von  diesen  muss  somit  durch  die  Funktionen  der  ersten 
Gruppe,  die  ja,  wie  bemerkt,  ein  vollständiges  System  ist,  linear  dar- 
gestellt werden  können.  Es  muss,  mit  anderen  Worten,  unter  Weg- 
lassung des  gemeinsamen  Faktors  r'*,  ein  Gleichungssystem 

i»  =  0 

rn  =  n 

in  =  0 

bestehen,  und  es  handelt  sich  darum,  die  Koeffizienten  a\  a",  h\  V\ 
die  ausschliesslich  von  der  gegenseitigen  Lage  der  beiden  Koordinaten- 
systeme abhängen,  zu  bestimmen. 
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Die  allgemeinste  Transformation^  die  möglich  ist;  kann  offenbar 
in  zwei  Drehungen  und  eine  Polverschiebung  längs  der  dabei  als 
solche  beibehaltenen  Anfangsrichtung  zerlegt  werden,  so  dass  es  ge- 
nügt;  diese  beiden  Spezialfälle  gesondert  zu  betrachten. 

Der  erste  Fall  erledigt  sich  ohne  jegliche  Schwierigkeit.  Eine 
Drehung  der  Anfangsrichtung  AÄ  um  den  Pol  A  wird,  wenn  der 
Drehnngswinkel  a  ist,  offenbar  durch  das  einfache  Gleichungssystem 

y»  «=  (f  cosp a  +  s*  sinp  a,    a^  =  —  c" sinp a  +  s"  cosj? a 

ausgedrückt. 

Der  zweite  Fall,  der  der  Verschiebung,  bedarf  allein  der  näheren 
Untersuchung.  Auch  hier  lässt  sich  von  vornherein  eine  Yereinfach- 
ung  des  zur  Transformation  dienenden  Gleichungssystems  angeben. 
In  Bezug  auf  X  sind  sämtliche  c  gerade,  sämtliche  s  ungerade  Func- 
tionen, und  Entsprechendes  gilt  yon  y  und  (9  in  Bezug  auf  /li.  Fallen 
nun  beide  Anfangsrichtungen  mit  der  Verbindungslinie  der  Pole  zu- 
sammen, so  gehen  X  und  \ji  zusammen  durch  Null  und  daraus  folgt, 
dass  die  Funktionen  y  nur  von  den  c,  die  Funktionen  q  nur  von  den  s 
abhängen  können.    Wir  haben  demgemäss 

1)  yj— ^öt,„pC^,     ^J«=^&mi>5r 


zu  schreiben,  wobei  die  Summe  ebenso  wie  stets  in  der  Folge  über  alle 
ganzzahligen  Werte  des  Summationsindex  von  0  bis  n  zu  bilden  ist. 

Für  die  Durchführung  der  folgenden  Rechnung  bietet  es  einige 
kleine  Vorteile,  sowohl  die  Anfangsrichtungen  entgegengesetzt  zu 
wählen,  also  AÄ  mit  AH^  JBB'  mit  JBA  identisch  zu  setzen  (was, 
streng  genommen,  neben  der  Polverschiebung  eine  Drehung  um  180® 
einschliesst),  als  auch  den  positiven  Drehungssinn  bei  X  und  fi  ent- 
gegengesetzt anzunehmen.  Es  ist  leicht,  nachträglich  die  Resulfcate  so 
abzuändern,  dass  sie  den  umgekehrten  Festsetzungen  entsprechen.  (Die 
rmkehrung  des  Drehungssinns  bei  fi  bewirkt  offenbar  nur  die  Ver- 
änderung des  Vorzeichens  aller  a,  diejenige  der  Bichtung  von  BB^  hat 
dieselbe  Folge  bei  allen  y  und  0,  deren  unterer  Index  ungerade  ist.) 

Auf  Grund  der  vorausgehenden  Festsetzungen  hat  man  in  dem 
sphärischen  Dreieck  ASB,  wenn  noch  der  Polabstand  t  genannt  wird, 

AB^t,    AS^u,    JBS^v,    BAS=^X,    ABS^^i. 

Die  beiden  zuletzt  genannten  Winkel  sind  dabei  entweder  zu- 
gleich innere  oder  zugleich  äussere  Winkel  des  Dreiecks.  Es  ist  klar, 
dass  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Systemen  hierbei  eine  gegen- 
seitig symmetrische  ist,  dass  also  auch  die  Gleichungen 

Cm  —  ^P  C^pm  ypy      Stn^  ^P  hpm  ^p 


gelten,  in  denen  dieselben  Koeffizienten  a  und  h  auftreten,  wie  in  dem 
zuvor  aufgestellten  Gleichungssysteme  1). 
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Es  liegt  nun  nahe,  zur  Ableitung  dieser  Koeffizienten  a  und  h 
und  damit  der  gesuchten  Beziehungen  von  der  bekannten,  ftür  die 
Theorie  der  Kugelfunktionen  fundamentalen  Gleichung 

P"(cost?)  =  P^(costcoBu  +  sin  ^  sin  u  cos  A) 


2) 


«  ^(Ct  Pm  (cos  t)  f^  (cos  u)  COS  fit  X 


auszugehen    und    durch    wiederholte   Differentiation   von    P*   auf  die 
Funktionen  2^  überzugehen.    Es  ist  ja 

Jv(cos v)  =  ^  ^  J^ — ^ — -r  '     /^       X      am v^ 

^^  ^        l-8'ö. . .  (2n  — 1)         (dcosü)P 

oder,  in  rekurrenter  Form, 


3) 


P,  +  l(C08»)=-— 


n  —  D  *        <i  cos  V 


1      f       dP;^ (coBv)  cos»  ^»,  .1 

= ~ 1-  p  —• —  Pp  (cos  V)  . 


Die  hier  benutzte  Bezeichnungsweise  ist  die  für  praktische  An- 
wendungen zweckmässigere,  ältere,  die  bei  Gauss  in  der  Form  P"'^ 
erscheint,  nicht  die  von  Heine  eingeführte,  bei  der  aus  theoretischen 

Gründen  in  die  Funktion  P^  noch   der  Faktor  i*"  aufgenommen  ist. 
Es  ist  also 

P^(c08w)  =  sin  «'»{cosw«"""       (n-  m){n-m-l) ^^^,^n-^m^i 
^  ^  \  2(2n-l) 


(n— w)(n— w— l)(n— m— 2)(n— ?w— 3)  „     „     a   .  1  * 

jr-A-r^       IX/O — -h ^cosw*»-"»-'*H L 

2 -4(2^  — l)(2n  — 3)  J' 


+  ^ o     A-Th  ix/o ^^^ ^  COS  ti«-"» -*  + 

2 -4(2^  — l)(2n  — 3) 

während  die  in  2)  auftretenden  Konstanten  a^  durch 


«1  =90° 


*  Ich  habe  vor  kurzem  an  anderer  Stelle  („Aus  dem  Archiv  der  Deutschen 
Seewarte "  XXI  Nr.  2 ,  S.6,  1898)  darauf  hingewiesen,  dass  sich  dieser  Ausdruck 
in  die  für  numerische  Rechnungen  wesentlich  bequemere  Form 

P^(co8  u)  =  sin  w»sin(w  +  «i)  sin  (w  -f  «,) . . .  sin(u  -f  ccn—m) 

™i*^  a,  +  a«-m  =  180»,     «,  +  ««-«-1  =  180^... 

und  demnach  bei  ungeradem  n  —  m 

(n-m+l) 

bringen  lässt,  und  ich  habe  die  darin  auftretenden  konstanten  Winkel  a  dort 
für  die  Eugelfunktionen  der  ersten  sieben  Ordnungen  angegeben.  Es  recht- 
fertigt sich  wohl,  wenn  ich  diese  Zusammenstellung  hier,  als  an  leichter  zu- 
gänglicher Stelle,  nochmals  mitteile. 

Pg:ai  =  54044'    8",  1971, 

P8:ai=39"13'53",4737, 

Pf:  «1=63«  26'    6",  8168, 

PJ:  «1=30«  33' 20",  1302,        P^:a^=26^    1'    2",  4232, 

«j  =  70«    7' 27",  4111,  aj  =  67«  25' 18",  8042, 

PJ:ai=49«    6' 23",  7792,        Pf:  €^=40«    6' 17",  1091, 

PJ  :  «1  =  67«  47'  32",  4446,  «,  =  73«  25'  38",  3234, 
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a 


mit  fo="l>  ^i*^  h 


[1-8-6. ..(211-1)]' 
""  *"•     (n  +  iii)!(n-w)! 

. . .  «  2  definiert  sind. 


Da  P*  sich   von   P*  nur   durch   einen  konstanten  Faktor  unter- 


0 


scheidet  [es  ist  P*(co8v)  «  Va;i^(cost;)],  so  gehört  die  Gleichung  2) 
selbst  bereits  dem  gesuchten  Transformationssysteme  an;  sie  lautet  in 
der  vorübergehend  eingeführten  Bezeichnung 


4) 


V«Sy5-^«;P:(cosO-c- 


Es  empfiehlt  sich  nun  noch,  eine  kleine  Abänderung  der  Bezeich- 
nung Yorzunehmen,  welche  die  Faktoren  a^  mit  den  Funktionen  P 
vereinigt  und  dadurch  aus  den  Formeln  verschwinden  lässt.     Ich  setze 

V^Pm(<'08M)c08mA-  C«(m,  X), 

yä^P»(co8u)smml  -  S;^{u,  k), 


SO  dass  also 


wird,  und  die  Aufgabe  die  Form  annimmt ,  die  Koeffizienten  Ä  und  B 
der  an  die  Stelle  von  1)  tretenden  Transformationsgleichungen 


5) 


zn  bereclmeii. 

Die  Fundamentalgleichung  4)  nimmt  nunmehr  die  Gestalt  an 


6) 


Co"(«,  (i)  =.  V«  C;(<,  0)C"(«,  l) 


und  statt  der  Rekursionsformel  3)  ist  das  daraus  fliessende  Formelpaar 


Pj:ai=54M4'  8",  1971, 

PJ:«!- 18«^  21' 28",  2940, 

PjrOj^TO'^SlUa^eOÖ?, 

a,  =  42<>  8' 16",  7533, 

PJ  :  Ol  =  21«  10'  36",  844Ö, 

aj==66<»  3' 21",  2416, 

ß,  =48^36' 28",  1779, 

PI:ai=29<>20'  18",  6861, 

a,  =  76m' 41",  7914, 

a,==63°43'20",0954, 

Pf  :  a^  =  83°  52'  41",  7201 , 

«3  =77«  65'  7",  3639, 

a,«62«  2' 25",  4676, 

PJ:  «1=39^1' 41",  9905, 

P§ :  a,  =  16^  59'  34",  7020, 

«,  =  65°  6' 27 ",5168, 

«,  =  75°  29' 21",  0527, 

Pj:ai=500  9' 36",  9108, 

P|:a,=58*>31'  4",  2452, 

«2  =  76°  55' 59",  3598, 

P|:aj=72«27'  5",  7578, 

PJ:  «1=61°  17' 22",  1467, 

Pi:ai=78°63'52",3905. 
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7) 


fp  Gl  +1  («» ft) i^  [cos  f*  C;{v,  tt)  -  sin  ft  S;(t?,  ^)] 


cosc 


+  P  "Sa-p  [cos  ft  q?(»,  fi)  -  sin  (t,  Sp(v,  (M.)] 


fpS;+i  (v,  n) ^  [sin  n  C; (»,  m)  +  cos  ^ S/(t),  ft)] 


cos» 


+Pli;rr  [sin  f*  Cp  («,  fi)  +  cos  ftSp  («,  f)\ 


sin« 


mit  ^p  —  ( 


ZU  verwenden,  das  sich  —  nebenbei  bemerkt  —  auch  auf  die  Form 

Pfp(^P^i{^^¥) sini;Psin|it-^+i-^^j^[8int;   ''sin|it'C;(v,  ft)], 

PfpSpjfi{v,  fi)  =  -  sinvP  sinp-'^+i  -^^^[sint?    ^sinft^5;(t;,  fi)] 

bringen  lässt^  wozu  noch  die  unmittelbar  ersichtlichen  Identitäten 


dCl{v,  (i) 


cn 


P Sp(Vf  f»)» 


^s;iv,^) 


Cfl 


pCp(v,  n) 


8) 

kommen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gelangt  man  leicht  zu  Rekursions- 
formeln für  die  in  5)  auftretenden  Koeffizienten  Äm,p  und  B^^p.  Es 
erweist  sich  dabei  als  zweckmässig,  t  und  X  zu  unabhängigen  Yariabeln 
zu  machen,  u  dagegen  als  konstant  zu  betrachten.  Es  ist  dann  nach 
den  für  das  sphärische  Dreieck  geltenden  Differentialformeln 


9) 


cv 
et 

« 

COS 

P; 

dv 

sin 

/*) 

Ji 


dfi 


sin 
cosv 


cos  V     . 

. —  sm  ii. 


^intdl 


cos^ 

-: COS  tt ^-r 

sm  r  '         sin  t 


Bildet   man   nun   mit   Berücksichtigung  von  8)   und   9)  die   vier 
möglichen  partiellen  Differentialquotienten 


-■= — T^ cosft+l)Sp(t?,  ;i)^^;sinfi 


cos  t'     . 


dt 


T^: sm/i-pSp(t;,  ft)^-.— cosft 


Qintcl 


cos  t  \ 

siai  ) 


-^ä ^' COS  ^ -i?Cp(r,  f*)-^T^  sin  p 


tv 


smr 


?'S;(r,  p)      . 


I        /^«/■  x/C08C  COSt\ 

sin^  +pC,(t;,^)(^-^jj^cos^  -  -^^j 


sintcl  cv 

SO  lehrt  ein  Blick  auf  die  Gleichungen  7),  dass 
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und 


et 


sintdl 


Bint 


ist.     Transformiert   man  jetzt   diese  Gleichungen   mit   Hilfe   der   Re- 
lationen 5),  so  findet  man  mit  Rücksicht  darauf,   dass  die  Ä  und  B 

nur  t^  die  CZ(Uj  l)  und  5m(M,  A)  nur  l  als  Variable  enthalten, 


ff» 


^^   8m 


-^„,ps:(ti,  A)-2'^^«(^'  ^) 


—^fp^m,p+lSZ(Uy  ^)+^P-g^Bm.pSZ(u,  X)  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  da  sie  Aggregate  der  von  einander 

linear  unabhängigen  Grössen  6^  und  S^  darstellen,  deren  Koeffizienten 
in  Bezug  auf  u  und  l  konstant  sind,  dass  diese  Koeffizienten  einzeln 
Terschwlnden  müssen.     Es  ist  also 


m 


oder 


+      .:«^    ^ni,p  —  fpAjn.p^i  "l"  ^  silii  ^'"'l'—  ^ 


dt 


sin 


10) 


sin^ 


^8in^^„,p+i«pco8^^,p 
und  ebenso 
^8in*JB«,p^.i«l)COS^B«,p  —  sin^ 


cos  i 

I 

dÄm,p      |_  „,  ü 

—j^  +  mBm,p 

dum.  p 


dt 


~+  mAfn,p- 


Diese    Gleichungen    enthalten    die    gesuchte    Losung,    da 

A^^  o  und  Bm,9  bekannt  sind.   Es  ist  nämlich  6)  zufolge  Am,  o  —  Cm(tyO), 

während   mit  Rücksicht  auf  das  identische  Verschwinden  von  Sm(;Vy  (i) 
aas   5)  folgt,  dass  allgemein  Bm^o^O  ist. 

Es  bleibt  nun  noch  die  Aufgabe  zu  erledigen,  aus  der  im  Vorher- 
gehenden gefundenen,  rekurrenten  Lösung  eine  independente  abzuleiten. 
Um   die  darauf  führende  Rechnung  etwas  zu  vereinfachen,  setze  ich 


-^m^p  +  B^^p  *=  ttp,       Am^p        -t^m.p  =  Pj 


P) 


wodurch  das  Gleichungssjstem  10)  die  Gestalt 

j    fpsint Op j^i  ^pcostop  —  8int    ^^  +  map, 
fpsintßp'^t  ^pcostßp--  sint    J^  —  mßp 


11) 


anuimmt^  und  somit  a  und  ß  getrennt  enthält. 

ZeiUdixift  f.  Kathematik  Q.  FhTiik.  44.  Band.  1899.  5.  n.  6.  Heft.  22 
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Aus  der  ersten  der  Gleichungen  11)  ergiebt  sich  durch  die  Sub- 
stitution von  (1—  cos^)"*  Tp  für  «p  und  gleichzeitige  Division  mit  (1—  cos^)'* 

/.    .     .  ,  .     .dtp  m  sin  t*  , 

=  (p  —  w)  cos  ttp—  sin  t  -^• 
Die  weitere  Substitution  tp^  smt^''^^p  fahrt  auf 
/^sin^ö-p+t--^    oder   fl.,  +  ,=i-^. 

Setzt  man  zur  Abkürzung  weiterhin  cos^  =  c,  sin^»^,  so  folgt 
unter  Berücksichtigung  der  in  7)  definierten  Bedeutung  von  fp 


^       fp-i-fp-i-'-fo    dcp 


und  hieraus  weiter 


12)  a,^^^]/'l(l-crsP- 


0  ^o" 


Da    hiemach    Oß— (1— c)"»«-™^,— (l  +  c)-"'»"'«-^  ist,    wahrend 
andererseits  aus  5)  und  6),  da  Bm,o  verschwindet, 

«0  -  ^m.  0  -  <?:(«,  0)  =  j/^  P:(c) 
folgt,  so  ergieht  sich 

wofür  zufolge   der  in  etwas  anderer  Form  bereits  angefühlten  Be- 
ziehung (n-m)i  I  TT  d'np»(c) 

auch 


geschrieben  werden  kann.    Mit  Rücksicht  hierauf  geht  12)  in 


13) 


''  nlnl  r     a^a^^         ^  dcP[\^^^}        dem    J 

y  *"»*''  (n  +  m)!(n+i>)!  <^^^^^>      ^        dcpl^^^^^         dem    J 
über.    Da  allgemein ,  wie  man  öich  leicht  überzeugt, 

^  dXP  L^      dxfnj-^  dxm  L^*^  dici»  J 

ist,  so  ersieht  man  aus  der  Form  von  13)  ohne  weiteres,   dass  Op  ii\ 
Bezug  auf  m  und  p  symmetrisch  ist. 
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In  ganz  entsprechender  Weise  würde  man  aus  der  zweiten  der 
Gleichungen  11)  die  Funktion  ßp  finden.  Offenbar  genügt  es  aber,  in 
cfp  das  Vorzeichen  von  m,  soweit  diese  Grosse  als  Exponent  auftritt, 
umzukehren  y  wobei  nur  zu  beachten  ist,  dass  in  der  zu  differentiierenden 
Klammergrosse  (1  +  c)"*s"~  "•  [als  Faktor   des  unverändert  bleibenden 

PZ(c)]  dieser  Umwandlung  unterliegt.  Oder  man  kann  auch,  indem 
man  bedenkt,  dass  a^—  ß^  und  mit  (f—^  übereinstimmend  eine  gerade 
oder  ungerade  Funktion  von  e  ist,  ßp  aus  (—  l)*"""*""'»«,  durch  die 
Verwandlung  von  c  in  —  c  erhalten,  wie  ein  Blick  auf  11)  zeigt.  So 
erhält  man 

^V    Pt      [/*«*i>(n4.«i)!(n+|>)!^^^^^   *  dcp\y^     ^)        dem    J 

Die  Gleichungen  13)  und  14)  enthalten,  zusammen  mit 

die  independente  Lösung  des  Problems. 

Aus  der  Symmetrie  von  a  und  ß  in  Bezug  auf  m  und  p  folgt 
sofort 

Die  Determinanten  der  Transformationsgleichungen  5)  sind  somit 
symmetrisch,  eine  Eigenschaft,  die  man  übrigens,  auch  ohne  die 
Lösungen  wirklich  zu  bilden,  leicht  einsehen  kann.  (In  Bezug  auf  das 
System  der  A^^p  habe  ich  in  der  zu  Anfang  zitierten  Arbeit  einen 
einfachen  Beweis  daf&r  gegeben.) 

Dass  Atn^p  und  B^^p  verschwinden,  wenn  einer  der  Indices  grösser 
als  n  vrird,  geht  aus  der  Natur  der  Aufgabe  hervor,  ist  aber  auch  aus 
der  Form  der  Lösui^  ohne  weiteres  zu  erkennen,  wenn  man  beachtet^ 

dass  (1  it  c)^  — ,  ^     eine  ganze  Funktion  n**"  Grades  von  c  ist. 

Aus  der  vorher  angegebenen,  zwischen  den  a  und  ß  bestehenden 
Beziehung  ergiebt  sich,  dass  zwei  zusammengehörige  unter  diesen 
Funktionen  von  der  Form: 

op  =  «"(sTiC"-"  +  g^  c»-*~^  +  flTs  c«-"-*  H ) 

äind.    Demgemäss  sind  die  Koeffizienten  Am,p  und  B^^p  von  der  Gestalt 

^m,  p  =  s^Cfl'jC»-"-*  +  </4C»-^-*  +  •  •  •)• 

Die  ersteren  sind  demnach  vom  n**°,  die  letzteren  vom  (n  — 1)***^ 
Grrade  in  c  und  s  —  jene  können  durch  die  Eugelfunktionen  P^(cos^), 
diese  durch  Pjf'"*(co8<)  ausgedrückt  werden. 

22* 
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Die  Determinante  der  Substitution  ist  mit  Rficksicht  auf  die  über 
den  Drehungssinn  getroffenen  Festsetzungen  negativ  imd  zwar  hat  sie 
den  Wert  -—1.  In  dem  behandelten,  etwas  speziialisierten  Falle  zer- 
fallt sie  in  das  Produkt  aus  der  Determinante  der  A  und  derjenigen 
der  JB,  die  die  Werte  (—1)"  und  (—1)*""^  haben.  Man  gelangt  leicht 
zu  diesen  Ergebnissen,  wenn  man  die  Quadrate  und  Produkte  zu  je 
zweien  der  in  5)  auftretenden  Ausdrücke  über  die  ganze  Eugelfläche 
integriert  unter  Beachtung  der  Relationen 

fG:iC:dm-^^^;    Jsa^SZdm^^-:^  (fn>Oy, 
I  Gl G;da  =  0,  I  8ZS;dm  -=  0  (»»  ^  p); 


/ 


CmSn  do 


0  (nt^p} 


Man  erhält  dann  die  charakteristischen  Gleichungen  der  ortho- 
gonalen Substitution,  aus  denen  sich  die  obigen  Behauptungen  ergeben. 
Nur  die  Feststellung,  welche  der  beiden  Determinanten  (A)  und  {B} 
negativ,  welche  positiv  sei,  erfordert  noch  eine  besondere  Überlegung. 

Alle  diese  Resultate  gelten,  da  sie  sich  ausschliesslich  auf  Iden- 
titäten  zwischen  ganzen  Funktionen  beziehen,  allgemein,  wenn  schon 
sie  nur  in  geometrischer  Einkleidung  unter  Annahme  reeller  Werte 
der  Variablen  abgeleitet  worden  sind. 

Ich  stelle  zum  Schlüsse  die  Formeln  zusammen,  die  sich  aus  den 
gewonnenen  Resultaten  in  den  wichtigsten  und  einfachsten  Fallen  —  bei 
den  Eugelfiinktionen  der  vier  ersten  Ordnungen  —  ergeben. 

Ao^o^c    Ai^Q^s 

« 

Bt,i  -1 

n  =  2. 

Jo,  0  »  4  (3c»  - 1)  Ai,  0  - 1/3  CS  A  0  ^  I  y3  «« 

Ai--(2c*-l)    At,t--cs 


^  Nr 


I 


« 


-r 
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o 


+  CO 


•^  15  ^  i    %  I»   + 


D      II      II      0        I      g      I 


O  *4  M 

•T  M-  mi 


0> 

00 
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Neue  Eonstniktioii  fBr  den  Umfangs  -  Scbwerpankt 

eines  Dreiecks. 

Von  Ingenieur  L.  Q^usen  in  Dortmund. 

Tragt  man  in  einem  Dreieck  von  den  Mitten  der  Seiten  die  H&lften 
der  benadibarten  Seiten  ab  tmd  verbindet  die  so  erhaltenen  Punkte  mit 
den  }ütten  der  gegenüberliegenden  Dreieckseiten,  so  schneiden  sich  diese 
drei  Linien  in  einem  Funkte,  dem  Schwerpunkte  des  Dreieckumfangs. 

Beweis.    Man  mache  in  AABG  die  Strecken 

FC,-l    FB,-i,    DA,-i 

^     ^    "^   iJiA  \  ^  a 

^^     ^         X      \         \      \         )*-'' 

I 

mid  ziehe  JE7C,,  D-Bj  und  P^j.     Diese  drei  Geraden  schneiden  die  Seiten 
des  LDEF  in  den  Punkten  ff,  H  und  J".     Dann  ist 

^        2     a  +  &  2(a  +  &)' 

folglich 

-^^==2-^^^  2(ä+&)^2  c,:r' 

folglich 

GD^  a' 
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Ebenso  wird 

DJ 

c 

nnd 

JE 

EH 
HF  ^ 

b 
a 

-  -7 

c 

woraus  folgt 

FG       T)J 

EH 

GD      JE 

FH 

folglich  schneiden   sich  die   betrachteten  drei  Transversalen  nach  dem  Satz 
des  Ceva  in  einem  Punkte  S. 
Da  nun  CC^^  C7C7,,  so  ist 

Da'  aber 

^^CC^Cy^^GEF    und     ^CC^C^^^^DEG 

ist,  so  folfft  .     ^^^        V    ^^^ 

'  ^  ^GEF=^nEG, 

d.h.  die  betrachteten  drei  Geraden  sind  für  das  ADEF  auch  Winkel- 
halbierende ,  ihr  Schnittpunkt  S  ist  also  der  Mittelpunkt  des  diesem  Dreieck 
einbeschriebenen  Kreises,  und  dieser  ist  bekanntlich  der  Schwerpunkt  des 
Dreieckumfangs . 


Erweiterangen  des  Faktoriellensatzes. 

Von  Prof.  Dr.  Louis  Saalsohüti  in  Königsberg  i.  Pr. 

Unter  ähnlichem  Titel  habe  ich  in  dieser  Zeitschrift^  eine  Snmmations- 
formel,  die  Gleichung  ^(„)  vorliegenden  Artikels,  aufgestellt  and  Beispiele 
dazu  gegeben.  Später  ist  von  Herrn  L.  Schendel**  gezeigt  worden,  dass  die- 
selbe ein  sehr  spezieller  Fall  einer  aus  dem  Lagrang  eschen  Theorem  aV 
leitbaren  Formel  ist.  Dennoch  gestatte  ich  mir  noch  einmal  auf  den 
Gegenstand  zurückzukommen,  um  noch  eine  ähnliche  Gleichung  hinzuzufügen 
und  sehr  kurze  elementare  Beweise  beider  Summaöonsformeln  zu  geben. 

Ausserdem  ist  es  mir  gelungen,  im  zweiten  Teile  vorliegender  kleiner 
Arbeit  eine  wichtige  Anwendung  dieser  Formeln,  nämlich  die  aus  ihnen 
sich  ergebende  Reduzierbarkeit  gewisser  Beihen  auf  einfachere,  darzulegen. 

I. 

Die  erste  Summationsformel  nennen  wir  ^(„)  und  ihre  linke  Seile 
f{(i,  v^  ^),  die  zweite  jß(„)  und  deren  linke  Seite  ^(f«,  v^  n);  darin  be- 
zeichnen n  eine  positive  ganze,  fi,  v,  ^  beliebige  Zahlen,  und  sie  lauten: 

♦  Diese  Zeitschrift  32.  Jahrg.  (1887)  S.  250. 
**  Diese  Zeitschrift  86.  Jahrg.  (1891)  S.  60. 
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+  (»»)i  f*(f*  +  l  +  «  —  ly)...(^  +  w-2  +  w— ly)v 

+  («)s^(f*  +  l  +  «— 2y)...(fi  +  w-S+«^y)v(v  +  l+2y) 


+  («)sf*0*  +  l+«-3y)---(f*  +  »-4  +  «-3y)v(v  +  l+3y)(v+2+3y) 

+  •••  

+  (»),_i|*v(v  +  l  +  «-ly)...(v  +  «-2  +  «-ly) 

+  (ii).v(v  +  l  +  «y)(v+2  +  «y)...(v  +  «-l  +  «y) 
"=  (f*  +  v)((A+v  + 1  +  »y) . . .  (fi  +  V  +  w  —  1  +  «y); 

F(,).  .  .  v(f*,  V,  n)zr£(f*  +  ny)(f*  +  l  +  ny)...(f4  +  w-l  +  «y) 
+  (»X(^  +  '*~ly)-(^  +  ^-"2  +  »  —  ly)v 
+  (w)j(fA  +  «  — 2y)...(^  +  «-3  +  n-.2y)v(v  +  l+2y) 

«i^*    ■  •  « 


+  («)«-i(f»  +  y)v(v  +  l  +  «~ly)...(v  +  w-2  +  »i-ly) 

+  («)«v(v  +  l  +  «y)...(v  +  «  — 1  +  wy) 

=  (^+v  +  «y)(|Ä  +  v  +  l  +  «y)..(f*  +  i'  +  w  —  1  +  wy). 

Dann  ist  also: 

-4(1) ...  f*  +  i/  -=  (fi  +  v), 

-^(1)  •  •  •  (f*  +  y)  +  V  —  (f*+  v  +  y), 

welche    Gleichungen  evident  sind. 

Und  nun  beweisen  wir,  wenn  C(n)  eine  Gleichung  bedeutet,  die  aus 
B^^)  durch  Yertauschung  von  /ü  und  v  hervorgeht,  A(n)  mittelst  jB(m— i)Und 
C;i,_i),   J5(n)  mittelst  A^n)  nnd  5(„_i). 

Beweis  von  A^^y  Zerlegt  man  (n)k  in  («  — l)»  und  (w  — l)i_i(Ä  «1, 
2, . . .  »)  nnd  setzt  zuerst  f»H-l  +  y  —  fi',  und  nachher  v  +  1  +  y  •"  v'?  so 
ergiebt  sich: 

f{lh  V,  w)  =-  ^9(^'t  V,  n  - 1)  +  v9(v',  (A,n- 1). 

Nach  ^(»  —  1)  und  C^n  —  i)  ist  aber: 

9(^',  V,  »  —  l)-=9(v',^,«  —  1)  —  (fi  +  v  +  l+«y)...(f*  +  i'  +  w  —  l  +  »y) 

also 

f{(i,  V,  «)  =  (f*  +  v)(f*  +  v  +  l  +  «y)...(fA  +  v  +  w-l  +  wy). 

Beweis  yon  f  («).  Teüt  man  jeden  der  Anfangsfaktoren  in  qp(f«,  v,  n)j 
nämlich: 

f«  +  «y,    |i*  +  («— l)y,    fi  +  («  — 2)y,,..,fi4-y 

in  seine  beiden  Sxmimanden  und  sammelt  die  Glieder ,  die  in  fc,  sowie  die- 
jenigen,  die  in  y  multipliziert  sind,  so  erhält  man  mit  Benutzung  von 
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(»)i(»  —  ä)  -«  »(»  —  l)i 
die  Gleichung 

qp(fi,  V,  n)  ==  /O*,  V,  n)  +  nyg>(f*',  v,  «-1), 

worin  ^J  die  obige  Bedeutung  hat.     Nun  ist 

/•(l*,  V,  n)  —  (fi  +  v)  X  (|ii  +  V  +  1  +  «y)  .  .  .  (f*  +  V  +  «  —  1  +«y) 
9(f*',  V,  w  —  1)  =  (|i4  +  V  +  1  +  ny)  .  .  .  (^  +  V  4-  «  —  1  +  ny), 
also  wird 
9)(f4,  V,  n)  =-  (^  +  V  +  «y)(^  +  v  +  H-«y)...(f*  +  v  +  «  —  1  +  «y). 
Somit  sind  beide  Gleichungen  bewiesen. 

n. 

Die  beiden  Sätze  ^n)  und  B^^)  führen  zur  Auswertung  von  Potenzen- 
reihen mittelst  anderer,  welche  ein  Argument  weniger  besitzen,  und  unter 
umständen  in  geschlossener  Form.  Bezüglich  des  ersten  Satzes  verweise 
ich  auf  meinen  zu  Anfang  erwähnten  Artikel  und  den  darin  zitierten  Auf- 
satz des  Herrn  Seh  10 milch.  Hier  knüpfen  wir  unsere  Betrachtungen  an 
den  zweiten  Satz  an. 

Bezeichnen  wir  mit  A(f*)  ^cui^  l>k{}»)  folgende  Ausdrücke: 

1)         ^*w r^TTTi ' 

/o(f*)  =  Vo W  =  1  >   fiip) ^i^  +  y^   9>i(f*)  =-  f*» 

so  lautet  Satz  B{n)  nach  Division  beider  Seiten  durch  n: 

n 

die  rechte  Seite  ist  also  symmetrisch   für    ft  und  v^   während  man   dies 
der  linken  Seite  nicht  ansieht. 

Sei  nun  od 


00 


«  =  0 


5)  9(x,  v)  =^q>^(v)x' 
so  ist  mit  Benntzang  von  3): 

F(x,  ti)9(x,  v)  =  1  +  [f^{ii)  +  ip,(v)}x  +■••  +  j^/"— t(f»)v*W|«"+- •• 

't=o 
,..  =l+fi(li  +  v)x  +  ---  +  f,(ii  +  v)x'  + 

6)  F(x,  ^)  «(x,  v)  =  F(x,  I»  +  v) 
ebenso  ist  aber  auch: 
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7)  F(x,  v)<t>(z,  li)  -  F(x,  (,  +  v), 

daher: 

also  gleich  einer  Funktion  70n  x,  die  onabhängig  yon  fi  (und  v)  ist.  Sei 
sie  ^(x);  setzen  wir  dann 

in  Gleichong  6)  ein,  so  wird  dieselbe 

10)  F{x,  ii)F(x,  v)  -  *(x)F(a;,  (,  +  v). 

Wir  bezeichnen   nun  zur  Abkürzung,  indem  wir  x  zunächst  als   tm- 
Yeraiiderlichen  Parameter  ansehen, 

F(x,  fi)  als  rCfi),     F{x,  v)  als  f{v),    *(«)  als  C, 

iL  als  Eonstante  bezüglich  ft  und  v.    Dann  ist  nach  10): 

11)  f{(i)f(y)  -  C/-(^  +  v); 
setzen  wir  hierin  v  =»  0,  so  ergiebt  sich: 

12)  /-(O)  -  C; 

setzen  wir  ferner  ^  _  ^^  2^^  8^, . . .  (n  -  l)^, 

so  giebt  die  Multiplikation  aller  Gleichungen 

13)  [/(**)]•=  <7—V(«f*). 

Die   Snbstitotion   des  Wertes   v»  —  ft   in  11)  liefert  mit  Bflcksicht 

/•(-^)-c»[/'wrs 

folglich,  wenn  diese  Gleichung  zur  n^^^  Potenz  erhoben  und  andererseits 
m  13)  —  fi  statt  fi  geschrieben  wird: 

[f(-f»)]"  -  C»«[f(p)]—  -  C— V(-n^), 

'^•"  [TW]-»  =  C-- V(-  nf*), 

die  Gleichung  13)  gilt  folglich  ftb:  positive  und  negative  ganzzahlige  n; 
man  kann  nun  ebenso  wie  Cauchy  es  bei  der  einfacheren  Funktional- 
gldchimg  ^(^y(^)  _  ^(^  ^  ^) 

ausfahrt,  nachweisen,  dass  sie  für  einen  beliebigen  Wert  von  n  in  Geltung 
bleibt,  dass  also  für  beliebiges  a  die  Gleichung 

besteht    Nehmen  wir  hierin  ft  •- 1  an,  so  folgt 

bierin  ist  ^  wieder  eine  Eonstante,  etwa  Ä^  und  es  ist  also,  wenn  (i 
statt  a  geschrieben  wird  ^/  \  ^  ^^  j  ^ 


1 


18) 
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Hierin  wird,  wie  C,  so  auch  Ä  eine  Funktion  von  ir,  etwa  Ö(x)  sein, 
und  die  Substitution  hiervon,  wie  von  /'(fi)  und  (7  in  14)  Iftsst  die  Gleichung 

15)  F{x,fi)^^ix)[S{x)y 

entstehen.     Die  unbekannten  Funktionen  auf  der  rechten  Seite  ergeben  sich 
durch  Spezialwerte  von  f»,  am  einfachsten  fc «»  0  und  fi  »  1: 

f  F(t,  0)  -  ^l>ix) 
F(x,l)^i,{w)B(x) 
F(x,  1) 


16) 

woraus 

17)  S{x) 


Fix,  0) 
und  zwar  bedeuten  dabei  F(a?,  O)  und  F(x^  1)  die  Reihen: 

>(,,  0)-  1+  l.  +  «r(Jv+i),,  +  8r(Svti)i|r+2)  ,s+  ... 

F(.,  1)  -  1 +-^0.  +  (^+i)i^^^x*+-i»^^+^^ 
-l±^F(.,0)-i. 

Mit  Hilfe  derselben  wird  nun  nach  15)  in  verschiedenen  Formen: 
(   Fix,i,)^F(x,0)[e{T)Y~Fix,i)[9(x)y-^ 
'■^)  I  =[J'(r,0)]»-''[F(x,  1)]". 

YermSge  9)  und  16)  folgt  dann  hieraus: 

20)  a>(x,,)  =  [e(^)].=  (|gl|)^ 

sodass    also  zwischen  den  beiden  Funktionen  F(Xj  /ü)  und   0(ptj  fi) 
ein  einfacher  Zusammenhang  hergestellt  ist. 

Auch  folgt  hieraus  S(x)  und  dann  mittels  18)  auch  [F(xy  ö)]~^   als 
Reihe,  nämlich:  « 

[F(a;,0)]-i  =  l  +  y-yö(x). 

^^  ,      •  j  Beispiele. 

Für  y  —  1  wird  .  ^ 

/■-W  =  (f*  +  2«-l)„     l'(^,  0)  -  i{l  +  (l-4a-)~^}, 

F(x,  1)  =  (1  -  4a-)"  S 

wobei  die  bekannte  identische  Gleichung 

m(m  +  1)  . . .  (2w  — 1)  —  1.3-5...  (2fn  —  1)  •  2^»-^ 

benutzt  wurde,  und  daraus  

ä/  \  2  1-1/1 -4a; 

somit  nach  der  zweiten  Form  in  «19): 

i-t-      1     a^-r  J.2  -^  "^  1.2-3  "^  ' 

oder  auch  mit  /»  =  —  A: 


( 


\ 
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und  nach  20): 

Für    y  =  —  —   erhalt  man 


F(x,0)-l-f(l+J-)    S    F(x,l)-l  +  |(l+J-) 

eis)  -  (i/rry* + i)\ 
n.,,)=(i+.^-)-'{yi+?+fr-\ 


..-1 


«/* 


und  hierdurch  mit 

a;  «  2y,    und     2fi  — 1  =  A,  bez.  2^«  »  A: 

{»^iT?  +  yf^  Vi  +  7 

+ 5j y  +••• 

Diese  Gleichungen  sind  übrigens  entweder  bekannt  oder  aus  bekannten 

leicht  abzuleiten.   Hingegen  dürfte  folgende  Entwickelang  für  y  «=»  —  — »  deren 

Herleitnng  einiger  Aufmerksamkeit  bedarf  und  dem  Leser  überlassen  bleibe, 
cen  sein« 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 


so  ist: 
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F(x,  ii)  =  [F(x,  0)y-''[F(x,  1)]" 

=  1  J.  3>*-l   «    .    (8f*-2)(8|tt+l)/a;y      (8ft-3)8y(8ft  +  8)  /«y 
"•"       1        3  ■*■  1-2  \3/  1-2-3  \3; 

(8(t-4)(8|»-l)(3ft  +  8)(8ft  +  6)  /«X* 
■•■  1-2-8-4  \3y~'' 

1»/-^      X       /Z^iiiy      1  j.  8J»  a;    ,     3y(8<t  +  l)  /«V  .  8ft-3ff(8ft+3)/gV 

3|»(3^-l)(3ft  +  2)(8ft  +  5)  /«y 
"•"  1.2-8-4  \3/   "*" 

Fügen  wir  za  den  Argnmenten  in  1)  noch  y  hinzu,  setzen  also 

fr..    -,A       (l'^  +  kYXii+l+ky)...{,i  +  k-l+kY) 

80    giebt   es    eine   leichte   Redaktion    bezüglich  des  Argumentes  y  auf  ein 
anderes  y^ ,  wenn  ^  _j.  ^^ j 

ist,  es  ist  nämlich: 

/tO*,  y)  =  (-!)*/» (i-f»,yi). 

Somit  lässt  sich  F(fl7,  f*)  für  die  Werte: 

y==l,     0,      -3»      -g'     ""s'     ""^'     ~"^ 

in  gesclilossener  Form  darstellen.  Für  welche  anderen  Werte  yon  y  dies 
noch  möglich,  die  Reihe  F(Xj  0)  [Gleichung  18)]  also  snmmierbar  ist, 
bleibt  zu  nntersnchen. 


On  a  ftinctional  eqaation  treated  by  Abel. 

By  F.  Hayashiy  Tokyo  (Japan). 

In  bis  memoir*,  Abel  investigated  the  natnre  of  the  fnnction  f(x^  ^) 
for  which  the  expression  ^r      /./       n-i 

ig  a  symmetrica!  fnnction  of  the  three  independent  variables  x^  p  and  r, 
and  arrived  at  an  elegant  result,  that  for  such  a  fnnction  f(x^y),  there 
exists  a  fnnction  t/;(ti)  which  satisfies  the  equation: 

where  tf;  may  haye  any  arbitrary  form.     So  in  Order  that  the  expression 

is  a  symmetrica!  Ainction  oi  x^y^z^  the  fnnction  f[x^ y)  mnst  hare  the  form 

•  „Untersuchung  der  Funktionen  zweier  unabhängig  veränderlicher  Grössen 
X  und  y,  wie  /"(fc,  y),  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  f{z^  f(x,  y)]  eine  sym- 
metrische Funktion  von  z,  x  und  y  ist.**  (Grelles  Journal,  Bd.I,  S.  11 — 16,  ISt^ 
Oeuvres  completes,  I.  Ausg.,  S.  1 — 4,  ü.  Ausg.,  S,  61 — dö.)  j 
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2)  /'(^iy)--*i[*W  +  *(y)] 

where  if;]^  is  an  inverse  fanction  of  ^,  so  that 

3)  tf^^iW-w. 

The  demonstration  for  this  theorem,  howeyer,  has  some  objections  in 
strictness,  as  Prof.  Dr.  P.  Stäckel  has  remarked  in  this  Zeitschrift,  Bd.  42, 
ander  the  snbject  „über  eine  von  Abel  untersuchte  Funktionalgleichung.^^* 

I  will  generalize  in  this  paper  the  result  at  which  Abel  arriyed. 

Take  a  fdnction  f  of  n  independent  variables  o?,  ^,  £?, . . .,  and  form 
the  expression 

4)  f[s,  t,u,.. .,  f(x,  y,  «, .  . .)] 

where  s^  t^  Uj . . ,  are  another  n  —  1  independent  variables,  and  let  me  in- 
restigate  what  form  must  have  the  fanction  /*,  in  order  that  this  last 
eipression  is  a  symmetrical  foiction  of  all  the  variables  x^y^e^ ,..  Syt^u.,. 
On  account  of  the  property,  that  the  value  of  the  expression  7) 
does  not  vazy  bj  the  interchange  of  any  two  variables,  we  obtain 
(2ff— 1)1  — 1  conditional  equations.  Among  these,  choose  the  following 
I  equations 

, /'[ä^,  ^1 . .  M  /"(y,  «7  'i  w, . . .)], 

^  /[s,  tju,.. .,  f(x,  y,z^., .)]  «  f[x,  y,  . . .,  f(£f,  5,  ^  w, . . .)], 


(f[s,  ^  w, . . ,,  f{x,  y,z,.. .)] 
f\s,  t,  u,...,f{x,y,  jp, ...)] 


Put,  for  simpHcity, 


6) 


7) 


Differentiating  5)  with  respect  to  a?,  y,  z^  respetively  . . .,  we  get 

df{8,t,u,  ..  .,ii)  dA  ^  df(x,y,  .  .  .,  B)  dB 

52  Wx  55  dx^ 

df(8,  t,  u,  .  ,  .^A)  dA       df{x,  z,  .  ,  .,  C)  dC 

dA  cy^  de  dy^ 

df(8,  t,  u,,  .  .,  A)  dA  _  cf(x,  y,  .  .  .,  D)  dP 

53  dz"  dB  dz^ 


^  It  must  be  remarked  that  the  Editors  of  Abels  Works  have  changed  in 
the  two  equations  treated  by  Abel  f{z^  y)  into  f{y,  z),  so  that  the  two  equations 
Qsed  by  Professor  Stäckel  are  identic  with  the  equations  3)  which  Abel  treated 
in  the  Grelles  Journal  Bd.  I,  S.  11. 
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Again  equating  the  right  band  sides  of  5)  and  differentiatiiig   with 
respect  to  5,  we  get 

C'f{y,z,  ..  M  -B)  ^  ^  df{x,z,  ...,  0)  ^  aC  ^  cf(x,y,...,D)     cD  ^ 

Hence  by  7), 

dA  dÄ  dA 

^^  dB    ds  tC^   Ts'^  dD  '    C8   ^  '" 

ex  cy  cz 

Now   since  in  £,  (7,  D,  . . .,  the  variables  5,  f,  u, . .  .,  have  similar 
places  as  to  obvions  by  6), 

dB  dC  cB 

dx  dy  dz 


1  ?W^ 1  r--^^ 1 


gjg    ^       cC  cB 

ds  ds  CS 

mnst  bave  the  same  fnnctional  form  with  respect  to  :r,  ^,  je;  . . .,  respectiyely, 
80  tbat  if  2:B 

dx         ^f  V 


tben 


cB 

CS 

cC 


vy 

=  9'(y) 

dC 

CS 

dB 

dz 

dB 

-y'W. 

CS 

•     • 

•       •      • 

dA 

oA 

H 

dz 

Hence  8)  becomes  ^^ 

dx 

9)  A^  f{x,  y,z,..)^  Q[tp{x)  +  q>{y)  +  y^  +  .••] 

wbere  Q  is  an  arbitrary  fanction  and  (p(x)  ^^l  q>\x)dx^  etc. 

f[s,  t,  u,,.,J(x,  y,  z)] 

-ö[g)(s)  +  9)(0  +  9>W  +  •  •  •  +  ^ö{9(^)  +  vW  +  9>WH }]. 

For  the  sake  of  ahortness,  put 

Then  by  aid  of  the  first  of  5) 
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Differentiating  this  with  respeot  to  x  and  p,  we  get 

«?9.Q(J  +  «  +  t+..)  ?|  ''  W' 

aQ[ff  +  t+-.+5,Q({+^-K+^]     gya(6  +  .?  +  g+-)    ,,s 
a(pQ(S  +  ^  +  t+-..)  "  dt,  '' w 

Bat 

f£  ~  cti 

Therefore  -    r./t  i      i      i       s 

Fl ^• 

Put  H-ff+t  +  '"=l>»  then 
therefore  nr^\       ^   t   n 

9)/'(x,  s,  <,...)  —  C  +  q>{x)  +  g>(s)  +  9>(0  +  •  •  • 
Hence   if  we  put  if(u) ZT^  instead  of  v(w),  then  we  arrive  at 

tl;f(x,  5,  f,. . .)  =  H^)  +  *(«)  +  *(0  +  ••• 

or 

Therefore,  in  order  that 

is  a  symmetrical  fonction  of  a?,  ^,  ;ef, . .  .,  s,  ^,  t«, .  .  .  we  must  have 
f(x^  y,  ^, , . .)  —  *i  L^W  +  *(2^)  +  *(«?)  H ]. 


On  a  elass  of  snrfaces  wbose  asymptotie  lines  can  be  fonnd 

by  simple  integrations. 

By  F.  Hayashl)  Tokyo  (Japan). 

I  will  describe  here  a  class  of  snrfaces  whose  asymptotic  lines  can 
be  foond  by  simple  integrations.  M.  Jamet  already  treated  such  snrfaces,* 
and  considered  those  represented  in  homogenons  coordinates  by  the  equation 

*  M.  Jamet,  snr  les  courbes  et  les  surfaces  tetra^drales  (Annales  de  TEcole 
Kormale  snp^rieure,  1887). 

Mtiehxjlt  f.  Hathenutik  u.  Physik.  44  Band.  1899.  5.  n.  6.  Heft.  28 
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where  /*  is  a  fanction  homogenoos  in  x  and  y^  and  F  also  a  fonction 
homogenous  in  a  and  t  A  more  extensive  class  of  such  snrfoces  which 
J  will  here  describe  is  given  bj  the  eqnaüons: 

where  u  is  a  parameter.    From  these  equations  follows 

dz p[(u) l_^ 

"^  ^  p{u)  '  p[{u)  -  p' iu)  '  p^iu)  '     q'(z)^ 

de       —  j?^(t*) 1 

^  '"jPW-1>i(«*)-P'(«)-JPiW  "YW 
Put,  for  simplicity, 

p(u)  —  jp(tt)  'p[{u)  -  jp'(w)  .i?i (tt), 

so  that  r  ^  , ,  .        . 

^  ^       Pi  M       ^ 


ex         P{^u)      q*(g) 
dz         — p'(w)         1 


cy  P{u)        q\z) 

Now  the  eqnation  to  the  asymptotic  lines  of  a  sorface  is 

V  z  ^  z 

ex         ^      ey    ^ 

Hence  for  the  snr&ce  ander  considerations,  we  obtain 

what  can  be  integrated  bj  simple  qnadratnre. 

The  sorfaces  considered  by  M.  Jamet  can  be  transformed  into  those 
represented  by  the  eqnation 

-v(f ) = n^\ 


whence,  if  u  =  — 

'                       X 

1 

or 

1 

"""/•»(«) 

. 

•i  —  

which  is  a  particolar  case  of  the  above  mentioned. 
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The  surfaces  of  revolntion  are  represented  by 


y  —  C08«-/(£r), 

so  that  their  asjmptotic  lines  can  be  obtained  bj  simple  integrations,  as 
has  been  alreadj  known. 

Intercbanging  u  and  e  in  the  eqaation  considered,  we  obtain 

of  wbicb  tbe  asjmptotic  lines  shall  be  given  hy 


{ 


{Ä(^)-^;(')-Ä(?i)  ■"'('))■"- '^g^'"« 


or 


P(z)  q  («)        ' 

P{z)  =  C[q(u)]K 
Eliminatinff  u.  we  have  . . 

X        p{z) 
«=  <D(0),  say. 

This  represents  a  conoidal  sarface;  therefore  tbe  asjmptotic  lines  of  a 
conoidal  snrface  can  be  obtained  bj  simple  integrations  onlj,  as  bas  been 
alreadj  known. 


Über  eine  Eigenschaft  der  FUclien  zweiten  Grades. 

Von  D.  BintBOWy  Privatdozent  a.  d.  Universit&t  Kasan. 

I. 

In  seinen  Untersacbmigen  über  die  linearen  Komplexe  benatzt  S.  Lie 
folgendes  Theorem,  welches  er  mit  Hilfe  einer  imaginären  Transformation 
erhalten  hatte: 

Die  gradlinigen  Erzeugenden  einer  Fl&ohe  zweiten  Grades 
schneiden  die  Seitenflächen  eines  der  Fläche  eingeschriebenen 
Tetraeders  in  vier  Punkten,  deren  DoppeWerhältnis  für  alle  Er- 
zeugenden desselben  Sjstems  dasselbe  ist. 

In  dieser  Form  habe  ich  den  Satz  nirgends  gefunden  und  will  deshalb 
einen  Beweis  mitteilen.     Ich  benutze  folgenden  Satz  von  Staudt:* 


•  Beiti^lge  zur  Geometrie  der  Lage.  H.  1  Nr.  36  S.  21.  St  au  dt  beweist  den 
Satz  mittelst  Involution,  der  Satz  kann  aber,  wie  Prof.  Nazimoff  (Bull.  Soc. 
Phj8.  math.  Kasan  (2)  VI,  Nr.  2)  gezeigt  hat,  auch  ohnedies  bewiesen  werden. 
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Das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte,  in  welchen  eine 
Gerade  ic^  welche  nicht  durch  die  Kanten  des  Tetraeders  hindurch- 
geht, dessen  Seitenflächen  schneidet,  ist  dem  Doppelverhältnis 
der  vier  Ebenen,  welche  durch  w  und  die  vier  Ecken  des  Te- 
traeders gehen,  gleich. 

Vermöge  dieses  Satzes  wird  obiges  Doppelverhältnis  dem  der  vier 
Ebenen  durch  die  Erzeugende  und  die  vier  Ecken  des  Tetraeders  gleich. 

Nach  einem  Satze  von  Chasles  aber  (Aper9u  historique,  Note  XXYI), 
welchen  man  ganz  einfach  beweisen  kann,  ist  das  letzte  Doppelverhältnis 
gleich  dem  der  vier  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  mit  der  Fläche. 

Nun  sind  diese  Berührungspunkte  auf  der  Erzeugenden  durch  die  Er- 
zeugenden des  anderen  Systems  bestimmt,  welche  durch  die  Ecken  des  Te- 
traeders gehen,  und  welche  dieselben  bleiben,  welche  Erzeugenden  des 
ersten  Systems  auch  genommen  werden.  Der  Satz  ist  also  bewiesen,  denn 
es  ist  eine  Haupteigenschaft  der  Kegelflächen  zweiter  Ordnung,  dass  die 
vier  Erzeugenden  des  einen  Systems  auf  jeder  Erzeugenden  des  anderen 
Systems  vier  Punkte  von  demselben  Doppelverhältnis  bestimmen. 

Nur    ein    Punkt  bleibt    übrig:    wir  haben    nicht   bewiesen,    dass    das 
Doppelverhältnis  für  zwei  Systeme  der  Erzeugenden  verschieden  ist.    Folgen- 
der Beweis  liefert  das  sehr  anschaulich,  wenn  er  auch  etwas  weitläufiger  ist 
Ich  benutze  wieder  den  Satz  von  Staudt  und  nehme  also  vier  Ebenen 
durch  eine  Erzeugende  und  die  vier  Ecken  des  der  Fläche  eingeschriebenen 

Tetraeders  ^^  CD.  Die  Ebene  der  einen  Seite 
des  Tetraeders  schneidet  die  Fläche  nach 
einem  Kegelschnitt  (Z),  welcher  durch  die 
drei  Ecken  des  Tetraeders  geht,  die  vier 
Ebenen  aber  nach  vier  Geraden,  deren  Doppel- 
verhältnis dem  Doppelverhältnis  der  vier 
Ebenen  gleich  ist. 

Diese  vier  Geraden  sind  EÄ,  EB^  EC 
[J^- Schnittpunkt  der  veränderlichen  Erzeagen- 
den iv  mit  der   Ebene  ABC^  liegt  auf  (K)] 
und    die   Gerade    (ABC^  wD).     Diese   letzte 
bekommen    wir  so:    durch    den   Punkt  D  gehen   zwei   Erzeugende,   deren 
eine  to   schneidet   und    also   in    der   Ebene  wD  liegt;    sie  trifit  ABC   im 
Punkte  jP  auf  (it);  also  ist  EF  =  {ABC,  wD).    Wenn  die  Erzeugende  k 
die  Fläche  beschreibt,  bleiben  die  Punkte  A,B,  C  und  F  unverändert,  nur 
E  ändert  sich,  den  (£)  beschreibend.    Das  gesuchte  Doppelverhftltnis  bleibt 
also  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  unverändert   Nehmen 
wir  nun  statt  w  die  Erzeugende  w^  des  zweiten  Systems,  welche  durch  den- 
selben Punkt  E  geht.    A^  B,  C  bleiben  dieselben,  statt  F  bekommen  wir  aber 
einen  anderen  Punkt  6r,  in  welchem  ABC  von  der  zweiten  w^  schneidenden 
Erzeugenden  durch  B  geschnitten  wird  Die  zwei  Doppelverhältnisse  E{A  B  C  F) 
und  E(ABCG)  sind  aber  von  einander  verschieden,  wenn  nicht  F  mit   fr 
zusammenfallt,  was  nur  im  Falle  einer  Kegelfläche  möglich  ist 
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n. 

Der  Satz  von  Staudt,  welchen  wir  oben  benatzten,  scheint  bei 
manchen  Fragen  nützlich  zu  sein,  wird  aber  nicht  genug  beachtet.  Man 
findet  ihn  z.B.  nicht  in  dem  trefiElichen  Buche  von  P.  Muth:  „Grundlagen 
für  die  geometrische  Anwendung  der  Invariantentheorie.^^*  Es  wird  daher 
vielleicht  nicht  überflüssig  sein,  einen  Beweis  dafür  mitzuteilen  welcher 
sich  eng  an  die  Beweismethoden  von  P.  Muth  anschliesst. 

Es  seien  die  Seitenfl&chen  des  Tetraeders  u,  u\  u'\  u'"  (also  deren 
Koordinaten  UiO^u^it^  u. s.w.)  und  die  Ecken  x^  x\  x^\  x"\  so  dass 

a;"'«(ti^   u',   tt")   U.S.W. 

Die  Gerade  (t;,  w)  oder  (|,  i^)  hat  als  Koordinaten  die  Minoren  der 
Matrizen 


»1 

"i 

«'s 

»4 

9 

»1 

w. 

w. 

Wt 

^1       ^2       ^8       h 

Vi      %      ^8      •?* 

Den  Proportionalitätsfaktor  wählen  ¥nr  der  Einfachheit  halber  so,  dass 

(V^W^)^  (fjl/J    U.S.W. 

Das  Doppelverhältnis   der  vier  Schnittpunkte   dieser  Geraden  mit  den 
Ebenen  des  Tetraeders  (vergl.  P.Mut h.  I.e.  p. 64)  ist  gleich 

'  ""  (vwuu"'){üU)u'u") 

Das  Doppelverhältnis  der  vier  Ebenen,  welche  durch  die  Gerade  (lii}) 
asd  die  Punkte  x^  x\  x",  x"'  hindurchgehen,  ist  gleich  (vergl.  ibid.) 

..X  nr' «   i%^xx''){lr^x^ x^'') 

Die  Identität  dieser   zwei  Ausdrücke   müssen   wir  beweisen.    Das  ge- 
schieht aber  sehr  leicht,  denn  nach  dem  Satz  von  Laplace  ist  z.B. 

oder  wenn  wir  (Sii/g)  durch  {p^tc^  ersetzen  u. s.w. 

Aber    x   ist    der    Schnittpunkt   der  Ebenen   m',  «",  w"',  ic"  der  Ebenen 

und  (2^X4'}   ist  ein  Minor  zweiter  Ordnung  der  Determinante  (xx^a^^o;"'); 
demnach  (^^^rf)  _  (uu' u'' u'''){y{u^)  u.  s.  w. 

Also 

Das  Tetraeder  ist  ein  eigentliches,  und  (u«'w'm'")^0. 

*  Ich  bin  dem  Satz  von  Staudt  nur  bei  B.  Sturm  im  Teil  I  seiner  Linien- 
geometrie begegnet. 
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In  derselben  Weise  wird 

Das  Quadrat  von  (uu'u^'u*^^)  bebt  sieb  im  Zäbler  und  Nenner  und  wir 
bekommen  DV^  DV'  w.z.b.w. 

iri. 

Der  Satz  von  S.  Lie  scheint  nicbt  leicbt  analytiscb  zu  beweisen.  Ich 
will  einen  solcben  Beweis  zum  Schluss  mitteilen.  Die  Gleichung  der  Fläche 
zweiten  Orades,  welche  dem  Eoordinatentetraeder  umschrieben  ist,  sei 

^ocik  Xi  Xk  =  0, 

Es  sei  ctii^^O^  dann  multiplizieren  wir  die  Gleichung  mit  ctj,  and 
können  dann  schreiben 

«12^2  +  «18^8  +  «14^4)(«21^1  +  «^28^8  +  ^u)  ==  «IS^sC^S  +  ^1^4X^8  +  ^Ä^i)» 

WO  Xj,  x^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

«18«28^^  ""  i^u'^iS  +  «18<^24  —  «12^^84)^  +  «14«24"=  ^' 

Die  gradlinigen  Erzeugenden  des  einen  Systems  sind  dann  durch  die 
Gleichungen  gegeben: 

Pi  —  ofijXa  +  «jjOJj  +  «14^^  —  k(x^  +  x^x^)  =  0, 

P2  --^  «siaJi  +  a^sO^s  +  a^^x^^  —  -^»-^  (x^+  x^x^)  =  0. 


3) 


Die  Gleichungen  des  zweiten  Systems  gehen  hieraus  durch  Vertauschnng 
von  x^  und  x^  hervor.  Haben  wir  also  das  Doppelverhältnis  für  das  eist« 
System  bestinunt,  so  geht  daraus  das  Doppel  Verhältnis  für  das  andere  dorch 
Vertauschung  von  x^  und  x^  hervor. 

Das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  einer  Geraden  ist  aber  gleich 
dem  Doppelverhältnis  der  vier  Ebenen  durch  eine  andere  Gerade,  welche 
die  erste  nicht  schneidet,  und  durch  diese  vier  Punkte  geht.  Als  solche 
nehme  ich  die  Gerade  o?^ »  0,  a?2  =  0.  Diese  zwei  Ebenen  gehen  schon 
durch  zwei  der  obigen  Punkte.     Sind  die  zwei  anderen 

a^2  +  v^i  =0,     Xi  +  v'x^  =  0, 

so  ist  das  gesuchte  Doppelverhältnis  gleich   -7-     Aber   den  Wert    von  r, 

welcher  der  Ebene  entspricht,  die  durch  a*i  =- 0,  OTg^O  und  durch  den 
Punkt  [(I),  X3««0]  geht,  bekommen  wir,  wenn  wir  in  P^+vP^^O 
x^  verschwinden  lassen,  und  den  Koeffizienten  von  x^  gleich  Null  setzen, 
also  ist  V  gleich  dem  mit  umgekehrtem  Zeichen  genommenen  Quotienten 
von  x^  in  P^  und  Pg,  d.h. 

«14  —  XX^       und       «24 f  «13  «28- 
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Da  aber  ffis^ss'^i'^s""  ^i4^S4)  ^^  ^^^  ^^^  zweite  Koeffizient  gleich 

folglich  i^ 

y  >B  1-. 

«14 

In  derselben  Weise  ist  v'  für  die  Ebene,  welche  durch  a;^  »=  0,  x^^O  und 
(L  ^4  =»  0)  hindurchgeht,  gleich  dem  mit  umgekehrtem  Zeichen  genommenen 
Quotienten  von  x,  in  P|  and  P^,  d.h.  von 

«15  —  X    und     «23 f^?l^,    oder  v'«=  —  • 

Das  gesuchte  Doppelverhältnis  ist  also  gleich 

v  .  y'«    "**^    —  const. 

Für  das  zweite  System  bekommen  wir  also 

*  «t4 


Einfaehes  Beispiel  eines  Punktsystems,  das  bei  seiner  Bewegung 
einer  nicht  holonomen  Bedingung  unterworfen  ist 

Yen  Dr.  H.  Iiiebmann  in  Göttingen. 

1.  Hertz  hat  bekanntlich  die  Bezeichnung  holonom  und  nicht  holo- 
Qom  fär  Differentialbedingnngen,  denen  ein  Punktsystem  unterworfen  ist, 
eingeführt,  indem  er  eine  Differentialbedingung  holonom  nennt,  wenn  sie 
ein  Integral  besitzt,  sonst  aber  nicht  holonom. 

Ich  möchte  hier  auf  ein  Beispiel  von  Bewegung  bei  nicht  holonomen 
Bedingungen  aufmerksam  machen  und  genauer  eingehen,  das  zuerst  von 
Herrn  Voss  (Math.  Annalen  25)  behandelt,  aber  nicht  genau  durchgeführt 
worden  ist.  Es  ist  dadurch  von  besonderem  Interesse,  dass  die  nicht 
holonome  Bedingung  auf  die  Bewegung  der  einem  weiteren  Kraftgesetz  nicht 
unterworfenen  Punkte  hier  genau  dieselbe  Wirkung  hat,  als  ob  keine 
Bedingung,  dagegen  ein  einfaches  Erafbgesetz  bestände. 

Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

Wenn  der  Funkt  B  der  nicht  holonomen  Bedingung  unter- 
worfen ist,  dass  er  sich  immer  senkrecht  gegen  die  Verbindungs- 
linie mit  A  bewegt,  so  führt  B  relativ  gegen  Ä  eine  Central- 
bewegung  aas,  genau  als  ob  A  den  Punkt  B  nach  dem  Newton- 
Sehen  Gesetz  anzöge. 

Ob  dies  nur  eine  zufällige  Analogie  ist  oder  ob  dem  Satz  eine  tiefere 
Bedeutung  innewohnt,  soll  hier  nicht  entschieden,  sondern  nur  gezeigt 
werden,  wie  sich  das  Resultat  ergiebt. 

2.  Wir  wollen  die  Bewegung  von  A  bestimmen  und  zeigen,  dass  B 
eine  Gentralbewegung  ausführt. 

x^y^^i  ™^^  ^y%h  seien  die  Koordinaten  von  A  und  B,  dann  lautet 
die  Bedingung: 
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Daraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 

3^/'  =  0 ,    und     y^"  =  A  (j/g  -  j/j), 

für  die  Bewegung. 

A   bewegt  sich    also   gradlinig   mit  konstanter  Geschwindigkeit;  wir 
wollen  das  Koordinatensystem  so  legen,  dass 

Ä?!  =  et,     %  =  0,     2/i  =  0 

ist.  Wir  bezeichnen  jetzt  die  Koordinatendifferenzen  der  beiden  Punkt« 
mit  ^tii.     Dann  ergiebt  sich 

i"=u,  V'-i»»,  ?"=u. 

Hieraus  folgt: 

B  führt  relativ  gegen  A  eine   Centralbewegung  aus,   so  als 

ob  die  Kraft  iLV|*+  ^*+  t^  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie 

wirkte.     B   bleibt   also    immer  relativ  zu  A  in  einer  Ebene,  und 

in  dieser  Ebene  gilt  der  Flächensatz. 

Soweit  ist  das  Beispiel  schon  von  Voss  behandelt 

3.  um  nun  diese  relative  Centralbewegung  zu  untersuchen,  führen  wir 

in  der  Ebene  der  Belativbewegung  Polarkoordinaten  ein. 

Zunächst  aber  wollen   wir  das  Koordinatensystem  xy0  so  legen,  dass 

die   a*£r- Ebene   die   Bahnebene   in    der  Linie    st&rkster   Neigung   gegen  die 

irt/- Ebene  schneidet,  und  wir  wollen   diese  Schnittlinie  zum  AnfangsstraU 

des   Koordinatensystems   nehmen.     Femer   wollen  wir  mit  if;  die   Neigung 

der  Bahnebene  gegen  die  o^^- Ebene  bezeichnen. 

Dann  ist 

i"^  Q  cos  g>  cos  if;, 

i;«»  ^sin  ^, 
i  =  Q  cos  g>  sin  t/;. 
Jetzt   haben  wir  für  die  Bewegung  zwei  erste  Integrale;  erstens  den 
Flächensatz  g^dtp^a^dt 

und  femer  das  aus  der  Bedingung  durch  Umformung  sich  ergebende 
Integral  '  ^^  _^  ^^^^ tpsinii^di  =^0; 

aus  beiden  zusammen  folgt 

dg  H — V  cos  97  sin  t/;  ^  9  «=  0, 

woraus  sich  durch  Integration  die  Polargleichung  der  Ellipse  bezogen  aat 
A  als  Brennpunkt  ergiebt.  Aus  diesem  Resultat  zusammen  mit  dem 
Flächensatz  folgt  aber  die  Richtigkeit  der  oben  aufgestellten  Behauptung, 
dass  die  Centralbewegung  so  erfolgt,  als  ob  A  den  Punkt  B 
nach  dem  Newtonscheii  Gesetz  anzöge. 
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Historiseh-litterarische  Abteilung. 


Herons  AusBiehnng  der  irrationalen  Kubikwurzeln« 

Von 

G.  Wertheim. 


Im  Jahrgang  XLII  dieser  Zeitschrift  hat  Curtze  aus  der  durch 
E.  Schöne  in  der  Serailbibliothek  zu  Eonstantinopel  aufgefundenen 
Handschrift  der  Metrik  Herons  die  Stelle  yeröffentlicht,  welche  das 
Verfahren  beschreibt,  nach  dem  Heron  die  irrationalen  Kubikwurzeln 
annäherungsweise  berechnet.  Am  Schluss  der  Bemerkungen,  die 
Curtze  an  diese  Stelle  knüpft,  wirft  er  die  Frage  auf:  „Wie  ist 
Heron  auf  diesen  eigentümlichen  Weg  gelangt?  . . .  Wo  ist  der  Oedipus, 
der  dieses  Ratsei  löst.*' 

Ich  glaube,  die  Frage  ist  nicht  schwer  zu  beantworten,  und  des 
Rätsels  Lösung  wäre  wohl  schon  längst  gefunden,  wenn  sich  Curtze 
in  seiner  allgemeinen  Darstellung  der  Methode  nicht  geirrt  hätte. 

Heron  will  V^IOO  bestimmen.  Die  Eubikzahlen,  zwischen  denen 
100  liegt,  sind  64  und  125;  die  erstere  ist  um  36  zu  klein,  die  zweite 
am  25  zu  gross.  Die  Kubikwurzeln  von  64  und  125  sind  beziehungs- 
weise 4  und  5.  Daher  wird  "^100  gleich  der  Summe  von  4  und  einem 
(echten)  Bruche  sein.  Den  Zähler  dieses  Bruches  zu  finden,  multipli- 
ziert er  36  mit  5;   das  giebt  180.     Den  Nenner   erhält  er,  indem   er 

180  9 

100  zu  180   addiert.     Der  Bruch  ist  also  ogö  ^  ii'   ^^^   ^^   ergiebt 
sich  ihm  für  >/100  der  Näherungswert  4— • 

Curtze  nimmt  nun  an,  die  Zahl  5,  mit  der  36  multipliziert  wird, 
^i  die  Quadratwurzel  aus  25,  der  Differenz  zwischen  der  grösseren 
Kubikzahl  125  und  der  vorgelegten  Zahl  100.  Weiter  sieht  er  die 
Zahl  100,  die  Heron  zu  180  addiert,  um  den  Nenner  des  gesuchten 
Braches  zu  erhalten,  als  die  vorgelegte  Zahl  an. 

Beide  Annahmen  sind  nach  meiner  Auffassung  unzulässig.  Ich 
halte  5  fär  die  Kubikwurzel  der  grösseren  Kubikzahl  und  100  für  das 
Produkt  aus  der  Kubikwurzel  4  der  kleineren  Kubikzahl  in  die  Differenz 
zwischen  der  grösseren  Kubikzahl  125  und  der  vorgelegten  Zahl  100* 
Auf  diese  Weise  stellt  sich  Herons  Verfahren  als  ein  dem  doppelten 
falschen  Ansatz  analoges  dar. 

Hiit-Utt.  AM.  d.  Zeitachx.  f.  Math.  n.  Phyt.  AA.  Jahrg.  1899.  1.  Heft  1 


f 


2  Historisch -litterarische  Abteilung. 

Es  ist  zwar  kein  Beispiel  einer  Anwendung  des  doppelten  falschen 
Ansatzes  seitens  der  Griechen  bekannt.  Das  schliesst  aber  nicht  aus, 
dass  sie  dieses  zur  Bestimmung  von  Näherungswerten  irrationaler 
Wurzeln  nahe  liegende  Verfahren  nicht  doch  hin  und  wieder  benutzt 
und  uns  dann  nur  das  Resultat,  nicht  auch  den  Gang  ihrer  Bechnung 
mitgeteilt  haben  mögen. 

So  giebt  Archimedes  in  seiner  Ereismessung  als  obere  Grenze—   , 

als  untere  Grenze  —  für  ys  an,  ohne  zu   sagen,    wie   er   zu   diesen 

Werten  gelangt  ist,  und  es  hat  bis  in  die  neueste  Zeit  nicht  an  Ver- 
suchen gefehlt,  den  mutmaßlichen  Gedankengang  des  Archimedes 
aufzudecken.  Vielleicht  hat  er  sich  zur  Bestimmung  beider  Grenzen 
des  doppelten  falschen  Ansatzes  bedient.     Was  zunächst  die  unteren 

Grenzwerte  betrifft,  so  giebt  die  Annahme  ^3  =1  den  Fehler  —2, 

die  Annahme  ^3  =  2   den  Fehler  +1,  und  dann  liefert  der  doppelte 

falsche   Ansatz  j/S  =     j]     =  -•     Aus  den  beiden  Annahmen  -^  und  2 

—        19  19  71 

folgt  ebenso  K  3  =  r^;  aus  ~  und  2  folgt—,   endlich   erhält  man  aus 

71  2ßß 

--   und  2  die  untere  Grenze  t^- 

41  153 

Der  obere  Grenzwert  des  Archimedes  ergiebt  sich  gleich- 
falls durch  eine  viermalige  Anwendung  des  doppelten  falschen  Ansatzes. 

Für  die  Annahme  J/3  =  -j-  ist  der  Fehler  +  -rzi   für  die  Annahme  +2 

4  16 

ist   er   +  1 ;    es   ergiebt    sich    somit   y 3  *^  (t  ~"  Tß)  •  (^  ^  Te)  ""  is 

...  26  9T 

Weiter  liefern   die  Annahmen  --  und  2  den  neuen  Näherungswert  -„^ 

Q7  /lfi9  %fiS 

die  Annahmen  -_  und  2  ebenso  -^^^y  endlich  die  Annahmen  j-—  und  2 

209  209 

den  Wert  ^g^- 

Es  liegt  nun  die  Vermutung  nahe,  dass  Heron  bei  dem  Ver- 
suche, diese  Methode  auf  Kubikwurzeln  anzuwenden,  sich  überzeugt 
habe,  es  bedürfe  einer  Modifikation  des  Verfahrens,  wenn  gute  Näherungs- 
werte erzielt  werden  sollen.  Liegt  nämlich  die  Zahl  m  zwischen  a' 
und  (a  +  1)',  und  wird  der  Kürze  wegen 

m  —  a^^  d^y    {a  + 1)'  —  m  =  d^ 

gesetzt,  so  dass  die  Probe,  das  ist  die  Erhebung  auf  die  dritte  Potenz, 

für  die  Annahme  ^m  =  a  den  Fehler  —  rfj,  für  die  Annahme  j/m  =  a  +  1 
den  Fehler  +  d^  ergiebt,  so  bildet  Heron  die  Produkte  —  (a  + 1)  d^ 
und  at^,  und  diese  betrachtet  er  als  die  Fehler,  die  beziehungsweise  den 
Annahmen  a  und  a  +  1  entsprechen.   Dann  liefert  der  doppelte  falflche 

und  der  letzte  Ausdruck  ist  es,  nach  dem  Heron  rechnet. 
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Bei  dieser  Auffassung  ist  Herons  Methode  eine  dieses  grossen 
Mathematikers  wirklich  würdige,  da  sie  nicht  —  wie  es  nach  Curtzes 
Darstellung  der  Fall  ist  —  bloss  für  einige,  sondern  f8r  alle  Zahlen 
gute  Näherungswerte  liefert. 

Beispiele.     1)     f2     «  1  +  ^Ve  =^  1  I  ^  1>25. 

2)  f5ÖÖ- 7?^  «7,9373... 

3)  1^^194  «  5  g^«  5,7900... 

Die  Hülsse'schen  Tabellen  geben  beziehungsweise 

1,2599 . . . ;     7,9370 . . . ;    5,7889 ... . 


Naektrag. 

Herr  Prof.  Curtze,  dem  ich  von  dem  Inhalt  der  vorstehenden 
Arbeit  Mitteilung  gemacht  hatte,  antwortete  mir,  dass  ihm  eine  mit 
der  meinigen  übereinstimmende  Losung  des  Problems  schon  am  9.  No- 
vember 1897  durch  Herrn  A.  Kerber,  Realschullehrer  a.  D.  zu  Dresden, 
fibersandt  sei.  Dieselbe  habe  den  Vorteil,  sich  geometrisch  ableiten 
zu  lassen.  Unter  Zustimmung  des  Herrn  Prof.  Curtze  lasse  ich  diese  Ab- 
leitung der  Formel,  der  Kürze  halber  in  algebraischer  Form,  hier  folgen: 

Wird  die  gegebene  Zahl  m  =  ic'  gesetzt,  so  ist,  wenn  die  obigen 
Bezeichnungen  beibehalten  werden, 

x'  —  a* «=  (rc  —  a)(a:*  +  ax  +  a*)  od  (x  —  a)3ax, 

ii.: 

1)  diC\D(x  —  a)3ax. 
Ebenso  ergiebt  sich  (a  +  1)'— rr*,  d. i.: 

2)  dj  oo  (a  +  1  —  a;)3(a  +  l)x, 
und  durch  Division  von  1)  durch  2)  erhält  man 

^   CO  ^ 


woraus  sofort  ^       ^  ^  /\    i    / 


X 


folgt.  (-  +  ^)ä.+aä. 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man,  wenn  eine  Zahl  m  zwischen  a"  und 
(a  + 1)"  liegt  und  m  —  a»  «=  d^,  (a  +  1)"  —  w  •=  d^  gesetzt  wird,  die 
Käherungsformel        ^n—        («  +  i)»--i  d,  +  a»-i  d. 


ym  (\j 


erhalten,  die  natürlich  bei  steigendem  n  an  Genauigkeit  verliert.    Für 
«  ==  2  geht  sie,  da  dann  di  +  c^«2a  +  l  ist,  in  die  bekannte  Formel 

Über. 


Ein  von  Fermat  herrührender  Beweis. 

Von 

G.  Wertheim. 


In  der  vor  einigen  Jahren  auf  der  Leydener  Bibliothek  gefundenen 
kleinen  Schrift  Fermats  Bdation  des  decouvertes  en  la  science  des  nombres*^ 
welche  ausführlicher  als  die  Observatio  XLV  zum  Diophant**  das 
Wesen  der  von  Fermat  erfundenen  Methode  der  unbegrenzten 
Abnahme  (la  descente  infinie  ou  indefinie)  darlegt,  bemerkt  Fermate 
er  habe  den  Herren  Garcayi  und  Frenicle  die  mittels  dieser  Methode 
geführten  Beweise  einiger  ünmöglichkeits- Sätze  geschickt.  Dass  die 
Auffindung  dieser  Beweise  Ton  der  grössten  Bedeutung  sein  würde, 
bedarf  wohl  keiner  Begründung.  Nun  giebt  Frenicle  in  seinem 
Traue  des  triangles  rectangles  en  nombres***  in  der  That  den  Beweis 
des  Satzes:  £s  giebt  kein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  ratio- 
nalen Seiten,  dessen  Fläche  eine  Quadratzahl  wäre,  desselben 
Satzes,  dessen  Beweis  Fermat  in  der  oben  genannten  Observatio 
nur  angedeutet  hat,  da  der  Rand  zu  klein  sei,  ihn  ganz  und  ausführ- 
lich aufzunehmen.  Der  Beweis,  den  Frenicle  mitteilt,  ist  überdies 
ganz  nach  Fermats  Methode  der  unbegrenzten  Abnahme  gefuhrt. 
Es  unterliegt  daher  wohl  keinem  Zweifel,  dass  wir  es  hier  mit  einem 
Beweise  Fermats  zu  thun  haben,  und  dieser  Umstand  rechtfertigt  es 
zur  Genüge,  dass  ich  näher  auf  die  Sache  eingehe  und  den  Beweis  in 
etwas  modernisierter  Form,  aber  sachlich  unverändert  mitteile. 

Zum  besseren  Verständnis  sei  folgendes  Torausgeschickt: 

Bekanntlich  erhält  man  stets  eine  Lösung  der  unbestimmten 
Gleichung  3;^+  y*«  g^^  indem  man  zwei  beliebige  Zahlen  a  und  b  <a 
wählt  und 


*  Dieselbe  ist  von  Charles  Henry  in  seiner  Arbeit  ,fBtcherches  sur  U^ 
manuscrita  de  Pierre  de  Fermat"  (BuUettino  Boncompagni  XII)  veröffentlicht 
und  neuerdings  im  zweiten  Bande  der  Werke  Fermats  S.  431^436  abgedruckt. 
In  betreff  der  grossen  Bedeutung  der  Schrift  sei  auf  Cantors  Yorlesongen 
Bd.  II  S.  709  flg.  verwiesen. 

**  Oeuvres  de  Fennat,   Bd.  11,  S.  340.     Vergl.    auch   meine  Übersetzung   der 
Arithmetik  Diophants  S.  294. 

***  Memoires  de  VAcademie  royale  des  sciences.   T.  V.   Paris  1729,   p.  83 — 166. 
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x  =  a^—V,  y  «  2ahy  ;?  —  a*  +  6* 

annimmt.  Sind  a  und  h  ganze  Zahlen^  so  werden  auch  f&r  x^y^z  ganze 
Werte  erhalten.  Wenn  a  prim  zu  h  ist,  und  wenn  zugleich  die  eine 
dieser  Zahlen  gerade,  die  andere  ungerade  ist,  so  wird,  wie  sich  leicht 
zeigen  lässt,  der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  drei  Zahlen  Xy  y,  z 
gleich  1  sein. 

Lässt  man  diese  x,  y,  z  die  Seiten  eines  Dreiecks  bezeichnen,  so 
ist  dasselbe  rechtwinklig.  Es  sind  also  o?  —  \?  und  2  ah  die  Katheten, 
Ö-+  6^  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  (a*~  V)  dh  der 
Flächeninhalt  desselben.  Man  nennt  die  gewählten  Zahlen  a,  (  die  das 
Dreieck  erzeugenden  Zahlen,  und  wenn  a,  h  die  angegebenen  beiden 
Eigenschaften  haben,  wenn  idso  die  Seiten  teilerfremde  Zahlen  sind, 
so  heisst  das  Dreieck  ein  primitives. 

Wenn  {o?  —V^  ah  die  Fläche  eines  primitiven  rechtwinkligen 
Dreiecks  ist  —  offenbar  genügt  es,  den  Satz  für  solche  Dreiecke  zu 
beweisen  — ,  so  ist  jede  der  drei  Zahlen  a^—h%  a,  6  prim  zu  jeder 
der  beiden  anderen.  Soll  also  das  Produkt  eine  Quadratzahl  sein, 
so  muss  jeder  der  drei  Faktoren  diese  Eigenschaft  besitzen,  und  dann 
wird  a^—b^  die  Differenz   zweier  Biquadrate   sein.    Die  beiden  Sätze: 

der  Flächeninhalt  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit 
rationalen  Seiten  kann  keine  Quadratzahl  sein; 

die  Differenz  zweier  Biquadrate  kann  keine  Quadrat- 
zahl sein 

besagen  also  im  Grunde  dasselbe. 

Der  Beweis,  den  Frenicle  von  dem  ersten  Satze  giebt,  stützt  sich 
auf  die  folgenden  Em&sätze: 

I.  Wenn  die  ungerade  Kathete  eines  prifiiitiven  recht- 
winkligen Dreiecks  eine  Quadratzahl  ist,  so  giebt  es  ein 
zweites  primitives  rechtwinkliges  Dreieck  mit  kleineren 
Seiten,  welches  die  Wurzel  aus  jener  Quadratzahl  zur  un- 
geraden Kathete  hat. 

Aus  a*  —  J*  =  c*  folgt  nämlich  a*=6*-fc*,  folglich  sinda,  &,  (? 
die  Seiten  eines  zweiten  rechtwinkligen  Dreiecks.  Die  ungerade  Kathete 
dieses  zweiten  Dreiecks  ist  c,  denn  c^  soll  ungerade  sein,  folglich  ist 
die  gerade  Kathete  b,  die  Hypotenuse  ist  a.  Das  Dreieck  ist  primitiv, 
da  ein  gemeinschaftlicher  Divisor  je  zweier  der  Zahlen  a,  &,  c  auch  in 
die  dritte  aufgehen  müsste,  während  a  und  b  als  teilerfremd  voraus- 
g^etzt  werden.  Femer  hat  das  zweite  Dreieck  kleinere  Seiten  als  das 
erste,  da  c  <  c*,  a  <  a*+  6^,  6  <  2ah  ist. 

Aus  dem  Dreieck  9,  40,  41  ergiebt  sich  nach  diesem  Hilfssatze 
das  neue  Dreieck  3,  4,  5;  aus  225,  25312,  25313  ebenso  15, 112, 113. 

n.  Wenn  in  einem  primitiven  rechtwinkligen  Dreieck 
sowohl  die  Hypotenuse  als  auch  die  gerade  Kathete  Quadrat- 
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zahlen  wären,  so  würde  es  ein  zweites  primitives  recht- 
winkliges Dreieck  mit  kleineren  Seiten  geben,  welches  zur 
Hypotenuse  die  Wurzel  aus  der  Hypotenuse  des  ersten  hätte, 
und  dessen  ungerade  Kathete  eine  Quadratzahl,  dessen  gerade 
Kathete  das  Doppelte  einer  Quadratzahl  sein  würde. 

Das  Dreieck  habe  die  Seiten  a*— 6*,  2 ab,  a^+6*.  Wenn  nun 
2 ab  eine  Quadratzahl  wäre,  so  müsste  ah  das  Doppelte  einer  Quadrat- 
zahl sein,  also,  da  a  und  b  prim  zu  einander  sind,  die  eine  dieser 
Zahlen,  nämlich  die  ungerade  eine  Quadratzahl,  die  andere,  nämlicli 
die  gerade  das  Doppelte  einer  Quadratzahl.  Die  ungerade  Zahl  sei  a^ 
die  gerade  h.  Wäre  nun  auch  die  Hypotenuse  a*  +  J*  eine  Quadrat- 
zahl c\  so  würden  wir  ein  zweites  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den 
Seiten  a^  b,  c  erhalten,  welches  offenbar  primitiv  sein  müsste,  und 
dessen  Seiten  kleiner  als  die  des  ersten  Dreiecks  sein  würden.  Es  ist 
nämlich  c  <c^,  b  <,2  ah  und  a  <  a^  —  b^,  da  a  +  6  >  a,  a  —  6  >  1  ist. 

Mittels  dieser  beiden  Hilfssätze  wird  jetzt  der  Satz,  dass  die 
Fläche  eines  primitiven  rechtwinkligen  Dreiecks  keine 
Quadratzahl  sein  kann,  in  folgender  Weise  bewiesen: 

Das  Dreieck  habe  die  Seiten  a*— 6*,  2 ah,  a*+  6*.  Wäre  nun 
die  Fläche,  das  ist  das  halbe  Produkt  der  Katheten,  eine  Quadrat- 
zahl,  so  würde  das  Produkt  der  Katheten  das  Doppelte  einer  Quadrat- 
zahl sein.  Die  Katheten  sind  aber  prim  zu  einander.  Daher  wäre 
die  ungerade  Kathete  a*  —  6*  gleich  einer  Quadratzahl  c*,  die  gerade 
Kathete  2 ab  das  Doppelte  einer  Quadratzahl.  Wenn  aber  a*— 6*  =  r 
wäre,  so  würde  es  nach  dem  ersten  Hilfssatze  ein  zweites  primitives 
rechtwinkliges  Dreieck  mit  kleineren  Seiten  geben,  dessen  ungerade 
Kathete  c,  dessen  gerade  Kathete  h,  dessen  Hypotenuse  a  sein  würde. 
Da  nun  noch  2ab  das  Doppelte  einer  Quadratzahl  sein  müsste,  so 
wäre  ab  eine  Quadratzahl  und,  da  a  prim  zu  b  ist,  jede  dieser  beiden 
Zahlen  eine  Quadratzahl.  Das  zweite  Dreieck  hätte  folglich  sowohl 
zur  Hypotenuse  a,  als  auch  zur  geraden  Kathete  h  eine  QuadratzahL 
Somit  wären  die  Bedingungen  des  zweiten  Hilfssatzes  erf&llt,  und 
dieser  würde  uns  ein  drittes  primitives  rechtwinkliges  Dreieck  mit 
noch  kleineren  Seiten  liefern,  welches  ganz  wie  das  erste  Dreieck 
zur  ungeraden  Kathete  eine  Quadratzahl,  zur  geraden  Kathete  das 
Doppelte  einer  Quadratzahl  haben  müsste. 

Von  diesem  dritten  Dreieck  ausgehend  würden  wir  vermittels 
eines  vierten  zu  einem  fünften  Dreieck  von  derselben  Eigenschaft  wie 
das  erste  gelangen,  und  so  würden  sich  unendlich  viele  primitive  recht- 
winklige Dreiecke  ergeben,  jedes  folgende  mit  kleineren  Seiten  als 
das  vorhergehende,  und  alle  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  ungerade 
Kathete  eine  Quadratzahl,  die  gerade  Kathete  das  Doppelte  einer 
Quadratzahl,  also  die  Fläche  eine  Quadratzahl  wäre.  Das  ist  aber 
unmöglich,  da  es  nicht  unendlich  viele  ganze  Zahlen  giebt,  welche 
kleiner  sind  als  eine  gegebene  ganze  Zahl. 
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Durch  ähnliche  Betrachtungen  wird  in  der  Arbeit  von  Frenicle 
weiter  der  Satz  bewiesen,  dass  die  Fläche  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
mit  rationalen  Zahlen  auch  nicht  das  Doppelte  einer  Quadratzahl  sein 
kann. 

Der  oben  gegebene,  durchaus  einwandfreie  Beweis  ist  von  Leon- 
hard  Euler  in  der  Einleitung  der  1738  veröffentlichten  Arbeit  Theo- 
rcmaium  qiwrundam  arithmdicorum  demonstratianes  (ComtnenUUiones 
arithtnetime  coäedae  L  p.24)  erwähnt  worden.  Euler  beklagt,  dass 
wir  nicht  die  Beweise  der  von  Fermat  gegebenen  Sätze  besitzen, 
u.  a.  der  Sätze,  dass  weder  die  Summe  noch  die  Differenz  zweier 
Biquadrate  ein  Quadrat  sein  könne.  Mit  Bezugnahme  auf  die  letzteren 
Sätze  fahrt  er  dann  fort:  Quamvis  eni7n  de  earum  verUate  nemo  dubitety 
ffiftwn  nusqtMtn  exstat  demonstratio  j  quantum  mihi  quidem  constat,  rigida, 
Ifrneter  ItbeUum  quendam  a  FrenieHo  olim  edüum,  cujus  tUulxis  eM 
TraUS  des  triangles  reetangies  en  nofnhres,  Demonstrat  auteln  hie 
antor,  inter  älia^  in  nvMo  triangulo  redangido,  cujus  latera  rationalibus 
fxprimuntur  numeris,  aream  posse  esse  quadratum,  unde  facüe  veritas 
nu'tnoratarum  propositionum  de  summa  et  differentia  duorum  biquadra- 
forum  deducitur,  Sed  ista  demonstratio  tantopere  proprietatibus  triangu- 
lorum  est  invdtäa,  ut  nisi  summa  attentio  adhibeatur,  vix  perspicue 
iniettigi  possü.  Wenn  Euler,  der  dann  die  angeführten  und  noch 
einige  andere  zahlentheoretische  Sätze  ebenfalls  nach  der  Methode  der 
unbegrenzten  Abnahme  beweist,  hätte  wissen  können,  dass  er  es  mit 
einem  Geistesprodukte  Fermats  zu  thun  hatte,  würde  er  dem  Beweise 
wahrscheinlich  grössere  Aufmerksamkeit  geschenkt  haben  und  dann 
zu  einem  günstigeren  Urteil  gelangt  sein. 


Hezensionen. 


The  WOrks  Of  Archimedes  edited  in  modern  notation  with  introduetorj 
chapters  by  T.  L.  Heath,  Sc.  D.,  sometime  fellow  of  Trinity  College, 
Cambridge.  Cambridge  1897  at  the  university  press.  CLXXXVI,  326  p. 

Herr  Heath  setzt  seine  Versuche,  die  Kenntnis  auch  anderer  grie- 
chischer Schriftsteller  als  Euklid  unter  den  Engländern  zu  verbreiten, 
eifrig  fort.  Auf  Diophant  Hess  er  Apollonius  folgen  (vergl.  unsere 
Besprechimg  Bd.  42  Hisi-litter.Abtlg.  S.43 — 44),  auf  Apollonius  Archimed, 
und  wir  glauben  keine  Indiskretion  zu  begehen,  wenn  wir  nach  brieflichen 
Mtteilungen  so  yiel  ausplaudern,  dass  Herr  Heath  sich  mit  noch  weiteren 
Plänen  ahnlicher  Art  trägt.  Wir  können  ihm  nur  Glück  dazu  wünschen, 
da  mit  jedem  neuen  Schriftsteller,    den  er  behandelt,    seine  Tüchtigkeit  zu 
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solcher  Bearbeitung  zu  wachsen  scheint.  Wie  sein  Apollonios  seinen 
Diophant  überragte,  wird  er  selbst  durch  seinen  Archimed  in  Schatten  ge- 
stellt. Wir  denken  dabei  weniger  an  die  Übersetzung  selbst.  Sprachliche 
Kenntnisse,  verbunden  mit  so  viel  mathematischen  Wissens,  als  der  Inhalt 
der  Archimedischen  Schriften  von  ihren  Lesern  verlangt,  konnten  zu  deren 
Herstellung  genügen.  Aber  die  umfassende  Einleitung  forderte  und  fand 
in  Herrn  Heath  einen  Verfasser,  der  auf  der  Höhe  der  geschichtlich* mathe- 
matischen Litteratur  sich  bewegt.  Herr  Heath  hat  offenbar  alles  gelesen^ 
was  auf  Archimed  und  dessen  wissenschaftliche  Bedeutung  sich  bezieht 
Er  hat  die  Ergebnisse  früherer  Forschung  mit  kritischem  Auge  betrachtet 
und  hat  sie  aufs  scharfsinnigste  zu  ergänzen  gewusst.  Er  hat  endlich 
Fremdes  und  Eigenes  zu  einem  einheitlichen  Ganzen  zusammenzufegen 
verstanden,  das  eben  durch  seine  Einheitlichkeit  den  Eindruck  der  Wahr- 
heit um  so  lebhafter  hervorbringt,  je  mehr  Herr  Heath  seine  Persönlich- 
keit hinter  den  griechischen  Schriftstellern,  die  er  selbst  reden  lässt,  ver- 
birgt, und  je  deutlicher  er  den  hypothetischen  Charakter  dessen  betont, 
was  er  ohne  unmittelbare  Stütze  ausspricht.  Wir  sind  seinen  Ausführungen 
mit  gespannter  Aufmerksamkeit  gefolgt,  und  auch  wo  er  uns  nicht  voll- 
ständig überzeugte,  hat  er  doch  stets  uns  gefesselt.  Um  nur  eine  sprach- 
liche und  eine  sachliche  Einzelheit  aus  dem  überreichen  Inhalte  hervor- 
zuheben, bemerken  wir,  dass  der  Kurvenname  Salinen  künftig  nicht  leicht 
mehr  anders  als  mit  Herrn  Heath  von  dem  lateinischen  Salinom,  das 
Salzfass,  hergeleitet  werden  wird,  und  weisen  wir  auf  die  ungemein  klare 
und  sorgfaltige  Untersuchung  der  Kenntnisse  Archimeds  auf  dem  Gebiete 
der  kubischen  Aufgaben  besonders  hin.  Mag  das  vielfache  Operieren  mit 
Proportionen  den  heutigen  Leser  fremdartiger  anmuten,  als  wenn  Gleichungen 
angewandt  wären,  dem  griechischen  Geiste  ist  es  dafEir  um  so  verwandter 
und  führt  den  Leser  in  die  Denkweise  der*  Alten  ein,  ohne  welche  sich 
anzueignen  eine  richtige  Würdigung  ihrer  Leistungen  kaum  möglich  ist. 

Caktor. 

Petri  Philomeni  de  Dacia  in  Algorismnm  vulgarem  Johaunis  de 
Sacrobosco  Commentarins.  Una  cum  Algorismo  ipso  edidit  et 
praefatus  estMAxiMiLiAKusCuRTZE,  Professor  Thoruniensis.  Sumptibus 
Societatis  Regiae  scientiarum  Danicae.  Havniae  1897  apud  A.  F.  Host 
et  Fil.    XIX,  92  p. 

Gegen  das  Jahr  1250  schrieb  Jobannes  von  Sacrobosco  sein  kurz- 
gefasstes  Lehrbuch  der  Rechenkunst  mit  ganzen  Zahlen,  welches  teils  selbst, 
teils  in  Nachahmungen  auf  lange  Zeit  hin  den  Universitätsunterricht  in 
der  Arithmetik  beherrschte.  Der  Lehrer  fand  seine  Aufgabe  wesentlich 
darin,  Erläuterungen  zu  dem  Algorismus  des  Johannes  von  Sacroboaco  vor- 
zutragen, und  ein  solcher  Kommentar  wurde  am  31.  Juli  1291  von  Petras 
Philomenus  von  Dacien  vollendet.  Herr  Curtze  hat  den  historisch* 
mathematischen  Stadien  einen  neuen  Dienst  erwiesen,  indem  er  den  Algo- 
rismus des  Johannes  von  Sacrobosco  in  einem  gereinigteren  Texte,  als  er  bi»- 


Rezensionen.  9 

Ler  Toriag,  dann  den  Kommentar  des  Petras  von  Dacien  überhaupt  erst- 
malig herausgab  und  in  einer  vortrefflichen  Einleitung  das  Wissens- 
ifärdigste  hervorhob.  Der  zwischen  1446  und  1450  geschriebene  Codex 
hünus  Monacensis  11067  lieferte  den  Wortlaut,  eine  auch  sonst  wichtige 
Hacdsdirift,  in  welcher  beispielsweise  eine  Einteilung  des  Winkelgrades  in 
100  Minuten  zu  100  Sekunden  in  einer  Tabelle  benutzt  ist,  während  das 
Vorkommen  dieser  Centesimalteilung  im  XV.  Jahrhundert  bisher  nicht  be- 
kannt war.  Wir  gestatten  uns  zwei  kleine  Zusätze  za  der  von  unserem 
gelehrten  Freunde  verfassten  Einleitung. 

Johannes  von  Sacrobosco  hat  als  einen  Namen  der  Null  fheca  angegeben, 
welches  abgekürzt  ;t  geschrieben  ist.  Petrus  und  in  Übereinstimmung  mit 
ihm  andere  Kommentatoren  bezeichnen  theca  als  Name  eines  Brenneisens, 
cauihenum^  mittels  dessen  Verbrechern  ein  rundes  Brandmal  auf  Stime 
«der  Kinnbacken  aufgedrückt  wurde.  Eine  Bestätigung  dieser  Bedeutung 
Ton  thtca  seheint  nicht  aufzufinden,  vielmehr  dürften  hier  volksetymologische 
Vemiche  zor  Deutung  von  theca  vorliegen,  und  wir  wenigstens  sind  ge- 
neigt auch  heute  noch  theia  als  Name  der  Null  zu  lesen,  welche  diesem 
griechischen  Buchstaben  ähnelt. 

Bei  Johannes  von  Sacrobosco  schliesst  sich  an  die  Suhtradio  die 
MtäiatU)^  an  diese  die  Duplatio,  dann  folgt  MuUiplicatio  u.  s.  w.  Der 
Eommentator  bemerkt  nichts  über  diese  Beihenfolge.  Seit  Ende  des  XY. 
vnd  Anfang  des  XVI.  Jahrhunderts  ist  Halbierung  und  Verdoppelung  aus 
den  Lehrbüchern  verschwunden.  Merkwürdig  genug,  dass  es,  wie  Herr 
Fr.  Stadnicka  uns  mitteilt  und  zu  veröffentlichen  gestattet,  in  einzelnen 
böhmischen  Volksschulen  offenbar  nach  uralter  Übung  noch  gelehrt  und 
^h  Ersatz  der  Multiplikation  angewandt  wird!  Soll  2k  mal  m  genommen 
Verden,  so  wird  2k  halbiert,  m  dupliert  und  2  m  sodann  A;  mal  an- 
geschrieben und  addiert.  Heisst  der  Multiplikator  2A;-f  1,  so  wird  2  m 
wieder  k  mal  und  darunter  noch  m  angeschrieben  und  alsdann  addiert. 
Das  ist  unter  allen  Umstanden  ein  bemerkenswertes  Beispiel  von  der  er- 
baltenden  Kraft  der  Unwissenheit.  Herr  Studnicka  findet  überdies  in  dem 
^  dem  erwShnten  Verfahren  dem  Verdoppeln  von  m  vorausgehenden 
Salbieren  eine  Erklärung  dafür,  weshalb  die  Mediafio  in  dem  alten  Lehr- 
[^ge  der  Duplatio  vorausgeschickt  wurde.  Von  einem  ähnlichen  Sich- 
oiteiben  der  alten  Verdoppelungsmethoden  bei  der  Multiplikation  weiss 
Idrr  Plakhovo  zu  erzählen,  welcher  es  bei  russischen  Bauern  zu 
leobachten  Gelegenheit  hatte  (vergl.  Mathesis  Ser.  2,  VII,  87).        Cantor 


^D8  Palatmnm.  Sinug-  und  Cosinas-Tafeln  von  10"  in  10."  Heraus- 
gegeben von  Dr.  W.  Jobdan,  Professor  an  der  Technischen  Hoch* 
schale  zu  Hannover.  Hannover  und  Leipzig,  J897,  Hahnsche 
Buchhandlung.    Vn,  270  S. 

Als  1596  das  Opus  Palatmwm^  jenes  Btesentabellenwerk,  welches  die 
tigoaometnsehen  Funktionen  für  Winkel,  weldie  von  10  zu  10  Sekunden 
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wachsen,   auf  10  Dezimalstellen   enthält,   in  Neustadt   die  Presse   verliess^ 
als   es    1618   durch   den    Thesaurus  Mathematiais   noch   überboten   wurde, 
in   welchem   die  Rechnung   bis   auf   15  Dezimalstellen   gefuhrt  ist,   schien 
dem   Bedürfnisse   rechnender  Geometrie  Genüge   geleistet.     Da   kamen  die 
logarithmisch -trigonometrischen  Tafeln   in  Aufnahme   und   verdrängten  das 
Werk,   das  Unsummen  an  Geld   und   nie  wieder   zu  ersetzende  Arbeitszeit 
hervorragender  Rechner  verschlungen  hatte.     Heute,    also   rund  300  Jahre 
nach    dem   Erscheinen   des   Opus  Palatinum,   kehrt  die   Feldmessknnst  zo 
dem   alten   Werke  zurück.      Logarithmentafeln    mit   inuner   kleinerer  Zahl 
von  Dezimalstellen  und  entsprechend  geringer  Genauigkeit   der   ermittelten 
Rechnungsergebnisse   bürgern   sich    ein,    werden   selbst   durch   die   Rechen- 
maschine verdrängt,  und  dieser  dienen  Tafeln  der  trigonometiischen  Ennk- 
tionen  als  unmittelbares  Hilfsmittel.     Herr  Jordan   hat  ein  Exemplar  des 
überaus    seltenen    Opus    Palatinum   aufgetrieben,    das    früher   der    reichen 
Büchersammlung  des  unvergesslichen  Altmeisters  geschichtlich  mathematischer 
Forschung,  Michel  Chasles^  angehörte,  und  hftt  es  zur  Grundlage  neuer 
Sinus-  und  Cosinustafeln  von  10"  zu  10"  gemacht.     Wir  haben    es  damit 
ausgesprochen,   dass   kein   einfacher  Abdruck   des    Opus    Palatintmi    statt- 
gefunden hat.    Erstens  sind  vielfältige  Eontrolrechnungen  angestellt  worden. 
Zweitens  sind  nur  sieben  Dezimalstellen  aufgenommen.     Drittens  beschrankt 
sich  der  Druck    auf   die    beiden  Funktionen  Sinus    und  Cosinus.      Viertens 
ist  neben  der  gewöhnlichen  Einteilung  des  Quadranten  in  90®  zu  60'  zu  60^' 
auch  die  neuerdings  beliebter  gewordene  in  100  gr.  zu  100  c.  zu  100  c.  c. 
beigedruckt,    wobei    den    c.  c.    noch    zwei   Dezimalstellen    beigefügt    sind. 
Herausgeber  und  Verleger  bereiten  schon  eine  Tabellen  ausgäbe  vor,  welche 
alle    sechs    trigonometrischen    Funktionen   und    Überdies    die    geschichtlich 
hochwichtigen    Einleitungen    zum    Opus    Palatinum    und     zum    Thesauros 
Mathematicus  im  lateinischen  Urtexte  sowie  in  deutscher  Übersetzung  ent- 

^^1*^^  «^"-  Cantor, 


P.  Aegyd  Everard  von  Raitenau,  1605—1675  Benediktiner  von  Erems- 
münster,  Mathematiker,  Mechaniker  und  Architekt.  Ein  Lebens- 
bild nach  Quellen  entworfen  von  Professor  P.  Franz  Schwab^ 
Direktor  der  Sternwarte  in  Eremsmünster.  Salzburg  1898.  Separat- 
Abdruck  aus  den  im  Selbstverlage  der  Gesellschaft  für  Salz* 
burger  Landeskunde  erschienenen  Mitteilungen,  XXXVHI.  Band. 
105  S. 

Dieses  Lebensbild  ist  zweifellos  für  die  meisten  Leser  von  spannen- 
dem Interesse.  Es  giebt  eine  ungeschminkte  Darstellung  des  Kloflterlebead 
in  der  Mitte  des  17.  Jahrhunderts,  der  wissenschafllichen  und  nicht  wissen^ 
schaftlichen,  kirchlichen  und  weltlichen  Strömungen,  die  sich  damals  bald 
vereinigten,  bald  einander  entgegenwirkten.  Bei  unseren  besonderen  Fach- 
genossen  wird  aber  P.  Aegyd  Everard  von  Baitenau,  auch  nachdem  sU 
mit  ihm  bekannt  geworden  sind,  kaum   ein  bleibendes  Andenken    sieh   ^ 
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halten.  Er  war  Mathematiker  im  Sinne  seiner  Zeit,  nicht  der  nnseren. 
Seiner  Mitwirkcmg  an  der  Errichtung  kirchlicher  Gebäude,  an  der  Herstellung 
von  Sonnenuhren,  von  astronomischen  Instrumenten  wollen  wir  das  Ver- 
dienstliche nicht  absprechen,  aber  wir  glauben  kaum,  dass  es  Herrn 
Schwab  trotz  aller  Mühe  gelungen  ist,  seinem  Helden  einen  Platz  in  der 
Geschichte  der  Mathematik  oder  der  Astronomie  zu  sichern.         Cavtor 


i)Aüqu  de  rensei^nenieiit  des  mathematiqnes  par  Gustave  Spsrk, 
Etadiant  a  lEcole  d'Ingenieurs  a  Lausanne.  Audi  alteram  partem. 
(Destine  aux  professeurs)  Lausanne  1898.  Lnprimerie  Guilloud- 
Howard.  1898.  34  p. 
Herr  Sperk  wünscht  den  mathematischen  Unterricht  der  Art  erteilt, 
dass  das  Lehrbuch  und  der  Lehrer  —  er  stellt  an  beide  die  gleiche  An- 
fordemng  —  immer  zuerst  anseinandersetse,  in  welcher  Bichtung  man  sich 
Ton  dem  einmal  erreichten  Standpunkte  aus  weiter  bewegen  wolle,  dann 
welches  der  nächste  Schritt  auf  diesem  Wege  sei,  und  wie  man  ihn  selbst 
Tollzieben  wolle.  Nach  dieser  Vorbereitung  erst  solle  man  die  eigentliche 
Beweisführung  der  S&tze  folgen  lassen,  welche  dann  immer  von  dem 
Schöler  werde  begriffen  werden,  so  dass  er  sie  ohne  Gedächtnisanstrengung 
jederzeit  nachzuerfinden  im  stände  sei.  Lehrbücher  und  Lehrer,  die  so 
Terfahren,  kennt  Herr  Sperk  nicht,  also  ist  der  gegenwärtige  mathe- 
matische Unterricht  schlecht  und  muss  von  Grund  auf  geändert  werden. 
Wir  sind  mit  Herrn  Sperks  Forderung  eines  Fortschrittes  mit  yorhergehen- 
der  Wegmarkiemng,  wenn  wir  so  sagen  dttrfen,  durchaus  einverstanden, 
und  wir  glauben  Herrn  Sperk  Terraten  zu  dürfen,  dass  die  meisten  Lehrer 
ebenso  denken,  wenn  nur  eine  Voraussetzung  erfüllt  ist,  die  nämlich,  dass 
der  Schüler  die  Wegmarken  zu  lesen  im  stände  ist.  Auf  der  Universität, 
an  der  technischen  Hochschule  dürfte  das  der  Fall  sein,  vielleicht  auch  in 
dffl  hdchsten  Klassen  von  Mittelschulen.  Aber  in  den  unteren  Schulklassen  ? 
Herr  Sperk  versuche  doch,  einem  Knaben  von  6  bis  8  Jahren  das  Ein- 
loaleins  oder  die  Regeln  der  Division  theoretisch  auseinanderzusetzen!  Und 
wie  in  der  Arithmetik  giebt  es  auch  in  der  Geometrie  ein  Einmaleins, 
ias  heisst  gewisse  ganz  ein&che  Sätze,  die  dem  Gedächtnisse  anvertraut 
iein  müssen,  tun  jeden  Augenblick  zum  Gebrauche  bereit  zu  stehen.  Man 
vird  sie  dem  Knaben  zu  beweisen  haben,  soweit  sein  Verstand  für  den 
Beweis  reif  ist,  damit  er  an  die  Sätze  glauben  könne,  die  für  ihn  fest- 
itehende  Wahrheiten  sein  müssen,  aber  dann  muss  das  Gedächtnis  doch 
laran.  Eine  Lehre  für  alle  Altersklassen  giebt  es  nicht,  eine  Lehr- 
nethode  auch  nicht.  Kantor. 

iBalytisehe  Geometrie  der  Ebene  von  Max  Simon  mit  45  Abbildungen. 
Leipzig  1897.    G.  J.  Göschensche  Verlagshandlung.    203  S. 

Das  65.  B&ndchen   der   Sammlung  Guschen   liegt  vor  uns.     Ein   das 
^Uende  Vorwort  ersetzendes,  sicherlich  nicht  ohne  Wissen   des  Verfassers 
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des  Bändchens  entstandenes   fliegendes  Blatt  sagt:    ^^i^  Absicht  des  Ver- 
fassers war  darauf  gerichtet,   die  Koordinatengeometrie   mit  den  einfackn 
Mitteln  der  Schale,  insbesondere  ohne  Anwendung  von  Determinanten  und 
Differentialrechnung   zu   behandeln   und   dabei    doch  die  neueren  Gedankea 
and  Methoden  wie  namentlich  das  Dualitfttsprinzip,  die  symbolische  Eecli- 
nung   u.  s.  w.   zum    Verständois    zu   bringen/^      Ohne    mit   dem   Verfasser 
rechten  zu  wollen,    da   wir  jedem  die  Befugnis  zuerkennen    müssen,  seine 
Zielpunkte   und  Wege   selbst   zu  bestimmen,   erlauben   wir   uns   von  Tom 
bek«ein   die   Ausschliessung   der   Differentialrechnung   zu   billigen,    die  der 
Determinanten  zu  bedauern.     Die  Differentialrechnung   selbst  nämlich  dem 
Anfänger  klar   zu   machen,    dürfte    nicht    leichter    als    unter   Anwendung 
analytisch -geometrischer  Betrachtungen    gelingen,   und   deshalb   muss  eine 
analytische  Geometrie  ohne  Differentialrechnung  vorausgehen.     Einen  Grand 
zur  Vermeidung    der  Determinanten    kOnnen  wir   dagegen    nicht   erkennen. 
Sollte  die  Mathematik  der  Mittelschule  da   und    dort   die  Gleichungen  mit 
mehreren  unbekannten  noch  ohne  Determinanten  lösen  lassen,  so  sind  die 
für  die  Anwendung  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  erforderlichen 
Vorkenntnisse  aus  der  Determinantenlehre    so  geringfügig,   dass   sie  leicht 
eingeschaltet  werden  können,  und  wie  ausserordentlich  die  Ergebnisse  als- 
dann  an  Ebenmaß  und  Übersichtlichkeit  gewinnen,   das   weiss   ein  Mathe- 
matiker wie  Herr  Simon^  ohne  dass  man  es  ihm  zu  sagen  braucht    Viel- 
leicht   entschliesst    er    sich    für    eine    zukünftige    Bearbeitung    zu    dieser 
Änderung.     Ist   doch   seine   analytische    Geometrie    von  1897    in   aodoen 
Pu&kten   weit  über   die   von  1892  (angezeigt  in  Bd.  39  Eist.- litter.  Abtig. 
S.  23 — 24)  hinausgegangen,  was  wir  um  so  mehr  billigen,  als  wir  damals 
ähnliche   Fortachritte    befürworteten,    wie    sie   jetzt   voUzogen    sind,    über 
unsere  Vorschläge   hinaus   Yollzogen  sind.     Allerdings   trug   das  Bändchen 
Yon  1892    eine   doppelt    einschränkende  Bezeichnung   auf  dem  Titelblatte. 
Es  hiess  „ Leitfaden *\  es  war  bestimmt  „zum  Gebrauche  für  höhere  Lehr- 
4instalten'\   was    durch   das  Vorwort   no(^   näher  als  „für  die  Gynmasial- 
prima  nach  dem  neuen  Lehrplane ^^  erklärt  wurde.     Heute  lesen  wir  hat: 
„Analytische  Geometrie  der  Ebene''   ohne  Zusatz,   ohne  Angabe    eines  be- 
sonderen Leserkreises,  und  wir  wären  in  Verlegenheit,  welchem  Leserkreise 
wir  die  Benutzung  des  Buches  vorzugsweise  anraten  sollen.     Für  Anftnger 
scheint   es   uns    einigermaßen    schwer,    ausser   mit  Beihilfe    eines   Lehrers, 
dessen  mündlicher  Unterricht   sich   mehr    oder   weniger   an    das   Buch  an- 
schlösse^ was  wir  z.B.  für  eine  Anfangsvorlesung  an  einer  Hochschule  sehr 
gut    für    möglich    halten.       Die    vorzugsweise    Benutzung    schiefwinkliger 
Koordinaten,    das  Nebeneinandergehen    von  Punkt-  und  Linienkoordinaten, 
die  Behandlung  der  Kegelschnitte   als  Kurven  zweiten  Grades  und  zweiter 
Klasse  noch  bevor  die   einzelnen  Kegelschnitte  bekannt  geworden  sind  und 
nach  alleiniger  Vorausschickung  der  Geraden   und  des  Kreises  sind  Eigen- 
schaften, welche  das  Buch  für  den  genannten  Zweck  empfehlen.     VTLU  der 
Lehrer  etwa  durch  Anwendung  homogener  Koordinaten  noch  weiter  gehen, 
will  er  durch  Vernachlässigung  der  fünf  letzten  Abschnitte:  X.  Höhere  Kurven, 
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II.  Die  Cissolde  des  Diokles,  Xff.  Cassinische  Kurven  oder  Lemniskateo^ 
Xin.  Die  Spirale  des  Archimedeß,  XIV.  Die  CycloTEde  oder  Radlinie  den 
StoS  beschranken,  so  steht  dem  nicht  das  mindeste  im  Weg.  Anderer- 
seits dürften  gerade  diese  fünf  letzten  Abschnitte  Lesern  willkommen  sein, 
weiche  einen  Lehrgang  der  niederen  analytischen  Geometrie  der  Ebene 
beendet  haben.  Cantor. 

P.  Paille?e,  Le^ons  snr  la  theorie  des  ^qnations  diffirentielles  professees 
Ä  Stockholm  (Septembre,  Octobre,  Novembre  1895)  snr  l'invitation 
de  S.  M.  le  roi  de  Suede  et  de  Norw^ge.  —  Paris  1897. 
A.  Hermann.     19  (gedmckte)  4-589  (hektographierte)  Seiten. 

Wenn  bei  einer  Differentialgleichung 

die  Funktion  f  (x-,  y)  in  einem  gewissen  Gebiet  der  X'  und  der  y- Ebene 
regnlär  ist,  so  liefert  der  Cauchy'sche  Fondamentalsatz  der  Theorie 
der  Differentialgleichungen  die  Existenz  eines  Integrals  ^  =  9>(wc)f  das  in 
der  Umgebung  einer  jenem  a:*- Bereich  angehörigen  beliebigen  Stelle  x  =  x^ 
ebenfalls  regulär  ist  und  ftlr  x  — »  o'q  einen  willkürlichen,  jenem  y -Bereich 
&Dgehörigen  Wert  y  '=^  y^  annimmt.  Die  durch  dieses  Funktionselement 
y  =  ij:  (ar)  definierte  Funktion  bleibt  auch  regulär,  so  lange  man  nur  zu 
solchen  Werten  x  gelangt,  die  zusammen  mit  dem  zugehörigen  y  immer 
noch  jenem  Bereich  der  Regularität  von  f{x^  y)  angehören.  Die  kritischen 
Werte  70n  ar,  för  die  dies  aufhört,  sondern  sich  also  in  zwei  wesentlich 
wrschiedene  Arten,  nämlich  einerseits  in  die  festen  und  aus  der  Funktion  f{x^  y) 
?on  vornherein  erkennbaren  Stellen  der  Begrenzung  jenes  x- Bereichs 
und  andererseits  in  diejenigen  Werte  von  x,  für  die  y  in  eine  Begrenzungs- 
stelle seines  Bereiches  einrückt.  Die  letzteren  Werte  von  x  sind  nicht  aus 
äer  Differentialgleichung  selbst,  sondern  erst  aus  dem  Studium  der  ihr  genügen- 
den Funktion  p  =  (p(x)  aufzufinden  und  ändern  sich  mit  denAnfangs- 
«rerten  dieses  Integrals.  Ist  f(x,y)  z.B.  nur  von  x  abhängig,  so  hat 
3ie  Differentialgleichung  nur  feste,  ist  /*(a;,  y)  nur  von  y  abhängig,  so 
aat  sie  nur  bewegliche  kritische  Stellen. 

Entsprechende  Bemerkungen  knüpfen  sich  an  die  Differentialgleichungen 
löherer  Ordnung  oder  an  Systeme 

-^  =  /i(^,yi,y2,...,  ym)  (i  =  l,  2,...,  m). 

Infolge  des  ümstandes,  dass  die  linearen  Differentialgleichungen  nur 
este  singulare  Stellen  besitzen,  vermochte  ihre  Theorie  der  der  übrigen 
MerentialgleichuBgen  so  weit  vorauszueilen,  und  es  war  ein  konsequenter 
Fortschritt,  alsdann,  wie  es  durch  die  Herren  Fuchs  und  Poincare  zu- 
erst geschehen  ist,  weiter  nach  nicht  linearen  Differentialgleichungen  zu 
ragen,  die  ebenfalls  nur  feste  singulare  Stellen  besitzen.  Inzwischen 
and  auf  diesem  Gebiete  unter  anderen  durch  Herrn  Picard  und  nament- 
ich  Herrn  Painleve  selbst  erhebliche  Fortschritte  gemacht  worden.    Dieser 
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war  daher  besonders  berafen,  den  heutigen  Stand  unseres  Wissens  in  Be 
zug  auf  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  mit  beweglichen  kritischen 
Punkten  darzustellen. 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  wird  als  algebraisch  in  y  und 
seinen  Ableitungen,  analytisch  in  x  vorausgesetzt.  Im  Vordergrund  des 
Interesses  stehen  diejenigen  Gleichungen,  deren  Integrale  bei  allen  Um- 
läufen, die  keine  festen  Yerzweigungsstellen  einschliessen,  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Werten  annehmen.  Die  Integrale  werden  nicht  nur  als 
Funktionen  von  x  bei  festen  Anfangswerten,  sondern  auch  als  Funktionen 
der  Anfangswerte  bei  festem  x  studiert. 

Für  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  deren  Untersuchung 
den  grösseren  ersten  Teil  der  Vorlesungen  ausmacht,  gelangt  Herr  Painleve 
u.  a.  zu  folgenden  Ergebnissen: 

Die  Integrale  haben  als  nicht  algebraische  Singularitäten  nnr 
feste  Punkte  (|).  Das  allgemeine  Integral  tp  (x^x^^Pq)^  worin  für  / 
und  Xq  beliebige,  von  den  |  verschiedene  Werte  festgehalten  werden,  hat 
als  Funktion  des  Anfangswertes  y^  nur  algebraisch  singulare  Punkte. 

Bei  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  beim  Umlauf  um  die  be- 
weglichen Verzweigungspunkte  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werten  an- 
nehmen, Differentialgleichungen  also,  deren  einfachsten  Fall  diejenigen  mit 
nur  festen  Verzweigungspunkten  darstellen,  ist  das  allgemeine  Integral 
eine  algebraische  Funktion  der  willkürlichen  Eonstanten  und  umgekehrt 
Jedes  Integral  einer  solchen  Differentialgleichung  ist  algebraisch  durch  >' 
und  ein  Integral  einer  Differentialgleichung,  deren  Integrale  in  Bezug  auf 
die  variablen  Verzweigungspunkte  eindeutig  sind,  ausdrückbar. 

Wie  aber  erkennt  man,  ob  eine  Differentialgleichung  Integrale  liefert 
die  in  Bezug  auf  die  beweglichen  singulären  Punkte  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Zweigen  haben?  Ist  die  Zahl  n  dieser  Zweige  gegeben,  so 
lässt  sich  diese  Frage  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Operationen  ent- 
scheiden; leider  aber  lässt  sich  im  allgemeinen  Fall  für  dieses  n  keine 
obere  Grenze  angeben.  Wenn  dagegen  die  Differentialgleichung  auch  in  / 
algebraisch  ist,  kann  man  entweder  feststellen,  dass  das  Integral  eine 
transcendente  Funktion  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Zweigen  in 
Bezug  auf  die  beweglichen  Punkte  ist,  oder  aber  die  Differentialgleichung 
auf  Quadraturen  zurückführen.  Im  letzteren  Falle  bleibt  dann  noch  zu 
entscheiden,  ob  eine  Differentialgleichung,  in  dero;  nicht  vorkommt, 
ein  Integral  mit  endlicher  Anzahl  von  Zweigen  liefert.  Dieser  anscheinend 
einfachste  Fall  bietet  aber  merkwürdigerweise  die  grössten  und  nocb 
nicht  völlig  gelöste  Schwierigkeiten. 

Die  Untersuchung,  ob  das  Integral  einer  in  x^  y^  y  algebraischen 
Differentialgleichung  algebraisch  ist,  erfordert  wieder  ganz  andere 
Metboden,  wobei  die  Entscheidung  über  die  Irreduktibilitftt  einer  algebrai- 
schen Relation  eine  wichtige  Bolle  spielt. 

Im  Gegensatz  zu  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  tritt 
schon  bei  denen  der  zweiten  Ordnung  die  neue  Schwierigkeit  auf,  dass 
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unter  den  beweglichen  auch  wesentlich  singolfire  Stellen  auftreten  können. 
Glücklicherweise  stellt  sich  dies  als  ein  Ansnahmsfall  heraus,  so  dass  die 
Diferenüalgleichnngen  zweiter  Ordnung  von  Herrn  Painleve  in  eine 
allgemeine  und  eine  singulare  Klasse  geordnet  werden  können.  Das 
Integral  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  E^  mit  endlicher  Ver- 
zweigongszahl  n  in  Bezug  auf  die  beweglichen  Punkte  enthält  die  Anfangs- 
werte ^Q,  y^  in  algebraischer  oder  transcendenter  Form,  je  nachdem  E^ 
der  allgemeinen  oder  der  singnlären  Klasse  angehört. 

Jede  Differentialgleichung  der  allgemeinen  Klasse  ist  zwei  Differential- 
gleichongen  erster  Ordnung  mit  festen  Verzweigungspunkten  äquivalent, 
oder  algebraisch  zurückführbar  entweder  auf  eine  lineare  Gleichung  oder 
ein  System  hjperelliptischer  Differentialgleichungen. 

Bei  den  Differentialgleichungen  der  singulären  Klasse  unterscheidet 
Herr  Painleve,  ob  die  Integrale  sogenannte  semi-transcendente  oder 
transcendente  Funktionen  beider  Anfangswerte  y^^  y^  sind.  Mit  diesem 
Begriff  hängt  die  Irreduktibilit&t  der  Differentialgleichung  zusammen,  die 
liier  eine  besondere  Definition  erfordert 

Viele  der  bei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  entwickelten 
Metiioden  tragen  weiter  auch  für  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 

Den  AbschlusB  bildet  die  Anwendung  der  Ergebnisse  auf  den  FiJl 
reeller  Variabein  und  namentlich  auf  die  Differentialgleichungen  der 
Dynamik. 

Dies  ist  kurz  der  Inhalt  der  interessanten  Vorlesungen  von  Herrn 
Painleve.  Sie  machen  uns  mit  den  erheblichen  Fortschritten  bekannt, 
die  in  den  allerletzten  Jahren  in  diesen  schwierigen  Gebieten  gemacht 
worden  sind,  und  markieren  darüber  hinaus  die  Wege,  auf  denen  ein 
weiterer  Fortschritt  möglich  sein  dürfte.  Sie  müssen  deshalb  als  in  hohem 
Grade  anregend  bezeichnet  werden.  Besondere  Erwähnung  verdient  der 
aosserordentliche  Beichtum  und  die  Vielseitigkeit  der  benutzten  Hilfsmittel, 
die  zum  Teil  selbständig  entwickelt  werden  und  daher  namentlich  für  die 
Fanktionentheorie  manchen  Gewinn  abfallen  lassen. 

Eine  nebst  der  table  des  matieres  vorausgeschickte  introduction  giebt 
in  dankenswerter  Weise  eine  bequeme  Übersicht  über  die  hauptsächlichsten 
in  den  Vorlesungen  behandelten  Probleme  und  gewonnenen  Ergebnisse. 

Lothar  Hbpptbr. 

btroduetion    k    la    Oeometrie    DiflS&rentielle    suivant   la   m^thode    de 

EL  Grasshann,  par  G.  Burali-Forti,  professeur  a  Tacad.  milit.  de 
Turin.  Paris  1897.  Gauthier-Villars.  —  XI  u.  165  S.  —  Preis 
fr.  4. 50. 

Das  Werk  begründet  den  Kalkül  mit  geometrischen  Formen  nach 
^  Peanos  durch  Zurückfdhrung  der  geometrischen  Gleichungen  auf 
31eichmigen  zwischen  Tetraeder -Inhalten;  so  wird  auch  der  Vektorbegriff 
ils  Pimkt- Differenz    abgeleitet.     Es   folgt   die   Definition   des   progressiven 
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Produktes  (durch  die  formalen  Gesetze  der  Multiplikation),  die  Begründong 
der  Yektorenrechnung  (wobei  die  Verwendung  des  Symbols  i  als  Brehtmgs- 
faktor  eingeflochten  wird),  die  Einführung  der  geometrischen  Formen  der 
yerschiedenen  Ordnungen.  Die  Beispiele  gehen  hier  und  da  Über  das  ge- 
wöhnliche hinaus,  z.B.:  Wenn  man  um  einen  Punkt  P  auf  dem  umfang 
des  inneren  zweier  konzentrischer  Kreise  zwei  aufeinander  senkrechte  Sehnen 
rotieren  lässt,  die  eine  mit  der  inneren  Kreislinie  in  J[,  die  andere  mit 
der  äusseren  Kreislinie  in  J?  und  0  zum  Schnitt  bringt,  so  hat  das  Dreieck  ABC 
(von  dem  noch  andere  Slltze  bewiesen  werden)  einen  festen  Schwerpmikt. 
Auch  das  regressive  Produkt   wird  formal    durch    die    bekannte  Oleiclmng 

AB  PQR  =  ÄPQB  'B  -  BPQB  Ä 

definiert;  erst  nachträglich  wird  seine  eigentliche  Bedeutung  entwickelt 
Ein  solches  Verfahren  ist  in  ähnlichen  FSllen  freilich  in  den  Lehrbüchern 
über  Ausdehnungslehre  allgemein  üblich,  wird  aber  für  den  Anfänger  immer 
etwas  Unbefriedigendes  haben.  Das  erste  Kapitel:  „Les  formes  geome- 
triques"  bringt  noch  die  Beziehungen  der  Koordinaten,  besonders  der 
Tetraeder- Koordinaten y  zur  Punktrechnung. 

Das  zweite  Kapitel  „Formes  variables"  begründet  die  Infinitesimal- 
rechnung der  geometrischen  Grössen.  Auch  hier  leistet  die  Methode  der 
Ergänzung  der  Formen  zu  Tetraedern  gute  Dienste,  indem  sie  die  Defini- 
tionen der  Grenzen  und  Differentialquotienten  geometrischer  Grössen  auf 
arithmetisches  Gebiet  zurückführt.  Bei  der  Ableitung  der  Taylor  sehen 
Reihe  nach  derselben  Methode  ist  freilich  der  Beweis  nicht  als  vollständig 
zu  betrachten,  indem  er  im  wesentlichen  auf  der  Division  durch  eine  geo- 
metrische Grösse  et  beruht,  die  bekanntlich  im  allgemeinen  nicht  gestattet 
ist  (vergl.  Grassmann,  A^,  §§62,  63).  Die  Anwendungen  werden  fftr 
ebene  Kurven  bis  zum  Beweis  des  Satzes  von  Savary  Über  EoUkmren 
geführt,  bei  Raumkurven  bis  zum  Beweis  der  Freuet  sehen  Formeln.  Anch 
findet  sich  ein  Paragraph  über  Regelflächen,  worin  die  Ausdrücke  för  die 
Tangentialebene,  den  Centralpunkt  einer  Erzeugenden,  das  Oskulations- 
hyperboloid  u.  a.  m.  aufgestellt  werden. 

Das  dritte  Kapitel  ,, Applications"  behandelt  u.  a.  die  allgemeiüen 
Schraubenlinien;  die  mit  einer  Raumkurve  zusammenhängenden  Regelflächeo 
(Polarfläche,  rektifizierende  Fläche^  Fläche  der  Hauptnormalen,  der  Binor- 
malen); die  Bestimmung  aller  Regelflächen,  deren  Striktionslinie  gegeben 
ist;  die  Evoluten  und  Evolventen  der  Raumkurven;  die  Bertrandschen 
Kurven  (zwischen  deren  Krümmung  und  Torsion  eine  lineare  Relation 
besteht).  In  kurzen  Noten  wird  anhangsweise  der  Differentialparametei 
erster  Ordnung  erörtert,  femer  der  Ausdruck  des  Linienelements,  sowie  di^ 
zweite  Haupt -Differentialform  einer  krummen  Fläche  aufgestellt,  ohne  das 
die  allgemeine  Flächentheorie  eigentlich  in  den  Rahmen  des  Buches  ani- 
genommen  wäre. 

Im  einzelnen  finden  sich  einige  Ungenauigkeiten.  So  wird  auf  Seite  li 
aus  OIJ^  0    erschlossen  //=»  0,    bevor    von    der  Bedeutung    eines  Proi 


Rezensionen.  17 

daktes  eines  Prtnktes'  O  mit  zwei  Yekiloreii  1,  J  dib  Bede  war,  was  erst 
Seite  14  der  Fall  ist.  Beim  vierten  Bel^iel  auf  Seite  33  wird  still- 
schweigend eine  bestimmte  Bezeiehnmig  der  nieht  gezeichneten  Figur  ge- 
dacht (sonst  ist  der  Satz  nieht  rioktig);  die  aber  aus  den  Voraussetzungen 
nicht  ersichtlich  ist,  sondern  durch  Probieren  gefanden  werden  muss. 
Seite  71  wird  das  Prodn^kt  OPF*  zweier  Punkte  und  eines .  Vektors 
differenziert,  ohne  dass  hierzu  die  Mittel  vorhanden  wären;  denn  die  Begel 
Seite  66,  c)  genügt  hierzu  nicht,  weil  dort  vom  Produkte  zweier  Formen 
derselben  Ordnung  die  Bede  ist,  worauf  sich  der  vorliegende  Fall  nicht 
zarückfahren  lässt.  Artikel  50  wird  die  Definition  des  ErtUmnungsnoaßes 
einer  Kurve  durch  eine  Formel  gegeben.  Aber  nur  für  die  ebenen  Kurven 
wird  später  (Artikel  52)  darauf  aufmerksam  gemacht,  4&8S  diese  Definition 
mit  einer  der  sonst  üblichen  geometrischen  Definitionen  übereinstimmt 

Trotzdem  ist  da3  zweite  und  dritte  Kapitel  des  vorliegenden  Werkes 
als  eine  wertvolle  Bereicherang  der  Litteratur  über  diesen  Gegenstand  zu 
betrachten,  da  auf  knappem  Baum  ein  rei(dies  Material  geboten  wird,  das 
zum  Teil  über  die  bisher  mit  den  Mitteln  des  geometrischen  Ejalküls  be- 
handelten Gegenstande  hinausgreift,  Konrad  Zindlbh. 


Geometrie  dirig^e,   Les   angles   dans   un   plan   Oriente   avec   des   droitea 
dirigees  ou  non  dirig^es,  par  G.  Fontsn^.    Paris  1897.   Nony&.Co. 
82  Seiten  in  8®. 
Dieses  Buch  kann  als  Ergänzung  zum   elementaren  Unterricht  in  der 
Planimetrie  dienen,  sowie  als  Vorstudium  zur  analytischen  Geometrie.    Die 
Idee  ist,   die  Gebilde   der  Elementargeometrie   „ Gerade ,   Strecke,  Winkel, 
Kreisperipherie,    Dreiecksinhalt   und    andere    mehr"  •  stets   mit   einem    be- 
stimmten Bichtungssinn  zu  verknüpfen  und  daraufhin  die  Maßzahlen  jener 
Gebilde  nicht    absolut,   sondern  stets   mit   einem  bestimmten  Zeichen  ver- 
sehen einzuführen.    Die  Nützlichkeit  bez.  Notwendigkeit  dieses  Standpunktes 
zum   Zwecke    einer    exakten   Angabe    zahlreicher    Elementarsätze    wird    an 
vielen  Beispielen  aasgeftlhrt.  Fmokb 

Ou  ihe  forms  of  plane  quartic  curves.    A  dissertation  presented  to  the 

facultj  of  Bryn  Mawr  College  for  the  degree  of  doctor  of  philosophy 
by  Ruth  Gentby,   New-York  1896.     B.  Drummond.     73  S,  in  8^ 
und  24  Figurentafeln. 
Systematische  Durchforschung  des  bereits  vielfältig  behandelten  Problems, 
die  reellen  Züge  der  ebenen  Kurven   vierter  Ordnung  zu  beschreiben^    Die 
Klassifikation  basiert  auf  den  Plückerscbeu  Formeln   und  der   bekanpten 
analogen   Belation   von  Klein,  die   Bealitätsverhältnisse  betreffend^      Eine 
Beihe  weiterer  Einteilungsp^mupi^n   liefexrt   für  die   vier  hier  in .  Betnusht 
kommenden   Geschlechter  p  —  Q,  1,  2,  3   besw.  öl,.  40^  17  und  36  ver- 
schiedene Typen  von  Kurven.  FmckB, 

HUt..Utt.  Abt.  d.  Zoitochr.  f.  Math.  u.  Ffars.  44.  Jahrg.  1899.  1.  Heft.  2 
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UnteTsmehEBgen  ftber  verscliiedeBe  ABweBdugen  der  iBflBiteriml- 
aaalysis    avf   die    ZaUentheorie    yon   6.   Lsjeume   Dirichlet 

(1839 — 1840).  Deutsch  herausgegeben  yodl  B.  Haussner  als  Nr.  91 
Ton  Ostwalds  Klassikern  der  exakten  Wissenschaften.  Leipzig  1897, 
Engelmann.     128  S.  in  8®. 

Die  Ton  Dirichlet  in  die  Zahlentheorie  eingeführten  Methoden  der 
Analysis  des  Unendlichen  wurden  von  ihm  selbst  erstlich  auf  das  bekannt« 
Theorem  yon  den  Primzahlen  in  unendlichen  arithmetischen  Reihen  an- 
gewendet, sodann  weiter  mit  dem  grössten  Erfolge  auf  das  Problem  der 
Bestimmung  der  Elassenanzahl  binärer  quadratischer  Formen.  Die  hierbei 
zu  Tage  konunenden  Resultate  sind  zumal  bei  negativen  Determinanten 
schliesslich  höchst  einfach.  Aber  es  ist  bis  heute  nicht  möglich  gewesen^ 
den  Dirichlet  sehen  Entwickelungsgang  durch  einen  direkten  und  rein 
arithmetischen  zu  ersetzen.  Eine  Neuausgabe  der  fondamentalenDirichlet- 
schen  Abhandlung  über  die  Bestimmung  der  Klassenanzahl  ist  demnach 
auch  heute  noch  keineswegs  allein  etwa  aus  Bücksichten  historischer  Pietät 
bestens  zu  begrüssen.  Herr  Haussner  hat  die  Übertragung  der  Abhand- 
lung ins  Deutsche  mit  grosser  Gewissenhaftigkeit  besorgt.  Man  verdankt 
dem  Herrn  Herausgeber  überdies  eine  Reihe  sehr  nützlicher  Anmerkungen, 
welche  einmal  die  Biographie  Dirichlet 's  sowie  die  ältere  und  neuere  Ge- 
schichte des  Problems  der  Klassenanzahl  im  ümriss  bringen,  sodann  aber 
eine  grössere  Reihe  von  sachlichen  ErlSuterungen  und  Citaten  znm 
Dirichletschen  Text  liefern.  Frickb 


Abhandlung   über    die   Systeme    von    regelmässig  auf  einer  Ebene 
oder  im  Raum  verteilten  Punkten  von  A.  Bravais,  übersetzt  und 

herausgegeben  von  0.  und  E.  Blasitjs  als  Nr.  90  von  Ostwalds 
Klassikern  der  exakten  Wissenschaften.  Leipzig  1897,  Engelmann. 
142  8.  in  8^  und  2  Tafeln. 

Durch  die  vorliegende  Abhandlung  von  Bravais,  welche  kurz  vor 
der  Mitte  des  Jahrhunderts  entstand,  ist  die  moderne  Entwickelung  der 
Theorie  der  Kristallstruktur  in  Anregung  gebracht,  welche  späterhin  vor 
allem  L.  Sohncke  zu  ihrem  Hauptvertreter  hatte.  Diese  Entwickelungen 
haben  neuestens  namentlich  durch  die  Forschungen  E.  v.  Eedorows  and 
A.  Schönflies'  auch  das  Interesse  der  reinen  Mathematiker  in  erhöhtem 
Maße  auf  sich  gezogen.  Es  hat  sich  nämlich  ein  inniger  Zusammenhang 
der  ursprünglichen  Bravais  sehen  Fragestellung  nach  den  gesamten  regel- 
miissigen  Punktanordnungen  in  Ebene  und  Raum  mit  den  diskontinuier- 
lichen Gruppen  von  Translationen,  Drehungen  und  ümlegungen  des 
Euklidischen  Raumes  in  sich  ergeben.  Von  den  Diskontinuit&tsbereichen 
dieser  Gruppen  aus  kann  man  die  Systeme  regelmässig  verteilter  Punkte 
unmittelbar  gewinnen.  Bei  dieser  Sachlage  wird  die  Neuausgabe  der 
BravaisBchen   Abhandlung,   welche    von   C.  und  E.  Blasius   sorgfältigst 
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ins  Deutsche  übertragen  und  von  einer  Reihe  kleinerer  Versehen  befreit 
ist)  nicht  nnr  seitens  der  Eristallograpben  von  Fach,  sondern  anch  von 
den  Mathematikern  bestens  begrüsst  werden.  Fricke 


An  essay  on  the  fonndations  of  geometry,  bj  Bertrand  A.  W.  Bussell, 
M.  A.,  fellow  of  Trinity  coDege,  Cambridge  1897,  ünirersity  press. 
XVI  nnd  201  p. 

Das  vorliegende  Buch  dürfte  insofern  für  ungewöhnlich  gelten,  als 
in  demselben  der  Versuch  gemacht  wird,  bei  der  Begründung  der  Baum- 
wissenschaft gleichermaßen  den  philosophischen  wie  den  mathematischen 
Ansprüchen  gerecht  zu  werden.  Dieser  universelle  Standpunkt  gegenüber 
dem  gekennzeichneten  Problem  hat  seine  besonderen  Schwierigkeiten.  Trotz 
der  durch  den  Gegenstand  gegebenen  nahen  Beziehungen  ist  das  gegenseitige 
Verständnis  zwischen  den  Philosophen  und  Mathematikern  in  der  Frage 
der  Baomtheorie  noch  nicht  soweit  entwickelt,  als  man  wohl  wünschen 
möchte.  War  doch  noch  z.B.  Lotze  im  wesentlichen  ohne  Verständnis 
gegenüber  den  Entwickelungen  der  „Metageometrie"*,  w&hrend  anderseits 
die  Philosophie  öfters  den  Vorwurf  erhebt,  dass  die  Mathematiker  in  der 
FiiieniDg  ihrer  Pr&missen  nicht  tief  genug  gingen.  In  letzterer  Hinsicht 
vergleiche  man  etwa  sogleich  die  Kritik,  welche  der  Verfasser  als  Philosoph 
an  den  Pr&missen  von  Biemanns  „Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu 
Grande  liegen  ^^  im  Verlaufe  von  Kapitel  11  seines  Werkes  übt. 

Der  Verfasser  ist  mathematischerseits  am  meisten  durch  Kl  eins 
„Vorlesungen  über  Nichteuklidische  Geometrie*'  beeinflusst.  Das  Kapitel  I 
seines  Werkes  „A  short  history  of  metageometry"  legt  Zeugnis  davon 
ab,  dass  er  jene  Vorlesungen  gründlich  und  mit  gutem  Verständnis 
studiert  hat. 

In  etwas  freierer  und  selbständigerer  Weise  konnte  der  Verfasser  seinen 
eigenen  kritischen  Neigungen  im  Kapitel  11  folgen.  Die  neuere  philosophische 
Intwickelnng  der  Baumtheorien  hebt  bekanntlich  mit  Kants  transcenden- 
täler  Ästhetik  an.  Bereits  in  der  Einleitung  setzt  sich  der  Verfasser  mit 
den  Eantischen  Grundbegriffen  des  „ Subjektivismus^'  und  „ Aphorismus '' 
m  Kontakt,  und  er  erweist  sich  im  Kapitel  II  zugleich  als  Kenner  der 
modernen  Logik,  welche  Kants  ,y synthetische''  und  „analytische  Urteile'' 
einer  fortbildenden  Kritik  unterzogen  hat.  Übrigens  giebt  der  Verfasser 
un  Kapitel  IL  einen  bestandig  von  der  Kritik  begleiteten  Bericht  über  die 
bekannten  Untersuchungen  von  Eiemann  und  Helmhol tz,  während  er 
von  neueren  Philosophen  Lotze  und  Erdmann  behandelt. 

Es  kann  hier  in  keiner  Weise  der  Baum  beansprucht  werden,  um 
£e  vielfältigen  kritischen  Einwürfe  des  Verfassers    etwa   im   einzelnen  auf 


*  Heatzntage  kann  man    dem  Lernenden   vor   allem   auch   den   sehr   lehr-  J 

reichen  BriefvrechBel  zwischen  Gauss   und   den  beiden  Bolyai  empfehlen  (ver-  * 

öffenilicht  durch  Stäckel  nnd  Engel  in  Bd.  49  der  Mathematischen  Annalen). 
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ihren  Wert  oder  Unwert  zu*  prüfen.  Vielmehr  soll  diese  kurze  Anzeige 
die  Leser  der  Zeitschrift  nur  allgemein  auf  die  Gedankenxiehtnng  des  Ver- 
fassers und  die  Gründlichkeit  seiner  Einzelentwickelnngen  hinweisen.  So 
mag  wegen  der  noch  folgenden  Kapitel  die  kurze  Andeutung  hinreichen, 
dass  der  Verfasser  auf  der  bisherigen  historisch -kritischen  Basis  nunmehr 
aufbauend  weiter  geht,  indem  er  die  notwendigen  und  hinreichenden  Axiome, 
welche  einmal  der  projektiven  j  sodann  der  metrischen  Geometrie  nach  seiner 
Meinung  zu  Grunde  zu  legen  sind,  einzeln  bespricht.  Die  hierbei  zu  Tage 
tretenden  Ergebnisse  werden  im  Schlusskapitel  wieder  zu  philosophischen 
Folgerungen  verwertet.  Fricke 

Theory  of  groups   of  flnite  opder.    By  W.  Bürnsidb  ,  M.  A.,    F.  B.  S., 

late  fellow  of  Pembroke  College,  Cambridge,  Professor  of  Mathe- 
matics  at  the  royal  naval  College,  Green  wich.  Cambridge  1897, 
at  the  University  Press.    XVI  und  388  S. 

Die  Theorie  der  Gruppen  von  endlicher  Ordnung  ist  eine  Schöpfung 
der  neuesten  Zeit.  Nachdem  durch  Lagrange  und  durch  Cauchy  und 
später  dann  durch  Galois,  Serret,  Jordan  u.  A.  die  Theorie  der  Snb- 
stitutionengruppen  geschaffen  und  ausgebildet  war,  handelte  es  sich  für  die 
Wissenschaft  darum,  noch  einen  Schritt  weiter  zu  gehen,  den  Kern  dieser 
Lehren,  abgesehen  von  verschiedenen  Darstellungsmöglichkeiten,  herauszu- 
schälen und  die  Theorie  so  abstrakt  als  möglich  zu  fassen.  Die  Behandlung 
der  Gruppen  durfte  sich  lediglich  auf  die  Gesetze  gründen,  gemäss  deren 
die  Symbole  der  Operationen  unter  einander  in  Verbindung  gesetzt  werden; 
man  musste  zu  dem  Begriffe  der  „abstrakten  Gruppe"  fortschreiten.  Diese 
Auffassung,  diese  Stellung  des  Theorems  stammt  vor  allem  von  Cayley, 
dessen  philosophisch  angelegter  Geist  recht  geeignet  zu  solchem  Vorgehen 
war.  um  die  Fortbildung  seiner  Ideen  haben  sich  vorzüglich  deutsche, 
englische  und  amerikanische  Forscher  verdient  gemacht.  Von  deutschen 
Mathematikern  wären  hauptsächlich  Dyck,  Frobenius,  Holder,  Stickel- 
berge r  und  Weber  zu  nennen.  Die  bisherigen  Untersuchungen  finden 
sich  in  den  verschiedensten  Zeitschriften  und  Publikationen  aller  Länder 
verstreut:  und  so  ist  es,  trotzdem  wir  noch  weit  entfernt  sind,  auch  nur 
von  einem  vorläufigen  Abschlüsse  der  Theorie  sprechen  zu  können,  dennoch 
ein  glücklicher  Gedanke,  ein  Lehrbuch  dieses  ebenso  interessanten  wie 
in  seinen  Anwendungen  weitgreifenden  und  wichtigen  Gegenstandes  za 
geben. 

Herr  Burnside,  von  dem  uns  bereits  eine  recht  brauchbare,  im  Verein 
mit  Herrn  Panton  geschriebene  „Theorie  der  Gleichungen"  bekannt  ist 
hat  sich  der  Aufgabe  mit  Geschick  und  Erfolg  unterzogen.  Seine  Dar- 
stellungsweise ist  leicht  und  flüssig;  er  versteht  es,  das  Wichtige  (auch 
äusserlieh)  von  dem  Unwesentlichen  zu  trennen;  das  Buch  ist  gut  nnd 
klar  disponiert.  Auffallend  ist,  dass  er  bei  seinen  Bezeichnungen  keinen 
ausgiebigen  Gebrauch  von  grossen  und'  kleinen  Lettern  gemacht  hat;  dnrcii 
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eine  geschickte  Benntznng  wäre  an  manohen  Stellen  das  Verständnis  er- 
leichtert worden.  Die  Qnellen  werden  so  viel  als  möglich  angegeben; 
mitanter  geschieht  es  freilich,  dass  nicht  anf  den  ursprünglichen  Autor, 
sondern  auf  einen  spateren  Darsteller  Bezug  genommen  wird* 

Der  Yerfiftsser  beginnt  mit  einer  Darlegung  des  Substitutionenbegriffes 
und  der  Darstellung  yon  Substitutionen.  Es  ist  dies  ein  zwar  nicht  un- 
omgänglich  nötiges  Kapitel,  denn  die  Grappentheorie  soll  ja  gerade  yon 
der  Sabstitutionentheorie  losgelöst  werden;  aber  gleichwohl  wird  eine 
Räcksicht  anf  die  allgemein  gültige  Darstellung  einer  abstrakten  Gruppe 
unter  der  Form  einer  Substitutionengruppe  gar  nicht  ra  vermeiden  sein. 
Gerade  durch  die  Spezialisierung  anf  Substitutionen  werden  so  wichtige 
Begriffe  wie  diejenigen  der  Transitiyität  und  der  Primitivität  eingeführt, 
dass  man  eine  Übergehung  derselben  schwer  vermissen  würde.  In  richtiger 
Erkenntnis  dieser  Verhältnisse  hat  Herr  Burnside  also  dieses  erste  Kapitel 
eeschrieben  und  ist  auch  im  achten,  neunten  und  zehnten  Kapitel  aus- 
fahrlich  auf  die  eben  erwähnten  Eigenschaften  von  Substitution^ngruppen 
eingegangen. 

Nach  der  Aufstellung  der  Definition  einer  endlichen  Gruppe  beschäftigt 
^ieh  der  Verfasser  zunächst  mit  der  Erklärung  der  Fundamentalbegriffe 
M Ordnung ^\  „ Produkt ^\  „ Multiplikationstabelle ^S  „erzeugende  Operationen ^\ 
..  Isomorphismus  ^S  Bei  der  Definition  der  Gruppe  selbst  wird  die  Voraus- 
^etzQng  ihrer  Endlichkeit  ausgenutzt;  vielleicht  wäre  es  besser  gewesen, 
die  Darlegung .  des  Gruppenbegriffes  allgemeiner  zu  fassen  und  aus  dem- 
selben dann  den  der  endlichen  Gruppen  durch  die  notwendigen  Ein- 
schränkungen herzuleiten,  wie  dies  z.B.  Herr  Weber  in  seiner  Algebra  U, 
Abschnitt  1  gethan  hat. 

£in  weiteres  Kapitel  ist  den  einfacheren  Gruppeneigenschaften  ge- 
widmet; es  bespricht  die  Untergruppen,  die  selbstkonjugierten  Untergruppen 
<tür  die  ein  kurzer  prägnanter  Name  leider  noch  immer  fehlt  I),  die 
Maximal-  selbstkonjugierten  Untergruppen  (!!),  die  Permutabilität  und  so  fort. 

Jetzt  ist  das  Feld  so  weit  vorbereitet,  dass  eine  Darstellung  der 
Abel  sehen  Gruppen  und  der  Gruppen  von  der  Ordnung  p*"  geliefert  werden 
bnn.  In  dem  Gebiete  der  erstereH  hätte  die  Scheringsche  Arbeit  er- 
wähnt werden  mflssen;  die  Daratellung  schliesst  sich  an  Kronecker  sowie 
an  Frobenius  und  Stickelb erger  an.  In  dem  Gebiete  der  Gruppen,  derdn 
Ordnung  die  Potenz  einer  Primzahl  ist,  tritt  das  Verhältnis  zu  ihren 
Untergnippen  als  für  ihre  Natur  entscheidend  heraus;  die  Gruppen  der 
Ordnung  p',  p',  p^  werden  im  Anschlüsse  an  die  HO  Id  er  sehen  Unter- 
wichungen  besprochen. 

Im  sechsten  Kapitel  wird  das  Sylowsche  Theorem  hergeleitet;  es 
werden  die  nächstliegenden  Folgerungen  aus  ihm  gezogen  und  die  Ver- 
ftllgemeinerungen  besprochen,  die  wir  den  Forschungen  des  Herrn  Frobenius 
anf  diesem  Felde  verdanken.  Als  eine  direkte  Fortsetzung  der  an  dieser 
Stelle  behandelten  Theoreme  zeigt  sich  dann  später  das  letzte  Kapitel, 
welehes  von  den  „lösbaren  und  zusammengesetzten.  Gruppen  handelt"  und 
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die  ebenso  wichtigen  wie  schönen  neueren  Besnltate  des  Herrn  Frobenius 
ableitet. 

Das  siebente  Kapitel  ist  den  Reihen  nnd  Hauptreihen  der  Zusammen- 
setzung und  ihren  Inyarianten  gewidmet. 

Zwei  der  noch  Übrigen  Kapitel  behandeln  die  in  letzter  Zeit  immej 
mehr  beliebt  gewordene  geometrische  Darstellung  von  Gruppen,  deren 
Wichtigkeit  auf  den  Grebieten  der  Analjsis  sich  ja  ausgiebig  bewährt  hat. 

Es  werden  die  Darstellungsmethoden  von  Herrn  Dyck  nnd  von 
Cajley  vorgetragen,  und  dabei  muss,  wie  natfirlich,  ein  kleiner  Strei&ug 
in  das  Gebiet  der  nicht  endlichen  Gruppen  unternommen  werden.  Be- 
sonders behandelt  werden  die  Gruppen  vom  Geschlechte  Null  und  vom  Ge- 
schlechte Eins. 

Eingehende  Berücksichtigung  und  Untersuchung  erfährt  die  lineare 
Gruppe  an  der  Hand  der  Untersuchungen  der  Herren  Gierster  und 
C.  Jordan. 

Nach  dieser  kurzen  Inhaltsangabe  möge  zusammenfassend  noch  einmal 
heryorgehoben  werden,  dass  das  Werk  des  Herrn  Burnside  alles  Wichtige 
aus  dem  Gebiete  endlicher  Gruppen  in  klarer  Darstellung  giebt;  dass  es 
nicht  nur  die  grossen  Gesichtspunkte  und  Theoreme  der  Forschung,  sondern 
in  kompendiöser  Form  auch  die  —  man  mOchte  sagen  —  statistischen 
Spezialuntersuchungen  berücksichtigt;  dass  es  durch  gut  gewählte,  den 
einzelnen  Kapiteln  angeschlossene  Aufgaben  auch  zu  eigener  Arbeit  anregt. 
Der  Verfasser  hat  sich  den  Dank  des  mathematischen  Publikums  durch  sein 
Buch  wohl  verdient.  j,   Nb-tto. 


Vorlesungen  über  Differential-  nnd  Integralrechnung    von  Emanuel 

CzuBER.     Leipzig  1898,  B.G.Teubner.     526  S. 

Das  in  der  Überschrift  genannte  Werk  ist  in  erster  Linie  für  die 
Studierenden  an  Technischen  Hochschulen  bestimmt,  kann  aber  von 
Studierenden  der  Mathematik  im  engeren  Sinne  gleichfalls  mit  entschiedenem 
Nutzen  gebraucht  werden.  Es  ist  das  Bestreben  des  Herrn  Verfassers  ge- 
wesen, sich  hierbei  auf  den  Boden  der  modernen  Forschung  zu  stellen. 
Die  strengeren  Untersuchungen ,  wie  sie  in  den  letzten  Jahrzehnten  in  der 
höheren  Analysis  angestellt  worden  sind,  sind  auch  auf  die  einfahrenden 
Lehrbücher  nicht  ohne  Einfluss  geblieben.  Dieser  Einfluss  kann  ein 
doppelter  sein,  erstens  in  dem  Sinne,  dass  die  theoretischen  Betrachtungen 
vertieft  und  weitergeführt  werden ^  zweitens  darin,  dass  die  fehlerhaften 
Darstellungen  und  unstrengen  Sätze,  wie  sie  in  früheren  Lehrbüchern  viel- 
fach vorkamen,  möglichst  vermieden  werden,  ohne  dass  eine  grössere  Ver- 
tiefung stattfindet.  Wie  weit  man  bei  einem  einführenden  Lehrbuche  nach 
ersterer  Bichtung  vorzugehen  hat,  dürfte  kaum  durch  eine  allgemeine 
Regel  zu  bestimmen  sein.  Legt  man  als  Maßstab  die  Hö)ie  und  die  Zwecke 
des  gewöhnlichen  mathematischen  Unterrichts  an  den  deutschen  technischen 
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Hoobschnlen  an,  so  dürfte  zn  sagen  sein,  dass  der  Herr  Yer£u8er  bis  an 
die  Grenze  des  Erreichbaren,  ja  an  einigen  Punkten  darüber  hinaus  ge- 
gangen ist.  So  dürften  s.  B.  die  allgemeinen  Sfitze  über  stetige  Funktionen, 
über  gleichmässige  Stetigkeit,  über  yorw&rts  und  rückw&rts  genommene 
Differentialquotienten  etc.  im  allgemeinen  nicht  mehr  im  Bahmen  des 
gewöhnlichen  Unterrichts  an  unseren  Hochschulen  gebracht  werden. 

Anderseits  möchte  Beferent  derartige  weitergehende  Sätze  durchaus 
nicht  gestrichen  wissen  —  vielleicht  aber  dürfte  es  sich  empfehlen,  bei 
einer  etwaigen  zweiten  Auflage  dieselben  durch  engeren  Druck  auszuzeichnen. 
Es  geschieht  das  in  anderen  Bfldiem  auch  und  dürft«  die  praktische  Brauch- 
barkeit des  Werkes  erhöhen. 

In  Bezug  auf  den  zweiten  Punkt  dürfte  wohl  allgemein  anerkannt 
sein,  dass  auch  in  den  einftlhrenden  Lehrbüchern  möglichste  Strenge  und 
PrSzision  des  Ausdrucks  zu  erstreben  seien.  In  dem  YorUegenden  Buche  ist 
dieser  berechtigten  Forderung  vielfach  Bechnung  getragen,  wenngleich 
▼öllige  Fehlerfreiheit  nicht  Torhanden  ist.  Im  übrigen  ist  der  behandelte 
Lehrstoff  der  übliche  und  mit  einer  grösseren  Anzahl  Ton  Beispielen  yer- 
woben. 

Die  Anwendungen  sind  durchaus  geometrischer  Natur.  Beferent  kann 
sich  hiermit  nur  Tollkonmien  einverstanden  erklftren,  da  die  geometrischen 
Anwendungen  in  erster  Linie  bei  einem  einführenden  Unterricht  zu  berück- 
sichtigen sind.  Die  in  Betracht  kommenden  Probleme,  wie  das  der  Tan- 
genten, der  Erümmungstheorie,  der  Eurvendisknssion  etc.  finden  sich  in 
ausführlicher  zum  Teil  eigenartiger  Weise  entwickelt  vor.  Bei  der  Ein- 
ftlhrung  der  einzelnen  Begriffe  tritt  überall  das  Bestreben  hervor,  dieselben 
möglichst  nach  allen  Sichtungen  hin  zu  erörtern  und  klarzulegen. 

Das  Buch  kann  sowohl  Studierenden  der  Technik  wie  der  Mathematik 
empfohlen  werden.  ;^^  ^^^^^^ 


Repertorio  di  Hatematiche  Superiori  per  Erneste  Pascal.     L  Analisi 

MUano.     642  S. 

Das  in  der  Überschrift  genannte  Werk  soll  auf  möglichst  kurzem 
Saume  eine  Darstellung  fast  aller  hauptsftohlichsten  Theorien  der  modernen 
Mathematik  geben  und  zwar  von  einer  jeden  so  viel,  dass  der  Leser  sich 
orientieren  und  einige  Litteraturkenntnis  erhalten  kann.  Das  Werk  soll  dem- 
gemäss  keine  EncjUopftdie  der  Mathematik,  sondern  wie  der  Herr  Yer- 
fasser  in  der  Einleitung  sich  ausdrückt,  ein  bescheidenes  Bepertorium  dar- 
stellen, das  manches  Mal  nützliche  Dienste  leisten  kann. 

Es  zerf&llt  in  23  Kapitel,  welche  23  verschiedene  Theorien  enthalten  — 
von  dem  Zahlbegriff  an  bis  zu  einer  Angabe  der  wichtigsten  mathematischen 
Instrumente  und  Apparate.  In  jedem  Kapitel  ist  die  Ordnung  derart,  dass 
zuarst  die  Definitionen  und  die  Grundgedanken  der  Theorie,  dann  die  Theorie 
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selbst  und  zwar  ohne  Beweise  und  schliesslich  die  hauptsächlichste  Litterator 
gegeben  wird. 

Es  ist  anzunehmen,  dass  das  Buch  in  dem  Yon  dem  Herrn  Verfasser 
gewünschten  Sinne  wirken  wird.  M  Krause 


L.  V.  B0RTKEWIT8CH,  Das  Gesetz   der  kleinen  Zahlen.     Leipzig  1898, 

B.  G.  Teubner.     62  S. 

Einß  interessante  Fortführung  der  mathematisch -statistischen  Unter- 
suchungen yon  Lexis,  dem  der  Verfasser  die  vorliegende  Schrift  gewidmet 
hat.  Auch  in  der  auf  Statistik  angewandten  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
haben  wir  eine  Oscillation  der  Meinungen  zu  verzeichnen ,  .bei  der  die  Wahr- 
heit bald  nach  der  einen,  bald  nach  der  anderen  Seite  überschritten  wird. 
Auf  die  uaive  Voraussetzung  Poissons  und  Qu  eitel  ets,  dass  jede  statistische 
Belativzahl  als  Beobachtungswert  einer  konstanten  Wahrscheinlichkeit  an- 
zusehen sei)  folgte  die  scharfe  Kritik  von  Lexis,  die  sich  im  wesentlichen 
auf  den  mittleren  Fehler  als  Maß  der  „ Fehlerdispersion ^^  stützt  und 
als  Kriterium  einer  „normalen  Dispersion"  die  ungefähre  Übereinstimmung 
des  beobachteten  m.  F.  mit  dem  erwartungsmässigen  verlangt  Aber  nur 
eine  einzige  Belativzahl,  das  Geschlechtsverhältnis  der  Neugeborenen,  gab 
die  thatsächliche  Dispersion  in  hinreichender  Übereiostimmung  mit  der 
theoretischen,  während  sonst  überall  der  wirkliche  (direkt  berechnete)  m.  F» 
den  „kombinatorischen^^  erheblich  übertraf  —  um  einen  Überschuss,  den 
unser  Verfasser  den  ),Fehlerexcedenten"  nennt.  Auf  Grund  dieser  Lexis-r 
sehen  Ergebnisse  zog  der  Skeptizismus  in  die  Statistik  ein,  und  man  war 
geneigt,  den  meisten  statistischen  Zahlen  eine  Beziehung  zur  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung überhaupt  abzusprechen.  Hiergegen  wendet  sich  der  Ver- 
fasser mit  Entschiedenheit  und  versucht,  mit  Preisgebung  der  konstanten 
Wahrscheinlichkeiten  ein  Zufallsspiel  allgemeinerer  Struktur  der  Beobach- 
tung anzupassen.  Es  gelingt  ihm  auf  zweierlei  Art,  den  Fehlerexcedenten 
theoretisch  zu  erklären,  einmal  durch  die  anhangweise  entwickelte  Hypo- 
these einer  gewissen  „Solidarität  der  Einzel  versuche",  sodann  durch  An- 
nahme einer  von  Serie  zu  Serie  veränderlichen  Wahrscheinlichkeit.  Hierbei 
zeigt  sich,  dass  der  Fehlerexcedent  mit  wachsender  Beobachtungs-  resp. 
Ereigniszahl  zunimmt,  so  dass  bei  den  bisher  verwendeten  statistischen 
Reihen  gerade  die  Grösse  des  Beobachtungsfeldes  das  ungünstige  Eesxdtat 
verschuldete.  Dagegen  lassen  Eeihen  mit  kleiner  Ereigniszahl,  wie  sie 
„von  der  wissenschaftlichen  Statistik  bisher  kaum  eines  Blickes  gewürdigt ^^ 
wurden,  eine  Verringerung  des  F«hlerexcedenten  erwarten;  dieses  „Gesetz 
der  kleinen  Zpihlen",  wie  es  der  •  Verfasser  etwas  feierlich  benennt,  findet 
sich  bei  einigen  Daten  der  Selbstmord-  und  .Unfallstatistik  bestätigt.  Zur 
Darat^llmig  •  der  Fehlerverteilung  wird  hierbei  nicht  das  Gausssche  Gesetz, 
sondern  eine:  > schon  von  Poisson  angegebene  Exponentialformel  benutzt, 
für  dieam  S'chluss  ein  Täfelchen  gerechnet  ist.  Statt  der  blossen  Warnung 
vor  '  Verwecfaseku^  (S.  VI)  wäre   eine   präcise   Angabe   am  Platze,   worin 
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siob  die  Yoraussetzongen  des  Verfassers  von  dem  Poisson sehen  Schema 
veränderlicher  Chancen  unterscheiden.  Das  vorliegende  Werkchen  ist  als 
erfreulicher  Fortschritt  auf  dem  noch  so  wenig  gepflegten,  noch  so  miss^ 
trauisch  aogesehenen  Oebiete  der  mathematischen  Statistik  zu  begrüssen. 

Felix  Hausdobff. 

Die  Fortsehritte  der  Physik  im  Jahre  1895.  T  Dargestellt  von  der  Physi- 
kalischen Gesellschaft  zu  Berlin.  51.  Jahrgang.  Braunschweig  189 6, 
Druck  und  Verlag  von  Friedrich  Vieweg  &  Sohn. 

Erste  Abteilung,  enthaltend:    Physik  der  Materie.     Redigiert  von 

Richard  Börnbtein.    510  S.    Preis  20  Mk. 
Zweite  Abteilung,  enthaltend:   Physik  des  Äthers.    Redigiert  von 

Richard  Börnstein.    843  S.    Preis  30  Mk. 
Dritte  Abteilung,    enthaltend:    Kosmische  Physik.    Redigiert  von 
Richard  Assmann,    686  S.    Preis  25  Mk. 

Der  umsichtigen  Leitung  der  seit  einigen  Jahren  neu  eingetretenen 
Redakteure  ist  es  nunmehr  gelungen,  neben  der  allmählichen  Herausgabe 
der  rückstandigen  Jahrgänge  die  laufenden  Jahrgänge  so  zu  beschleunigen, 
dass  sie  in  dem  jeweils  darauffolgenden  Sommer  im  Druck  erscheinen. 
Für  den  praktisch  arbeitenden  Physiker  ist  dadurch  viel  gewonnen.  Nach- 
dem die  grossen,  leicht  zu  einer  Erisis  führenden  Schwierigkeiten  glücklich 
überwunden  sind,  wünschen  wir^  dass  künftigbin  die  Redaktion  anf  den 
jetzt  geebneten  Wegen  nicht  zurückbleiben  möge.  «  jt«««t 


Wissen^chiiftliohe  Beilage  zum   Jahresbericht   des   LoisenstftdtischeiL 

Realgymnasiums  zu  Berlin.  Ostern  1897.  Anwendungen  des 
Gauss'schen  Prinzipes  vom  kleinsten  Zwange.  Von  Dr.  Karl  Holle- 
freund.  Mit  zwei  Tafeln.  Berlin  1897,  R.  Gärtners  Verlags- 
buchhandlung (Hermann  Heyfelder).     Programm  Nr.  97.     24  S. 

Auf  24  den  Grundproblemen  der  Mechanik  entnommenen  Beispielen 
wepdet  der  Verfasser  das  Gauss'sche  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges  an  und 
zeigt,  wie  häufig  dieses  Prinzip  in  einfacher  Weise  zum  Ziele  führt.  Gleich- 
wohl hält  es  auch  der  Verfasser  fOr  nützlich,  in  der  Schule  die  Mechanik 
noch  nach  der  bisherigen  Methode  zu  lehren.  g  Nebel 

Unmittelbare  und  sinngemässe  Aufstellnng  der  „  Energie  ^^  als  mechanischen 

Hanptbegriffes  und  darauf  gestützte  folgerichtige  Ableitung  der  übrigön 
gnmdlegenden  Begriffe  der  Physik.  Von  Moritz  Kuhn.  Separatabzog 
aus  dem  Jahresberichte  der  kaiserl.  kOnigl.  8taats*  Realschule  im 
VII.  Bezirke.    Wien  1896;  Ln  Selbstverläge  des  Verfassers.    26  S. 

Ausgehend  von  Raum  und  Zeit  werden  mit  Hilfe  der  Geschwindigkeit 
und  der  Beschleunigung  zwfei  kinematische  Grandgleichungen  entwickelt, 
die  die  Basis  für  das  Energie -Prinzip  liefern.  '  Dabei  ist  es  erforderlich, 
versdbiedene  Grössen  von   einem  anderen  Gesichtspunkt  ans  zu  betrachten, 
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als  dies  bisher  üblich  war.  Verfasser  glaubt  von  seinem  Vorgehen,  dass 
man  bei  streng  folgerichtiger  Anwendung  die  yerschiedenen  Lehren  der 
Physik  in  eine  natfirliohere  Beziehung  zu  einander  wird  bringen  können. 
Mit  Bficksicht  auf  den  beschränkten  Kaum  behält  sich  der  Verfasser  vor, 
bei  einer  späteren  Gelegenheit  die  Verwendbarkeit  der  aufgestellten  Formeln 
darzutiiun.  B  ^^^^ 

Vorlesungen  Aber  mathematisclie  Physik.  Von  Gustav  Eirchhoff.  Erster 

Band.     Mechanik.     Vierte  Auflage.     Herausgegeben  von  W.  Wien. 

Mit  18  Figuren  im  Text    Leipzig  1897,  Verlag  von  B.  G.  Teubner. 

464  S. 
Die  Herausgabe  der  vierten  Auflage  wur  Eirchhoff  nicht  mehr  be- 
schieden. Wohl  hatte  er  dieselbe  insofern  vorbereitet,  als  er  in  einem 
nachgelassenen  Manuskript  diesbezügliche  Notizen  gemacht  hatte.  Alle 
Veränderungen  gegenüber  der  dritten  Auflage,  insbesondere  auch  solche 
von  Fachgenossen  herrührend,  sind  in  besonderen  Zusätzen  vermerkt.  Da- 
durch wird  eine  Störung  im  Unterricht  bei  Benützung  verschiedener  Auf- 
lagen nicht  hervorgerufen.  Erfreulich  ist  es,  dass  das  Wesen  Eirchhoff s 
in  wissenschaftlicher  Hinsicht  auch  nach  seinem  Tode  sich  weiter  aus- 
zubreiten Gelegenheit  hat.  g  Kbbel 

Die  theoretische  Grundlage  für  die  Herstellung  der  Stereoskopenhilder 

auf  dem  Wege  der  Photographie  und  deren  sachgemässe  Betrachtung 
durch  Stereoskope.  Von  Anton  Steinhauser.  Mit  42  Figuren. 
Verlag  von  R.  Lechner  (Wilh.  Müller)  in  Wien  1897.  Leohners 
Photographisohe  Bibliothek  IV. 

Durch  die  ungeheure  Verbreitung  der  Photographie  durch  Nichtfach- 
leute  ist  die  Aufinerksamkeit  auch  wieder  mehr  der  Stereoskopie  zugewandt 
worden.  Die  Vereinigung  der  Photographie  und  der  Stereoskopie  wird  in 
manchen  Gebieten  wesentliche  Umwälzungen  hervorrufen,  wie  z.  B.  im 
Theater.  Es  ist  daher  in  hohem  Grade  wünschenswert,  das  meistens  in 
Zeitschriften  Zerstreute  Über  Stereoskopie  zu  sammeln  und  in  wissenschaft- 
lich einheitlicher  Form  erscheinen  zu  lassen.  Verfasser  war  dabei  bestrebt, 
mit  möglichst  wenig  Ansprüchen  an  Mathematik  die  Gesetze  abzuleiten  und 
somit  das  Buch  dem  weitesten  Leserkreise  zugänglich  zu  machen.  Nimmt 
man  die  Ableitungen  als  richtig  an,  so  kann  die  Mathematik  ganz  über- 
schlagen werden.  Nach  einer  das  Wesen  der  Stereoskopie  auseinander- 
setzenden Einleitung  wird  im  ersten  Teil  die  HersteUimg  der  Stereoskopen- 
hilder auf  photographischem  Wege  behandelt,  während  der  zweite  Teil  die 
verschiedenen  Arten  von  Stereoskopen  zum  Gegenstand  hat.  In  einem  An- 
hang werden  im  wesentlichen  noch  die  stereoskopischen  Transparentbilder  und 
ihre  Herstellung  berücksichtigt.  Namentlich  der  Laie,  der  sich  auf  diesem 
Gebiet  rasch  orientieren  will,  wird  dieses  Buch  mit  grosser  Befriedigung 
aufnehmen.  B^  ^^^^^ 
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Vorlesungen  fiber  theoretische  Physik  von  H.  von  Hblmholtz.   Band  V. 
VorlesuB^em  fiber  die  elektromagBetische  Theorie  des  Lichts, 

heransgegeben  von  Arthüb  Köhio  nnd  Karl  Bunoe.  Mit  54  Figoren 
im  Text.  Hambnrg  und  Leipzig  1897,  Verlag  von  Leopold  Voss. 
370  S.     Preis  14  Mk. 

Der  vorliegende  ffinfte  Band  von  H.  von  Helmbolts's  Vorlesungen  über 
tbeoretische  Physik  ist  der  erste  Band  des  in  sechs  B&nden  geplanten 
Werkes.  Der  in  zwei  Abteiinngen  erscheinende  erste  Band  wird  die  all- 
gemeinen Grundlagen  der  physikalischen  Wissenschaften  und  die  Dynamik 
diskreter  Massenponkte  enthalten,  w&hrend  der  zweite  Band  die  Dynamik 
kontinnierlich  verbreiteter  Maßen  zum  Gegenstände  haben  wird.  Band  8 
soll  die  mathematischen  Prinzipien  der  Akustik  umfassen.  In  dem  vierten 
Bande  werden  Elektrodynamik  nnd  die  Theorie  des  Magnetismus  vereinigt. 
Der  sechste  Band  wird  mit  der  Theorie  der  WBrme  diesen  Vortragscyklus 
abschüessen,  den  von  Helmholtz  im  Jahre  1892  auf  Anregung  seiner 
Schfiler  mit  der  elektromagnetischen  Theorie  des  Lichtes,  dem  Inhalte  des 
fünften  Bandes,  begonnen  hat.  Die  Herausgabe  der  geplanten  sechs  Bftnde 
wird  durch  Arthur  König,  Otto  Erigar-Menzel  und  Karl  Bunge 
besorgt,  von  Helmholtz  war  es  noch  vergönnt,  einen  grossen  Teil  des 
vorliegenden  Bandes  nach  der  Bearbeitung  der  Stenogramme  wenigstens 
durchzusehen.  Die  eigentümliche,  mehr  der  momentanen  Eingebung  folgende 
Vortragsweise  I  wie  sie  nur  fUr  den  reiferen  Zuhörer  geeignet  ist,  hat  den 
Herausgebern  die  Ausarbeitung  der  Vorlesungen  für  den  Druck  wesentlich 
erschwert,  da  vieles  nur  angedeutet,  nicht  aber  völlig  zu  Ende  geführt 
worden  ist.  Was  die  äussere  Form  betrifft,  so  wurde  durchweg  auf  Ein- 
heitlichkeit gesehen;  der  Helmholtz  sehe  Wechsel  in  der  Anordnung  der 
Eoordinatenaxen  wurde  vermieden. 

Mit  Freuden  werden  diese  Bände  begrüsst,  tragen  sie  doch  dazu  bei, 
die  wissenschaftlichen  Leistungen  des  grossen  Gelehrten  so  vollständig  wie 
möglich  der  Nachwelt  zu  überliefern.  ^  Nbbel 


Erkeuntnistheoretische  Grundjsflge  der  NatnrwissenschafteiL  und  ihre 

Beziehungen  zum  Geistesleben  der  Gegenwart.  Allgemein  wissen- 
schaftliche Vorträge  von  P.  Volkmann.  Leipzig  1896,  Verlag  von 
B.G.Teubner.     181  S. 

Verschiedene  Aufsätze  und  Vorträge  des  Verfassers  gaben  die  Veran- 
lassung zur  Herausgabe  dieses  Buches,  in  welchem  die  Anschauungen  des 
Verfassers  in  geschlossener  Form  wiedergegeben  sind.  Diese  Studien  sind 
weniger  für  die  Fachgenossen  im  engeren  Sinne  als  für  das  gebildete  und 
lernbegierige  Publikum  bestimmt  Handelt  es  sich  doch  darum,  den  Natur- 
wissenschaften den  ihnen  gebührenden  Platz  in  dem  Geistesleben  der  (Gegen- 
wart anzuweisen  und  zu  zeigen,  dass  sie  voll  und  ganz  berechtigt  sind, 
diesen  von  philologischer  Seite  vielfach   angefeindeten  Platz  einzunehmen. 
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Speziell  die  Physik  eignet  sich  in  heryorragender  Weise  dazu ,  an  einzelnen 
Beispielen  die  allgemeinen  Formen  zor  Anschauung  zu  bringen^  in  denen 
das  naturwissenschaftliche  Denken  vor  sich  geht  und  in  denen  naturwissen- 
schaftliche Erkenntnis  erzielt  wird.  Das  Studium  der  physikalischen  Jetztzeit 
ist  ungemein  interessant;  auf  der  einen  Seite  die  grossartigen  Erfolge  der 
Physik  im  praktischen  Leben,  die  beinahe  jeden  zwingen,  sich  mit  ihr  zu 
beschäftigen  und  bei  denen  alles  auf  Geldeswert  hinausläuft,  auf  der  an- 
deren Seite  hingegen  die  reine  physikalische  Forschung,  die  zur  Zeit  be- 
strebt ist,  sich  von  der  Materie  mehr  und  mehr  zu  befreien,  ohne  den 
realen  Boden  zu  verlieren  und  sich  in  Idealen  zu  verflüchtigen.  Eine 
Wissenschaft,  in  welcher  äusserlich  solche  Gegensätze  vorhanden  sind,  wie 
gerade  jetzt  in  der  Physik,  ist  sicherlich  dazu  berufen,  dass  sich  das  ge- 
bildete Publikum  mit  ihr  beschäftige  und  sie  verstehen  lerne.  Einzelnes 
aus  dem  Zusammenhang  herausgreifen,  halte  ich  nicht  für  angebracht;  denn 
derartige  Studien  müssen  ganz  in  ihrer  logischen  Entwickelung  verfolgt 
werden,  um  richtig  verstanden  zu  werben.  Als  äusseres  Gewand  wurde 
die  Form  von  Vorträgen  gewählt,  die  bei  dem  Nichtfachgenossen  grösseren 
Anklang  findet.  Mögen  diese  Studien  auch  in  philologischen  Kreisen  einen 
fruchtbaren  Boden  finden.  -d   tj^bei 

Matnriiäts-Prttfuiigs- Fragen   ans   der  Physik.     Zusammengestellt   von 

Josef  Gajdbczea.  Zweite  vermehrte  Auflage.  Leipzig  und  Wien  1897, 
Verlag  von  Franz  Deuticke.    194  S.    Preis  2  Mk. 

Die  Sammlung  enthält  Aufgaben  aus  den  österreichischen  Schulen.  Die 
Fragen  sind  meistens  sehr  allgemein  gehalten,  so  dass  jeder  Schüler  im 
stände  sein  dürfte,  die  Fragen  mehr  oder  weniger  vollkommen  zu  beant- 
worten. Unmittelbar  nach  jeder  Aufgabe  folgt  deren  ausführliche  Lösung, 
sodass  der  Schüler  sich  tüchtig  einüben  kann.  Das  Buch  dürfte  nicht  an  allen 
deutschen  Gymnasien  bezw.  Eealgymnasien  ausreichen,  da  vielfach  höhere 
Ansprüche  gemacht  werden.       ^   Nebel 

Die  elektrodynamiscben  Grundgesetze  und  das  eigentliche  Elementar- 
gesetz von  Franz  Kerntler;  Budapest  1897,  Druckerei  der  Pester 
Lloyd -Gesellschaft.     68  S. 

Durch  die  eigenartige  Darstellung  wird  der  Leser  direkt  dem  Amp ere- 
schen elektrodynamischen  Grundgesetz  gegenübergestellt.  In  rechnerischer 
Hinsieht  wird  nun  das  Gesetz  in  eine  geeignetere,  wenn  auch  weniger 
durchsichtigere  Form  gebracht.  Unter  bestimmten  Voraussetzungen  er- 
geben sich  sodann  mehrere  Gesetze,  die  der  Verfasser  der  grösseren  Ein- 
fachheit wegen  mit  besonderen  Namen  belegt  hat.  Bei  der  Betrachtung 
der  gegenseitigen  Einwirkung  eines  drehbaren  Kreisstromes  und  eines 
anderen  beliebig  geformten  geschlossenen  Leiters  gelangt  der  Verfasser  zu 
fünf  besonderen  Fällen,  di«  eingehend  kritisch  beleuchtet  werden  und  für 
die    die    Drehungsmomente    mit   Hilfe   dfes    transformierten    Ampereschen 
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Gesetzes  berechnet  werden.  Ausgehend  von  der  Stefan  sehen  Arbeit: 
,,Über  die  Grundformeln  der  Elektrodynamik  ^\  in  welcher  gezeigt  wird, 
dass  zwischen  den  Komponenten  der  Elemente  ds  und  ds'  vier  Wirkungen 
möglich  sind,  gelangt  Verfasser  zu  einem  viergliedrigen  Ausdruck,  dessen 
Glieder  Eomponentenwirknngen  darstellen.  Die  nach  dem  Kräfteparallelo- 
gramm gebildete  Resultante  wird  nach  einigen  Reduktionen  durch  einen  relativ 
eleganten  Ausdruck  dargestellt,  aus  dem  sich  unter  gewissen  Voraussetzungen 
sowohl  das  Ampere  sehe,  als  auch  das  Neumann  sehe  Gesetz  ableiten 
lässt.  Durch  das  neue  Gesetz  ist  die  Brücke  zwischen  der  elektrodynamischen 
und  magnetischen  Wirkung  hergestellt.  Mehr  und  mehr  Stützpunkte  er- 
halten die  neueren  Anschauungen,  und  es  wird  hofifentlich  nicht  mehr  zu 
lange  dauern,  bis  die  Umwandlung  sich  gänzlich  vollzogen  hat. 

B.  Nebel. 

Magnetisclie  Kraftfelder.  Die  Erscheinungen  des  Magnetismus,  Elektro- 
magnetismus und  der  Induktion,  dargestellt  auf  Grund  des  Kraft- 
linien-Begriffes von  H.  Ebert.  II.  Teil.  Mit  47  Abbildungen  im 
Text  und  auf  einer  Tafel.  Leipzig  1897.  Verlag  von  Johann  Am- 
brosius  Barth.     271  S.    Preis  10  Mk. 

Der  aus  zwei  Abschnitten  bestehende  zweite  Teil  beginnt  mit  der 
Induktion,  und  zwar  wird  wiederum  die  experimentelle  Seite  zuerst  be- 
handelt. Hier  werden  auch  die  Generatoren  xmd  Transformatoren  der 
Stromenergie  der  Technik  berücksichtigt,  wobei  insbesondere  die  Ent- 
wickelung  derselben  berücksichtigt  wird. 

Die  Theorie  gelangt  zu  ihrem  Recht  bei  der  Einführung  der  Begriffe 
der  Selbstinduktion  und  der  wechselseitigen  Induktion  an  der  Hand  der 
Helmholtz'schen  Cykelntheorie.  Ein  besonderes  Kapitel  umfasst  die  Be- 
ziehungen der  Stromenergie  zur  Wärme.  Der  vierte  Abschnitt,  der  die 
Erscheinungen  des  freien  elektromagnetischen  Feldes  zum  Gegenstande  hat, 
ist  mehr  theoretischer  Natur  und  schliesst  sich  eng  an  die  Helmholtz'schen 
und  Hertz 'sehen  Arbeiten  an,  insbesondere  findet  die  Helmholt  zische 
Cykelntheorie  eine  eingehende  Würdigung.  Dem  Verfasser  ist  es  gelungen, 
ein  Werk  zu  schaffen,  das  in  einheitlicher  Form  dem  Studierenden  die 
Errungenschaften  und  Umwälzungen  auf  elektrischem  Gebiet  darbietet. 

B.  Nebel. 
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Die  Ereisquadratur  des  Ibn  el-Haitam.  4. 

t 

Zum  ersten  Mal  nach  den  Manuskripten  der  königl.  Bibliothek 
in  Berlin  und  des  Vatikans  herausgegeben  und  übersetzt 


von 


Heinrich  Suter 

in  Zürich. 


Einleitmig. 

Von  verschiedenen  Seiten  ist  schon  längst  der  Wunsch  geäussert 
worden,  es  möchte  die  Abhandlung  des  Ibn  el-Haitam,  die  sich  mit 
der  Quadratur  des  Kreises  beschäftigt,  einmal  veröflfentlicht  werden; 
80  sagt  unter  anderen  Herr  M.  Gantor  in  seinen  Vorlesungen  über 
Geschichte  der  Mathematik,*  es  sei  „ungemein  zu  bedauern,  dass  sie 
noch  keinen  Bearbeiter  gefunden  habe,  weil  sie  die  erste  Abhandlung 
dieses  Titels  seit  Archimedes  ist,  von  deren  Erhältung  wir  Kenntnis 
haben,  und  weil  nach  der  Bedeutung  des  Verfassers  zu  urteilen,  sicher- 
lich interessante  Versuche  darin  zu  erwarten  sind,  dem  Werte  der 
Kreisfläche  so  nahe  als  möglich  zu  kommen/^  Dieser  Umstand  selbst- 
verständlich verbunden  mit  meinem  besonderen  Interesse  für  historische 
Forschungen  auf  dem  Gebiete  der  arabischen  Mathematik  haben  mich 
bewogen,  diese  Arbeit  zu  unternehmen. 

Leider  aber  erfahren  diejenigen,  die  ihre  Hofihungen  auf  die 
wissenschaftliche  Bedeutung  Ibn  el-Haitams  gegründet  haben,  eine 
herbe  Enttäuschung;  er  mag  wohl  ein  recht  bedeutender,  in  den 
Schriften  der  Alten  sehr  bewanderter  Mathematiker  gewesen  sein,  dazu 
kam  aber  ein  bei  den  Orientalen  sehr  verbreiteter,  durch  ihre  Be- 
schäftigung mit  neupythagoräischer  und  neuplatonischer  Philosophie 
wesentlich  genährter  Zug  zur  spekulativen  Philosophie  und  Mystik 
und  überdies  noch  ein  starker  Hang  zur  Vielschreiberei,  werden  doch 
von  ihm  %^en  120  Schriften  mathematischen,  astronomischen  und 
philosophi^H^Inhalts  erwähnt,  mehr  als  von  irgend  einem  anderen 
mathematisc^H|fichrifi:steUer   der  Araber.      So    ist   denn    aus    diesen 


•  Bd.  1  I.  Aufl/B".  d7ß,  II.  Aufl.  S.  744. 

HlBt.  - Utt.  Abt.  d.  Zeitschrff.  Math.  n.  Fhys.  44.  Band.  1899.  2.  u.  8.  Heft.  3 
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Gründen  Ihn  el-Haitams  Arbeit  eine  seltsame  Mischung  von  geo> 
metrischen  Wahrheiten  mit  philosophischen  Argumenten,  sie  bietet 
keine  vollständige  Durchführung  der  Kreisquadratur  dar,  sondern  giebt 
nur  einen  teils  mathematischen,  teils  philosophischen  Beweis  der  Mög- 
lichkeit der  Quadratur,  dessen  erster  mathematischer  Teil  über  die 
Hippokratischen  Mondfiguren  gar  nicht  nötig  wäre. 

El-Hasan*  ben  el-Hasan**  ben  el  Haitam,  Abu  'Ali,  geb. 
e.  354  (965)  in  Basra,  bekannt  unter  dem  Namen  Ibn  el-Haitam, 
oder  auch  Abu  'Ali  el-Basri,  war  ein  vortreflFlicher  Mensch,  besass 
hohe  Intelligenz  und  grosses  Wissen,  es  kam  ihm  keiner  seiner  Zeit 
gleich,  ja  nicht  einmal  nahe  in  den  mathematischen  Wissenschaften; 
er  war  ausdauernd  in  der  Arbeit,  fruchtbar  als  Schriftsteller  und  sehr 
enthaltsam  im  Leben.  Er  lebte  anfänglich  in  Basra  und  bekleidete 
auch  einige  Zeit  das  Amt  eines  Wezirs;  sein  Geist  neigte  sehr  zur 
Gelehrsamkeit  und  zur  Kontemplation  hin,  so  dass  er  gerne  den  Be- 
schäftigungen entsagt  hätte,  die  ihn  am  wissenschaftlichen  Arbeiten 
hindern  konnten.  Infolge  seiner  eifrigen  Studien  und  seiner  übrigen 
angestrengten  Beschäftigung  trat  eine  Geistesstörung  bei  ihm  ein,  so 
dass  er  sein  Amt  niederlegen  musste.  Nachdem  er  wieder  geheilt  war, 
begab  er  sich  nach  Ägypten  und  liess  sich  in  Kairo  nieder,  wo  er 
neben  der  Moschee  el-Azhar  wohnte.  Dem  Beherrscher  von  Ägypten, 
el-Häkim,  waren  die  grossen  wissenschaftlichen  Kenntnisse  des  Ibn 
el-Haitam  zu  Ohren  gekommen  und  er  verlangte  nach  seinem  Bat. 
Es  war  ihm  auch  mitgeteilt  worden,  dass  er  gesagt  habe:  „Wenn  ich 
in  Ägypten  wäre,  so  würde  ich  den  Nil  so  korregieren,  dass  er  in 
jedem  Zustand,  bei  Zu-  und  Abnahme  des  Wasserstandes,  nutzbringend 
sein  würde."  Dies  bewog  el-Häkim,  ihm  dieses  Unternehmen  an- 
zuvertrauen, er  versah  ihn  mit  allen  möglichen  HiKsmitteln  und  Ibn 
el- Haitam  reiste  nach  den  südlichen  Nilgegenden  ab.  Dort  erkannte  er 
aber,  dass  die  Ausführung  des  Unternehmens  nicht  möglich  sei  und 
beschämt  und  niedergeschlagen  kehrte  er  nach  Kairo  zurück;  er  fiel 
dadurch  bei  el-Häkim  in  Ungnade  und  sah  seine  Stellung  und 
sogar  sein  Leben  gefährdet.  Um  sich  zu  retten,  kam  er  auf  den 
Gedanken  sich  wahnsinnig  zu  stellen;  diese  List  gelang  ihm,  er  wurde 
in  seiner  Wohnung  eingeschlossen  und  bewacht  und  sein  Vermögen 
konfisziert.  In  diesem  Zustande  musste  er  nun  aushalten  bis  zum 
Tode  el-Häkims,  worauf  er  wieder  frei  wurde  und  sein  Gut  wieder 
zurückerhielt;  er  lebte  dann  in  Kairo  mit  wissenschaftlichen  Arbeiten 
beschäftigt  bis  zu  seinem  Tode,  der  Ende  des  Jahres  430  (1039),  oder 
kurze  Zeit  nachher  erfolgte.  —  Was  seine  Schriften  betriflft,  so  ver- 
weise ich  den  Leser  auf  das  Verzeichnis  derselben  bei  Woepcke,*** 

•  Statt  dieses  Namens  hat  Ibn  Ab!  üsaibi'a  „Muhammed". 
**  Hier  hat  Abulfarag  „Husain". 
•**  L'Alg^bre  d'Omar  Alkhayyämi,  etc.     Paris  1861,  p.  73  flg. 
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darunter  befindet  sich  auch  die  Quadratur  des  Kreises  (Nr.  30).  Er 
bearbeitete  und  kommentierte  auch  einen  grossen  Teil  der  Aristotelischen 
Schriften  y  wie  auch  der  Schriften  des  Galenus  und  war  bewandert  in 
den  Prinzipien  der  Medizin,  in  allen  ihren  Regeln  und  Praktiken, 
doch  fungierte  er  nie  als  Arzt,  seine  therapeutischen  Kenntnisse  waren 
gering.  Von  seinen  Schriften  ist  noch  eine  bedeutende  Zahl  in  den 
Bibliotheken  Europas  und  des  Orientes  vorhanden,  worauf  wir  später 
an  einer  andern  Stelle  zu  sprechen  kommen  werden.  Neben  der  Ab- 
fassung eigener  Arbeiten  schrieb  er  f&r  seinen  Lebensunterhalt  eine 
grosse  Menge  mathematischer  und  anderer  Werke  ab,  so  jedes  Jahr 
einmal  die  Elemente  des  Euklides,  die  mittlem  Bücher  und  den 
Almagest;  er  schrieb  schön  und  fehlerlos.  (Nach  Ibn  Abi  Usaibi^a, 
Edit.  Müller,  11.90,  Abülfar^,  Edit.  Pocock,  340  und  Ibn  ei-Kifti 
[bei  Casiri  I.  414]). 

Die  Berliner  königl.  Bibliothek  besitzt  zwei  Manuskripte  der  Kreis- 
quadratur des  Ibn  el-Haitam,  das  eine  befindet  sich  im  Codex  Mf.258, 
das  andere  im  Codex  Mq.  559;  beide  Codices  habe  ich  in  der  Biblio- 
theca  mathematica  1898  Nr.  3  beschrieben,  ich  verweise  den  Leser 
auf  diese  Abhandlung.  Hier  bleibt  mir  nur  noch  übrig,  der  Ver- 
waltung der  königl.  Bibliothek  zu  Berlin  meinen  ergebensten  Dank 
auszusprechen  für  die  Erlaubnis  der  Benutzung  der  beiden  Manuskripte 
für  längere  Zeit  auf  der  Kantonsbibliothek  in  Zürich. 

Einen  unschätzbaren  Dienst  hat  mir  sodann  Herr  Prof.C.  A.Nallino 
am  königl.  orientalischen  Institute  in  Neapel  erwiesen,  indem  er  die 
Oüte  hatte,  meine  Abschrift  aus  den  Berliner  Codices  mit  dem 
Manuskripte  des  Vatikans  zu  collationieren,  von  ihm  ist  auch  die 
folgende  genaue  Beschreibung  des  Manuskriptes;  diesem  hochgeachteten 
Qelehrten  spreche  ich  hiermit  ebenfalls  meinen  ergebensten  Dank  aus. 

Das  Manuskript  des  Vatikans  trägt  jetzt  die  Nummer  CCCXX 
nach  dem  Katalog  der  arabischen,  persischen,  türkischen  etc.  Manu- 
skripte des  Vatikans  von  Angelo  Maio,  Rom  1831,  p.  467;  dasselbe  be- 
steht aus  sieben  Blättern  (Bombyc- Papier)  von  138  mm  Höhe  und 
98  mm  Breite,  von  denen  das  letzte  leer  ist,  jede  Seite  hat  15  Linien, 
die  Schrift  ist  das  Nasta'liq. 

Es  wurde  nach  dem  Jahre  1622  aus  Persien  nach  Europa  ge- 
bracht Ton  Pietro  Della  Valle,  dem  berühmten  italienischen  Reisenden, 
wie  sich  aus  folgenden  auf  foL  1  r.  stehenden  Worten  ergiebt:  „De 
quadratura  circuli  author  Arabs  antiquus.  Opusculum  hoc  celeberrimi 
cujusdam  Mathematici,  apud  Orientales  cognomine  Ben  Hithem 
notissimi,  ante  septingentos  circiter  annos  compilatum  fuisse,  dum 
ipse  in  Persidis  civitate,  Lar  nuncupata,  commorarer  anno  Dni  1622, 
author  mihi  fuit  Moullä  Zeineddin  Larita  Astrologus  et  Mathe- 
maticus  pariter  insignis,  quocum  arctissima  intercedebat  mihi  necessitudo. 
Petrus  De  Valle.« 
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In  den  Noten  zum  arabischen  Text  bezeichnet  A  das  Berliner 
Manuskript  Mf.  258^  B  das  Manuskript  Mq.  559  derselben  Bibliothek 
und  G  dasjenige  der  Vatikanischen  Bibliothek.  Um  eine  zu  grosse 
Zahl  der  Noten  zu  vermeiden,  gebe  ich  geringe  Abweichungen  der 
Manuskripte,  wie  z.  B.  solche  in  den  diakritischen  Punkten,  nicht  an.  — 
Was  die  Figuren  anbetrifft,  so  sind  dieselben  in  den  beiden  Berliner 
Manuskripten  nicht  ganz  korrekt,  doch  in  B  bedeutend  besser  als  in  A. 

Übersetzung. 

Im  Namen  Gottes  des  Barmherzigen  und  Gnädigen, 
des  Herrn,  der  Erfolg  verleiht! 

Abhandlung  des  Ibn  el-Haitam  über  die  Quadratur  des 
Kreises  —  Es  glauben  viele  Philosophen,  dass  es  unmöglich  sei,  dass 
die  Fläche  des  Kreises  gleich  einem  Quadrate  sei  und  weisen  diese 
Ansicht  in  vielen  ihrer  Streitschriften  und  Kontroversen  zurück;  in 
der  That  finden  wir  bei  keinem  der  altem  und  neuem  Geometer  eine 
geradlinige  Figur,  die  gleich  einer  Kreisfläche  bis  zur  äussersten 
Grenze  der  Genauigkeit  wäre,  denn  was  die  von  Archimedes  in  seiner 
Kreismessung  erwähnte  (Figur)  anbetrifft,  so  wird  dazu  nur  ein  Teil 
der  Fläche  (?)  verwendet.*  Diese  Thatsache  neben  andern  Gründen  war 
es,  was  die  Philosophen  in  ihrem  Glauben  bestärkt  hat.  Da  sich  nun 
dies  so  verhält,  so  haben  wir  eifrig  unsere  Gedanken  auf  diesen 
Gegenstand  gerichtet  und  es  schien  uns,  dass  die  Sache  möglich  und 
nicht  schwierig  sei;  zur  Bekräftigung  dieser  Ansicht  dienen  die  Bei- 
spiele, dass  es  eine  von  zwei  Kreisbogen  begrenzte  Mondfigur  giebt, 
die  gleich  einem  Dreieck  ist,  dass  femer  eine  Mondfigur  und  ein 
Kreis  zusammen  gleich  einem  Dreieck  sind;  wir  haben  verschiedene 
FäUe  dieser  Art  in  unserm  Buche  über  die  Mondfiguren  erwähnt.** 

Nachdem  wir  nun  die  Sache  bis  zu  diesen  Eigenschaften  der 
Mondfiguren  gebracht  hatten,  wurden  wir  in  der  Ansicht  bestärkt,  dass 
es  möglich  sei,  dass  die  Fläche  des  Kreises  gleich  derjenigen  eines 
Quadrates  sein  könne,  und  wir  haben  eifrig  darüber  nachstudiert,  bis 
der  Beweis  klar  vor  uns  lag,  dass  die  Sache  möglich  sei  und  darüber 
kein  Zweifel  mehr  bestehen  köime.  Dann  haben  wir  darüber  folgende 
Abhandlung  verfasst. 


*  Ich  glaube,  dass  Ibn  el-Haitam  hier  sagen  will,  Archimedes  nehme  statt 
des  ganzen  Kreises  nur  das  96 -Eck. 

**  Dieses  Buch  findet  sich  in  der  That  im  Verzeichnis  seiner  Schriften  bei 
,  Ibn  Abi  Usaibia  und  zwar  in  einer  kürzeren  und  einer  ausführlicheren  Fassung; 
Woepcke  übersetzt  unrichtig:  „Abr^gä  sur  les  figures  de  la  nouvelle  lune",  und 
„M(^moire  ddvelopp^  sur  les  figures  de  la  nouvelle  lune.'*  Die  ausführlichere  Fassung 
ist  noch  vorhanden  in  der  Bibliothek  d.  India  Office  (im  Catalog  von  0.  Loth, 
London  1877,  sub  Nr.  734,  12«). 
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•  Wir  sagen:  Wir  ziehen  in  einem  beliebigen  Kreis  einen  Durch- 
messer,  nehmen  dann  auf  einem  der  Halbkreise  einen  beliebigen  Punkt 
an,  und  ziehen  von  demselben  zwei  Gerade  nach  den  beiden  End* 
punkten  des  Durchmessers;  hierauf  beschreiben  wir  über  diesen  beiden 
Geraden  zwei  Halbkreise,  so  sind  die  von  den  beiden  Halbkreisen  und 
den  Bogen  des  ersten  Kreises  begrenzten  Mondfiguren  zusammen 
gleich  dem  Dreieck  im  ersten  Kreis.  Wir  haben  diesen  Satz  schon 
in  unserm  Buche  über  die  Mondfiguren  bewiesen,  doch  wollen  wir  den 
Beweis  hier  nochmals  wiederholen:  Es  sei  der  Kreis  ABG  gegeben 
(Fig.  1),  sein  Mittelpunkt  sei  i),  wir  ziehen  durch  D  den  Durch- 
messer ADO  und  nehmen  auf  dem  Umfang  des  Kreises  den  Punkt  B 
an,  ziehen  dann  die  beiden  Geraden  BG  und  ABj  und  beschreiben 
über  denselben  die  beiden  Halbkreise  AEB  und  BZG*^  nun  sagen  wir, 
dass   die   beiden   Monde   AEBH  und  BZGT  zusammen  gleich  dem 


Flg.  1. 


Fig.  2. 


9JB 


Dreieck  ABG  seien.  Beweis:  Von  irgend  zwei  Kreisen  verhält  sich 
der  eine  zum  anderen  wie  das  Quadrat  des  Durchmessers  des  einen  zum 
Quadrat  des  Durchmessers  des  andern,  wie  im  zweiten  Satze  des 
12.  Buches  der  Elemente  bewiesen  worden  ist,  also 

Kreis  BZG '.Kreis  BEA^BG^iAB^, 

durch  Zusammenziehung  ergiebt  sich: 

BG^+  AB^:  AB*^  BZG  +  BEAiBEA] 

nun  ist  aber  BG^  +  AB^^AG^,  also 

AG^:  AB^^  BZG  +  BEA  :  BEA. 

Aber  es  ist  auch  AG^:  AB^ '=KreiB  ABG  :  Kreis  BEA,  also  hat  man: 

BZG  +  BEA  :  BEA  =  ABG  :  BEA, 

mithin  ist  Kreis  ABG^  BZG  +  BEA,  also  auch 

Halbkreis  ABG  =  Halbkreise  BZG  +  BEA, 

Wenn  wir  nun  die  beiden  Segmente  AHB  und  BTG^  die  dem 
Kreise  ABG  und  den  beiden  Kreisen  AEB  und  BZG  gemeinschaft- 
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lieh  sind,  (beiderseits)  wegnehmen,  so  bleibt:  Dreieck  AJBG  «  den 
beiden  Monden  AEBH  und  BZQT  zusammen,  w.z.b.w*  —  Wenn 
nun  die  beiden  Bogen  AHB  und  BTG  einander  gleich  sind,  so 
sind  auch  AB  und  BG  einander  gleich,  ebenso  die  beiden  Ejreise 
ABB  und  BZG,  also  auch  ihre  Hälften  und  ebenso  die  Monde  AEBH 
und  BZGT]  ziehen  wir  noch  BD,  so  sind  auch  die  beiden  Dreiecke 
ABB  und  BDG  einander  gleich,  also  ist  auch  jeder  einzelne  der 
beiden  Monde  gleich  jedem  einzelnen  der  beiden  Dreiecke,  also 
z.B.  der  Mond  AEBH  gleich  dem  Dreieck  ABB. 

Nachdem  nun  dies  bewiesen  ist,  so  nehmen  wir  wieder  den  Ereis 
(ABG,  Fig.  2)  mit  dem  Monde  AEBH  und  dem  Dreieck  ABB  und 
teilen  AB  in  zwei  gleiche  Teile  im  Punkte  K,  so  dass  K  der  Mittel- 
punkt des  Kreises  AEB  ist;  dann  ziehen  wir  DK  und  verlängern  es, 
bis  es  die  Bogen  AHB  und  AEB  in  den  Punkten  H  und  E  triflft, 
so  ist  DKH{E)  ein  Durchmesser  (Halbmesser)  des  Kreises  ABG  und 
zugleich  des  Kreises  AEB,  weil  er  durch  die  Mittelpunkte  beider 
geht;  hierauf  teilen  wir  EH  in  zwei  gleiche  Teile  im  Punkte  L  und 
nehmen  L  als  Mittelpunkt  eines  Kreises  an,  den  wir  um  L  mit  dem 
Radius  LH  beschreiben,  es  sei  dies  der  Kreis  HMENj  so  berührt 
dieser  Kreis  den  Kreis  ABG  von  aussen  und  den  Kreis  AEB  von 
innen,  weil  er  jeden  der  beiden  Kreise  in  den  Endpunkten  eines  ihnen 
und  ihm  selbst  gemeinschaftlichen  Durchmessers  trifft.  Nun  liegt  der 
Kreis  HMEN  ganz  im  Innern  des  Mondes  AEBH,  also  ist  er  ein 
Teil  dieses  Mondes.  Nun  hat  jede  Qrösse  zu  jeder  Grösse,  die  ein 
Teil  von  ihr  ist,  ein  gewisses  bestimmtes  Verhältnis,  wenn  auch 
niemand  dieses  Verhältnis  kennt  und  nicht  zu  seiner  Kenntnis  zu  ge- 
langen vermag;  denn  das  Verhältnis  zwischen  den  (beiden)  Grossen 
existiert  nicht  bloss  dann,  wenn**  es  den  Menschen  bekannt  ist,  oder 
wenn  sie  vermögen  es  aufzufinden  und  zu  erkennen  (sondern  absolut, 
ohne  Rücksicht  hierauf).  Das  Verhältnis  zwischen  zwei  Grössen  ist 
aber  nur  eine  wesentliche  Eigenschaft  für  Grössen  derselben  Art; 
wenn  also  irgend  zwei  Grössen  derselben  Art  gegeben  sind,  und  jede 
von  ihnen  ist  begrenzt,  endlich,  in  ihrer  Grösse  verharrend,  in  keiner 
Weise  sich  ändernd,  weder  durch  Zunahme  noch  Abnahme,  noch  in 
Bezug  auf  die  Art,  so  hat  die  eine  zur  andern  ein  bestimmtes  einziges 
Verhältnis,  das  sich  in  keiner  Weise  ändert.  Wenn  femer  ein  Teil 
irgend  einer  Grösse,  der  mit  ihr  von  gleicher  Art  ist,  ebenfalls  be- 
grenzt, endlich  ist,  sich  weder  in  Hinsicht  auf  die  Art,  noch  auf  die 
Grösse,    noch   auf  die  Form   ändert   und   dasselbe   auch  vom  Ganzen 


*  Dieser  Satz  findet  sich  in  dieser  Allgemeinheit  bei  Hippokrates  nicht 
(vergl.  das  von  Simplicius  im  Kommentar  zur  Physik  des  Aristoteles  uns  erhaltene 
Fragment  des  Eudemus),  er  darf  also  wohl  dem  Ihn  el-Haitam  zugesprochen 
werden. 


*« 


Eigentlich  „deswegen  weil". 
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gilty  so  hat  die  ganze  Grösse  zu  ihrem  Teile  ein  bestimmtes  einziges 
Verhältnis,    das    sich   in    keiner   Weise    ändert.   —   Wenn    nun    also 
der  Kreis  ABG  gegeben  ist,  so  ist  auch  sein  umfang  gegeben,  ebenso 
sein  Durchmesser  und  sein   Mittelpunkt,   ebenso   ist   der   Bogen  AB 
als   ein  Viertel  des   Ereisumfangs   gegeben,  also   ist  auch   die   Sehne 
AB  gegeben,    ebenso   BD,    also    auch    das    Dreieck    ABD'^    unter 
„gegeben"    verstehe     ich     bei    allen    diesen    Grössen,     was    ich    als 
Eigenschaft  des  Kreises  ABG  angenommen  habe,  dass  sie  unveränder- 
lich   sind,    fest    in    ihrem    Zustand    beharren;    denn   das   „Gegebene'' 
heisst   bei    den  Mathematikern    das,   was   sich  nicht  ändert.     Also  ist 
ferner   der  Halbkreis  AEB  gegeben,  weil  sein  Durchmesser  AB  ge- 
geben ist,  also  auch  der  Bogen  AEBy  ebenso  der  Bogen  AHB,  mit- 
hin  ist  auch  der  Mond  AEBH  gegeben,   d.h.  er   ist  fest  in  seinen 
Eigenschaften,   unveränderlich   sowohl   in    Hinsicht   auf  die   Art,   als 
auch   auf  die  Grösse,   als   auch   auf  die  Form;   unter  „Art*'  verstehe 
ich,  dass  er   eine  ebene  Fläche  ist;  also  ist  ferner  die  Linie  KE  als 
Halbmesser   des  Kreises  AEB  gegeben,  ebenso  die  Linie  KH,  weil 
ihre   beiden   Endpunkte   bestimmt   sind,   mithin  auch  die  Linie  HE^ 
d.  h.  sie  ist  unveränderlich  sowohl   in  Bezug   auf  Grösse,   als  auch  in 
Bezug  auf  Art  und  Form;   HE  ist  aber  der  Durchmesser  des  Kreises 
HMEN^  also  ist  auch  dieser  Kreis  gegeben,  d.  h.  unveränderlich  in 
Bezug   auf  seine  Grösse   und  seine  Form.     Dieser  Kreis  HMEN  ist 
aber  ein  Teil  des  Mondes  AEBH  und  beide,  Mond  und  Kreis,  sind 
unveränderlich  in  ihren  Eigenschaften  und  von  einer  Art,  weil  der  eine 
ein  Teil  des  andern  ist;  also  hat  der  Mond  AEBH  zum  Kreis  HMEN  ein 
feststehendes  Verhältnis,   das  sich  in  keiner  Weise  ändert.    Nun  kann 
jedes  Verhältnis  einer  Grösse  zu  einem  Teil  derselben  gleichgesetzt  werden 
dem  Verhältnis  irgend  einer  anderen  Grösse  zu  einem  entsprechenden 
Teil  derselben;   also   sei  z.B.  das  Verhältnis  des  Mondes  AEBH  zum 
Kreis  HMEN  gleich  dem  Verhältnis  der   Linie  AD  zu   einem  Teil 
derselben,   ob   wir   diesen  Teil   kennen  oder  nicht,   ob  wir  im  stände 
sind,   ihn  aufzufinden   oder    nicht    (kommt    hier    nicht   in   Betracht), 
genug  dieser  Teil  sei  DC]  also  ist  das  Verhältnis  des  Mondes  AEBH 
zum   Kreise  HMEN  gleich   dem  Verhältnis  ADiDC,  das   ein   un- 
veränderliches ist,  weil  das  erstere  es  ist;  wenn  aber  dieses  Verhältnis 
ein  unveränderliches  ist,  so  ist  auch  die  Linie  DG  eine  ganz  bestimmte, 
unveränderlich   in   ihrer  Grösse,   weil    die  Linie  AD  eine  der  Grösse 
nach   gegebene,   unveränderliche    ist.    Wir   ziehen   noch   BC  und  er- 
halten so  das  Dreieck  BDC\  nun  verhält  sich 

Dreieck  ABD  :  Dreieck  BDC  =  AD  :  DO, 

^^^^  ADxDC-=^  Mond  AEBH :  Kreis  HMEN-^ 

also 

Dreieck  ABD  :  Dreieck  BDC  -  Mond  AEBH  :  Kreis  HMEN, 
oder  durch  Umstellung: 


v^ 
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Dreieck  ABD  :  Mond  AEBE  =-  Dreieck  BDC:  Kreis  HMEN-, 
nun  haben  wir  aber  bewiesen,  dass  der  Mond  AEBH  ^  Dreieck  ABD 
ist,  also  ist  der  Kreis  HMEN  =  Dreieck  BDC,  Da  nun  jedes  Dreieck 
gleich  einem  Quadrate  ist,  wie  im  zweiten  Buche  der  Elemente  be- 
wiesen wird,  so  können  wir  also  ein  Quadrat  zeichnen,  das  gleich 
dem  Dreieck  BDC  ist,  es  sei  dies  das  Quadrat  SOFQ  (Fig.  3),  also 
ist  nun  auch  der  Kreis  HMEN  '^^  dem  Quadrat  SOFQ,  Es  ist  femer 
das  Verhältnis  der  beiden  Durchmesser  AG :  EH  ein  gegebenes,  weil 
jeder  der  beiden  Durchmesser  (der  Grösse  nach)  gegeben  ist,  und  es 
sei  dieses  Verhältnis  »  X$ :  i^Q,  also  hat  man  auch 

AG^:EH^^XQ^:FQ^', 
konstruieren  wir  also  über  XQ  ein  Quadrat,  es  sei  dies  TX,  so  hat 
man:  AG^ :  EH^  =  Quadrat  TX  :  Quadrat  OQ. 

Aber  es  ist  AG^:  EH^=  Kreis  ABG:  Kreis  HMEN,  mithin 
Quadrat  TX  :  Quadrat  OQ  ^  Kreis  ABG  :  Kreis  HMEN.  Da  nun 
Quadrat  OQ  ^  Kreis  H  MEN  ist,  so  ist  auch  Quadrat  TX  -=  Kreis  ABG. 
Aus  diesem  Beweise  geht  also  klar  hervor,  dass  jeder  Kreis  gleich 
einem  Quadrate  ist. 

Was  nun  den  Weg  betriflft,  auf  welchem  dieses  Quadrat  gefunden 
wird,   so    werden   wir   darüber  eine   besondere  Abhandlung  veröffent- 

pj   3  liehen,*    da    der  Zweck  dieser  Arbeit  nur 

va;r war  zu  zeigen,  dass  die  Sache  möglich  sei, 

damit  dadurch  einmal  die  Verkehrtheit  der 
Meinung  derjenigen  klar  gelegt  werde, 
welche  glauben,  dass  es  nicht  wahr  sei, 
dass  ein  Kreis  einem  Quadrate  gleich  sein 
könne.  Wir  haben  im  vorhergehenden 
Beweise  klar  gezeigt,  dass  jeder  Kreis 
gleich  einem  Quadrate  ist,  also  ist  die 
Verkehrtheit    der    Meinung    jener    Leute 


s^S 


eo 


•^?' jjfT lW2r  offenbar.    Es   steht   also   fest,   dass  jeder 

Kreis  gleich  einem  Quadrate  ist,  denn  die 
vom  Verstände  erfassten  Wahrheiten  brauchen  nicht  bis  zur  thatsäch- 
lichen  Ausführung  gebracht  zu  werden,  sondern  der  Beweis  braucht 
bloss  bis  zur  Feststellung  der  Möglichkeit  der  behaupteten  Sache  zu 
gehen,  so  steht  auch  die  Thatsache  schon  fest,  ob  sie  dann  der 
Mensch  zur  wirklichen  Ausführung  bringe  oder  nicht.  Doch  genug 
über  die  Feststellung  dieser  Thatsache,  wir  haben  nicht  mehr  bezweckt 
mit  unserer  Abhandlung.     Ende.** 

*  Befindet  sich   im  Verzeichnis   seiner  Werke   nicht  und  ist  jedenfalls  nie 
erschienen. 

**  Das  Manuskript  C  hat  hier  nach   den  üblichen  religiösen  Schlussworten 
(Lob    sei   Gott,   etc.)   noch:    „Beendigt    (d.  h.    die   Abschrift)    am   Montag   den 

14.  Gumadri  n.  1031  d.  H."  (Ende  April  1622). 


Die  Ereisquadratur  des  Ibn  el-Haitam. 
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(In  den  beiden  Berliner  Manuskripten  folgt  nachstehender  Zusatz, 
wahrscheinlich  yom  Abschreiber  hinzugeftlgt): 

Ich  sage  zu  dieser  Abhandlung:  Wenn  zum  Beweise  des  Ge- 
forderten der  Beweis  seiner  Möglichkeit  nach  der  Weise,  wie  er  ihn 
gefQhrt  hat,  genügen  würde,  so  gäbe  es  eine  Stelle  dafür  (oder  von 
ihm,  d.  h.  von  Ibn  el-Haitam),  die  frei  ist  von  jener  Weitschweifigkeit 
und  keiner  Erläuterungen  ^^^ 

von   solcher  Ausdehnung  ^^ 

bedarf;*   es   ist   dies   die   ^y  '  ^^     ^^  ^ 

folgende:  Es  sei^-B(Fig.4) 
eine  gegebene  Strecke,  wir 
konstruieren  über  ihr  das 
Quadrat  BG,  das  abo 
ebenfaUs  gegeben  ist  und 
in  dieses  den  Kreis  DE, 
sein  Durchmesser  DE  ist 
gleich  ABy  somit  auch 
gegeben;  weil  nun  der  Kreis  ein  gegebener  Teil  einer  gegebenen  Grösse, 
d.h.  des  Quadrates,  ist,  so  hat  er  zu  diesem  ein  bestimmtes  Verhältnis, 
es  sei  dieses  das  Verhältnis  JBZ:  AB.  Wir  verlängern  AB  bis  J?, 
so  dass  BH  das  geometrische  Mittel  zwischen  BZ  und  AB  sei,  also 
die  Proportion  bestehe  j^s-.BH^BH:  BZ, 

und  konstruieren  über  BH  das  Quadrat  BT,  so  ist  das  Verhältnis 
AB :  BZy  oder  das  Verhältnis 

Quadrat  BG  :  Kreis  DE=  Quadrat  BG  :  Quadrat  JBT; 

hieraus  folgt,  dass  Ejreis  DE  =  Quadrat  BT  ist.**  Wir  haben  also 
gefunden,  was  wir  suchen  wollten;  dazu  hätten  also  weder  die  alten 
(Geometer)  noch  die  neuern  jene  weitläufige  Auseinandersetzung  notig 
gehabt. 


*  Der  Text  ist  hier  jedenfalls  inkorrekt,  daher  die  Übersetzung  unsicher. 
**  Dieser  Beweis  ist  etwas  kurz,  es  fehlt  ein  vermittelndes  Verhältnis,  näm- 
lich AB^iAB'BZ^  es  sollte  also  heissen: 

AB :  BZ=^AB* :  AB  •  JBZ=  Quadrat  BG:  Quadrat  B T; 

aber  AB :BZ=^Q\Ji&dr&tBG:KTeiR  DE  nach  Voraussetzung,  also  etc.  —  Man 
Tergleiche  mit  dieser  Darstellung  der  Ereisquadratur  diejenige  des  Jordanus 
Nemorarius  im  vierten  Buche  seiner  Qeometria  (herausgegeben  von  M.  Gurtze 
in  den  Mitteilungen  des  Coppemicus -Vereins  für  Wissenschaft  und  Kunst,  VI.  Heft, 
S,  36,  Thom  1887). 


V 


Arabischer  Text. 

U^      ^JxmJ      Lp.jLm^       ^[^J^      ^t]       qX^^      ^      ?^tv>J|      ^  h.W      ^f     Qis4..MilAÄ^Ji 

,j}>  ^^^  L«jLo  J^y^  «vjüüf  «^  Uiur  xkfii  Ihj^a^  j^i  J^  ^^jJ*i  ^i 


^^jt^üa^\ 


^sJUUmAJ 


g^IoJt  ^^  ^  j^ÄA^JI  ^^  ^^^jw^uS^JI  ^^.  8)  FeUt  in  C.  4)  In  ^  u.  J5  wXäiUm . 
6)  Fehlt  in  C.  6)  C  oJjÄ;j.  1)  Axjl.B  O^^.  8)  C  g-»-**Jf  9)^u.£jl^l. 
10) -4  a.  £  -^Aä .  ll)J  JX3>.  12)^u.J5  L4t^4-?\x.  J8)  .4  ,:>Jb:Jl.  14)  Fehlt 
in  J.  u.  B,  16)  Lacke  in  G.  16)  ^  J^l.  17)  Lücke  in  C.  18)  ul  ü.  JB  ^^. 
19)  -ä  u.  J5  ^.    20)  -4  f^^).     21)  ^  u.  J?  UoiA/.    22)  C  s:>AÄiI. 


Arabischer  Text  43 

?;Äb       il      IffV      gjV      i^Jä'^       SLu^S      •*[|»V      ?;il^      i'      ^Vf      «jil»^     JU^yJt/ 

Uha^t   tuSU  ^jv  v»l    ^ji'->    v^^*^  ^l-*^  r^'   ?>^'^  v^i^öJ^  *^(»v 
cf^  rJV  v»J  ^>«^^   ^vJ   HjäI^  *•  c^>Ä-JI  7^  ^'  v^^*^ 

j.LJ»f  *^yiÜJ>  ^^^  cjAÄ^U^  UiJÜUfli  ^^j  ^^^Ua.  ^jv  v»J  ^j«j'-> 


28)  Äu.B  l^y^^^.  24}  Fehlt  in  O.  26)  ul  u.  ^  «uJlt .  26)  Ayf^,  Cy^K^. 
27)  C  ^tJUx^^.  28)  -4  u.  ^  U4£^^4.:^.  29)  Fehlt  in  Ä,  30)  ul,  B  u.  C  U^  Jcs-t . 
31)  Fehlt  in  C.    32)  C  xJLfiJI.    83)  C  ij-J^!    vLi*^.    84)  A:    «^^    Sa-*J  ^I 

J  Jfjil^  iif  ^vi  ?;aiv^  ^M**jLr  ljI  fiy»  il  -t;  c':  ^  vi  fir«  il  ^1  ^j^  i^-*^ 

I4J  «jil^  JI  ^vl  Sfjil'^  R-M^u-T.  35)  Fehlt  in  A:  86)  -4  a.  ^  ^^^AiLT^Ä^I, 
C  ^^jX-äJI.  37)  Fehlt  in -4.  38)u1ti. -B  i^.  39)  ^^  ,^1.  40)£lJijjCi. 
41)  ul  LJ^.  42)  Fehlt  in  B.  43:  ^  fehlt  in  C.  44)  C  fügt  hier  noch  hinzu: 
^^^L»*Ä^  ^j^il^il  ^l^'  ^jli  gol  viUäJ  U^j-^:s\^,     46)  -A  u.  B   ^jf^jL^ÄA. 


44  Arabischer  Text, 

^v«{  ^'^^  e)j^j  a^^^^^'  er*  "^^^b  ^  ^^^^  o^  o^^^  er* 

,:>JLUj  -V»i  J^j    «jÄtJ^t    **cXäjlU  ^3  *®c;**3    fuSI^   ovJ   v^aJäJ  UjL*-^ 
^v\    ![^{J  j/^  v£^    ^siaJU  OJ"^  ^   ^^^^   (i*^  Cr^^^^'^^^  ^'  ^^  (»-^^^  <^vi 

JJ-    il    »Iä  y sXiU  JwTj    Ji^il   I JüJ)  ^jiau   ^  ^vit    Sy.I^I    5v>^   ^v»f    J^ 

^^  jLflJt  ^^  &A.^i  Ui!^  L^yw.^  L^^r^icvx^l  ^'^  ^-^  jö  Jo.1  ^^  y^  L^ 

«UL   «UL3  U^Lm  t^j^-so^  "U^  «>[.x^l^  J^  ^Lf^l  .V^Ij  ^^.jl:^  ^ 

^Lofii  ^^jxii:^^^  H^Uj  •Vi:^^   «LHV^J  "^CT*  ^^-T^  *t;t^*^  ^   »^'^-^  ^ 
}JÜU^^    «^l^ju«    «J^l^    lU^  >:)»    i(    U^Jc^iJ    ^U   j^-o:^  V^^^ 

^-3^  eu^jL^  ^:j  'V*^  )i  LjpU-c*  r,^5..a^  ^;i«j(  ^ö  ^Lr  »j^i 

^IvxaJf  ^Lr  131^  ^i*>;ixd  ^^^  ^^:^^  iij  «yjJU  ^^^  *aX^  ^  y  »_^xAxa 

46)  A  u,  B  uNJs-iy  «tatt  v>^l^  JXJ.  47)  A  ü.  B  Jilj).  48)  JJ  u.  C 
^^Mi  y>3  (in  C  nuponktiert).  49)  Undeatlioh  in  A  u.  B.  50)  So  Bohlftgt  Herr 
C.  A.  Nallino  vor,  wie  es  oft  bei  al-Battftni  vorkomme;  A^  B  u.  C,  v JutA^j  oder 
»JüUA.  61)  Fehlt  in  J..  62)  ul  u.  B  U^/y:^ .  58)  Avl.B  l\\^s^ .  54)0^1. 
65)  C7  JIa^LäJI.  66)  C  JU.  57)  A  iL  68)  So  in  A,  B  u.  (7.  59)  A  u.  J?  JJ' 
^tJüU.  60)  B  JJ^.  61)  An.  B  L^.  62)  Fehltin  B,  63)  Fehlt  in  C.  64)  A 
u.  B  ^aAä.  65)  Fehlt  in  A,  66)  B  u.  C  j^ ,  67)  C  noch  zÜüLj.  68)  B  u.  C 
JJl>Ua  :il^  yJüi^i'^.  e9)  B  j.  70)  ul  u.  B  ^AJt,i  71)  Au.  B  joLa^.  72)  C  hat 
noch  Lhji.     73)  uIjaAj'. 


Arabiicher  Text.  45 

1*^*4  ,j^  i^yj^j  1^'  L*ji«^  ^j^  '-^j^j  IajXma  q^  I  gh*^^  o*^ 


^bu^iw    ~    y  ^yiaÄJ  ^^J    Uyjw    ^    J3Ä.    ^^y^^    U^JM   K^lvXH  ^ 
L^^IJJU  jA*Äi  ^  R^yjw  ^^Yc   ^-^^'"^  OVC   ^J*'->  J^  y  ^  -'^^J   *^>i^ 


^  er*  "^j  J!y>-yi  ^^  Jb.  ^  j^'Ä  ^  aV^  i'^'^j  r""^'  ^^  o^ 


?U-*u5  (jÄJtJI  y^JsXl  jaIsjlII  2uhiu  ü  ^1  JJU  }S   JU--Ö   ^^  ÄAhjw  il  j^oLäJ! 


74)^u.  JBj^.  76) -i,  JB  u.  C  Uyjw  ^yCa .  76)Cmj/Ö.  77)  ^  u.  J5 
UjJLm.  78)  -i,  J?  u.  C  yJCii.  79)  -4  ^^^.  80)  A  u.  B  zCSUiP.  81)  ^  u.  J8 
L^jU^.  82)  Ä  Q.  B  9Jo^tj.  83)  B  Blf^.  84)  Fehlt  in  JS.  85)  A  oj.  86)  Fehlt 
ia  A  n.  B,  dann  folgt  ,c^j.  87)  C  q^-^^.  88)  C7  hat  hier  noch:  SU.yya^j'iJ 
jjJiX^i  "3  Süüli-  SLa-^   iLiiljJI  il  JiL^^I.     89)  Fehlt  in  C. 


46  Arabischer  Text. 

il  ÖÜM  oJ^  &^^  '^Cj  LsJb^  «^o^v  cr^l   lH'^  ^^j  »jIjju^jxaxä 
su-wyo/  ^ov  vT^Jls^  il  «^v'  v:>i3^  jLy^ui  ^»(»^  ^jk^^  Jf  r^*'  '^'^ 

il  ^^\    v:>JbU   SU*wJ     ci^oLr    ^üJjo     tvJli     ^^»j.j.    K^l»^    il    ^obI    Jib> 

2ül  ^^^  oö  -V»'  J'^j  a*rc  ?>>'*^  ^'  u^^v  *j>Jl3u  8u*«a/  ^v»'  J^ 


^jYc    It^'*^   CJ>J-^    ^s^Oy*.   ^y»   Cr^J    O^^V    v:>-IäJ    U^L^    L«y> 


&<-^  o^^  ^LT  ^y  o^j  ^y"  "^^  -'^^  J^  ^■^'**^-^  '^^  ^y' 

^^  il  uy^  ^y  jlm**^  aVc  Ir*'^  ^'  5:"^^  ?;^'^  ^^**^^  Kj^  C*  ftr* 
,j5|.^  «jäIjJ  jL^  ^s^  ^y»^  a*r^  Ij^'^  '^^  ^^'  l;^'^  ^^.^«;^  ^v^ 
^  ifjÄl^  J-^  e)'  o'^'  '^  er*  o^*  ^j  jrvl  «jäIoJ  ^L**^  o^ä  ^yi 

^JU^JI  IÄi3>  ^1  ^^^i  ^1  ^y^  rJLäJI  25«AiJ)  ^  [j^jL  jj^J  Jl  gOyU  SJIJU  M 
^*^^U^  ^t  ^N^^.  ^  «j^t^l  ^^1  v\ÄÄ£.l  j^  t>LäÄtl  jLwi  w  ®'^^^aaäJ  qJUx 
^jt   JyÜI  I  JüJ)  ^  ÜJUy  ^  ^1  ^^t;JU   ^^-  vAä^  J:?^5laÄll  ^.-JöU*^  Lwy» 

L^J  ^L-a^l  jj^j  il  l^älÜDs-  «.U^P.  y-^  JüyuJI  ^L«^lj  ijiai=JI 
g^  AÄi  ^^jju.f|  *«^^IX.I  j..  ^L^^^i  ^b  lol  Js   ^^[Joüül  il  l^l;i.l^ 

90)  B  ^^^ .    91)  C  e) J-^-     ^2)  -i    LJ  Jut .     93)  ^  u.  J3  ^U^ .     94)  Fehlt 
ia  A  u.  B.     96)  C  Jj^t^l  ^  y^O^!  ^bS ,    96)  -1  Osi^^ji;.    97)  A  \x,  B 

ij^[%).    98)^   v^jLm^;i.     99)  ^u.  5    g^^.     100)^    JoiäJI    il    Iji^l^    L4J ; 

B  JjüüL  L^l.  101)  ^  ULCct . 


Arabiioher  Text.  47 


JwT   w*^>>   Lm  IJ^  ^j-uJj    LuiL   *<*L«  UvXä.^  fJU  "i?v  fir^  ^jl— ^ 

102)  A  u.  B  ^\.    103)  ^  u.  6    v^aJL^v:}.      104)  HierfOr  hat  C:     JyLff    ^.J 

ü^j  v^Jo^I  ^Ju«  ^LiJI  ^oU^i- j^^yxt  ^1^  QA^i:^!  ;.>i  ^  20U  ^I^äJI 

sLj^^'i   ^^^p^Ji  ^  (aic)   v^l .     105)  Fehlt  in  A,    106)  So  in  J.  a.  B,  ich  glaube, 

68  sollte  heissen  ^ .    107)  B  ^j     108)  A  in .     109)  Die  ganze  eingeklammerte 
Schlassstelle  fehlt  in  C. 


über  den  Ursprung  der  Bezeiohung  der  Unbekannten 

durch  den  Buchstaben  x. 

Von 

G.  Wertheim. 


Die  Frage,  wie  Descartes  dazu  gekommen  ist,  die  unbekannten 
Grössen  durch  die  letzten  Buchstaben  des  Alphabets  zu  bezeichnen^ 
ist  noch  nicht  endgiltig  beantwortet  worden.  Die  von  de  Lagarde 
in  den  ,,Göttingischen  gelehrten  Nachrichten'^  1882  entwickelte  Ansicht, 
dass  die  Anwendung  des  Buchstabens  x  aus  dem  arabischen  Ausdruck 
(resp.  dessen  Abkürzung)  für  die  Unbekannte  herrühre,  hat  G.  Ene- 
ström  in  der  Bibliotheca  mathenKxtica  1885  widerlegt.  Die  Annahme, 
dass  Descartes  das  in  den  deutschen  Werken  des  16.  Jahrhunderts 
angewandte  Zeichen  2iL,  welches  er  auf  seinen  Reisen  in  Deutschland 
kennen  gelernt,  irrig  als  x  gelesen  und  durch  diesen  Buchstaben  zu 
wiederholen  gedacht  habe,  hält  Cantor  (Vorlesungen  Bd.  II  S.  723) 
noch  nicht  durch  eine  ansprechendere  Erklänmg  ersetzt.* 

Vielleicht  ist  die  Wahl  des  Descartes  aber  durch  den  italienischen 
Mathematiker  Pietro  Antonio  Gataldi  yeranlasst.  Dieser  drückt 
in  seinem  1610  in  Bologna  erschienenen  Trattato  ddV  Algebra  pro- 
portionale die  verschiedenen  Potenzen  der  Unbekannten  dadurch  aus, 
dass  er  beziehungsweise  die  Exponenten  in  arabischen  Ziffern  hin- 
schreibt und  jede  Ziffer  durch  einen  von  oben  rechts  schräg  nach 
unten  links  gehenden  Strich  durchstreicht.  Er  schreibt  z.B.  5d  via 
84f  fa  40tF,  d.  i.  in  unserer  Schreibweise  bx^'8a^=  40x'',  Die  erste 
Potenz  der  Unbekannten  ist  bei  ihm  +.  Diese  Bezeichnung  wendet 
er  auch  in  anderen  algebraischen  Schriften,  z.B.  in  seinem  Trattaio 
dd  modo  hrevissimo  dt  trovare  la  radice  guadra  delli  ntimeri  (Bologna  1613) 
an,  und  es  ist  recht  wohl  möglich,  dass  Descartes  auf  seiner  Reise 
in  Italien  (1624)  mit  den  Schriften  Gataldis  bekannt  geworden  ist 
und  aus  ihnen  das  Zeichen  x  für  die  Unbekannte  genommen  hat. 


•  In  seiner  Besprechung  des  zweiten  Bandes  der  Cantor 'sehen  Vorlesungen 
(BibKotheca  mathematica  1892  S.  92)  folgert  G.  Eneström  —  wohl  mit  Un- 
recht —  aus  dem  Umstände,  dass  der  Buchstabe  z  schon  auf  Seite  4,  y  auf 
Seite  6,  x  auf  Seite  6  der  Geometrie  des  Descartes  (Ausgabe  von  1886)  ein- 
geführt ist,  Descartes  habe  in  erster  Linie  e^  nicht  x  als  Zeichen  einer  un* 
bekannten  Grösse  angewandt. 


Rezensionen. 


Dr.  Johann  Mttllers  Grnndriss  der  Physik  mit  besonderer  Berücksichtigang 

der  Molekularphysik,  Elektrotechnik  und  Meteorologie  fOr  die  oberen 
Klassen  von  Mittelschulen,  sowie  für  den  elementaren  Unterricht  an 
Hochschulen  und  zum  Selbstunterrichte,  bearbeitet  von  0.  Lehmann. 
Vierzehnte  völlig  umgearbeitete  Auflage.  Mit  810  eingedruckten 
Abbildungen  und  zwei  Tafeln.  Braunschweig  1896.  Druck  und 
Verlag  von  Friedrich  Vieweg  &  Sohn.    820  S.     Preis  7  Mk.  50  Pfg. 

Der  früher  in  weiten  Kreisen  mit  grossem  Nutzen  wirkende  Müll  er- 
sehe Orundriss  der  Physik  wfire  sicherlich  in  kürzester  Zeit  aus  den  Schulen 
durch  neuere  Bücher,  insbesondere  Jochmann,  verdr&ngt  worden,  wenn 
nicht  die  Verlagsbuchhandlung  in  Prof.  Lehmann  einen  Herausgeber  gefunden 
hatte,  der  es  verstanden  hat,  die  Eigenart  des  Buches  mit  grosser  Piet&t 
zu  wahren  und  es  doch  derart  umzugestalten,  dass  es  die  grossartigen 
Errungenschaften  der  Physik  in  den  letzten  beiden  Dezennien  enthält.  Das 
Material  ist  aber  so  enorm  reichhaltig,  dass  trotz  der  Streichungen,  insbeson- 
dere bei  der  Meteorologie,  ein  stattlicher  Band  sich  ergeben  hat.  Von  ganz 
besonderem  Wert  ist  die  Anordnung  des  Stoffes;  sie  ist  derart  durchgeführt, 
dass  eine  Wechselbeziehung  zu  Frick's  physikalischer  Technik  hergestellt 
ist,  so  dass  Theorie  und  Praxis  Hand  in  Hand  gehen.  Ein  weiterer  Vor- 
teil ist  die  Bezugnahme  auf  grössere  Lehrbücher,  so  dass  einzelne  Kapitel 
ohne  weitere  Mühe  auch  eingehender  behandelt  werden  können.  Bei  der 
Anlage  des  Buches  ist  darauf  Bücksicht  genommen,  dass  es  beim  Ver- 
lassen der  Schule  sein  Dasein  nicht  in  einem  vergessenen  Winkel,  in 
Staub  gehüllt,  beschliessen  muss,  sondern  dass  es  ein  treuer  Lebens- 
gefährte bleibt  und  ftlr  die  weiteren  Studien  das  Gerippe  bildet,  an 
dem  das  weitere  sich  anzuklammern  vermag.  Dass  die  experimentelle 
Mechanik  einen  so  grossen  Baum  einnimmt,  ist  sehr  anzuerkennen,  denn 
sie  bildet  das  Fundament,  das  bei  so  vielen  Schülern  als  äusserst  mangel- 
haft befunden  wird.  So  möge  denn  das  Buch  in  seiner  stattlichen  Er- 
scheinung sich  neue  Freunde  und  Anhänger  erwerben,  die  mit  derselben 
Pietät  es  bewahren,  wie  dies  bei  den  Besitzern  der  früheren  Auflagen  der 

^^  ^'^^  B.  Nebel. 

Hiit.-litt  Abt.  d.  Zeitoohr.  f.  Math.  n.  Phyi.  44.  Band.  1899.  2.  u.  8.  Heft.  4 
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Ornndriss   der  Experimentalphysik  nnd  Elemente  der  Chemie,  sowie 

der  Astronomie  und  mathematischen  Geographie.  Zum  Gebranch 
beim  Unterricht  aaf  höheren  Lehranstalten  und  zum  Selbststudium. 
Von  E.  Jochmann  und  0.  Hermes.  Mit  376  Holzschnitten,  vier 
meteorologischen  Tafeln  und  zwei  Sternkarten.  Dreizehnte,  ver- 
mehrte und  verbesserte  Auflage.  Berlin  1896,  Verlag  von  Winckel- 
mann  Ss  Söhne.    484  S. 

Abgesehen  von  kleineren  Zusätzen  und  Veränderungen  ist  der  Charakter 
des  Buches  unverändert  geblieben.  Durch  die  kurze,  präzise  Ausdrucksweise 
wird  das  Buch  nicht  nur  auf  Grymnasien  u.  s.  w.  verwendet,  sondern  auch 
häufig  jauf  Universitäten,  insbesondere  von  Medizinern  zur  Vorbereitung 
auf  das  Physikum.  Schon  die  rasche  Aufeinanderfolge  der  verschiedenen 
Auflagen  spricht  für  die  Güte  des  auch  in  diesen  Blättern  häufig  be- 
sprochenen Buches.  3  ^ebel 

Leitfaden  der  praktischen  Physik  mit  einem  Anhange:  Das  absolute  Maß- 
system. Von  F.  EoHiiRAUSCH.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Achte  vermehrte  Auflage.  Leipzig  1896,  Druck  und  Verlag  von 
B.  G.  Teubner.    492  S.    Preis  geb.  7  Mk. 

Bei  der  Betrachtung  der  verschiedenen  Auflagen  dieses  Leitfadens 
giebt  sich  zu  erkennen,  mit  welcher  Umsicht  und  Sorgfalt  das  Buch  den 
erweiterten  Bedürfnissen  und  Zwecken  angepasst  worden  ist;  namentlich 
zeigt  sich  dies  hinsichtlich  der  Elektrotechnik  und  der  physikalischen  Chemie. 
Überall  wurde  eine  vorsichtige  Auswahl  unter  dem  Neuen  getroffen,  damit 
das  Buch  seinen  Charakter  beibehalte.  Der  Übersicht  wegen  sind  die  neu 
hinzugefügten  bezw.  wesentlich  umgearbeiteten  Nummern  und  Tabellen  mit 
einem  Sternchen  auch  in  der  Inhaltsangabe  versehen,  wodurch  der  Ver- 
gleich mit  den  früheren  Auflagen  ungemein  erleichtert  wird.  Auf  diese 
Weise  wird  in  keiner  Weise  eine  StOrung  beim  Gebrauch  im  Laboratorium 
hervorgerufen,  in  dem  es  sich  so  fest  schon  eingewurzelt  hat.  —  Dass  der 
„Amper^^  wieder  sein  stummes  „e^^  erhalten  hat,  ist  erfreulich,  nur  giebt 
es  ein  solches  in  der  deutschen  Sprache  nicht,  deshalb  wird  im  Deutschen 
das  Wort  falsch  gelesen.  Hoffentlich  erscheint  in  der  nächsten  Auflage 
auch  noch  der  Accent,  damit  das  Ampere  gesetzte  Denkmal  nicht  ver- 
stünmielt  erscheint,  und  der  selige  Ampt^re  seine  Buhe  wiedererlangt  und 
nicht  ungehalten  wird,  wie  wir  es  berechtigterweise  über  das  Ver- 
schweigen von  Wilhelm  Webers  Namen  in  einem  Lehrbuch  der  Physik  sind. 
Die  Wissenschaft  muss  international  bleiben.  -d  Nrbet 


Compendiam  der  theoretischen  äusseren  Ballistik.     Von  Carl  Cranz. 

Zum  Gebrauch  von  Lehrern  der  Mechanik  und  Physik  an  Hoch- 
schulen, von  Artillerieoffizieren,  Instruktoren  an  Schießschulen, 
Artillerieschulen  und  Kriegsakademien,  Mitgliedern  von  Artillerie-  und 


Eezennonen.  51 

Gewehr -PrafangskozDinisaioneii,  Gewehrtecbnikern.  Mit  110  Figuren 
im  Text.  Leipzig  1896,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teabner. 
511  S.    Preis  20  Mk. 

Den  Sasseren  Anlass  zur  Heraasgabe  dieses  Buches  gab  eine  Feier 
der  Schule,  an  welcher  der  Verfasser  als  Lehrer  der  Physik  thätig  ist. 
Verfasser  besehfifügt  sich  schon  l&ngere  Zeit  mit  Ballistik  und  hat  nun 
seine  eigenen,  schon  im  Druck  erschienenen  Arbeiten  vereinigt  und  derart 
mit  dem  Bekannten  yerarbeitet,  dass  daraus  ein  möglichst  abgeschlossenes 
Kompendium  der  theoretischen  Süsseren  Ballistik  erzielt  wird.  Mit  Rück- 
sicht auf  die  verschiedenartigen  Ereise,  in  welchen  das  Buch  hilfreich  ein- 
stehen soll,  ist  die  Abfassung  und  Einteilung  derart  gewählt  worden,  dass 
auch  solche,  welche  entweder  sich  nicht  in  das  Ganze  hineinarbeiten  kOnnen, 
oder  mit  geringeren  mathematischen  Kenntnissen  ausgerüstet  sind,  im  Ge- 
brauch des  Buches  nicht  gestört  sind.  Die  Praktiker  sucht  der  Verfasser 
dadorch  für  sein  Buch  zu  gewinnen,  dass  er  die  ihm  überlassenen  Schiess- 
versuche  der  Mauser'schen  Gewehrfabrik  in  Obemdorf  an  den  betreffenden 
Stellen  verwertet,  und  im  Anhang  eine  Reihe  nützlicher  Tabellen  mitteilt. 
Den  zweiten  Teil  der  Ballistik,  welcher  sich  mit  der  Bewegung  des  Ge- 
schosses im  Lmem  des  Laufs  besch&ftigt,  und  daher  die  innere  Ballistik 
genannt  wird,  gedenkt  der  Verfasser  in  einer  späteren  Ausgabe  zu  behandeln, 
xua  dadurch  ein  vollständiges  Werk  über  die  ballistischen  Probleme  bis  zur 
Neuzeit  den  vielfach  auf  Versuche  angewiesenen  Fachkreisen  an  die  Hand 
zu  geben.    Möge  dieser  Plan  des  Verfassers  bald  zur  Reife  gelangen! 

B.  Nebel« 

Jahrbuch  der  Naturwissenschaften  1896—1897.  Enthaltend  die  hervor- 
ragendsten Fortschritte  auf  den  Gebieten:  Physik,  Chemie  und 
chemische  Technologie;  angewandte  Mechanik;  Meteorologie  und 
physikalische  Geographie;  Astronomie  und  mathematische  Geographie; 
Zoologie  und  Botanik;  Forst-  und  Landwirtschaft;  Mineralogie  und 
Geologie;  Anthropologie,  Ethnologie  und  Urgeschichte;  Gesund- 
heitspflege, Medizin  und  Physiologie;  Länder-  und  Völkerkunde; 
Handel,  Lidustrie  und  Verkehr.  Zwölfter  Jahrgang,  unter  Mit- 
wirkung von  Fachmännern  herausgegeben  von  Max  Wildermann. 
Mit  49  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen,  zwei  Karten  und 
einem  Separatbild:  Die  totale  Sonnenfinsternis  vom  8. —  9.  August 
1896.  Freiburg  im  Breisgau  1897,  Herder'sche  Verlagshandlung. 
560  S.    Preis  6  Mk. 

Die  einzelnen  Zweige  der  Naturwissenschaften  weisen  allmählich  eine 
solche  Ausdehnung  auf,  dass  auch  der  einzelne  Forscher  zum  Spezialisten 
wird  und  nicht  mehr  im  stände  ist,  sich  in  der  Litteratur  der  anderen 
Zweige  umzusehen.  Es  ist  daher  ihm  ebensowohl  wie  dem  Freunde  der 
Naturwissenschaften  in  hohem  Maße  erwünscht,  die  wesentlichen  Fort- 
schritte   auf  dem    Gebiete    der    Naturwissenschaften   von    Zeit   zu  Zeit  in 

4» 
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knapper  Fassung  übersichtlich  zosammengestellt  zu  erhalten.  Das  vor- 
liegende Werk  reicht  für  den  genannten  Zweck  vollständig  aus;  denn  die 
einzelnen  Artikel  sind  kurz  und  präzis  gefasst  und  gewähren  ein  aus- 
reichend übersichtliches  Bild.  Dieser  zwölfte  Band  reiht  sich  würdig  seinen 
Vorgängern  an,  indem  er  äusserst  interessante  Aufsätze  enthält,  die  zum 
Teil  auch  mit  dem  täglichen  Leben  in  engster  Berührung  stehen.  Es  kann 
daher  jedem  das  Buch  bestens  empfohlen  werden.  ^  Nebel 


Leitfaden  der  Physik  mit  Einschluss  der  einfachsten  Lehren  der  mathe- 
matischen Geographie  nach  der  Lehr-  und  Prüfungsordnung  von 
1893  für  Gymnasien  von  William  Abekdroth.  IE.  Band.  Kursus 
der  Unter-  und  Oberprima.  Zweite  Auflage.  Mit  172  Holzschnitten 
und  einer  Farbentafel.  Leipzig  1897,  Verlag  von  S.  Hirzel.  289  S. 
Preis  4  Mk. 

Die  Einteilung  der  Physik  in  dem  vorliegenden  Buch  ist  bedingt  durch 
den  Lehrplan,  wie  er  für  sächsische  Gymnasien  vorgeschrieben  ist.  Ob  wir 
nun  damit  einverstanden  sind  oder  nicht,  kann  an  der  vollendeten  That- 
sache  nichts  ändern,  es  berührt  nur  merkwürdig,  dass  erst  in  den  beiden 
obersten  Blassen  die  Mechanik  eingeführt  wird,  dass  also  erst  Leute  mit 
16  — 17  Jahren  den  Hebel,  die  Wage  etc.  kennen  lernen.  Nach  der 
Mechanik  folgen  die  Optik  und  die  einfachsten  Lehren  der  mathematischen 
Geographie.  —  Die  zweite  Auflage  des  zweiten  Bandes  weicht  von  der 
ersten  äus^erlich  nicht  ab,  jedoch  hat  der  Verfasser  überall  in  formeller 
und  sachlicher  Weise  Änderungen  vorgenommen,  die  in  der  Spektralanalyse 
und  dej  theoretischen  Optik  zu  einer  vollständigen  Umarbeitung  ausgedehnt 
worden  sind.  Die  Darstellung  ist  derart  gewählt,  dass  der  Schüler  von 
dem  lästigen  Nachschreiben  vollständig  enthoben  wird.  Auf  diese  Weise 
kann  er  seine  ganze  Aufmerksamkeit  dem  unterrichte  widmen,  während  er 
bei  den  häuslichen  Bepetiiionen  sein  Gedächtnis  an  der  Hand  des  Buches 
wieder  auffrischt.  Eine  derartige  Entlastung  des  Schülers  wird  dankbar 
anerkannt.  B  ^^^^^ 

Lehrbuch  der  Physik  für  höhere  Lehranstalten  und  zum  Selbstunterricht. 
Von  Pranz  Körner.  Mit  642  Abbildungen  und  zwei  Farbentafeln. 
Wien  und  Leipzig  1897,  Verlag  von  Franz  Deuticke.  432  S. 
Preis  6  Mk.  60  Pfg. 

Das  Buch  eignet  sich  sehr  für  den  Unterricht  an  Gewerbeschulen, 
deren  Schüler  später  als  Monteure,  Mechaniker  und  dergleichen  mit  der 
angewandten  Physik  in  engste  Verbindung  treten.  Da  die  Anschauung 
wesentlich  zum  Verständnis  beiträgt,  so  wurde  auf  eine  grosse  Zahl  von 
Abbildungen  gesehen,  die,  zum  Teil  systematisch  geordnet,  wie  z.B.  die 
elektrischen  Elemente,  den  Stoff  äusserst  übersichtlich  gestalten.  Das 
Wesentliche,  insbesondere  Stichwörter,  sind  durch  fetten  Druck  stark  hervor- 
gehoben, so  dass  dem  Schüler  das  rasche  Eepetieren  erleichtert  wird.    Die 
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ganze  Anordnung  des  Bnohee  macht  den  Eindruck,  dass  der  Verfasser  ein 
tüchtiger  Praktiker  ist,  der  es  versteht,  dem  oft  ungeschlachten  Schüler- 
mateiial  Idebe  und  Lust  zur  Physik  beizubringen.  Die  Mathematik  ist 
aufs  äusserste  beschränkt.  Treten  aber  Formeln  auf,  so  ist  auch  dafür 
gesorgt,  dass  Beispiele,  deren  Zahlen  durch  die  beigegebenen  Tabellen 
richtig  geändert  werden  können,  zur  Einübung  vorhanden  sind.  Das  Buch 
sei  für  den  Unterricht  an  Gewerbeschulen  bestens  empfohlen,    g  Nebel 


Die  Ziele  der  technischen  Hochschulen.  Von  A.  Biedler.  Sonderabdruck 
aus  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure.  40.  Band. 
Berlin  1896,  A.  W.  Schade's  Buchdruckerei  (L.  Schade).    20  S. 

Mit  den  Vorschlägen  des  Verfassers  sind  wir  voll  und  ganz  ein- 
verstanden und  doch  vermissen  wir  in  der  Einleitung  die  Umkehrung  des 
Sprichworts:  Wo  Rechte  sind,  sind  auch  Pflichten.  Oottlob  ist  der  Sinn 
unserer  Jugend  noch  so  gut,  dass  sie  die  Pflichten  gerne  übeminmit,  wenn 
daraus  auch  Rechte  entstehen.  Aber  damit  sieht  es  im  Deutschen  Reich 
noch  sehr  traurig  aus.  So  lange  der  Jurist  glaubt,  er  sei  allein  berufen, 
in  technischen  Dingen  die  Entscheidung  zu  treffen,  somit  allein  den  Rahm 
abzuschöpfen,  so  lange  kann  man  es  einem  tüchtigen  jungen  Manne  nicht 
verargen,  wenn  er  sich  das  angezogene  Citat  des  Verfassers  zur  Richtschnur 
macht:  Dumm  ist,  wer  sich  in  der  Welt  nicht  zurecht  finden  kann.  Der 
Techniker  gilt  heutzutage  meistens  noch  als  Sachverständiger,  nicht  aber  als 
verantwortlicher  Leiter.  Wozu  stehen  an  der  Spitze  unserer  Eisenbahn- 
verwaltungen und  sonstiger  technischer  Staatsbehörden  Juristen,  die  sich 
der  Techniker  als  ihrer  Handlanger  bedienen?  Über  die  Anschaffung  der 
besten  Eisenbahnschienen  kann  doch  kein  Jurist  entscheiden;  wenn  er  es 
thut,  so  bedient  er  sich  des  Technikers.  Des  Juristen  Mittelsperson  ist 
unnötig.  Die  geschäftliche  Überlegenheit  (l)  des  Juristen  erreicht  dieser 
erst  nach  dem  Studium,  das  könnte  der  Techniker  ebenso.  Der  Kriegs- 
minister ist  doch  auch  kein  Jurist.  Die  Realgymnasien  eignen  sich  viel 
besser  zur  Vorbereitung  für  das  medizinische  Studium,  als  das  Gymnasium, 
und  doch  wird  diesen  Anstalten  das  Recht  vorenthalten.  In  dieser  Hinsicht 
muss  Wandel  geschaffen  werden.  Ein  kleiner  Anfang  ist  gemacht  durch  die 
Berufung  von  Vertretern  der  technischen  Hochschulen  in  das  preussische 
Herrenhaus.  Der  beste  Stützpunkt  der  Technik  ist  die  enorme  Leistungs- 
fähigkeit. Hier  muss  der  Hebel  angesetzt  werden,  um  den  Juristen  von 
dem  unverdienten  Platz  zu  entfernen,  dann  wird  sich  zeigen,  dass  sich  die 
besten  Elemente  der  Nation  der  Technik  zuwenden,  von  der  sie  sich  viel- 
fach nicht  aus  Verachtung,  sondern  der  unzulänglichen  Verhältnisse  wegen 
abgewendet  haben.  Wer  tüchtig  arbeitet,  dem  soll  der  Lohn  auch  nicht 
vorenthalten  sein!  g^  ^^^^^^ 
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Nendrncke  von  Schriften  and  Karten   über  Meteorologie  und  Erd- 

magnetismns«    Heransgegeben  von  6.  Hellmank: 

Nr.  7.  EvANGELisTA  ToRRicELLi.  Esperieuza  delFArgeuto  Ylvo.— Accademia 

del  Cimento.    Instmmenti  per  conoscer  TAlterazioni  dell'Aria.     Mit 
einer  Einleitung.    Berlin  1897,  A.  Asher  &  Co.    16  S. 

In  der  Einleitung  entwickelt  der  Herausgeber  die  geschichtlichen  Ver- 
hältnisse, die  so  oft  zu  Prioritätsstreitigkeiten  und  dergleichen  Veranlassung 
gegeben  haben,  indem  er  wichtige  Briefe  und  Stellen  aus  alten  Werken 
zum  Abdruck  bringt.  Es  ist  ein  sehr  verdienstliches  unternehmen,  die  oft 
schwer  zu  erhaltenden  Originalwerke  durch  Neudruck  einem  grösseren 
Leserkreise  zugänglich  zu  machen,  und  dabei  die  Prioritätsrechte  auf  Grund 
eingehender  geschichtlicher  Studien  endgiltig  festzulegen.  Diese  Sanmilung 
ist  für  den  Meteorologen  und  Physiker  von  hohem  Wert.  -o  jj^bel 

Nr.  8.  E.  Hallet,  A.  von  Humboldt,  E.Loohis,  Ü.J.LeVerrier,  E.Benon. 

Meteorologische  Karten  1688, 1817, 1846, 1863, 1864.    Sechs  Tafeln 

in  Lichtdruck  mit  einer  Einleitung.     Berlin  1897,  Asher  &  Co. 

Der  Verfasser  giebt  in  der  Einleitung  des  besseren  Verständnisses 
wegen  Erläuterungen  über  die  einzelnen  Karten  selbst.  In  den  Anmerkungen 
werden  die  Quellen  mitgeteilt,  aus  denen  die  Erläuterungen  geschöpft 
worden  sind.  B  ^^^^^ 

Nr.  9.  Henry  Gellibrakd.    A  Disconrse  Mathematical  on  tlie  Variation 

of  the  Magneticall  Needle.    London  1635.    Faksimiledruck  mit  einer 
Einleitung.    Berlin  1897,  A.  Asher  &  Co.     22  S. 

Aus  dem  Abdruck  der  sehr  selten  gewordenen  Schrift  kann  man  er- 
sehen, dass  Gellibrand  den  Nachweis  von  der  Säkularvariation  der 
magnetischen  Deklination  erbringt  Die  Einleitung  hebt  hervor,  dass  Unter- 
schiede in  der  magnetischen  Deklination  schon  früher  bekannt  waren,  dass 

aber  die  Schlussfolgerungen  daraus  nicht  gezogen  worden  sind. 

B.  Nebel. 

Oenyres  scientiflqnes  de  L.  Lorenz.   Bevues  et  annot^es  par  H.  Valentiner 

Publikes    aux    frais    de    la   fondation    Carlsberg.      Tome    premier, 

Premier   fascicule.     Copenhague  1896,   Librairie    Lehmann  &  St^ge. 

210  S. 

Die  Sammlung  der  Lorenz  sehen  Arbeiten  wird  zwei  Bände  umfassen, 

von  denen  der  erste  in  zwei  Abteilungen  erscheinen  wird.     Der  erste  Teil 

des  ersten  Bandes  enthält  sechs  Aufsätze  aus  dem  Gebiete  der  theoretischen 

Optik  und  zeigt,  in  welcher  Weise  Lorenz  thätigen  Anteil  hat  an  der  Klärung 

der  heutigen  Anschauungen   über    das  Wesen    des  Lichts.    Sehen   wir  von 

den  beigefügten  Noten    des  Herausgebers    ab,    so    bemerken    wir   für   den 

deutschen  Leser,  dass  der  ganze  Inhalt  des  ersten  Teiles  in  Poggdndorffs 

Annalen  der  Physik  und  Chemie  zu  finden  ist.  -g  j^b^el 
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Essai  snr  les  ^Mments  de  la  m^caniqne  des  particoles.  Par  H.  Majlert. 

I'®  Partie:   Statiqae  partioalaire  avec  14  planches.    Neuchätel  1897, 
Attinger  frires;  Paris:  Oauthier- Villars  et  fils.     242  8. 

Zum  Gegenstand  der  vorliegenden  Stadien  dienen  die  Atome  der  ür- 
materie,  die  nach  dem  Verfasser  eine  sphärische  Oestalt  besitzen  sollen. 
Nachdem  noch  die  Eigenschaften  der  Atome  definiert  sind,  wird  deren 
Struktur  und  Vereinigung  zu  einfachen  und  zusammengesetzten  Molekülen 
vom  Standpunkt  der  reinen  Geometrie  aus  betrachtet.  Daran  schliessen  sich 
an  die  elementaren  Begriffe  der  Physik  und  der  ans:ewandten  Mechanik, 
die  kinetische  und  potentielle  Energie  und  die  Möglichkeit,  die  eine 
Energieart  in  eine  andere  zu  verwandeln.  Die  speziellen  Studien  über  die 
Energie  und  die  verschiedenen  Formen,  in  denen  sie  sich  äussert,  sollen 
den  zweiten  Band  dieses  Werkes  bilden,  der  unter  dem  Namen  Dynamique 
particulaire  erscheinen  wird.  Aus  den  Tafeln  sind  die  Gruppierungen  der 
sphärischen  Atome  und  deren  gegenseitige  Einwirkungen  vor  Augen  gefilhrt. 

B.  Nebel. 


Theorie  der  doppelten  Strahlenbrechnng,  abgeleitet  aus  den  Gleichungen 

der  Mechanik.  Von  F.  E.  Neumann  (1832).  Herausgegeben  von 
A.  Wangerin.  (Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften.  Nr.  7 6.) 
Leipzig  1896,  Verlag  von  Wilhelm  Engelmann.   62  S.    Preis  80  Pfg. 

Die  vorliegende  erste  Arbeit  Neumanns  aus  der  theoretischen  Physik 
ist  im  25.  Bande  von  Poggendorffs  Annalen  der  Physik  und  Chemie  er- 
schienen und  von  da  abgedruckt.  In  den  Anmerkungen  entwirft  der 
Herausgeber  in  wenigen  Zügen  ein  Bild  von  dem  Lebenslauf  Neu  mann  s  und 
setzt  hierauf  das  Prioritatsverh&ltnis^ zwischen  Neumann  und  Oauchy  aus- 
einander. Die  weiteren  Notizen  beziehen  sich  auf  einzelne  Stellen  der 
Arbeit  selbst.  B^  ^^^^^^ 


Zwei  hydrodynamiselie  Abhandlimgen  von  H.  Helmholtz.  I.  Über  Wirbel- 
bewegungen (1858).  II.  über  diskontinuierliche  Flüssigkeitsbeweg- 
ungen (1868).  Herausgegeben  von  A.  Wangerin.  (Ostwalds  Klassiker 
der  exakten  Wissenschaften  Nr.  79.)  Leipzig  1896,  Verlag  von 
Wilhelm  Engelmann.    80  8.    Preis  1  Mk.  20  Pfg. 

Die  Anmerkungen  beziehen  sich  zunächst  auf  Notizen  über  Helm- 
holtz' Leben  und  Werke,  sodann  kommen  die  allgemeinen  Bemerkungen 
zu  den  vorliegenden  Abhandlungen,  die  beide  den  Ausgangspunkt  für  neue 
wissenschaftliche  Gebiete  bildeten.  Den  Schluss  machen  die  speziellen 
Noten  und  Erläuterungen  zum  Text.  -ß  ^ebel 
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Theorie  der  Lnftschwingnngen  in   Röhren  mit  offenen  Enden.    Von 

H.Helmholtz  (1859).  Herausgegeben  von  A.Wangerin.  (Ostwalds 
Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr.  80.)  Leipzig  1896 ,  Verlag 
Ton  Wilhelm  Engelmann.    132  S.    Preis  2  Mk. 

In  den  Anmerkungen  wird  zunächst  darauf  hingewiesen,  weshalb  die 
Aufnahme  dieser  Arbeit  in  die  Sammlung  der  Klassiker  berechtigt  ist; 
denn  in  physikalischer  Hinsicht  werden  dadurch  die  Widersprüche  der 
älteren  Theorie  mit  der  Erfahrung  beseitigt.  Die  speziellen,  sehr  aus- 
gedehnten   Anmerkungen    gehen     auf    einzelne    Punkte    der    Abhandlung 

°^^''  «i^-  B.  Nebel. 


Experimental-Untersnehnngen  Ober  ElektrizitSi  Von  Michael  Earaday. 

I.  und  n.  Reihe  (1832).  Herausgegeben  von  A.  J.  von  ÖrnNGEN. 
(Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr.  81.)  Mit  41  Figuren 
im  Text.  Leipzig  1896,  Verlag  von  Wilhelm  Engelmann.  96  S. 
Preis  1  Mk.  ÖO  Pfg. 

Schon  die  wenigen  Zeilen  in  den  Anmerkungen  über  das  Leben  Fara- 
dajs  lassen  erkennen,  mit  welchem  Streben  und  mit  welch'  hoher  idealer 
Anschauung  sich  Faraday  dem  Studium  widmete.  Die  weiteren  speziellen 
Notizen  beziehen  sich  zum  Teil  auf  Unterschiede  zwischen  dem  Original 
und  der  seinerzeit  von  Poggendorff  für  die  Annalen  der  Physik  und  Chemie 
angefertigten  Übersetzung.  g  Nebel. 


Orandlehren  der  mathematischen  Geographie  nnd  elementaren  Astro- 
nomie für  den  Unterricht.  Bearbeitet  von  Siegmttnd  Günther. 
Vierte  durchgesehene  Auflage  mit  47  eingedruckten  Figuren  und 
zwei  Sternkarten.  München  1896,  Verlag  von  Theodor  Ackermann. 
142  S. 

Das  Büchlein  eignet  sich  sehr  gut  für  Schulen  und  solche  Personen, 
welche  sich  über  den  gestirnten  Himmel  und  die  an  ihm  zu  beobachtenden 
Vorgänge  ohne  weitschweifige  Studien  Belehrung  verschaffen  wollen.  Da  der 
Umfang  sich  dem  Lehrziel  der  bayerischen  Gymnasien  anzüschliessen  hat, 
so  dürfen  die  gesteckten  Grenzen  durch  spezielle,  wenn  auch  berechtigte 
Wünsche  nicht  beliebig  verschoben  werden.  Daher  ist  der  Inhalt  der 
vierten  Auflage  im  wesentlichen  in  Übereinstimmung  geblieben  mit  dem 
der  dritten  Auflage.  Bei  einer  künftigen  Auflage  dürfte  der  sauberen  und 
sorgfältigen  Ausführung  der  Figuren  mehr  Rechnung  getragen  werden. 
Vielfach  sind  die  Linien  zerrissen,  unscharf  oder  verwischt.  Die  punktierten 
Linien,  wie  z.B.  in  Fig. 30,  sind  sehr  mangelhaft,  so  dass  ein  Schüler  für 
eine    derartige  Zeichnung  sicher  das  Prädikat  „gut"  nicht  erhalten  würde. 

B.  Nebel« 
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Die  Bahnbestimmang  der  Planeten  nnd  Kometen.  Von  Karl  Zelbr.   Mit 

12  Figuren  im  Text.    Breslau  1896,  Verlag  von  Eduard  Trewendt. 
125  S. 

Verfasser  legt  seiner  Darstellung  der  Oruiidprinzipien  des  Bahn- 
bestinunungsproblemes  das  W.  Olbersohe  Werk  ,,Abhandlung  über  die 
leichteste  und  bequemste  Methode,  die  Bahn  eines  Kometen  zu  berechnen ^^ 
und  das  Qausssche  Werk:  „Theoria  motus  corporum  celestium*^  zu  Grunde. 
Das  letztere  ist  als  die  Erweiterung  des  ersteren  anzusehen,  indem  Gauss 
das  Problem  fOr  jede  Kegelschnittlinie  als  Bahnkurve  löst,  was  Olbers 
für  die  parabolische  Kometentheorie  gelungen  ist.  Am  Schlüsse  teilt  der 
Verfasser  noch,  eine  Litteraturübersicht  mit,  die  aber  nicht  den  Anspruch 
auf  Vollständigkeit  machen  soll.  Dem  angehenden  Astronomen  dürfte  durch 
das  Yorliegende  Buch  ein  praktisches  Werkzeug  für  die  zu  berechnenden 
Beobachtungen  in  die  Hand  gegeben  werden.  ^  Nebel 


Das  Parallelogramm  der  KrSfte  als  Grundlage  des  periodischen  Systems 

in  der  Chemie.    Von  Joachim  Sperber.    Zürich  1896,  Verlag  von 
E.  Speidel.    37  S. 

Mehr  und  mehr  drängt  sich  dem  Chemiker  die  Überzeugung  auf,  dass 
sich  das  ungeheuere,  durch  Experimente  gewonnene  Material  der  Chemie 
in  bestimmte  mathematische  Gesetze  zusammenüeissen  und  dadurch  ver- 
einfachen und  übersichtlicher  gestalten  lassen  müsse.  Viele  Versuche  sind 
mit  mehr  oder  weniger  grossem  Erfolge  gemacht  worden,  wobei  manches 
auf  rein  theoretischem  Wege  gefunden  worden  ist.  Doch  es  bedarf  noch 
einer  grossen  Energie,  bis  die  Chemie  ebenso  der  Rechnung  unterworfen 
werden  kann,  wie  dies  bei  der  Physik  der  Fall  ist.  —  Aus  Überlegungen, 
die  sich  dem  Verfasser  bei  der  Allotropie  aufgedrängt  haben,  brach  sich 
die  Überzeugung  durch,  dass  die  verschiedenen  Äquivalentgewichte  und  die 
verschiedene  Wertigkeit  ein  und  desselben  Elementes  nur  möglich  sein 
können,  wenn  die  Atome  unter  bestimmten  Winkeln  in  Verbindungen  treten, 
sodass  die  Valenz  nur  den  Wert  der  Komponente  angiebt,  die  das  Atom 
in  die  resultierende  Verbindung  liefert.  Die  physikalischen  und  chemischen 
Eigenschaften  der  Elemente  können  unmöglich  rein  zufallig  periodische 
Funktionen  der  Atomgewichte  sein;  deshalb  brachte  sie  der  Verfasser  mit 
den  goniometrischen  Funktionen  in  Beziehung.  Das  Resultat  derartiger 
Überlegungen  wird  nach  dem  Satze  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  durch 
die  Formel  ausgedrückt:  t;  =  a  cos  9), 

wobei  a  das  Atomgewicht,  v  die  Valenz  und  tp  der  Aquivalentwinkel  eines 
Elementes  bedeutet,  um  nun  die  Theorie  zu  erproben,  sollten  experi- 
mentell bekannt  gewordene  chemische  Grössen  irgend  welcher  Art  auf 
theoretischem  Wege  gewonnen  werden.  Zu  dem  Zweck  bedient  sich  der 
Verfasser    der  Wärmetönungen    chemischer    Umsetzungen.     Welch'    grosse 
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Schwierigkeiten  sich  nunmehr  entgegenstellen,  giebt  sich  deutlich  ans  den 
fKr  Ammoniak  angestellten  Rechnungen  zu  erkennen.  Die  Resultate  dtlrfen 
deshalb  zunächst  als  befriedigend  bezeichnet  werden.  Die  weiteren,  zur 
Stütze  der  Theorie  anzustellenden  Berechnungen  sind  einer  späteren  Zeit 
vorbehalten,  da  es  vielfach  noch  an  sicheren  physikalischen  Daten  fehlt, 
die  unumgänglich  notwendig  sind.  —  Soweit  die  Sache  jetzt  überblickt 
werden   kann,   dürfte   der  weitere    Ausbau  dieser  Theorie   vielversprechend 

*«"^-  B.  Nebel. 

Kritik  der  Formel  der  Newtonschen  Gravitationstheorie.  Von  A.  Sinram. 

Hamburg  1896,  Verlag  von  Lucas  Gräfe  &  Sillem.   44  S.    Preis  1  Mk. 

Die  Thatsache,  dass  die  Kometenschweife  stets  von  der  Sonne  ab- 
gelenkt sind,  liess  sich  durch  die  Gravitationstheorie  nicht  nachweisen  und 
gab  die  Veranlassung  zu  allerlei  erkünstelten  Hypothesen.  Verfasser  sucht 
den  Beweis  zu  erbringen,  dass  die  Newtonsche  Gravitationstheorie  lediglich 
ein  mathematischer  Ausdruck  ist,  dem  jede  physikalische  Basis  fehlt.  Dass 
Newton  dies  selbst  gefühlt  hat,  will  der  Verfasser  durch  eine  Reihe  von 
Citaten  aus  Newtons  eigenen  Äusserungen  nachweisen.  Auch  die  heutigen 
Physiker  leben  mit  der  Gravitationstheorie  auf  etwas  gespanntem  Fusse; 
denn  die  modernen  Anschauungen  in  der  Elektrizitätslehre  lassen  die  früher 
vielgepriesenen    Fernwirkungen    in    einem    recht    zweifelhaften    Lichte    er- 

^^^^^^^  B.  Nebel. 

Die  Geometrie  der  Wirbelfelder.  In  Anlehnung  an  das  Buch  des  Ver- 
fassers über  die  Mazweirsche  Theorie  der  Elektrizität  und  zu  dessen 
Ergänzung.  Von  A.  Föppl.  Leipzig  1897,  Druck  und  Verlag  von 
B.  G.  Teubner.    108  S. 

Entgegen  der  ursprünglichen  Absicht,  das  frühere  Buch  durch  einen 
zweiten  Band  zu  ergänzen,  sah  sich  der  Verfasser,  äusserer  Umstände 
wegen,  veranlasst,  von  diesem  Plane  abzuweichen  und  sich  nur  auf  die 
Theorie  der  Vektorfunktionen  zu  beschränken.  Wenngleich  sich  der  Titel 
auf  die  Geometrie  der  Wirbelfelder  bezieht,  so  soll  damit  nur  angedeutet 
werden,  dass  die  Behandlung  der  Wirbelfelder  den  grössten  Baum  umfasst. 
Es  werden  noch  andere  Felder  berücksichtigt,  die  sich  durch  die  Kenn- 
zeichnung des  Feldzustandes  unterscheiden  und  darnach  eingeteilt  werden 
in  skalare  Felder,  Vektorfelder  und  Hypervektorfelder.  Von  den  Gravitations- 
feldern wurde  abgesehen,  die  Au^erksamkeit  wird  ganz  auf  die  elektrischen 
und  magnetischen  Felder  gelenkt.  Dabei  sei  aber  ausdrücklich  erwähnt, 
dass  die  Darstellung  frei  von  allen  physikalischen  Hypothesen  ist,  dass  es 
sich  somit  nur  um  eine  streng  mathematische  Untersuchung  handelt,  die 
für  jeden  ihre  Giltigkeit  behält,  ob  er  nun  Anhänger  der  Maxwell'schen 
Theorie  ist  oder  nicht.  -d  Nebel 
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Methode  et  Prindpes  des  sciences  naturelles ,  introdnction  k  l'^tnde 

de  la  mMecine  par  Th.  Fdnck-Brsntako.    Paris  1896,  Ancienne 
maison  delahaye  L.  Bataille  &  Cie.    137  S. 

Das  Buch  zerf&Ut  in  drei  Teile.  In  dem  ersten,  „la  mithode^^  betitelten, 
unterzieht  der  Verfasser  die  verschiedenen  Methoden,  deren  man  sich  in 
den  Naturwissenschaften  znr  Erforschung  der  Natur  bedient,  einer  ein- 
gehenden Betrachtung.  Der  zweite  Teil  trägt  die  Überschrift  „les  prin- 
cipes'S  Verfasser  versteht  aber  darunter  nicht  z.B.  die  Principe  der 
Mechanik,  sondern  er  erläutert  die  Frage:  „Was  ist  ein  Prinzip ?^^  an  dem 
Satze,  dass  die  Wissenschaften  nicht  durch  Prinzipe,  sondern  durch  De- 
finitionen fortschreite,  welch'  letztere  man  Prinzipe  zu  nennen  pflege.  In 
diesem  Teile  werden  die  Orunderscheinungen,  wie  die  Bewegung,  die  Schwer- 
kraft, die  Anziehung,  die  Affinit&t,  Elektrizität  und  Magnetismus,  Licht 
und  Wärme,  Gewicht  und  Dichtigkeit,  die  Ei*äfte  der  Mechanik  und  die 
Molekularkräfte  behandelt.  Der  dritte  Teil  umfasst  die  Entstehung  des  Sonnen- 
systems, die  Bildung  der  Erdkugel  und  die  Erscheinung  des  Lebens  auf 
dieser.  Den  Anhang  bildet  die  Photographie  des  Unsichtbaren,  worin  die 
Böntgenstrahlen  mit  ihren  Vorläufern  einer  Erklärung  unterzogen  werden. 
Das  Buch  hat  einen  philosophisch -naturwissenschaftlichen  Charakter. 

B.  Nebel. 

Die  Elektrizität.    Von  Dr.  Gustav  Albrecht.    Mit  38  Abbildungen.    Heil- 
bronn a.N.  1897,  Verlag  von  Schröder  &  Co.    167  S. 

Verfasser  beginnt  mit  dem  Magnetismus  und  bedient  sich  bei  der  Be- 
handlung desselben  der  Faraday sehen  Anschauungen.  Anschliessend 
hieran  werden  gleich  die  elektrischen  Ströme  und  ihre  Wechselwirkungen 
mit  Magneten  behandelt.  Nach  den  Gesetzen  des  elektrischen  Stromes 
folgen  die  Beziehungen  zwischen  elektrischen  Strömen  und  chemischen  Er- 
scheinungen. An  dieser  Stelle  werden  erst  die  galvanischen  Elemente  auf- 
geführt, eine  Beihenfolge,  die  der  natürlichen  Entwickelung  der  Materie 
entspricht,  von  der  geschichtlichen  und  bisher  allgemein  innegehaltenen 
Anordnung  aber  abweicht.  An  die  Elektrostatik,  welche  zwei  Kapitel  um- 
fasst, reihen  sich  die  praktischen  Anwendungen  der  elektrischen  Erschein- 
ungen und  ihre  Beziehungen  zu  Licht  und  Wärme  an.  An  den  Leser 
werden  keine  mathematischen  Anforderungen  gestellt,  es  kann  somit  jeder 
sich  mit  der  Elektrizitätslehre  ohne  grosse  Schwierigkeiten  bekannt  machen. 
Die  Einheit  der  Kraft  ist  „eine  Dyne"  und  nicht  „ein  Dyn".  Bei  dem 
so  wichtigen  elektrodynamischen  Prinzip  hätte  auf  seinen  Entdecker  Werner 
Siemens  etwas  deutlicher  hingewiesen  werden  dürfen,  als  dies  jetzt  der 
Fall  ist.  Die  Figuren  lassen  vielfach  zu  wünschen  übrig.  Bei  der  Klein- 
heit wirkt  die  Abschattierung  störend,  zum  Beispiel  wird  der  Laie  aus  den 
dunklen  Klecksen  nicht  mit  Deutlichkeit  erkennen,  wie  die  Elektroden  in 
die  Auffangröhren  ragen,  zumal  Text  und  Figur  keine  Bezugnahme  zu 
einander  haben,  welche  sonst  durch  Buchstaben  hergestellt  wird.     Dasselbe 
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gilt  auch  bei  Figur  15;  denn  Niemand  wird  zum  Beispiel  angeben  können, 
an  welcher  Stelle  sich  der  Spiegel  befindet.  Eine  schematische  Zeichnung 
wftre  weit  vorteilhafter  gewesen.  Hoffentlich  werden  bei  einer  Neuauflage 
diese  Fehler  beseitigt,  wodurch  der  Wert  des  Buches  nur  erhöht  wird. 

B.  Nebel. 

Codex  Leidensis  399,  1.  Euclidis  elementa  ex  interpretatione  al-Hadseh- 
dschadschii  cum  commentariis  aJ-Narizii.  Arabice  et  latine  ediderunt 
notisque  instruxerunt.  B.  0.  Besthorn  et  J.  L.  Heiberg.  Partis 
I  Fasciculus  II.  Hauniae,  in  libraria  Gyldendaliana  (F.  Hegel  et  fil.) 
1897.     S.  89—191. 

Seit  dem  Erscheinen  des  1.  Fase,  des  1.  Teiles  dieser  arabischen  Euklid- 
ausgabe sind  vier  Jahre  verflossen,  und  schon  glaubte  man,  das  Werk  würde 
aus  irgend  einem  Grunde  keine  Fortsetzung  mehr  erfahren,  als  zur  an- 
genehmen Überraschung  der  Freunde  des  Unternehmens  endlich  vor  einiger 
Zeit  der  2.  Fase,  erschien,  mit  der  Erklärung,  dass  der  Grund  der  Ver- 
zögerung hauptsächlich  in  den  Schwierigkeiten  des  arabischen  Druckes 
liege,  dass  aber  für  die  Zukunft  in  dieser  Hinsicht  Vorsorge  getroffen 
worden  sei. 

Dieser  2.  Fase,  enthält  die  Sätze  20—47  des  1.  Buches  der  Elemente, 
und  schliesst  hiermit  dieses  ab.  *  Die  interessantesten  Partien  dieses  Heftes 
sind:  1.  die  Versuche  des  Geminos,  das  Parallelenaxiom  zu  beweisen,  in 
den  Zusätzen  zu  Prop.  28;  2.  der  Zusatz  zum  pjthagoräischen  Lehrsatz 
(Prop.  46),  bestehend  in  dem  H er on 'sehen  Beweise,  dass  die  drei  Geraden, 
nämlich  diejenigen  zwei,  welche  die  Ecken  der  beiden  Eathetenquadrate 
mit  den  gegenüberliegenden  Dreiecksecken  verbinden  und  die  Senkrechte 
vom  Scheitel  des  rechten  Winkels  auf  die  Hypotenuse,  sich  in  einem  Punkte 
schneiden;  3.  der  T ab i tische  Beweis  des  pjthagoräischen  Lehrsatzes. 

Was  Nr.  1  anbetrifft,  so  stellt  Geminos  vier  Hilfssätze  auf,  mit  denen 
er  dann  das  5.  Postulat  beweisen  will^  diese  sind:  a)  Wenn  zwei  Geraden 
parallel  sind,  so  ist  ihr  Abstand  zu  jeder  von  ihnen  senkrecht;  b)  wenn 
eine  Gerade  zwei  andere  Geraden  so  schneidet,  dass  sie  zu  jeder  von  ihnen 
senkrecht  ist,  so  sind  diese  Geraden  parallel  und  die  senkrechte  Gerade  ist 
ihr  Abstand;  c)  wenn  eine  Gerade  zwei  andere  parallele  Geraden  schneidet, 
so  sind  je  zwei  korrespondierende  Winkel  gleich,  je  zwei  Wechselwinkel 
gleich,  je  zwei  Gegenwinkel  zusammen  zwei  Rechte;  d)  wenn  eine  Gerade 
zwei  andere  Geraden  so  schneidet,  dass  entweder  zwei  korrespondierende 
Winkel  gleich  sind,  oder  zwei  Wechselwinkel  gleich  sind,  oder  zwei  Gegen- 
winkel zusammen  zwei  Rechte  ausmachen,  so  sind  die  geschnittenen  Geraden 
parallel;  als  e)  erscheint  dann  der  Hauptsatz,  das  5.  Postulat.  —  Wir 
sehen  hieraus,  dass  dieses  Verfahren  des  Geminos,  das  Parallelenaxiom  zu 

*  Der  Satz  46  der  griechischen  Ausgabe  von  J.  L.  Heiberg,  sowie  auch 
der  Nasir  ed-Dtn'schen ,  fehlt  hier,  daher  zählt  das  erste  Buch  hier  nur  47  statt 
48  Satze. 
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beweisen,  von  den\jenigen  des  Nasir  ed-Dln*  ziemlich  abweicht,  dass  also 
letzterer  hierin  selbständig  vorgegangen  ist,  wenn  er  auch,  was  ja  natürlich 
ist,  gerade  wie  Qeminos,  der  Anfstellnng  nener,  allerdings  etwas  ein- 
facherer  Axiome  oder  Postolate  nicht  entbehren  konnte:  sein  erster  EUfssatz 
ist  eben  kein  geometrischer  Beweis,  sondern  nur  eine  anschauliche  Dar- 
stellimg  einer  geometrischen  Thatsache.** 

Für  Nr.  3,  den  oben  genannten  Heron'schen  Beweis,  der  übrigens  ja 
zum  Euklidischen  Beweise  des  pythagoräischen  Satzes  nicht  notwendig  ist, 
verweise  ich  den  Leser  auf  das  Werk  selbst. 

Was  Nr.  3  anbetrifft,  so  vernehmen  wir  hier  zum  ersten  Male,  dass 
von  dem  bedeutenden  arabischen  Mathematiker  Täbit  ben  Eurra  einer 
der  einfachsten  Beweise  des  pythagorftischen  Satzes  herrühren  soll,  der  in 
dem  Werke  von  Jury  Wipp  er  (Sechsundvierzig  Beweise  des  pythagoräi- 
schen  Lehrsatzes  etc.,  aus  dem  Bussischen  übersetzt  von  F.  Graap, 
Leipzig  1880,  S.  23,  Nr.  18)  ohne  Angäbe  des  Ursprungs  sich  befindet.*** 
Ob  dieser  Beweis  vielleicht  noch  älter  sei  als  Täbit,  kann  natürlich 
hier  nicht  entschieden  werden. 

Über  den  Text  und  die  Übersetzung  habe  ich  mich  gleich  lobend  wie 
in  der  Rezension  des  1.  Fase,  auszusprechen;  es  seien  mir  nur  noch  zwei 
Bemerkungen  gestattet:  Schon  im  1.  Fase,  und  auch  hier  wieder  (S.  89, 
93,  153,  155,  165  etc.)  setzt  Herr  Heiberg  in  dem  Ausdruck  ^,in  duas 
partes  aequales  dividere'^  das  Wort  „aequales*'  in  eckige  Klammem;  wir 
sehen  den  Grund  hierzu  nicht  ein,  ist  doch  Überall  im  arabischen  Text 
dem  Worte  f^^  (teilen)  beigefügt  (^T*^*^  d.  h.  in  zwei  Hälfben,  in  zwei 
gleiche  Teile.  Nur  S.  145  (Prop.  34)  macht  Herr  Heiberg  eine  Ausnahme, 
obgleich  der  arabische  Text  derselbe  ist.  —  Der  Anfang  des  arabischen 
Textes  des  nach  Prop.  31  eingeschobenen  Satzes  über  die  Teilung  einer 
Geraden  in  drei  gleiche  Teile  ist  jedenfalls  verdorben,  die  Worte: 
I^Lm^I  SUd^  JaS-  Rii%MiH  ^^  (denn  die  Teilung  einer  Geraden  in  drei 
gleiche  Teile  etc.)  sollten  nicht  am  Ende  stehen,  wie  auch  die  Über- 
setzung sie  richtig  hinter  die  Anfangsworte:  „Locus  eins  erat  post 
prop.  X.^^  stellt.  Dieser  Satz  erhält  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  man, 
falls   man  keine   Umstellung   zulassen   will,    entweder    an   Stelle  von  e)^ 


*Vergl.  diese  Enklidausgabe,  Rom  1694,  S.  28—38,  und  Kästner,    Ge- 
schichte der  Mathematik  Bd.  1,  S.  876—81. 

•*  Es  ist  hier  noch  von  Interesse  beizufügen,  dass  S.  118  (Übers.  119) 
Geminos  ljU&.Ltf  genannt  wird,  was  in  der  Übersetzung  durch  „magistrom 
nostnim^*  wiedergegeben  wird;  es  könnte  aber  ebenso  gut  mit  „unsem  Freund" 
oder  „Genossen"  übersetzt  werden;  es  scheint,  als  ob  diese  Stelle  aus  Simplikios 
entnommen  wäre,  dann  wäre  aber  diese  Bezeichnung  unverständlich;  vielleicht  ist 
sie  aber  aus  Herons  Scholien  herübergenommen  und  von  Nairizi  vergessen  worden, 
den  Autor  zu  nennen,  dann  wäre  also  konstatiert,  dass  Heron  und  Geminos  Zeit- 
genossen gewesen  sind. 

♦♦*  Ein  ganz  ähnlicher  Beweis  (im  citierten  Werke  Nr.  17)  findet  sich  zuerst 
im  „Lehrbegriff  der  reinen  Mathematik'^  von  Hauff,  1803,  vor. 
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(weil,  denn)  e)'j  oder  e)'  ^  oder  c)'C5^  (wenn  auch,  obgleich)  setzt,  oder 
aber  das  Citat  I,  12  durch  ein  anderes,  auf  einen  nachfolgenden  Satz  sich 
beziehendes  ersetzt;  doch  weder  in  I^  12  (wie  Herr  Heiberg  bemerkt)  noch 
in  einem  späteren  Salze  des  1.  Baches  kommt  die  Teilung  einer  Geraden 
in  drei  gleiche  Teüe  zur  Anwendung.  Heinrich  Süter. 


P.  L.  Tch6byclief  et  son  oeuvre  scientifique  par  A.  Vassiliep,  Professeur 
a  FUniversite  de  Kasan.     Turin  1898,  Charles  Clausen.     56  p. 

Die  70  Jahre  von  1821  bis  1891  umspannen  das  Leben  TchehjcheTs, 
ein  Leben,  reich  an  Leistungen,  reich  an  Erfolgen ,  aber  ziemlich  einförmig 
verlaufend.  Das  Leben  eines  Gelehrten  bietet  verhältnismässig  selten  er- 
zählenswerte oder  gar  spannende  Zeiträume,  und  so  war  es  auch  bei 
Tchebychef.  Kurz  konnte  der  Lebensabriss  werden,  welchen  Herr  Y assilief 
von  dem  Landsmanne  und  Fachgenossen  entwarf,  um  so  ausführlicher 
musste  die  Schilderung  von  Tchebychefs  wissenschaftlichen  Leistungen  wer- 
den, welche  Herr  Yassilief  zuerst  in  mehreren  Heften  des  von  Herr  Gino 
Lorin  seit  1898  herausgegebenen  Bolletino  di  bibliografia  e  storia  della 
scienze  matematiche  (Turin  bei  C.  Clausen)  veröffentlichte,  und  welche  heute 
als  besondere  Broschüre  vor  uns  liegt.  Wir  vermögen  ihr  nicht  im  einzelnen 
hier  zu  folgen.  Es  genüge,  zusagen,  dass  Tchebychef  mit  dem  theoretisch- 
sten Teile  der  Mathematik^  wenn  man  so  sagen  darf,  beginnend,  mehr  und 
mehr  zur  angewandten  Mathematik  überging.  Zahlentheoretische  Arbeiten, 
unter  welchen  die  Untersuchungen  Über  Primzahlenmengen  unterhalb  einer 
gewissen  Grenze  hervorragen,  Hessen  Tchebychefs  Namen  zuerst  bekannt 
werden,  Erfindungen  der  praktischen  Maschinenlehre  sind  die  Frucht  seiner 
letzten  Anstrengungen.  Man  kann  diesen  Entwickelungsgang  nicht  hübscher 
schildern^  als  es  Tchebychef  selbst  getban  hat,  indem  er  sagte:  Die  ältesten 
Aufgaben  der  Mathematik,  wie  die  der  Würfelverdoppelung^  haben  die 
Götter  gestellt;  dann  kam  ein  Zeitraum,  in  welchem  Halbgötter:  Fermat, 
Pascal  und  andere,  die  Aufgaben  stellten;  heute  liefert  das  Bedürfnis  der 
Menschen  die  der  Lösung  harrenden  Aufgaben.  Man  wird  in  Tchebyche£B 
Arbeiten  vielleicht  eine  gewisse  Vorliebe  für  französische  Schriftsteller  be- 
merken,  welche  ihn  veranlasste,  die  Verdienste  von  Gauss  zum  Beispiel 
weniger  als  gerecht  zu  betonen.  Man  wird  das  seinen  freundschaftlichen 
Beziehungen  zu  französischen  Zeitgenossen  zu  Gute  halten.  Caktor 


Claadii  Ptolemaei  opera  quae  exstantomnia  volumen  I.  Syntazis  mathe- 
matica  edidit  J.  L.  Heiberq,  professor  Hauniensis.  Pars  I  libros 
I—VI  continens.    Leipzig  1898,  B.  G.  Teubner.  VI,  646  p. 

Das  freudige  Lächeln,  mit  welchem  wir  den  ersten  Band  der  in  der 
Bibliotheca  Teubneriana  nunmehr  erscheinenden  Werke  des  Ptolemaeus 
und  in  ihm  die  von  Heiberg  herausgegebenen  6  ersten  Bücher  des  Almagests 
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begrüsstes,  machte,  wir  gestehen  es,  bald  ernsteren  Gesichtszügen  Platz, 
ungleich  den  früher  von  Heiberg  herausgegebenen  MathematLkem  ist  nämlich 
der  Abnagest  von  keiner  Übersetzung  begleitet.  Herr  Heiberg  hat  gut 
reden,  wenn  er  in  der  Vorrede  sagt,  er  habe  der  Schwierigkeit  des  Gegen- 
standes wegen  nicht  gewagt,  eine  lateinische  oder  neuersprachliche  Über- 
setzung beizugeben;  darauf  mögen  Astronomen  ihr  Augenmerk  richten ,  wenn 
sie  eine  Erklärung  wünschen.  Welcher  lebende  Astronom  weiss  denn  so 
viel  Griechisch  und,  setzen  wir  hinzu,  wie  viele  lebende  Philologen  ausser 
Herrn  Heiberg  wissen  so  viel  Astronomie,  dass  sie  an  jenes  Wagnis  heran- 
treten könnten?  Man  kann  freilich  niemand  zwingen  zu  leisten,  was 
er  in  durchaus  beM^digender  Weise  zu  leisten  sich  nicht  im  stände  fühlt, 
aber  Herr  Heiberg  hätte  sich,  meinen  wir,  sagen  müssen,  die  von  ihm 
geübte  Textkritik  schliesse  ein  so  genaues  Verständnis  ein,  dass  mancher 
Leser  die  bescheidene  Äusserung  der  Vorrede  als  Vorwand  betrachten  werde. 

GAirroR. 

Vorlesiiiigtii  Ober  die  Theorie  der  antomorphen  Fnnktioiieii  von  Robert 

Fricke  und  Felix  Klein.  Erster  Band:  Die  gruppentheoretischen 
Grundlagen.  Mit  192  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Leipzig  1897, 
B.  G.  Teubner.    XIV,  634  S. 

Die  Theorie  der  eindeutigen  Funktionen  einer  Veränderlichen,  welche 
bei  einer  Ghruppe  von  linearen  Transformationen  ungeändert  bleiben,  der 
automorphen  Funktionen,  gehört  der  jüngsten  Periode  der  mathematischen 
Forschung  an,  und  es  ist  ein  schönes  Zeugnis  für  die  fortwirkende  Frucht- 
barkeit der  Gauss 'sehen  Gedanken,  wenn  fast  nach  einem  Jahrhundert  die 
natürliche  Entwickelung  seiner  Ansätze  in  ihrer  Vereinigung  zu  einem 
weitreichenden  neuen  Zweige  der  Mathematik  führt.  Vor  der  hyper- 
geometrischen Beihe,  den  elliptischen  Funktionen,  insbesondere  den  von 
Gauss  selbst  in  ihrer  analytischen  Natur  erkannten  Modulfunktionen,  führen 
die  Wege  in  beständiger  Erweiterung  über  die  Arbeiten  von  Biemann, 
Fuchs,  Schwarz,  Schottky  von  der  funktionentheoretischen  Seite  her  zu 
dem  von  Poincarä  und  Klein  in  allgemeiner  Fassung  erschlossenen  Gebiet, 
während  anderseits  die  nicht  euklidische  Geometrie,  die  Theorie  der  quadrati- 
schen Formen,  der  algebraischen  Zahlen,  die  Hil&mittel  zu  ihrem  ein- 
gehenden Studium  liefern.  Allerdings  tritt  dazu  noch  als  neuer  und  Bichtung 
gebender  Verbündeter  der  von  Gauss  nicht  ausdrücklich  formulierte,  aber 
verwendete  Gruppenbegriff. 

Eine  zusammenhängende  Darstellung  des  ganzen  Gebietes  hat  gerade 
wegen  der  Mannigfaltigkeit  der  Hilfsmittel  mit  bedeutenden  Schwierigkeiten 
zu  kämpfen,  da  alle  diese  erst  für  den  Endzweck  aufbereitet  und  zurecht- 
gelegt werden  müssen. 

Um  so  mehr  wird  man  Klein  Dank  wissen,  dass  er  an  seinem,  beim 
ersten  Auftreten  der  automorphen  Funktionen  gefassten  Plan,  ihre  Theorie 
in  einer  ausgedehnten  Publikation  zu  behandeln,   durch  so  lange  Zeit  fest- 
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gehalten    nnd   ihn  mit  eifriger  ünterstützmig  Frickes  soweit  gefördert  hat, 
dass  uns  jetzt  der  erste  Band  einer  solchen  Gesamtdarstellung  vorliegt. 

Das  vor  13  Jahren  erschienene  Bnch  über  das  Ikosaeder  von  Klein, 
die  erste  in  der  Beihe  der  geplanten  Veröffentlichungen,  hatte  die  Theorie 
der  endlichen  Gruppen  zur  Darstellung  gebracht  und  ging  vorwiegend 
algebraischen  Zielen  nach.  In  den  Jahren  1890  und  1892  erschien  die 
Theorie  der  Modulfunktionen,  wobei  Fricke  bereits  als  Bearbeiter  auftritt. 
Dort  wird  allseitig  die  Darstellung  eines  zufolge  der  hochentwickelten 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  bis  ins  einzelne  zugänglichen  Spezial- 
falles der  automorphen  Funktionen  verfolgt.  Die  im  Laufe  der  Bearbeitung 
dieses  Gebietes  durch  Klein  und  seine  Schüler  erlangten  Resultate  haben 
vielfach  auch  über  das  genannte  Spezialgebiet  hinaus  unsere  Kenntnis  des 
algebraischen  Gebildes  erweitert.  Ich  erinnere  nur  an  die  Theorie  der 
singulären  Korrespondenzen  von  Hurwitz,  welche  im  Anschluss  an  die  Mo- 
dularkorrespondenzen  entstanden  ist. 

Der  vorliegende  Band,  mit  welchem  das  eigentliche  Gebiet  der  auto- 
morphen Funktionen  betreten  wird,  bringt  die  gruppentheoretischen  Grund- 
lagen der  allgemeinen  Theorie.  Äusserlich  unterscheidet  er  sich  von  den  Mo- 
dulfnnktionen  dadurch,  dass  Klein  und  Fricke  nebeneinander  auf  dem 
Titelblatt  als  Verfasser  erscheinen  und  des  letzteren  Anteil  am  Buche  da- 
durch mehr  betont  ist  als  in  den  Modulfunktionen. 

Die  Einleitung  führt  uns  zunächst  drei  verschiedene  Formen  der  geo- 
metrischen Darstellung  linearer  Substitutionen  vor,  welche  in  der  Folge 
gebraucht  werden.  Von  diesen  beziehen  sich  zwei  auf  beliebige  Substitutionen, 
die  dritte  aber  nur  auf  eine  —  freilich  die  zugänglichste  —  Art  derselben^ 
und  erfordert  Fallunterscheidungen.     Es  sind  folgende: 

1.  Werden  den  beiden  komplexen  Begelscharen  einer  einteiligen  Fläche 
zweiter  Ordnung,  welche  der  Einfachheit  halber  als  Kugel  vorausgesetzt 
werden  mag,  nach  PlÜcker  zwei  lineare  Parameter  ^und  ^  zugeordnet,  so 
bestimmt  ein  solches  Parameterpaar  einen  Punkt  der  Fläche  und  zwar  einen 
reellen,  wenn  die  beiden  Parameter  konjugiert  komplex  sind. 

Die  Verteilung  der  ^  Werte  auf  der  Kugel  stimmt  mit  der  gewöhn- 
lichen Biemann-Gaussschen  überein  und  die  Kugel  soll  als  ^ Kugel  be- 
zeichnet werden.  Zwei  lineare  Substitutionen,  auf  beide  Parameter  aus- 
geübt, bestinmien  eine  KoUineation  der  Fläche  in  sich,  welche  reell  wird^ 
wenn  die  Substitutionskoeffizienten  der  einen  zu  denen  der  anderen  kon- 
jugiert komplex  sind.  Gleichzeitig  ist  dadurch  eine  Kollineation  des  Baumes 
der  ^ Kugel  bestimmt,  welche  in  bekannter  Weise  als  „Bewegung'^  des 
hyperpolijschen  Baumes  mit  der  ^ Kugel  als  Maßfläche  im  Cajley sehen 
Sinne  aufgefasst  werden  kann.  Die  „ Bewegungen ''  und  ,, Spiegelungen'^ 
des  hyperbolischen  Baumes  bilden  die  allgemeine  Grundlage  der  Betrach- 
tungen. 

2.  Dieser  hyperbolische  Baum  im  Innern  seiner  Maßfläche  kann  derart 
eindeutig    auf    einen    von    einer    Ebene   begrenzten    Halbraum     abgebildet 
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werden^  dass  der  ^  Engel  die  Ebene  entspricht,  femer  den  Ebenen  und 
Geraden  des  hyperbolischen  Baumes  znr  Ebene  orthogonale  Halbkageln  und 
Halbkreise  entsprechen  und  endlich  die  ^  Werte  auf  der  Ebene  in  der 
0 aas 8 sehen  Weise  ausgebreitet  sind. 

Dieser  Halbraum  und  seine  Begrenzongsebene  werden  als  ^Halbramn 
und  2;  Ebene  bezeichnet. 

3.  Werden  ans  der  Gesamtheit  aller  Eollineationen  nur  diejenigen 
herausgenommen,  welche  einen  Punkt  P  des  hyperbolischen  Baumes  fest- 
lassen, so  wird  deren  Gesamtheit  als  eine  Botationsgruppe  bezeichnet  und 
je  nachdem  P  im  Innern,  auf  oder  ausser  der  MaßflSche  liegt,  elliptische, 
parabolische,  hyperbolische  Botationsgruppen  unterschieden.  Die  Botations- 
gruppe lässt  dann  einen  Kegel  zweiter  Klasse  unverftndert  und  beim  Schnitt 
des  Bündels  mit  dem  Scheitel  P  dxuroh  eine  Ebene  entsteht  in  dieser  eine 
Gruppe  Yon  „Bewegungen'^  und  „ Spiegelungen '*  in  Bezug  auf  einen  als 
Maßkurve  betrachteten  reellen,  ausgearteten  oder  nullteiligen  Kegelschnitt, 
im  zweiten  Falle  einschliesslich  der  Ahnlichkeitstransformationen.  Dabei 
wird  die  Ebene  doppelt  überdeckt,  wenn  der  Kegelschnitt  ein  eigentlicher 
ist,  doch  sind  im  hyperbolischen  Falle  beide  Doppelüberdeckungen  durch 
diesen  getrennt,  während  sie  im  elliptischen  Falle  im  unendlichen  der 
Ebene  zusammenhfingen.  Diese  Ebene  soll  als  nichteuklidische  Ebene,  respek- 
tive elliptische,  parabolische,  hyperbolische,  bezeichnet  werden. 

Auf  der  ^  Ebene  entspricht  dem  Maßkegelschnitt  ein  eigentlicher 
oder  degenerierter  Kreis,  der  Hauptkreis,  welcher  bei  allen  Substitutionen 
der  Gruppe  ungefindert  bleibt  und  den  Geraden  der  nicht  euklidischer 
Ebene  zu  diesem  orthogonale  Kreise.  Diese  Gruppen  werden  daher  als 
Hauptkreisgruppen  und  speziell  die  hyperbolischen  als  eigentliche  Haupt- 
kreisgruppen bezeichnet.  Diese  dritte  Darstellung  kam  gelegentlich  schon 
bei  den  Modulfunktionen  in  Verwendung  und  kann  natürlich  auch  unmittelbar 
in  einer  nicht  euklidischen  Ebene  entwickelt  werden.  Der  Inhalt  der  Ein- 
leitung wird  hier  so  ausführlich  und  in  etwas  yer&nderter  Anordnung 
wiedergegeben,  weil  in  der  Folge  auf  jede  diisser  drei  Darstellungsformen 
abwechselnd  Bezug  genommen  wird. 

Im  ersten  Abschnitt  werden  die  Grundlagen  einer  Theorie  der  dis- 
kontinuierlichen Gruppen  linearer  Substitutionen  entwickelt.  Aus  der  — 
mit  Bücksicht  auf  die  symmetrischen  Umformungen  —  gemischten  Gruppe 
von  oo^  i;  Substitutionen  sind  nun  die  eigentlich  diskontinuierlichen  aus- 
zusondern. Dabei  ist  unter  einer  diskontinuierlichen  Gruppe  eine  solche 
verstanden,  deren  Koeffizienten  keinen  variablen  Parameter  enthalten,  und 
unter  einer  eigentlich  diskontinuierlichen  Gruppe  in  einem  bestimmten  Gebiet 
eine  solche,  für  welche  der  Diskontinuitätsbereich  von  gleicher  Dimension  ist, 
wie  das  Gebiet  selbst.  Dabei  ist  der  Begriff  des  Diskontinuitätsbereiohes  aus 
den  „Modulfunktionen''  herübergenommen  als  der  grösste  Bereich,  in  welchem 
keine  zwei  Punkte  zufolge  der  ^Substitutionen,  respektive  im  hyperbolischen 
Baum  oder  der  nicht -euklidischen  Ebene,  zufolge  der  KoUineationen  der 
Gruppe    äquivalent  sind.      Interessant   ist   dabei   der   Hinweis,    dass   zwei 
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Gruppen  hinsichtlich  ihrer  Struktur  isomorph  sein  können  ^  ohne  beide 
gleichzeitig  diskontinuierlich  zu  sein.  Es  folgt  eine  Rekapitulation  der 
Einteilung  der  Substitutionen,  der  Gruppen  der  regulären  Körper  und  der 
Einteilungen  der  elliptischen  Ebene,  wobei  sich  die  Ikosaederteüung  als 
identisch  mit  der  Figur  eines  Clebschschen  Sechseckes  erweist. 

Femer  wird  die  Modulgruppe  in  die  hyperbolische  Ebene  übertragen 
und  nun  die  Behandlung  der  von  Picard  zuerst  untersuchten  Gruppe  in 
AngrilE  genommen.  Für  diese  sind  die  Substitutionskoef&zienten  ganze 
komplexe  Zahlen  und  die  Determinante  1  oder  i. 

Diese  Gruppe  erweist  sich  erst  im  hyperbolischen  Baum,  respektive 
im  ^  Halbraum  eigentlich  diskontinuierlich,  nicht  aber  auf  der  ^EugeL  Der 
Diskontinuitätsbereich  und  ihre  erzeugenden  Substitutionen  werden  bestimmt 
und  erweisen  sich  als  genaue  Analoga  der  bekannten  Yerhältnisse  bei  den 
Modulfunktionen.  Im  hyperbolischen  Baum  wird  die  Einteilung  in  äquivalente 
Diskontinuitätsbereiche  der  mit  den  Spiegelungen  erweiterten  Picardschen 
Gruppe  folgendermaßen  erhalten:  Man  schreibe  der  Kugel  ein  reguläres 
Oktaeder  ein  und  vervielfältige  dieses  nach  dem  Prinzipe  der  Symmetrie. 
Wird  dann  das  erste  Oktaeder  durch  seine  Symmetrieebenen  in  48  Tetraeder 
zerlegt,  und  entsprechend  alle  seine  mit  Bücksicht  auf  die  Maßbestimmung 
kongruenten,  so  erhält  man  die  gesuchte  Einteilung.  Ein  Hinweis  auf  die 
Untergruppen  der  Picardschen  Gruppe,  sowie  ihre  Bedeutung  fOr  die 
Theorie  der  Dirichletschen  und  Hermiteschen  quadratischen  Formen,  femer 
auf  die  Arbeiten  von  Picard,  Bianchi  und  Hurwitz  schliesst  das  KapiteL 

Es  folgt  nun  der  Beweis  des  fundamentalen  Satzes  von  Poincare, 
das  das  Fehlen  infinitesimaler  Substitutionen  notwendig  und  hinreichend 
fdr  die  eigentliche  Diskontinuität  im  ^  Halbraum  und  damit  auch  im  hyper- 
bolischen Baum  ist,  und  es  wird  an  Beispielen  die  Existenz  von  Haupt- 
kreisgruppen, welche  über  den  Hauptkreis  hinaus  noch  eigentlich  diskonti- 
nuierlich sind,  sowie  von  Gruppen  ohne  Hauptkreis  dargethan. 

Die  eigentlichen  Hauptkreisgruppen  hatPoincare  „groupes  fuchsiens^^, 
die  übrigen  „groupes  Kleineens"  genannt.  Ferner  wird  für  bereits  auf  der 
^  Kugel  eigentlich  diskontinuierliche  Gruppen  der  Name  „  Polygongruppe  ^', 
für  solche  aber,  welche  erst  im  hyperbolischen  Baume  diskuntinuierlich  sind, 
der  Name  „Polyedergruppe"  nach  Bianchi  gebraucht. 

Der  wichtige  Begriff  eines  „normalen  Diskontinuitätsbereiches*^  wird 
nunmehr  eingeführt.  Er  entsteht  dadurch,  dass  man  in  der  hyperbolischen 
Ebene  einen  Punkt  C^  und  alle  seine  äquivalenten,  zunächst  mit  genügend 
kleinen  Kreisen  von  gleichem  Badius  umgiebt,  natürlich  die  Worte  Kreis 
und  Badius  im  Sinne  der  Maßbestimmung  genommen,  und  nun  jeden  dieser 
Bereiche  so  radial  bis  zum  Zusammentreffen  mit  den  umgebenden  Bereichen 
anwachsen  lässt,  dass  sie  im  Sinne  der  Maßbestimmung  kongruent  bleiben. 
Man  erhält  so  eine  Einteilung  der  hyperbolischen  Ebene  in  lauter  kongruente, 
centrische  Polygone,  deren  jedes  einzelne  einen  normalen  Diskontinuitäts- 
bereich vorstellt.  Man  kann  den  zu  einem  Centrum  Cq  gehörigen  normalen 
Diskontinuitätsbereich  auch  definieren  als  das  grösste  Polygon,  welche  von 
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den  auf  die  Verbindnngitliiiien  Yon  Oq  mit  seinea'  Squivalenten  Ponkien 
eirichteten  Mittalsenkreohten  (im  Sinne  der  Maßbettimmimg)  frei  bleibt,  dieses 
Polygon  ist  dann  notwendig  naok  innen  Uberall  konkav.  Es  kSmien  Übrigens 
dabei  aach  Teile  des  Maßkegelschnittes  als  Begrensongsstdcke  anftreteni 
ja  der  Bereich  sogar  Aber  den  Maßkegelsohnitt  hinaosragen.  Dieser  Begriff 
liest  sich  dann  aach  auf  den  hyperbolisohen  Baum  übertragen.  Seine  Be- 
deatimg  liegt  erstens  in  der  Angabe  einer  bestimmten  Begel^  überhaupt 
einen  Diskontinnit&tsbereich  za  bilden,  dann  aber  in  einer  Beihe  von  Eigen* 
Schäften,  wie  Eonkavität,  Ansschlnss  hyperbolischer  Ecken,  welche  sonst 
erst  dnroh  separate  ümgestaltongen  vermieden  wetden  müssen,  und  endlich 
in  einer  bestimmten  ond  übersichtlichen  Abhängigkeit  vom  Centnun  C^, 

Nim  wird  die  Definition  der  Gruppe  durch  einen  geeignet  gewählten 
XMskontinoitätsbereich  untersucht  Dabei  sind  in  der  Ebene  die  Bänder  des 
Bereiches  paarweise  oder  in  Oyklen  durch  Substitutionen  einander  zugeordnet 
und  müssen  daher  bestimmten  Bedingungen  genügen.  Im  hyperbolischen 
Baume  treten  ähnliche  Bedingungen  ^  die  Kanten  und  Ecken  auf.  Nun 
gilt  der  entscheidende  Satz:  Ein  Polygon  P^  auf  der  Kugeliläche  ist  Diskon* 
tinuitfttsbereich  einer  Qruppe,  wenn  es  ein  Polyeder  giebt,  welches  P^  zu 
einer  seiner  Bandfl&ohen  hat  und  dessen  Kanten  und  Ecken  den  eben 
erwähnten  Bedingungen  genügen«  Dabei  wird  das  Polyeder  aus  dem  Polygon 
erhalten,  indem  man  die  Ebenen  als  den  Kreisbogen  vor  ausgesetzten  Seiten 
des  Polygons  auf  die  {[Kugel  legt.  Dabei  ist  die  Unterscheidung  wesentlich, 
ob  das  Polyeder  ausser  Fq  noch  andere  Begrenzungsstücke  auf  der  Kugel 
hat  oder  nicht.  Im  letztem  Falle  treten  nnr  isolierte  Grenzpunkte,  im  enteren 
inmier  ganze  Grenzkurven  auf,  ja  es  werden  sogsr  in  der  Begel  unendlich 
viele  durch  die  Grenzkurven  gegeneinander  abgegrenzte  verschiedene  Polygon- 
netze entstehen.  Dabei  sind  die  Grenzkorven  von  Fixponkten  nicht* 
elliptischer  Substitutionen  überall  dicht  erfüllt.  Auf  diese  Erörterungen 
gründet  sich  eine  Einteilung  der  Gruppen  nach  der  Gestalt  des  Diakon- 
tinuitätsbereiches,  wobei  auf  die  EintdJlang  Poincar^s  ergänzend  und 
berichtigend  eingegangen  wird.  Wird  nun  ein  einzelnes  Polygon  des  Dis- 
kontinuitätsbereiches  im  Sinne  der  Äquivalenz  seiner  Bänder  in  Bezug  auf 
die  Substitutionen  der  Ghuppe  als  eine  geschlossene  Mannigfaltigkeit  auf - 
geÜBSst,  so  zeigt  diese  bestimmten  Zusammenhang  und  kann  auch  dnroh 
ein  kanonisches  Querschnittsystem  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Manaigrfaltigkeit  verwandelt  werden.  Wird  eine  solche  Zerschneidung  noch 
durch  n  einfache  Schnitte,  welche  den  n  Klassen  elliptischer  und  parabolischer 
Ecken  des  Polygons  entsprechen,  ergänzt,  so  kann  dazu  ein  neues  Polygon 
auf  der  ^ Kugel  gefunden  werden,  welches  ebenfalls  Diskontinuitätsbereich 
derselben  Gruppe  ist,  und  dessen  Bänder  den  Bändern  der  Schnitte  ent- 
sprechen. Ein  solches  Polygon  heisst  dann  ein  kanonischer  Diskontinuitäts- 
bereich und  ist  umgekehrt  den  Betrachtungen  der  Gruppe  zu  Grunde  gelegt 
bei  Klein,  Math.  Ann.  21.  Mit  Hilfe  desselben  gelingt  die  Angabe,  dass  die 
Gruppe  aus  n  +  2p  Substitutionen  erzeugt  werden  kann,  von  denen  n 
periodische    sind    und    zwischen    denen  noch   eine    Belation   besteht.     Die 
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Perioden  der  n  erstgenannten  Sobstitntionen  mögen  l^  , .  ,ln  sein,  dann  wird 
Später  ein  solches  Polygon  von  der  Gattung  (p,  n)  und  der  Signatur 
(p,  n;  li » .  ,ln)  bezeichnet.  Der  Schlnss  des  Abschnittes  bringt  noch  die 
Komposition  der  Diskontinnitätsbereiche  xmd  die  Untersnchong  über  die 
Möglichkeit  der  Spaltong  der  Sabstitationen  der  Grappe  in  |  in  binäre 
homogene  Sabstitationen  einer  isomorphen  Orappe. 

Im  zweiten  Abschnitte  werden  zanSchst  die  elliptischen  and  parabolischen 
Botationsgrappen  sowie  die  Nichtrotationsgrappen  mit  zwei  Grenzpankten 
erledigt.  Für  die  hyperbolischen  Grappen  wird  dann  noch  eine  besondere 
Form  des  Diskontinaitätsbereiches  eingeführt.  Es  zeigt  sich  nämlich,  dass 
das  Centram  des  Normalpolygons  einen  bestimmten  Bereich  darchlaofen 
kann,  ohne  dass  letzteres  an  Seitenzahl  verliert.  Dieser  Bereich  ist  in 
der  hyperbolischen  Ebene  von  Geraden,  eventaell  Stücken  des  Maßkegelschnittes 
and  Karvea  dritter  Ordnong  begrenzt  and  ebenfalls  ein  Diskontinaitätsbereich; 
er  wird  als  „natürlicher^^  Diskontinaitätsbereich  bezeichnet.  Das  nächste 
Kapitel  giebt  eine  eingehende  Untersachang  der  kanonischen  Polygone  and 
ihrer  Änderang  bei  Abänderang  des  kanonischen  Sohnittsystems.  Es  ent- 
spricht diese  Fragestellang  den  in  der  linearen  Transformation  der  Ab  ei- 
schen Integrale  aaftretenden ,  nar  dass  hier  noch  die  gewöhnlichen  als 
„Schnitte  c"  bezeichneten  ebenfalls  eine  Bolle  spielen.  Der  Grand  hierfür 
liegt  darin,  dass  lineare  Sabstitationen  im  allgemeinen  nicht  gegeneinander 
vertaaschbar  sind.  Dabei  werden  die  Modaln  des  kanonischen  Polygons  als 
gewisse  Invarianten  der  erzeagenden  Sabstitationen  eingeführt  and  ihre 
Theorie  soweit  gefördert,  dass  ein  System  von  Belationen  zwischen  ihnen 
gewonnen  wird,  welches  notwendig  and  hinreichend  für  die  Existenz  der 
Grappe  ist.  Die  Abänderang  der  Erzeagenden  bei  Abänderang  des  kanonischen 
Polygons  führt  aaf  gegenseitige  birationale  Aasdrückbarkeit  der  „Modaln*^, 
deren  Gesamtheit  die  sogenannte  „  Modalgrappe  ^'  bildet.  Sie  ist  bloss  ab- 
hängig von  der  Signatar  des  Polygons  and  lässt  sich  für  jp  >  0  aas  n-i-  6p  —  3 
Transf.  erzeagen.  Diese  üntersachangen  werden  für  die  Gattungen  (0,4) 
in  (1,1)  näher  aasgeführt. 

Das  dritte  Kapitel  des  ersten  Abschnittes  ist  der  Betrachtang  jener 
merkwürdigen  Verhältnisse  gewidmet,  welche  bei  Grappen  ohne  Haaptkreis 
auftreten  können.  Diese  sind  in  erster  Linie  das  Auftreten  nichtanalytiscber 
Grenzkurven,  welche  im  Spezialfall  eines  Vierecks  mit  den  Winkeln  Nall 
aber  ohne  Haaptkreis  eingehender  diskutiert  werden.  Interessant  ist  dabei 
das  Auftreten  solcher  Gebilde  bei  geometrischen  Betrachtungen.  In  zweiter 
Linie  steht  dsAn  das  Vorkommen  unendlich  vieler  Netze  mit  unendlich 
vielen  Grenzknrven. 

Zum  Schlüsse  werden  noch  die  von  durchaus  getrennt  verlaufenden 
Kreisen  begrenzten  Diskontinuitätsbereiche  kurz  besprochen. 

Damit  ist  der  geometrische  Teil  der  Theorie  soweit  geführt,  als  es 
der  Stand  der  Forschung  gestattet,  und  es  tritt  nun  im  letzten  Abschnitt 
ein  neues  Hilfsmittel  ein,  nämlich  die  Theorie  der  quadratischen  Formen. 
Dabei  wird  von  einem  umstände  Gebrauch  gemacht,    der  schon  der  Liter- 
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pretation  der  Grappen  im  hyperbolischen  Banme  za  Oninde  liegt,  daas  jede 
quadratische  Form  unendlich  yiele  Transformationen  in  sich  xnlSsst,  aber 
mit  der  Verschärfung,  dass  nun  auch  von  den  Tran8fonnation8koe£Gi2ienten 
ein  bestinmiter  arithmetischer  Charakter  verlangt  wird,  welcher  so  beschaffen 
sein  musB,  dass  die  Gesamtheit  der  erhaltenen  eine  Gruppe,  und  zwar  eine 
eigentlich  diskontinuierliche  Gruppe  bildet. 

Die  Beduktionstheorie  der  binSren  Formen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten 
(GausBSche  Formen),  mit  ganzen  komplexen  Koeffizienten  (Dirichlet- 
sehe  Formen)  und  jene  von  Hermite  eingeffihrten  bilinearen  Formen  kon- 
jugiert komplexer  Variablen  wird  in  geometrischer  Gestalt  entwickelt| 
wobei  die  Picardsche  Ghruppe  und  ihre  Botationsuntergruppen  als  grund- 
legend fOr  diese  Theorien  erkannt  werden.  Die  vorliegenden  Untersuchungen 
von  Hermite  und  Selling  über  tem&re  und  quatem&re  Formen  werden 
den  hier  entwickelten  Gesichtspunkten  eingeordnet  und  bis  zur  Durchführung 
bestimmter  Beispiele  und  der  Gewinnung  von  Diskontinuit&tsbereichen  weiter 
entwickelt.  Endlich  werden  noch  allgemeinere  Polygone  und  Polyeder- 
gruppen gewonnen,  indem  die  Theorie  der  tem&ren  quadratischen  Formen 
eines  beliebigen  Zahlkörpers  herangezogen  wird.  Namentlich  dieses  letzte 
Kapitel  ist  die  Ausfahrung  früherer  Arbeiten  Frickes. 

Wenn  auch  die  unmittelbare  Ausbeute  an  arithmetisch  definierbaren 
Gruppen  gering  ist,  und  die  notwendigen  Fallunterscheidungen  die  Einzel- 
untersuchung erschweren,  so  ist  doch  für  die  Weiterentwickelung  der  Theorie 
dieser  Ansatz  besonders  wichtig,  da  er  vorläufig  der  einzige  ist,  bei  welchem 
wir  das  Bildungsgesetz  der  Koeffizienten  vollständig  beherrschen  und  daher 
mit  den  Hilfsmitteln  der  Zahlentheorie  einer  eingehenden  Untersuchung 
unterwerfen  kOnnen.  Die  hier  auftretenden  Besonderheiten  aber  können  bei 
gehöriger  Entwickelung  gerade  den  Hinweis  auf  neue  Gesichtspunkte  ent- 
halten, wie  denn  überhaupt  das  Eintreten  zahlentheoretisch  ausgezeichneter 
Probleme  die  Untersuchung  infolge  ihrer  scharfen  Individualität  erschwert, 
aber  anderseits  eben  dadurch  zu  fruchtbarer  Vertiefung  und  neuen  Gedanken- 
kreisen  führt.  WiRTINGBB. 


Verlesungen  Aber  Differential-  nnd  Integralrechnung.   Von  E  Czurer. 

Zweiter  Band.     Leipzig  1898,  B.  G.  Teubner. 

Der  zweite  Band  ist  in  demselben  Sinne  geschrieben  wie  der  erste. 
Er  zeichnet  sich  durch  Allgemeinheit  der  Methoden  und  Beichhaltigkeit  des 
Stoffes  aus,  daneben  ist  wiederum  auf  die  Vereinigung  mathematischer 
Strenge  mit  praktischer  Anwendbarkeit  besonderes  Gewicht  gelegt,  wobei 
freilich  erstere  nicht  überall  erreicht  worden  ist. 

Das  Buch  beginnt  mit  der  Definition  und  dem  Ezistenzbeweis  des 
bestimmten  Integrales  einer  eindeutigen  und  stetigen  Funktion  zwischen 
endlichen  Grenzen  und  entwickelt  sodann  die  ersten  und  einfachsten  Sätze 
aus  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  bis  zu  deren  Zusammenhang  mit 
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den  unbestunniten  Integralen.  Die  letzteren  werden  in  recht  sorgföltiger, 
znm  Teil  eigenartiger  Weise  nntersucht.  Es  folgt  eine  tiefer  gehende 
Theorie  der  bestimmten  Integrale,  wobei  die  vorhin  angegebenen  Besohränk- 
ongen  fallen  gelassen  und  einige  weitere  Integrationsmethoden  hinzngenommen 
werden.  An  dieser  Stelle  dtbrffcen  wohl  die  Annähemngsmethoden  ihren 
Platz  finden,  die  von  dem  Herrn  Verfasser  erst  bei  dem  Qnadratotproblem 
ihren  Platz  finden.  Bei  dieser  letzteren  Anordnung  könnte  der  Anschein 
erweckt  werden,  als  wenn  jene  Methoden  nur  fOr  die  Flächenansmessong 
Yon  Bedeutung  wftren.  Mit  der  Theorie  der  Doppel-  und  dreifachen  Integrale 
schliesst  der  analytische  Teil  des  Buches  zunächst  ab. 

Die  geometrischen  Anwendungen  sind  die  gewöhnlichen  und  in  aus- 
führlicher und  übersichtücher  Weise  entwickelt,  daneben  finden  sich  einige 
6&tze  über  Massenanziehung  und  Potential.  Referent  kann  sich  mit  den 
letzteren  Anwendungen  nur  einverstanden  erklären,  da  sie  durchaus  in  das 
Oebiet  der  Integralrechnung  hineingehören. 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  eine  Theorie  der  einfachsten  totalen 
und  partiellen  Differentialgleichungen  nebst  den  Anfängen  der  Variations* 
rechnung,  wobei  den  geometrischen  Deutungen  besondere  Aufmerksamkeit 
zugewandt  worden  ist.  ^^  Krause. 

Pr^cis  ^Mmentaire  de  la  throne  des  fonctions  elliptiques  avee  tables 
numiriques  et  applications.  Von  Lucien  L^vt.  Paris  1898.   237  p. 

Das  in  der  Überschrift  genannte  Werk  ist  in  erster  Linie  fCbr  die 
Bedürfiiisse  der  französischen  Ingenieure  geschrieben.  Es  soll  einerseits 
eine  kurze  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  ohne  fnnktionentheoretische 
Grundlage  und  ohne  viele  Ausführungen  allgemeiner  Art  geben,  ander- 
seits aber  diese  Theorie  bis  zu  den  wirklichen  numerischen  Berechnungen 
durchführen  und  ihre  Anwendung  auf  geeignet  erscheinende  Probleme  der 
angewandten  Mathematik  darlegen.  Daneben  soll  es  den  Studierenden  der 
Mathematik  als  Einleitung  in  das  Studium  grösserer  und  breiter  angelegter 
Werke  über  elliptische  Funktionen  wie  etwa  des  Halphenschen  dienen. 

Mit  diesen  Worten  wird  das  Wesen  des  einfach  und  durchsichtig 
geschriebenen  Buches  am  besten  charakterisiert.  Es  kommt  gesunden 
Tendenzen  entgegen,  wie  sie  neuerdings  auch  bei  uns  in  Deutschland  in 
verstärktem  Maße  auftreten. 

Die  in  Betracht  gezogenen  Funktionen  sind  sowohl  die  von  Jacobi  als 
auch  von  Weierstrass  in  die  Wissenschaft  eingeführten.  Die  Haupt- 
eigenschaffcen  aller  dieser  mannigfachen  Grössen  werden  abgeleitet  und  ihre 
Zusammenhänge  angegeben,  wobei  als  Grundlage  und  Ausgangspunkt  die 
Thetareihen  als  etwas  gegebenes  angenommen  werden.  Die  wichtigsten 
Formeln  werden  am  Schlüsse  nochmals  kurz  zusanmiengestellt,  was  die  Über- 
sichtlichkeit wesentlich  erhöht.  In  der  grossen  Zahl  der  eingeführten  Funktionen 
dürfte  für  den  Anfänger  eine  entschiedene  Schwierigkeit  liegen,  die  aber,  wie 
die  Theorie  sich  augenblicklich  gestaltet  hat,  kaum  vermieden  werden  kamu 
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Die  Beziehungen  zur  Integraltheorie  werden  gegeben,  die  praktisch 
wichtigsten  Integralrednktionen  entwickelt.  Hierbei  liegt  es,  wie  auch  an 
anderen  Stellen^  in  der  Nator  des  Baches,  dass  eine  Beschränkung  auf  das 
Beeile  stattfindet.  Besonderes  Gewicht  wird  anf  die  nnmerischen  Berechnungen 
gelegt y  und  swar  wird  einerseits  gezeigt,  wie  die  dem  Bache  beigegebenen 
Tabellen  Torkommendenfalls  am  besten  zu  gebrauchen  sind  and  ander- 
seits Anleitung  sur  Jkufstellang  derselben  gegeben.  Die  Zahl  der  Tabellen 
ist  4.  Zwei  von  ihnen  beziehen  sich  auf  die  Berechnung  der  verschiedenen 
Arten  Ton  Konstanten,  zwei  andere  auf  die  Berechnung  der  Funktionen 
selbst.  Bei  der  ersten  Kategorie  zeigen  sich  die  Legendreschen  Normal- 
integrale von  besonderer  Bedeutung,  bei  der  letzteren  die  Thetareihen  und 
swar  dieses  infolge  ihrer  überaus  einfachen  Struktur  und  ihrer  schnellen 
und  beständigen  Konvergenz. 

Die  Anwendungen  bestehen  in  einer  Reihe  einfiacher  und  geschickt 
durchgeführter  Probleme  aus  den  Gebieten  der  Mechanik,  Geometrie  und 
Algebra,  wie  des  Pendelproblems,  des  Wurfproblems  im  widerstehenden 
Mittel,  Bestimmung  der  Oberfläche  eines  Ellipsoides,  Auflösung  der  Gleich- 
ungen vierten  Grades  und  einiger  anderer.  Bei  diesen  Aufwendungen  wird 
in  erster  Linie  von  den  Weierstrassschen  Funktionen  Gebrauch  gemacht. 

Den  einzelnen  Kapiteln  sind  eine  Beihe  von  Aufgaben  beigefügt,  die 
zum  Teil  die  entwickelten  Theorien  ergänzen.  ^  Sjelause 


Lehrbuch  der  Algebra.  Von  Heinrich  Weber,  Professor  der  Mathematik 
an  der  Universität  Strassburg.  Zweite  Auflage,  erster  Band.  Braun- 
schweig 1898,  Vieweg  &  Sohn.    XV  und  703  S. 

Wert  und  Brauchbarkeit  von  H.  Webers  „Lehrbuch  der  Algebra" 
haben  sich  aufs  glänzendste  durch  den  umstand  dokumentiert,  dass  in 
ausserordentlich  kurzer  Zeit  eine  Neuauflage  dieses  Werkes  nötig  geworden 
ist.  Der  Verfasser  hat  bei  der  erneuten  Redaktion  seines  Werkes  Plan  und 
Einteilung  der  ersten  Auflage,  über  welche  in  Bd.  40  S.  179  flg.  der  historisch- 
litterarischen  Abteilung  dieser  Zeitschrift  ausfClhrlich  berichtet  wurde,  voll- 
ständig beibehalten.  Die  neueren  Fortschritte  der  Gruppen-  und  Zahlen- 
theorie werden  in  dem  bereits  gleichfalls  erneut  in  Vorbereitung  befindlichen 
zweiten  Bande  zu  berücksichtigen  sein.  In  dem  erschienenen  ersten  Bande 
hat  der  Verfasser  keine  Mühe  gescheut,  sein  Werk  in  redaktioneller  Hin- 
sicht noch  vollkommener  zu  gestalten.  Einige  Umstellungen  und  Ergänz- 
ungen erschienen  zweckmäßig.  So  z.  B.  ist  die  Besprechung  der  zerlegbaren 
und  unzerlegbaren  Funktionen  mit  Bücksicht  auf  die  Theorie  der  Diskrimi- 
nanten  und  Resultanten  bereits  in  'den  ersten  Abschnitt  verlegt.  Hinzu- 
gekommen ist  in  diesem  Abschnitte  die  Besprechung  der  Partialbruchzer- 
legung  rationaler  Funktionen  und  die  Entwickelung  derselben  nach  fallenden 
Potenzen  der  Variabein.  Die  Determinantentheorie  (zweiter  Abschnitt)  ist 
um  einen  von  Sylvester  herrührenden  Satz  bereichert,  der  gleichfalls  bei 
den    Diskriminanten    und  Besultanten    zur    Verwendung   kommt;    und    am 
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Schlüsse  des  achten  Abschnittes  ist  ein  merkwürdiges  Eriteriom  von  Harwitz 
neu  entwickelt  dafür,  dass  eine  vorgelegte  Gleichung  nur  Wurzeln  mit 
,, negativen'^  reellen  Teilen  besitzt.  Diese  Ergänzungen  treten  jedoch  in  den 
Hintergrund  gegenüber  einer  weitgehenden  Vervollständigung  des  vierten 
Abschnittes.  Es  ist  hier  zunächst  der  schöne  von  L.  Baur  gefundene  Satz 
va  nennen  (§  51),  nach  welchem  man  durch  das  Verschwinden  gewisser 
aus  den  Potenzsummen  der  Wurzeln  zu  bildenden  Determinanten  auf  die 
Gesamtzahl  unterschiedener  Wurzeln  der  Gleichung  zu  sobliessen  vermag. 
Wesentliche  Ergänzungen  erfahrt  die  Besprechung  der  Resultanten  durch 
Hereinnähme  des  Begriffes  des  „  Gewichtes  ^^  und  der  „isobarischen 
Funktion^^  Vor  allem  aber  sind  grösstenteils  neu  die  in  §§  54  bis  56 
gegebenen  eleganten  Entwickelungen  zur  Eliminationstheorie. 

Das  Buch  wird  auch  in  der  neuen  Gestalt  zu  seinen  alten  Freunden 
zahlreiche  neue  hinzu  erwerben.  Die  Ausstattung  ist  eine  vorzügliche,  der 
Preis  (10  Mk.)  bei   dem   grossen   Umfange  des  Bandes  ein  sehr  geringer. 

Friokb. 

Elementar   entwickelte   Tbeorie   und  Praxis   der  Funktionen   einer 
komplexen   Variabein    in    organisclier  Verbindung    mit    der 

Geometrie,    Ein  Handbuch  für  Lehrer  und  Freunde  der  Mathematik. 
Von  Adalbert  Breuer.     Wien  1898.     Vm  und  205  S. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  geometrischer  Deutung  komplexer 
Zahlen,  die  er  aufzahlreiche  elementare  Funktionen  sowie  auf  die  Betrachtung 
vieler  ebener  Kurven  in  Anwendung  bringt.  Das  Buch  ist  nur  für  solche 
,,Freunde"  der  Mathematik  geeignet^  welche  auf  wissenschaftliche  Schärfe 
in  den  Grundbegriffen  keinen  Anspruch  erheben.  Doch  ist  es  schwer,  dies 
aussprechen  zu  müssen;  denn  man  wird  aus  der  Lektüre  des  Buches  überall 
die  Liebe  des  Verfassers  zu  seinem  Gegenstande  und  zugleich  seine  Bescheiden- 
heit herauslesen.  Lid  essen  sehe  man,  wie  bereits  im  ersten  Paragraphen 
der  Begriff  der  algebraischen  Lrraüonalität  mit  dem  Inbegriff  aller  durch 
fortgesetztes  Quadratwurzelziehen  zu  erlangenden  Irrationalzahlen  verwechselt 
wird,  und  überlege,  in  welcher  Beziehung  der  Schlußsatz  dieses  Paragraphen 
zu  dem  Umstände  steht,  dass  bereits  die  rationalen  Punkte  die  Zahlen- 
linie überall  dicht  bedecken.  Was  den  eigentlichen  Gegenstand  angeht, 
so  deutet  der  Verfasser  einen  komplexen  Zablwert  (a  +  ih)  nicht  durch 
einen  Punkt  der  „Zahlenebene",  sondern  durch  das  Punktepaar  a  ±h  der 
^, Zahlenlinie".  Das  geht  auch^  ist  aber  nur  fClr  die  geringere  Anzahl  der 
Zwecke  vorteilhafter  als  die  sonst  übliche  Anschauungsweise.  Fricke. 


Kritik   der   exakten  Forscbnng.    Von  Friedrich  Ego.     Leiden   1897, 
E.  J.  Brill.     VI  und  81  S. 

Das  Buch  ist  auf  Kosten  des  Verfassers  gedruckt.  Derselbe  hätte  sein  Geld 
besser  anwenden  sollen,  als  durch  dieses  nicht  weiter  qualifizierbare  Geschreibsel 
sein  wissenschaftliches  Renommee  für  alle  Zeiten  zu  vernichten.      Fricke. 
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Oeayres  matMmatiqaes  de  Biemanii)  tradoites  par  L.  Laugbl,  avec  nne 

pre&ce  de  M.  Hermite  et  an  discoors  de  M.  F^liz  Klein.  Paris, 
1898.     Gauthier- Villars.     XXV  et  453  p. 

Wenn  während  der  letzten  Dezennien  die  Ideen  deutscher  Mathematiker 
auf  die  Forschxmg  in  Frankreich  tief  und  nachhaltig  eingewirkt  haben,  so 
haben  dazu  wesentlich  drei  Männer*  beigetragen:  J.  Lionville,  Hoüel, 
Hermite,  denen  sich  in  jüngster  Zeit  Herr  L.  Langel  mit  schönem  Erfolge 
zugesellt  hat.  Zahlreichen  sorgfältig  und  verständnisvoll  ausgefOhrten  Übersetz- 
ungen einzelner  Abhandlungen  deutscher  Mathematiker  sind  jetzt  die  Oeuvres 
mathjmatiques  de  Biemann  gefolgt.  Hat  dieses  Unternehmen,  wie  die 
Anzeige  in  dem  Bulletin  des  Sciences  math4matiques  zeigt,  in  Frankreich  die  beste 
Aufiiahme  gefanden,  so  wird  es  auch  in  Deutschland  ein  jeder  mit  Dank  will- 
kommen heissen,  der  überzeug^  ist,  dass  die  grossen  Probleme  der  Wissenschaft 
nur  in  der  gemeinsamen  Arbeit  der  verschiedenen  Nationen  zu  lösen  sind. 

Der  Titel  „Mathematische  Werke '^  ist  mit  Absicht  gewählt:  es  fehlen 
diejenigen  Abhandlungen  Biemanns,  bei  denen  das  physikalische  Interesse 
mehr  in  den  Vordergrund  tritt,  sowie  die  Fragmente  philosophischen  Inhalts 
und  die  Biographie.  Zu  bedauern  ist  nur,  dass  dieses  Schicksal  auch  die 
Gommentatio  mathematica  (1861)  nebst  Webers  Kommentar  betroffen 
hat,  der  wesentlich  mathematischen  Inhaltes  ist  und  eine  unentbehrliche 
Ergänzung  zu  dem  Habilitationsvortrage  bildet. 

Französische  Übersetzungen  Biemannscher  Abhandlungen  gab  es  bis 
dahin  nur  zwei:  Hoüel  hatte  kurz  nach  seinem  Erscheinen  den  Habilitations- 
vortrag: „Über  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Orunde  liegen ^\ 
übertragen,  und  1873  war  in  Darboux'  Bulletin  eine  Übersetzung  der 
Habilitationsschrift:  „Über  die  Darstellbarkeit  einer  Funktion  durch  eine 
trigonometrische  Beihe^'  erschienen.  Beide  hat  Herr  Laugel  in  seine  Aus- 
gabe aufgenommen.  Die  Abhandlung  „Über  die  Fortpflanzimg  ebener  Luft- 
wellen von  endlicher  Schwingungsweite"  nebst  der  zugehörigen  Selbstanzeige 
wurde  von  Herrn  X.  Stouff  übernommen,  während  das  übrige  Herr  Laugel 
selbst  besorgt  hat.  Seine  Übersetzung,  in  der  alles  Wesentliche  treu  wieder- 
gegeben wird,  verdient  hohes  Lob;  wir  verdanken  sie  gewiss  einer  durch 
langjährige  Arbeit  gewonnenen,  liebevollen  Vertiefung  in  Biemanns  Werke. 

Eine  wertvolle  Zugabe  bildet  ein  Vorwort  des  Altmeisters  Hermite, 
der  in  warm  empfundenen  Worten  ein  Bild  von  Biemanns  wissenschaftlicher 
Leistung  giebt,  sowie  ein  Vortrag,  den  Herr  F.  Klein  1894  auf  der  Natur- 
forscherversammlung  in  Wien  gehalten  hat  und  in  dem  er  Biemanns  Stellung 
scu  den  Fragen  der  gegenwartigen  Forschung  in  lichtvoller  Weise  darlegt. 

Die  Ausstattung  des  Werkes  an  Druck  und  Papier  ist  vorzüglich.  Auf- 
gefallen sind  uns  verschiedene  störende  Druckfehler,  z.  B.  S.  166,  Z.  6  und 
S.  175,  Z.  4  V.  u.:  /^x»-^dx  /^  x^-^dx 

J -;;:ir- statt  y -^HT"' 

0  0 

S.  167,  Z.  8:     (-  2»i)*-A  (—  2«i)  statt  (—  »2«i)*-i  (—  2ni). 

Paul  Stäckel. 


74  Historiscli-litterarisohe  Abteilung. 

Michel  Prolow.    La  throne  des  parallMes  demonMe  rigonrensement 

Essai  snr  le  livre  P'  des  ^l^ments  d'Enclide.     Paris  1898.     Garre 
et  Nand,  Batle  et  Geneve,  Georg  et  C*«-     46  p.  8^.    2  Pres. 

Herr  Prolow  hatte  bereits  1895  einen  „Beweis  des  elften  Axioms^ 
veröffentlicht,  den  wir  (Jahrg.  1897,  Hist.-litt.  Abt.  S.  179  — 180)  als  veiv 
fehlt  bezeichnen  mussten.  Auch  die  Vorliegende  Schrift  enthält  einen  Ver- 
sach, das  elfte  Axiom  zu  beweisen.  Er  bildet  den  Abschluss  einer  Dar- 
stellung der  Elemente  der  Geometrie,  der  eine  historisch -kritische  Einleitung 
vorausgeht. 

Dass  wir  der  Ankündigung,  dem  Verfasser  sei  es  nach  zweijähriger 
Arbeit  gelungen,  auf  diesem  Wege  die  Geometrie  zu  einer  „exakten,  auf 
unangreifbaren  Grundlagen  beruhenden  Wissenschaft^^  zu  machen,  einiges 
Misstrauen  entgegensetzten,  wird  man  begreiflich  finden.  Diese  Empfindung 
verstärkte  sich,  als  die  Einleitung  erkennen  Hess,  dass  der  Verfasser  von 
der  Geschichte  und  Litteratur  der  nichteuklidischen  Geometrie,  Über  die  er 
so  apodiktisch  urteilt,  nur  sehr  mangelhaft  unterrichtet  ist,  und  als  bei 
dem  Aufbau  der  Elemente  der  Geometrie  schon  die  Behandlung  der  geraden 
Linie  und  der  Ebene  durchaus  unzulänglich  waren.  Der  Beweisversuch 
selbst  bildete  dagegen  insofern  eine  angenehme  Enttäuschung,  als  er,  im 
Gegensatze  zu  dem  von  1895,  auf  einem  noch  nicht  benutzten,  originellen 
Gedanken  beruht.  Damit  ist  freilich  alles  erschöpft,  was  wir  zu  seinem 
Lobe  sagen  können,  denn  das  gewünschte  Ziel  wird,  wie  vorauszusehen 
war,  auch  von  Herrn  Frolow  nicht  erreicht. 

Der  Kern  des  Beweis  Versuches  besteht  in  folgendem:  Man  zeichne  ein 
•geradliniges  Polygon  P  von  n  +  p  Seiten:  Ä^Ä^  , . .  AnB^B^  . . .  BpA^^^ 
bei  dem  die  n Winkel  A^^  A^^  , ,  ,y  An  sämtlich  gleich  einem  gegebenen 
überstumpfen  (konvexen)  Winkel  sind.  Wird  die  Grösse  dieses  Winkels 
mit  4  22  —  2  a  und  die  Summe  der  Winkel  5j ,  jBg , . . .  jBp  mit  .K  bezeichnet, 
so  findet  man  für  die  Winkelsumme  8  von  P  den  Ausdruck: 

S «  [2(n  -fi?)  -  4]JB  +  2w(JB  -  a)  +  Ä"-  20  -  i)B. 

Hieraus  folgt,  dass  S^  wenn  man  nur  n  gross  genug  wählt,  grösser 
als  [2(ra  -{-p)  -—  4^B  wird,  während  doch  in  der  nichteuklidisohen  Geometrie 
die  Winkelsumme  des  i/-Ecks  kleiner  als  (2v  —  4)i2  sein  soll,  und  das 
ist,  wie  Herr  Frolow  behauptet,  „la  contradiction  intrins^ue^^,  aus  der 
die  Absurdität  der  nichteuklidischen  Geometrie  hervorgehe. 

Um  zu  erkennen,  wo  der  Fehler  steckt,  beachte  man,  dass  genau  die- 
selbe Überlegung  auch  auf  die  euklidische  Geometrie  anwendbar  ist,  wo  S 
ebenfalls,  wenn  n  wächst,  grösser  als  [2(« -f  p)  —  4]JB  wird,  während  es 
doch  stets  gleich  [2(7»-f  j?)  —  4]  12  sein  muss.  Man  wird  hieraus  nicht 
schliessen,  dass  die  euklidische  Geometrie  mit  einem  inneren  Widerspruche 
behaftet  ist,  sondern  dass,  sobald  n  eine  gewisse  Grenze  überschreitet^  ein 
Polygon  P  der  verlangten  Art  nicht  existiert.  Li  der  That,  versucht  mau 
P  wirklich  zu  zeichnen,  so  zeigt  sich,  dass  entweder  schon  der  Linienzug 
A>^A^  ,.,  An  sich  selbst  schneidet  oder  wenn  man  das  vermeiden  will,  eine 
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spiralförmige  Gestalt  bat.  Um  das  Polygon  durch  den  Linienzug 
AmB^B^  , , ,  BpA^  zu  schliessen,  muss  man  rückwärts  um  die  Bpirale  herum- 
gehen, und  zwar  ohne  sie  zu  schneiden,  das  gelingt  jedoch  nur, 
wenn  ÄnBiB^  . . ,  BpA^  aus  einer  genügend  grossen  Anzahl  von  Strecken 
besteht  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  j?  genügend  gross  ist.  Soll  also 
das  Yerlangte  Polygon  existieren,  so  muss  man  mit  wachsendem 
n  auch  p  wachsen  lassen. 

Auch  in  der  nicbteuklidisdien  Geometrie  muss  man  n  und  p  gleich- 
seitig zunehmen  lassen.  Der  innere  Widerspruch  liegt  daher  nicht  in  ihr, 
sondern  in  der  Forderung,  ein  Polygon  zu  zeichnen,  dem  mit  einander 
unvereinbare  Eigenschaften  zukommen  sollen.  Es  genügt  nicht,  wie  Herr 
Frolow  es  thut,  die  Frage  der  Existenz  des  yerlangten  Polygons  mit  einem 
einfachen  „rien  nWpeche^^  abzuthnn.  Paul  Stäckisl. 


Encyklopftdie  der  mathematischen  Wissenschaften  mit  Einschluss  ihrer 

Anwendungen.  Mit  ünterstdtzuDg  der  Akademien  der  Wissenschaften 
zu  München  und  Wien  und  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen,  sowie  unter  Mitwirkung  zahlreicher  Fachgenossen  heraus- 
gegeben von  Dr.HEiNB.BuRKHARDT,  ordcntl.  Profcssor  der  Mathematik 
an  der  Universität  Zürich,  und  Dr.  W.  Franz  Meyer,  ordentl.  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  Königsberg  i.Pr.    Erster  Teil:  Reine 

Mathematik.    Erster  Band:  Arithmetik  und  Algebra,  redigiert  von 

W.Franz  Meyer.  Erstes  Heft.  S  1—112.  Leipzig  1898,  B.G.Teubner. 

Notwendig  und  ausreichend  lauten  zwei  Stichwörter  der  neueren 
Mathematik,  und  imter  ihrer  Anwendung  kann  man  sagen,  dass  Elügels 
Wörterbuch  ein  noch  immer  notwendiges,  aber  leider  nicht  mehr  aus- 
reichendes Hilfswerk  des  Mathematikers  darstellt  Das  Bewusstsein  dieser 
Thatsache  hat  wiederholt  zu  dem  Gedanken  geführt,  ein  neues  Werk  zu 
schaffen,  welches  der  Gegenwart  mit  ihren  Bedürfiiissen  angepasst  an  Stelle 
des  trotz  vielfacher  Yeraltung  immer  noch  unentbehrlichen  Musterwerkes 
treten  könne ^  und  eine  Verlagsbuchhandlung  hat  vor  etwa  20  Jahren  mit 
dem  Verfasser  dieser  Anzeige  und  einem  anderen  Mathematiker  ein  solches 
Unternehmen  betreffende  Unterhandlungen  geführt,  weli^e  wesentlich  daran 
scheiterten,  dass  von  der  einen  Seite  Bedenken  wegen  der  finanziellen  Trag- 
weite des  Planes  entstanden,  während  einer  der  in  Aussicht  genommenen 
Bearbeiter  andere  litterarische  Verpflichtungen  übernahm,  die  seine  volle 
Arbeitskraft  beanspruchten.  Glücklicher  war  der  Erfolg  anderer  Pläne, 
welche  der  Mitte  der  neunziger  Jahre  angehören,  und  deren  erste  Frucht 
heute  vor  uns  liegt.  Die  Akademien  von  München,  Wien  und  Göttingen 
haben  sich  das  Verdienst  erworben,  durch  ihre  Unterstützung  des  Unter- 
nehmens die  damit  verknüpfte  finanzielle  Gefahr  soweit  herabzumindern, 
dass  die  Teubnersche  Verlagshandlung  sich  zur  Übernahme  derselben  ver- 
stand, und  als  wissenschaftliche  Leiter  sind  zwar  zunächst  nur  zwei  Gelehrte 
im  kräftigsten  Mannesalter  an  die  Spitze  gestellt,    aber  ihnen  steht  ausser 
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der  eigenen  rühmlich  erprobten  Arbeitslust  und  Arbeitsfähigkeit  ein  ganzer 
Generalstab  tüchtiger  Mitarbeiter  zur  Beite,  von  denen  jeder  auf  dem  Gebiete, 
welches  er  schon  vorher  sich  erobert  hatte,  seine  Thätigkeit  entfalten  wird. 
Freilich  gleicht  formell  das  neae  Unternehmen,  die  Encjklopädie  der  mathe- 
matischen Wissenschaften,  dem  Elügelsohen  Wörterbnche  kaum  entfernt. 
Dort  erleichterte  die  alphabetische  Anordnxmg  das  Nachschlagen  in  hohem 
Grade,  während  anderseits  Bückverweisnngen  von  einem  Artikel  auf  frühere 
tmyermeidlich  waren,  wenn  nicht  zahllose  Wiederholmigen  eintreten  sollten. 
Jetzt  wird  das  Nachschlagen  erst  nach  Abschluss  des  ganzen  Werkes  mittels 
eines  Generalregisters  möglich  werden ,  um  dessen  Herstellung  kein  Kundiger 
die  damit  Betrauten  beneiden  wird.  Bückverweisungen  werden  aber  durch 
die  nach  Abschnitten  der  mathematischen  Wissenschaften  getroffene  An- 
ordntmg  wenigstens  in  jedem  einzelnen  Abschnitte  thunlichst  yermieden. 
Das  ist  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  der  neuen  Encjklopädie  und 
dem  alten  Wörterbuche.  Ein  fast  noch  einschneidenderer  Unterschied  besteht 
darin,  dass  das  Wörterbuch  keinen  Satz  ansprach,  ohne  ihn  zu  beweisen, 
dass  die  Encjklopädie  die  Beweise  durch  die  Angabe  der  Litteratur,  wo 
sie  zu  finden  seien,  ersetzt.  Uns  behagte  das  alte  Verfahren  besser,  und 
mancher  Mitarbeiter  an  der  Encjklopädie  teilt  unseren  Geschmack,  aber 
freilich  darf  man  nicht  vergessen,  dass  alsdann  6  Bände  von  je  40  Druck- 
bogen, auf  welche  die  Encjklopädie  veranschlagt  ist,  nicht  entfernt  aus- 
gereicht hätten.  Mindestens  der  doppelte  Baum,  die  doppelte  Arbeitszeit, 
die  doppelten  Kosten  hätten  in  Anrechnung  gebracht  werden  müssen,  und 
daran  wäre  das  ganze  Unternehmen  gescheitert.  War  demnach  nur  die  Wahl 
gestellt:  sit  lU  est,  aid  non  sU,  so  muss  man  wohl  oder  übel  sich  mit  der 
getroffenen  Entscheidung  einverstanden  erklären.  Wir  beabsichtigen  nicht, 
über  jede  einzelne  Lieferung  genau  zu  berichten,  werden  vielmehr  nur  beim 
Schlüsse  eines  Bandes  von  unserer  Pflicht  als  Berichterstatter  uns  leiten 
lassen.  Das  Erscheinen  der  ersten  aus  7  Druckbogen  bestehenden  Lieferung 
dachten  wir  indessen  und  mit  ihr  das  ganze  Werk  begrüssen  zu  müssen. 
Ihr  Inhalt  ist:  1.  Grundlagen  der  Arithmetik,  bearbeitet  von  Hermann 
Schubert;  2.  Kombinatorik,  bearbeitet  von  Eugen  Netto;  8.Irrationale 
Zahlen  und  Konvergenz  unendlicher  Prozesse,  bearbeitet  von 
Alfred  Pringsheitn.  Von  dem  dritten  Abschnitte  fehlt  noch  das  der 
zweiten  Lieferung  vorbehaltene  Kapitel  über  unendliche  Produkte,  Ketten- 
brüche und  Determinanten.  Cantor 


Grandzflge  der  Detenninanten-Tlieorie  und  der  projektivischen  Geometrie. 
Analytische  Geometrie.  Von  Major  E.  von  Budislavljevic.  (Erster 
Band  von  Budislavljevic  und  Mikuta,  Höhere  Mathematik)  mit  108  Text- 
figuren.    Wien  und  Leipzig  1898,  Wilhelm  Braumüller.    X,  492  S. 

Die  Begrenzung  des  Lehrstoffes  in  dem  vorliegenden  Leitfaden,  sagt 
das  Vorwort,  entspricht  den  Bestimmungen  des  Lehrplanes  für  die  kaiserL 
uud    königL  technische   Militär-Akademie.     Bezüglich   der   Behandlungsart 
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waren  die  Verfasser  bemüht,  jene  Biohtong  einzuhalten,  welche  von  Professor 
Karl  Schmitt  begrOndet  nnd  während  seiner  yie^fihrigen  ausgezeichneten 
Th&tigkeit  in  dieser  Anstalt  gepflegt  worden  war. 

Man  sieht  daraus,  dass  die  Verfasser  keinen  Ansprach  darauf  erheben, 
Neues  za  bringen.  Sie  begnügen  sich  oder,  da  wir  znn&chst  nur  den  ersten 
Band  besprechen,  müssen  wir  sagen  Herr  von  Bndislavljeyid  begnügt  sich 
damit,  die  hergebrachten,  durch  den  Titel  bezeichneten  Gegenstände  ohne 
Anwendung  von  Infinitesimalrechnxmg  zu  behandeln.  Er  hat  dadurch  ein 
ziemlich  vollständiges  Hilfsbach  für  mindestens  zwei  bis  drei  Vorlesungen 
geschaffen,  an  welches  Lehrer  tmd  Schüler  sich  sehr  zweckmässig  anlehnen 
können.  Zahlreiche  Beiq>iele  sorgen  dafür,  dass  die  Lehren  auch  zur  An- 
wendung kommen.  Der  Yomehm  ausgestattete  Band  yerdient  demnach 
Empfehlung.  Cantoe. 


6raiid£fige  der  Differential-  und  Integralrechniug.  Von  Hauptmann  Alfred 

MiKUTA.  (Zweiter  Band  von  Budisavljeviö  und  Mikuta,  Höhere  Mathe- 
matik.) Mit  142  Teztfiguren.  Wien  und  Leipzig  1898,  Wilhelm 
Braumüller.     VIH,  607  S. 

Auch  der  von  Herrn  Mikuta  bearbeitete  zweite  Band  der  Höheren 
Mathematik  ist  den  Bestimmungen  des  Lehrplanes  för  die  kaiserl.  und  königl. 
technische  Militär-Akademie  entsprechend  bearbeitet,  mithin  vermutlich  für 
die  Benutzung  an  jener  Anstalt  bestimmt.  Die  Ausstattung  ist  nicht  minder 
ansprechend  als  die  des  ersten  Bandes.  Dem  deutschen  Leser  werden 
einige  Sprachformen  wie  recH  statt  reeU,  Binomiälfaktor  statt  Unamisdier 
Faktor  (während  trinomischer  Faktor  vorkommt),  absonderlich  erscheinen. 
Wenn  auf  Seite  7  und  9  von  der  Annäherung  an  eine  Grenze  durch  Oskth 
Ueren  die  Bede  ist,  so  sollte  hier  das  richtige  Wort  OseiUieren  eingesetzt 
werden,  umsomehr  als  Seite  373  das  OskuUeren  von  Kurven  in  der 
richtigen  Bedeutung  dieses  Ausdruckes  zur  Sprache  kommt.  Die  Behauptung 
(S.  180),  eine  fallende  Beihe  mit  regelmässigem  Zeichenwechsel  konvergiere, 
auch   wenn    deren   Glieder   nicht    gegen  Null   abnehmen,    ist   falsch.     Das 

O  Q  A  K  A 

angeführte  Beispiel  t^T  +  t^t  +  t-"*   konvergiert   nicht,    sondern 

oszilliert.  Auch  an  manchen  anderen  Stellen  hat  es  sich  Herr  Mikuta  bei 
etwas  schwierigeren  Gegenständen  recht  bequem  gemacht.  So  lässt  er 
Seite  210  eine  unendliche  Beihe  ruhig  integrieren  und  bemerkt  in  einer 
Fussnote,  das  sei  nicht  inmier  unbedingt  gestattet,  verweist  aber  für  das 
Genauere  auf  umfangreichere  Werke.  Nachdem  Seite  240  gezeigt  ist,  dass 
jede  Gleichung  von  geradem  Grade  wenigstens  zwei  reelle  Wurzeln  entgegen- 
gesetzten Vorzeichens  besitze^  wenn  das  Absolutglied  negativ  ist,  heisst 
es  weiter:  man  könne  auch  nachweisen,  dass  jede  Gleichung  von  geradem 
Grade  mit  positivem  Absolutgliede  wenigstens  eine  reelle  oder  komplexe 
Wurzel  habe,  und  in  Klammem:  (von  dem  Beweise  soll  hier  abgesehen 
werden).     Seite   276    ist  schlankweg   behauptet,    auch  jede   transzendente 
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Fanktion  könne  nach  der  Tajlorsohen  Eeihe  entwickelt  werden.  Diese 
Aasstellungen  hindern  nicht,  znzogeben,  dass  für  Schüler,  welche  man  an 
den  Schwierigkeiten  yorüberznführen  das  Hecht  zn  haben  glaubt,  auch  dieses 
Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung  ganz  zweckmäßig  ein- 
gerichtet ist  und  durch  die  zahlreichen  Beispiele  ein  Übungsbuch  entbehrlich 
n^*cht.  Cantor, 

Lehrbueh  der  analytischen  Geometrie.    Von  Fbiedrioh  Schur,  Professor 

der   Geometrie   an   der  technischen  Hochschule   zu  Karlsruhe.     Mit 
zahlreichen  Figuren  im  Text.    Leipzig  1898,  Veit  &  Comp.    X,  216  S. 

Wie  viel  oder  wie  wenig  der  Verfasser  eines  Lehrbuches  den  Benutzem 
desselben  mitzuteilen  wünscht,  ist  natürlich  seine  Sache,  und  niemand  ist 
berechtigt,  ihn  wegen  Weglassungen  zu  tadeln.  Man  wird  sich  einfach  des 
Lehrbuches  nicht  bedienen,  wenn  man  darin  fehlende  Dinge  für  unerlässlich 
hält.  Wer  also  die  Benutzung  von  Determinanten,  von  Oleichungsymbolen, 
von  Linienkoordinaten,  wer  die  Besprechung  der  unendlich  fernen  Geraden, 
der  Kreispunkte  u.  s.  w.  nicht  entbehrt  wissen  will,  wird  das  uns  vorliegende 
Lehrbuch  seinen  Schülern  zuerst  nicht  empfehlen,  aber  er  wird,  wenn  er 
die  vielfach  eigentümliche  Behandlungsweise  desselben  sich  näher  ansieht, 
wenn  er  erkennt,  wie  es  dem  Verfasser  gelungen  ist,  von  elementarster 
Betrachtung  ausgehend  den  Schüler  mehr  und  mehr  an  die  Strenge  zu 
gewöhnen,  welche  das  Kennzeichnende  unserer  heutigen  Mathematik  bildet, 
lebhaft  bedauern,  jene  ablehnende  Haltung  annehmen  zu  müssen,  und  sie 
vielleicht  aufgeben.  Um  so  lieber  wird  dagegen  um  der  genannten  Vor- 
züge wegen  derjenige  Lehrer  das  Buch  seinem  üntenichte  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  zu  Grunde  legen,  der  die  über  das  Mindestmaß  hinaus- 
gehenden Methoden  und  Sätze  dem  Eigenstudium  seiner  Schüler  überlassen 
zu  können  glaubt.  Die  zweite  Hälfte,  der  analytischen  Geometrie  des 
Baumes  gewidmet,  wird  vermutlich  allgemeiner  befriedigen  als  die  in  der 
ersten  Hälfte  behandelte  analytische  Geometrie  der  Ebene.  Der  Verfasser 
hebt  in  der  Vorrede  seine  Behandlung  der  Brennpunktseigenschaften  der 
Kegelschnitte  hervor,  welche  an  Eulers  Definition  anschliesst.  Wir  können 
hier  nur  mit  vollster  Überzeugung  unsere  Zustimmung  erklären.  Wir  halten 
zwar  die  Eulersche  Einführung  der  Brennpunkte  nicht  ffir  die  einzige 
natürliche,  wir  glauben  z.B.,  dass  die  Definition  der  Kurven  zweiten  Grades 
als  Ort  des  Punktes  konstanter  Quotienten  der  Entfernungen  von  Brenn- 
punkt und  Leitlinie,  welche  M.  Simon  an  die  Spitze  seiner  Kegelschnitt- 
behandlung stellt,  nicht  minder  natürlich  ist,  aber  eins  schliesst  das  andere 
nicht  aus,  und  Herr  Schur  hat  den  Eulerschen  Gedanken  so  schon  zur 
Durchfahrung  gebracht,  dass  seine  Darstellung  beifälliger  Nachahmung 
sicher  sein  dürfte.  Besonderen  Lobes  sind  auch  die  Figuren  würdig.  Wir 
kennen  kein  Buch,  welches  in  dieser  Beziehung  sich  als  gleich  gut  oder 
gar  als  besser  ausgestattet  erwiese.  Ein  am  Schlüsse  angebrachtes  Begister 
ist  um  so  dankbarer  zu  begrüssen,   je  seltener  man  ein  solches  bei  Lehr- 
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bfLchem  der  analytischen  Geometrie  findet.  Die  Vollständigkeit  desselben 
l&sst  allerdings  noch  einiges  za  wünschen  übrig,  wir  vermissen  beispiels- 
weise die  Wörter  Imaginäre  Gebilde  nnd  unendlich  ferner  Punkt,  von 
welchen  doch  an  verschiedenen  Stellen  des  Buches  die  Bede  ist.    Oantob. 


Analytisehe  Geometrie  des  Raumes.  Von  Maz  Simon.  Mit  28  Abbildungen. 

Leipzig  1898,  G.  J.  G(tachensche  Yerlagshandlung.     200  8. 

Die  analytische  Geometrie  des  Baumes  wird  wohl  niemals  auf  Mittel- 
schulen gelehrt,  während  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  dort  nicht 
selten  eine  wenn  auch  nur  in  engen  Grenzen  gehaltene  Behandlung  erfährt; 
und  das  ist  ¥rahr8cheinlich  ein  Grund  dafür,  dass  die  Lehrbücher  der 
analytischen  Baumgeometrie  ausserordentlich  viel  seltener  auftreten  als  die 
der  gleichen  Art  für  die  Ebene.  Je  ausschliesslicher  aber  ein  Gegenstand 
den  Hochschulen  angehört,  um  so  näher  liegt  der  Wunsch,  bei  seiner  Be- 
handlung alle  die  HilÜBmittel  dienstbar  zu  machen,  über  welche  die  Hoch* 
schule  gebietet,  und  das  dürfte  der  Grund  für  die  zweite  Thatsaohe  sein, 
dass  unter  den  analytischen  Baumgeometrien  die  elementar  gehaltenen 
vriederum  seltener  auftreten  als  diejenigen,  welche  Infinitesimalrechnung 
voraussetzen.  In  deutscher  Sprache  dürfte  bisher  die  Wahl  auf  Schlömilchs 
und  Budios  Bücher  über  den  genannten  Gegenstand  und  auf  die  zweiten 
Abteilungen  von  Budislavljevic  und  von  Schur  sich  beschränken.  Herr  Simon 
hat  seiner  analytischen  Geometrie  der  Ebene  (besprochen  auf  S.  11)  nach 
kurzer  Zwischenzeit  eine  solche  des  Baumes  folgen  lassen,  welche  gleich* 
falls  ein  Bändchen  der  Sammlung  Göschen  bildet,  und  welche  fast  genau 
eben  so  stark  ist  wie  die  der  Ebene,  an  welche  sie  sich  vielfach  mehr  als 
nur  äusserlich  anschliesst,  indem  sie  häufig  auf  sie  verweist.  Ist  doch  auch 
darin  eine  Ebenmäßigkeit  angestrebt,  dass  Determinanten  vermieden  scheinen, 
allerdings  nur  scheinen,  da  von  Seite  27  an  j)^'—  q^  durch  das  Zeichen 
[p^']  dargestellt  fortwährend  in  Gebrauch  ist.  Konnte  sich  der  Verfasser 
durchaus  nicht  zur  Anwendung  der  landläufigen  Schreibweise  entschliessen? 
Was  nun  das  Verhältnis  des  Simonschen  Buches  zu  den  anderen  oben 
genannten  betrifft,  so  ist  eine  so  geringe  Verwandtschaft  zwischen  denselben 
vorhanden,  dass  von  einem  Wettbewerbe,  in  welchen  das  Simonsche  Buch 
zu  den  übrigen  tritt,  kaum  die  Bede  sein  kann.  Das  Simonsche  Buch 
verleugnet  nirgends  eine  gewisse  Abhängigkeit  von  den  Schriften  Beyes, 
deren  synthetisch  erworbene  Ergebnisse  hier  in  analytischem  Gewände  er- 
scheinen. Das  Simonsche  Buch  handhabt  neben  den  Punktkoordinaten  auch 
Linienkoordinaten  und  Ebenenkoordinaten.  Das  sind  Dinge,  auf-  welche 
keine  andere  elementare  analytische  Geometrie  des  Baumes  eingeht.  Anderer- 
seits vermissen  wir  bei  Simon  ausser  den  Eulerschen  Botationsformeln  auch 
manche  bei  der  Diskussion  der  quadratischen  Gleichung  übliche  Unter- 
suchung. Man  wolle  in  dieser  Bemerkung  keinen  Tadel  erkennen.  Sie 
beabsichtigt  nur  zu  begründen,  was  wir  vorher  aussprachen,  dass  ein 
gemeinsames   Maß   zum  Vergleiche   des    Simonschen   Buches   mit   anderen 
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tiioht  vorhanden  ist.  In  seiner  Eigenart  kann  es  sehr  gat  neben  einem 
anderen  Bache  empfohlen  werden,  wie  es  den  gleichzeitigen  Oebranch 
eines  anderen  Baches  nicht  überflüssig  erscheinen  ISsst.  Camtor. 


Lehrbncli   der   analytischen  Geometrie.     Bearbeitet  von  0.  Fort  and 
0.  BoHLöMiLCH.   Zweiter  Teil:  Analytische  Geometrie  des  Banmes. 

Von  Dr.  0.  Sohlöüilch,  Königl.  Sachs.  Geheimer  Bat  a.  D.  Sechste 
Auflage.  Bearbeitet  Yon  B.  Heger  in  Dresden.  Mit  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.  Leipzig  1898 ,  B.  G.  Teubner.  YHI  and  338  S. 

Im  40.  Bande  dieser  Zeitschrift,  historisch -litterarische  Abteilang 
Seite  102  haben  wir  die  von  Herrn  Heger  bearbeitete  sechste  Auflage  des 
ersten  Teiles  des  Lehrbuches  von  Fort  und  Schlömilch  angezeigt,  heute 
liegt  die  sechste  Auflage  des  zweiten  Teiles  Yor  uns.  Auch  hier  ist  Herr 
Heger  im  grossen  und  ganzen  dem  alten  Gange  treu  geblieben,  und  wenn 
auch  in  Einzelheiten  die  verbessernde  Hand  sich  bemerklich  macht,  so  kann 
man  doch  ihre  Spuren  nur  bei  ziemlich  eingehender  Yergleichung  der  neuen 
Auflage  mit  den  ihr  vorhergehenden  erkennen.  Überall  ist  das  Bestreben 
festgehalten,  mit  den  denkbar  geringsten  analytischen  Hilfsmitteln  aus* 
zukommen.  Ob  die  fast  unerträgliche  Weitschichtigkeit  mancher  Bechnungen 
nicht  als  Mahnung  betrachtet  werden  müsste,  das  Yerbannungsurteil  gegen 
die  Anwendung  von  Determinanten  aufzuheben?  Seit  der  ersten  Auflage 
von  1855  sind  44  Jahre  vergangen.  Der  bürgerlichen  Freizügigkeit  ist 
eine  wissenschaftliche  zur  Seite  gegangen.  Die  Determinante  gehört  in 
vielen  Gegenden  Deutschlands  dem  Mittelsohulunterricht  an.  Muss  sie  auf 
der  technischen  Hochschule  noch  immer  einen  Pass  vorzeigen,  wenn  sie 
eingelassen  werden  will?  Cantor. 

Analytische    Geometrie   des   Baumes.     Von    George  Salmon,   deutsch 

bearbeitet  von  Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  eidgenössischen 
Polytechnikum   zu   Zürich.     Erster   Teil:    Die  Elemente   und   die 

Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades.   Vierte  verbesserte  Auflage. 

Leipzig  1898^  B.  G.  Teubner.     XXIV,  448  S. 

Die  dritte  Auflage  erschien  1879.  Diese  Zeitangabe  soll  keineswegs 
die  bis  zur  Herstellung  der  vierten  Auflage  verflossene  Zwischenzeit  von 
19  Jahren  als  besonders  lang  bezeichnen.  Werke  solchen  ümfanges,  solchen 
nicht  für  jedes  Verständnis  berechneten  Inhaltes,  solchen  Preises  verkaufen 
sich  nicht  rasch,  und  es  ist  ein  glänzendes  Zeugnis,  wenn  es  überhaupt  zu 
einer  vierten  Auflage  gelangen  konnte.  Wir  betonen  die  Zwischenzeit  nur, 
um  begreiflich  finden  zu  lassen,  dass  die  jetzige  Auflage  gegen  die  letzte 
mannigfache  Verimderungen  wird  hervortreten  lassen.  Herr  Fiedler  selbst 
kennzeichnet  diese  Veränderungen  in  seinem  Vorworte,  und  wir  glauben 
nicht  besser  thun  zu  können,  als  ihm  darin  fast  wörtlich  zu  folgen.  Eine 
grössere  Umgestaltung  besteht  demnach  darin,  dass  nach  den  einführenden 
Kapiteln  über  Punkt,  Ebene,  gerade  Linie  ein  eigenes  Kapitel  IV  über  die 
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homogenen  projektiviBchen  Koordinaten  £olgt,  und  das«  nach  der  Ent- 
wickelnng  der  Haapteigenschaften  der  Flächen  zweiten  Grades  in  den  drei 
folgenden  Kapiteln  die  frflher  nor  auf  wenigen  Seiten  skizzierte  Lehre  von 
den  Kollineationen  nnd  Beziprozitäten  in  Kapitel  VIII  eingehend  ontersncht 
und  mit  der  Lehre  von  den  Flächen  zweiten  Grades  in  organische  Ver- 
bindung gebracht  worden  ist;  dieses  Kapitel  endigt  ndt  der  Salmonschen 
Darstellung  der  Theorie  der  reziproken  Polaren.  Im  folgenden  Kapitel 
konnte  nnn  die  Theorie  der  gewundenen  Kurven  dritter  Ordnung  und  ihrer 
Deyeloppabeln  gegeben  werden,  welche  früher  erst  im  Kapitel  II  des  zweiten 
Teiles  erschien.  Femer  erhielt  die  projektive  Erzeugung  der  Komplexe 
zweiten  Grades  ihren  naturgemäßeren  Platz,  wie  auch  die  lineare  Trans- 
formation der  Flächen  zweiten  Grades  in  sich  hervortrat.  Einzelheiten 
hervorzuheben  möchten  wir  unterlassen,  wenn  auch  das  erwähnte  Vorwort 
die  Enthaltsamkeit  nicht  durchaus  übt.  Wir  erwähnen  nur  noch,  dass  die 
Litteratur- Noten  entsprechend  ergänzt  und  auf  das  Laufende  gebracht 
worden  sind.  Cantor. 

K.  BoBEK.    Einleitang  in  die  projeküTische  Geometrie  der  Ebene.   Ein 

Lehrbuch   fOr   höhere  Lehranstalten   und   für   den  Selbstunterricht. 
Zweite,  wohlfeUe  Ausgabe.     Leipzig  1897,  B.  G.  Teubner.    210  S. 

Das  vorliegende  Buch  ist  eine  Bearbeitung  der  Vorträge,  die  Herr 
C.  Küpper  seit  1867  an  der  Prager  technischen  Hochschule  über  Geometrie 
der  Lage  gehalten  hat.  Die  Vorträge  sind  so  eingerichtet,  dass  sie  auf 
der  einen  Seite  den  Techniker  schnell  in  das  Gebiet  der  projektivischen 
Geometrie  einführen,  auf  der  anderen  Seite  dem  Studenten  die  Grundlage 
für  das  weitere  Studium  der  Geometrie  liefern  sollen. 

Nachdem  der  Begriff  der  kollinearen  Verwandtschaft  erörtert  worden 
ist,  wird  die  Konstruktion  des  Kegelschnitts  durch  seine  Punkte  und  seine 
Tangenten  gegeben.  Der  Begriff  der  Involution  auf  dem  Kegelschnitte  führt 
zu  Pol  und  Polare  und  zu  den  Poldreiecken  eines  Kegelschnittes.  Hieran 
reiht  sich  die  Konstruktion  des  Kegelschnittes  aus  imaginären  Bestimmnngs- 
stücken,  die  adjungierte  Involution,  das  Polarsjstem  und  der  Begriff  der 
Beziprozität.  Der  Salz  über  die  Existenz  der  Hauptpunkte  einer  Kollineation 
leitet  über  zu  dem  zwei  Polarsjstemen  gemeinsamen  Poldreieck,  zur  Steinerschen 
Verwandtschaft  sowie  zu  den  Schnittpunkten  und  gemeinsamen  Tangenten  zweier 
Kegelschnitte.  Es  folgen  nun  der  Kegelsohnittbüschel,  die  Kegelschnittschar, 
Kegelschnitte  in  doppelter  Berührung,  die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte 
und  die  Faureschen  Polkreise.  Ein  weiteres  Kapitel  erörtert  die  Projektivität 
im  Kegelschnittbüschel  und  das  Kegelschnittnetz  und  bringet  Betrachtungen 
an  zwei  Kegelschnittbüscheln,  die  nicht  in  einem  Netze  liegen,  sowie  die 
biquadratische  und  kubische  Involution.  Im  letzten  Kapitel  (8.  179*— 210) 
werden  die  Kurven  dritter  Ordnung  behandelt.  Doch  betont  der  Heraus- 
geber,  dass  es  nicht  beabsichtigt  ist,  eine  Einleitung  in  diese  Theorie  zu 
geben,  er  will  nur  zum  weiteren  Studium  anregen,  so  besonders  durch  die 

Hist.-litt.  Abt  d.  ZeiUohr.  f.  Math.  u.  Phys.  44.  Band.  1899.  S.u. 8. Heft.  g 
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Yollständig   geometrische   BegrQndung    der   Polarentheorie    für   die  Kurven 
dritter  Ordnung. 

Die  Vorträge  sind  dnrch  Strenge  und  Klarheit  in  gleicher  Weise  aus- 
gezeichnet nnd  verdienen  auch  an  unseren  Hochschulen  Eingang  zu  finden. 

E.  Jahmke 

Koppe -DiEKMANN.  Geometrie.  Dritter  Teil:  Der  Koordinatcnlegriff.  An»- 
lytische  Geometrie  der  Ebene.  Essen  1897,  Baedeker.  110  S.  1,60  M. 

Das  vorliegende  Lehrhuch,  welches  f&r  beide  Arten  von  Lehranstalten, 
für  Gymnasien  sowohl  wie  für  Realgymnasien  und  Oberrealschulen  als 
Leitfaden  dienen  soll,  bringt  das  bekannte  Pensum  in  ziemlich  ausführlicher 
Form.  Hervorzuheben  ist,  dass  Parabel,  Ellipse  und  Hyperbel  vor  der 
analytischen  eine  kurze  geometrische  Behandlung  erfahren.  An  dieser  Stelle 
sind  eine  Reihe  von  Konstruktionsaufgaben  beigegeben,  in  der  Absicht,  dem 
Schüler  gleich  im  Anfang  eine  gewisse  Vertrautheit  mit  jenen  Kurven  zu 
verschaffen.  Die  übrigen  zahlreichen  Aufgaben  sind  recht  geschickt  aus- 
gewählt.    E  Jahnke 

N.  Cor  et  J.  Biemakn.  Traite  d'algibre  il^mentaire  k  l'nsage  des  ^lives 
de  mathMatiques  ^l^mentaires,  des  aspirants  an  bacealaur^at 
de  Fenseiguement  classique  et  an  bacealanriat  de  Teiiseignemeiit 
moderne  et  des  candidats  aax  ^coles  du  gouvernement  Paria  1898, 

Nony.    460  p. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  ist,  wie  auch  die  Herausgeber  in  der  Vor- 
rede bemerken,  zum  grossen  Teile  auf  den  Le^ons  d'arithm^tique  von  Jules 
Tannery  aufgebaut  und  für  den  Anfangsunterricht  bestimmt. 

Die  Verfasser  beginnen  mit  den  Definitionen  der  algebraischen  Zahlen 
und  Polynome  und  bedienen  sich,  um  dieselben  gewissermaßen  zu  recht- 
fertigen, der  Möbiusschen  Vektortheorie.  Es  folgen  die  Gleichungen  ersten 
Grades,  wobei  in  einem  besonderen  Kapitel  die  allgemeinen  Eigenschaften 
der  Determinanten  entwickelt  werden.  Die  Auflösung  eines  Systems  von  n 
linearen  Gleichungen  mit  p  Unbekannten  wird  diskutiert.  Hieran  sohliessen 
sich  die  quadratischen  Gleichungen  und  die  Gleichungssysteme,  welche  sich 
auf  den  zweiten  Grad  reduzieren  lassen.  Die  Theorie  wird  auch  auf  die 
Transformation  der  quadratischen  Gleichungen  angewandt.  Allen  Kapiteln 
sind  eine  grosse  Zahl  interessanter  Beispiele  und  Übungen,  leichte  und 
schwierigere,  beigegeben,  auf  welche  Referent  die  Fachgenossen  und  im 
besonderen  die  Herausgeber  von  Aufgabensammlungen  au&nerksam  ge- 
macht haben  möchte. 

Die  beiden  n&chsten  Kapitel  (S.  201—384)  sind  der  Funktionentheorie 
gewidmet.  Nachdem  die  arithmetischen  und  geometrischen  Reihen  besprochen 
worden  sind,  werden  Definitionen  und  Theoreme  über  die  Grenzwerte  und 
die  Stetigkeit  der  Funktionen  aufgestellt  und  im  besonderen  eine  Anzahl 
einfacher  Funktionen,  wie  ax  +  b,  as^  -^  hx  +  e^  u.  a.  untersucht.  Von 
den  algebraischen  Funktionen  kommen  die  Verfasser  zu  den  transzendenten 
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und  wenden  die  allgemeinen  Theoreme  auf  die  Exponentialfimktion,  den 
Logarithmas  und  die  Kreiafänktionen  an.  Besoodere  Paragraphen  handeln 
von  dem  Qebranoh  der  Logarithmentafeln  fllr  die  natOrliehein  Zahlen  and  die 
trigonometrisohen  Fmiktionen  sowie  von  der  ISinseszinsreehnnng.  Aach  hier 
sind  wieder  eine  Reihe  hübscher  Übongen  beigegeben. 

Bas  Schlosskapitel  führt  den  BegxifF  der  Ableitang  ein.  Dadareh 
ergiebt  sich  eine  weitere  Mannigfaltigkeit  in  den  algebraischen  Übongs- 
aufgaben. 

Zom  Schloss  sei  noch  bemerkt,  dass  zor  besseren  Würdigung  der  vor- 
getragenen Methoden  and  Ideen  aasser  den  erwähnten  L690ns  von  J.  Tannery 
noch  Hnmbert,  Trait4  d'Arithmetiqae,  zu  empfehlen  ist.  ^  Jahnee 


Jentzen.    Elemente  der  Trigonometrie  zam  praktischen  Gebrauch  fOr 

ünterrichts3Ewecke   an  mittleren   technischen  Lehranstalten.     Zweite 
Auflage.    Dresden  1897,  Eühtmann.    53  8.    1  M. 

Die  erste  Auflage  dieses  Buches  hat  an  dieser  Stelle  bereits  von 
anderer  Hand  Besprechtmg  gefunden.  Die  zweite  hat  wesentliche  Ver- 
ftnderungen  nicht  erlitten,  es  sind  hier  und  da  nur  einige  praktische  Bei- 
spiele eingeschoben  worden.  jj  Jahnkb. 

F.  Rsmr.  Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  ans  der  Trigono- 
metrie und  Stereometrie.  Zweiter  Teil:  Stereometrie.  Vierte  Auflage. 
Neu  bearbeitet  von  A.  Much.    Leipzig  1897,  B.  G.  Teubner.    194  S. 

Referent  hat  vor  einiger  Zeit  die  Sammlung  des  Verfassers  aus  der 
Trigonometrie  an  dieser  Stelle  anerkennend  besprochen.  Die  vorliegenden 
stereometrischen  Aufgaben  sind  nach  denselben  Grundsätzen  wie  jene 
ausgewählt  und  geordnet.  Auch  sie  begleiten  den  theoretischen  Unterricht 
von  seinen  ersten  Anfängen  an  gleichsam  von  Stunde  zu  Stunde;  man 
findet  für  jede  einzelne  Stelle  derselben  den  passenden  Übungsstoff  zu- 
sammengestellt, man  ist  also  nicht  genötigt,  das  Material  erst  zusammen- 
zusuchen. 

Und  dieses  Material  ist  recht  reichhaltig.  Der  erste  Abschnitt  (S.  1 — 29) 
handelt  von  den  geraden  Linien  und  Ebenen  in  Verbindung  mit  einander  und 
bringt  im  besonderen  Lehrsätze  über  Kongruenz  und  Symmetrie  und  merkwürdige 
Linien  sowie  Konstruktions*  und  Rechnungsaufgaben  an  der  dreiseitigen  Ecke. 
Der  zweite  Abschnitt  bietet  in  seinem  ersten  Kapitel  (S.  30 — 73)  Lehrsätze, 
Konstruktion 8-  und  Rechnungsanfgaben  an  den  Körpern  (Prisma,  Pyramide, 
Cylinder,  Kegel,  Kugel,  regelmässige  Polyeder)  überhaupt  und  an  den  Linien 
und  Figuren  auf  denselben.  Das  zweite  (S.  74~-91)  und  dritte  (S.  92 — 171) 
Kapitel  liefern  die  Aufgaben  fär  Berechnung  der  Oberfläche  bezw.  des  Volumens. 
Ausser  den  genannten  Körpern  werden  noch  der  Obelisk,  das  Prismatoid 
sowie  einfache  Rotationskörper  in  den  Kreis  der  Aufgaben  gezogen.  Ein 
Anhang  (S.  172 — 187)  enthält  Maxima-  und  Minima -Aufgaben,  schwierigere 
Aufgaben  aus  allen  Gebieten  und  endlich  noch  Themata  zu  grösseren  Arbeiten 
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(die  Archimedischen  Körper,  das  Apollonische  Berührnngsproblem  für  den 
Bamn,  üntersnchnng  der  Eigenschaften  sphärischer  Vielecke,  über  die  Schwer- 
punkte der  Figuren  und  Körper,  über  Prismen-  and  Cylinderhufe  u.  a.). 

Die  vierte  Auflage  weist  gegen  die  dritte  nur  unwesentliche  Veränder- 
ungen auf.  Referent  kann  die  Sammlung  den  Fachgenossen  warm  empfehlen 
in  dem  Wunsche,  dass  sie  sich  zu  den  alten  neue  Freunde  erwerben 
möge.  E.  Jahkee. 

A.  Maurer.  Maxima  und  Minima.  Aufgaben  für  die  Prima  höherer  Lehr- 
anstalten.   Berlin  1897,  Springer.    50  S.    M.  1,40. 

Das  Heft  zerfällt  in  drei  Teile.  Im  ersten  Abschnitt  werden  Aufgaben 
und  Sätze  mit  den  Methoden  der  Geometrie  behandelt,  im  zweiten  wird  die 
zur  Untersuchung  quadratischer  Funktionen  übliche  Methode  benutzt,  im 
dritten  ist  nach  dem  Vorgang  Yon  Schellbach  eine  allgemeine,  der  Differential- 
rechnang  nachgebildete  Methode  aufgestellt.  Hier  und  da  ist  die  Auflösung 
angedeutet  oder  vollständig  gegeben  worden.  Die  Aufgaben  sind  meist  die 
bekannten^  wie  sie  sich  bereits  bei  Schellbach ^  Heilermann,  Sohnke,  Schlö- 
milch  u.  a.  vorfinden. 

Es  ist  eine  geschickte,  durch  Knappheit  ausgezeichnete  Darstellung, 
welche  sich  sowohl  am  Gynmasium  und  Realgymnasium,  wie  an  der  Beal- 
schule-  mit  Vorteil  benutzen  lässt.  E.  Jahkke. 

H.  Hartenstein.  Fünfstellige  logarithmische  und  trigonometrisclie  Tafeln. 

Leipzig  1897,  B.  G.  Teubner. 
Diese  Tafel  unterscheidet  sich  von  der  Gaussschen  ausser  durch  weiteren 
Druck  —  wodurch  die  Übersicht  verloren  geht  —  durch  den  geringeren 
Inhalt.  Sie  enthält  nur  die  Briggischen  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis 
10809  auf  Seite  1  —  32,  die  natürlichen  Winkelfunktionen  von  10  zu 
10  Minuten  und  die  Logarithmen  der  Winkelfunktionen  von  Minute  zu 
Minute  auf  Seite  34—123. E.  Jahnke. 

H.  Lieber  und  C.  Müsebboe.  AniJ^aben  Aber  knbische  nnd  diophantisehe 
Gleichungen,  Determinanten  nnd  Eettenbrttche,  Kombinations- 
lehre nnd  hShere  Reihen.    Berlin  1898,  Simion. 

Die  vorliegende  Aufgabensammlung  will  den  Schüler  zur  Lösung  kubischer 
Gleichungen  und  besonders  zur  Behandlung  von  Aufgaben  aus  der  Kom- 
binationslehre und  der  Theorie  der  höheren  Beihen  anleiten.  Sie  erreicht 
diesen  Zweck  dadurch,  dass  sie  bei'  einzelnen  Aufgaben  die  vollständige 
Auflösung,  bei  anderen  eine  kurze  Anleitung  giebt,  die  biswdilen  nur  darin 
besteht,  dass  das  Resultat,  welches  den  meisten  Aufgaben  beigefögt  ist, 
eine  besondere  Form  erhalten  hat.  Der  Hauptwert  der  Sammlung  neben 
den  altbewährten  Sammlungen  von  Bardej,  Martus  u.  a.  liegt  aber  wohl 
in  dem  vermehrten  Übungsstoff,  welchen  sie  bietet,  und  dieser  ist  in  der 
That  vortrefflich.  Es  sei  besonders  auf  den  vierten  Abschnitt,  wo  die  Theorie 
der  Determinanten  mit  Anwendung  auf  Gleichungen  gegeben  wird,  xmd  den  vier- 
zehnten Abschnitt  mit  den  goniometrischen  Reihen  hingewiesen.     -^  Jahnke 
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A.  ScHüLKE.  Vierstellige  Logaritkmeiitafelii  nebst  matheinatiselieiiy  pliysi- 

kalisehen  Uld  astrononuscheil  TabelleiL  *  Zweite  yerbeseerte  Auflage. 

Leipzig  1897,  B.O.Teubner. 
Die   zweite  Auflage   der  vorliegenden  Tafel,   welche  bei  ihrem  ersten 
Erscheinen   an   dieser  Stelle   besprochen   worden   ist,  zeigt  gegen  die  erste 
eine  Reihe  kleiner  Yerbesserongen.  £  Jahnke. 

E.*ScHWERiNa  nnd  W.Erihphoff.   Anfangsgr&nde  der  ebenen  fifeometrie« 

Zweite  Aufläge.    Freibnrg  i.B.  1897,  Herder.    1,80 H. 
Die  erste  Auflage  dieses  yortrefflichen  Lehrbaobes  hat  seiner  Zeit  hier 
Besprechung  gefunden.    Für  die  zweite  Auflage  ist  der  Druck  der  Lehrsätze 
in  Fettschrift  erfolgt.     Neu  hinzugekommen  sind  zwei  Beweise,    einer  fOr 
den  vierten  Eongruenzsatz  und  einer  für  den  Satz  des  Pappus.       ^  Jahnks. 

E.  Strecker.  Logische  Übungen.  Erstes  Heft:  Der  Anfang  der  Geometrie 
als  logisches  Übungsmaterial,  zugleich  als  Hilfsmittel  für  den  mathe- 
matischen Unterricht.  Essen  1896,  Baedeker.  61  S.  1,80  M. 
Dieses  Übungsbüchlein  der  Logik  soll  zugleich  die  Einführung  in  die 
Geometrie  erleichtern,  und  zwar  durch  stärkeren  Heranziehen  der  spezifisch 
geistigen  Yerstandesthätigkeit,  durch  Auseinanderbalten  der  geistigen  und 
sinnlichen  Erkenntniselemente,  durch  genügende  Berücksichtigung  der  Ober- 
sätze für  die  Fassung  der  Untersätze  und  für  die  Anordnung  der  sinnfälligen 
Zeichen.  Dem  gegenüber  mOchte  Beferent  darauf  hinweisen  —  was  er  be- 
reits zu  yerschiedentlichen  Malen  betont  hat  — ,  dass  ein  nach  solchen  Grund- 
sätzen geübter  Anfangsunterricht  dem  Schüler  die  grössten  Schwierigkeiten 
bereiten  und  zu  der  bekannten  Elage  Anlass  geben  wird,  der  Schüler  brauche 
eine  besondere  Anlage  für  die  Mathematik.  Es  ist  vielmehr  bei  der  Ein- 
führung in  die  Geometrie  wünschenswert,  erstens  das  schwere  Geschütz  der 
starren  logischen  Formen  vorerst  nicht  heranzuziehen,  zweitens:  die  Grund- 
regeln der  Algebra  zunächst  nicht  zu  benutzen,  drittens:  statt  dessen  auf 
die  Anschauung  in  grösstmOglichem  Umfange  zurückzugreifen.     E.  Jahnke. 

J.  Popp.  Epgrfindnng  und  LSsnng  des  imaginSren  Problemes.  Fundamente 

einer   natürlichen  Zahlentheorie.      Tachau  (Böhmen)  1898,  Selbst- 
verlag.   76  S. 
Es  wird  genügen,   zum  Verständnis  des  Buches   den  Schlußsatz   des- 
selben hierher  zu  setzen:  „Durch  vielseitige  Schlüsse  und  Versuche  wurde 
das  grösste  mathematische  Problem  seiner  endlichen  Entschleierung  zugeführt: 

V^^ 1"  E.  Jahnke. 

E.  Gambobg.   Logaritmetabel  indeholdende  logaritmer  og  antilogaritmer 
samt  logaritmeme  til  de  trigonemetriske  fnnktisiner.    Ejebenhavn 

1897,    Gjldendalske. 
Der  Unterschied  dieser  Tafel  von  der  Gauss  sehen  besteht  darin,  dass  sie 
erstens  in  den  Abteilungen  I  und  11  «—  Logarithmen  und  Antilogarithmen  — 
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eine  Anordnung  k  donble  entr^e  bietet,  zweitens  besondere,  neu  gegossene 
Typen  benatzt  und  drittens  die  gewöhnlichen  Logarithmen  nnd  Anti- 
logarithmen  in  1,  3,  2,  3,  1  Beihen  bezw.  Kolonnen  gruppiert.  Letztere 
Teünng  soll,  wie  der  Verfasser  in  einer  langjfthrigen  Benntzong  von  Bechen- 
tftfeln  gefrinden  hat,  der  gewöhnlichen  Einteilnng  vorzuziehen  sein. 

E.  Jahnke. 

Ch.  Stubm.  Lehrbacll  der  Analysis  (Conrs  d' Analyse).  Übersetzt  von 
Th.  Obos8.  Erster  Band  1897,  zweiter  Band  1898.    Berlin,  M.  Erayn. 

Das  vorliegende  klassische  Werk  ist  eines  jener  Bücher,  welches  wohl 
jeder  Student  der  Mathematik  einmal  in  Händen  gehabt  hat  Es  verdankt 
seine  weite  Verbreitung,  abgesehen  von  dem  Beichtume  seines  Inhaltes, 
jener  Klarheit  der  Darstellung,  die  den  französischen  Lehrbüchern  eigen- 
tümlich ist.  Man  könnte  hiemach  wohl  im  Zweifel  sein^  ob  die  Übersetzung 
eines  solchen  Werkes  geraten  erscheint,  zumal  die  Lektüre  französischer 
Werke  über  Mathematik  der  heutigen  Jugend  wohl  kaum  Schwierigkeiten 
bietet.  Immerhin  ist  anzuerkennen,  dass  sich  die  Übersetzung  im  allgemeinen 
gut  und  fliessend  liest,  der  Inhalt  ist,  nach  einigen  Stichproben  zu  schliessen, 
wenn  man  von  einigen  Mängeln  absieht,  sinngetreu  und  unverkürzt  wieder- 
gegeben. Nur  in  den  Nebenteilen  des  Originals  sind  einige  Kürzungen  vor- 
genommen worden.  So  ist  das  ausführliche  Verzeichnis  der  wichtigsten 
Definitionen,  Lehrsätze  und  Formeln  im  ersten  Bande  unterdrückt  und  die 
Notiz  über  Sturms  Leben  gekürzt  worden.  Zu  bedauern  ist,  dass  auch  das 
Verzeichnis  von  Sturms  Abhandlungen  weggelassen  worden  ist.  Die  Gründe, 
welche  den  Übersetzer  hierzu  bestinmiten,  erscheinen  dem  Beferenten  nicht 
stichhaltig.  Ebenso  ist  bezüglich  des  zweiten  Bandes  der  Übersetzung  zu 
bemerken,  dass  die  dem  Original  angehängten  Au&ätze  über  mathematische 
Spezialfragen  von  verschiedenen  Verfassern,  im  besonderen  die  Laurentsche 
Abhandlung  über  die  elliptischen  Funktionen,  fortgelassen  worden  sind. 
Inzwischen  hat  der  Verfasser  seine  Meinung  insoweit  geändert,  als  er  sich 
entschlossen  hat,  dem  zweiten  Bande  wenigstens  einen  Auszug  aus  der  Formel- 
sammlung des  Originals  anzuhängen. 

Die  Übersetzung  ist  nach  der  achten  Auflage  des  Buches  veranstaltet. 

B.  Jahnke. 

Die  geometriscli-optiseheii  TSnsclmngen.    Von  Wilhelm  Wündt.  Auszug 
aus  dem  XXIV.  Bande  der  Abhandlungen  der  mathematisch -physi- 
kalischen Klasse  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften. 
Mit  65  Textfiguren.     Lezipig  1898,  B.  0.  Teubner.    126  S. 
Jeder  Mathematiker,   der  in  der  Lage  war,    die  Figur  eines  Würfels 
an  der  Tafel  zu  entwerfen,  weiss,  dass  diese  perspektivische  Zeichnung,  je 
nach  dem  Willen  des  Beschauers  den  Eindruck  auf  ihn  machen  wird,    als 
trete  der  Würfel  aus  der  Tafel  heraus  oder  hinter  die  Tafel  zurück.    Wie 
aber  äussert  sich  jener  Wille?     Herr  Wundt  zeigt,  dass  dazu  ein  Fixieren 
gewisser  Punkte  der  Figur  und  gewisse  Augenbewegungen  dienen.     Dieser 
Fall  stellt  uns  eine  der  ein£Eichsten  geometrisch -optischen  Täuschungen  und 
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ihre  Erklftnmg  dar.  Mathematisch  sind  darin  nnr  die  angeschauten  Figoren. 
Wir  mflssen  darum  in  dieser  Zeitschrift  Abstand  davon  nehmen,  die  schier 
zahllosen  Beispiele  und  deren  Erkl&nmgen  anzugeben.  Uns  persönlich  haben 
die  Versuche  und  deren  Beschreibung  ungemein  gefesselt,  und  wir  zweifeln 
nicht,   dass  das  gleiche  bei  jedem  Leser  der  Fall  sein  werde.      Cantob. 

Über  das  logarithmiselie  Potential  einer  Pasealschen  Schneeke.  Von  Prof. 

Dr.  Kahl  Babr.  Wissenschaftliche  Beilage  zu  dem  Jahresbericht  über 
die  Oberrealschule  in  EieL  1897.  Mit  einer  Figurentafel  24  8. 
Der  Verfasser  hat  1888  und  1892  Ton  Frankfurt  a.  d.  Oder  aus  zwei 
Programme  veröffentlicht,  welche  in  Band  XXXIII  Seite  216  und  Band 
XXXVUI  Seite  71  der  historisch -Utterarischen  Abteilung  angezeigt  sind. 
Inzwischen  nach  Kiel  versetzt,  blieb  er  dem  froheren  Arbeitsgebiete  treu, 
treu  in  mehrfacher  Beziehung.  Erstens  sind  es  abermals  Potentialunter- 
suchungen, die  er  veröffentlicht,  zweitens  ist  das  untersuchte  Baumgebilde 
die  Pascalsche  Sohnecke,  welche  1892  als  krummlinige  Koordinate  in 
Anwendung  trat,  welche  auch  jetzt  ebendazu  benutzt  wird,  drittens  liebt 
es  der  Verfasser,  sich  der  hyperbolischen  Funktionen  zu  bedienen,  welche 
gemeinschaftlich  mit  Ereisfhnktionen  auftretend  den  Formeln  ein  weit 
synmietrischeres  Gepräge  aufdrftcken,  als  wenn  Exponentialgrössen  benutzt 
würden.  -. Cantob. 

Die  Kngelftinktion  als  LSsnng  einer  Differenzengleichung.    Von  Prof.  Dr. 

Karl  Baeb,  Direktor  der  Realschule  in  Kiel.    1898.    25  S. 

Nachdem  Laurent  1875  gezeigt  hat,  dass  die  Eugelfunktion  P|*|  dem 

Über  einen  um  den  Eoordinatenanfangspunkt  als  Mittelpunkt  beschriebenen 

/^*      u»  du 
Kreis  auszudehnenden  Integrale  I  ^  proportional  ist,  hatSchl&fli 

1881  dieses  Integral  zum  Ausgangspunkte  von  Untersuchungen  über  dieEugel- 
funktionen  gewählt.  In  den  umfassenden  Werken  von  Heine  (1878 — 1881) 
und  Byerly  (1895)  spielt  das  Integral  dagegen  nur  eine  untergeordnete  Bolle 
oder  wird  yollst&ndig  mit  Stillschweigen  übergangen.  Aus  dieser  Thatsache 
nahm  Herr  Baer  Veranlassung,  neuerdings  auf  die  Integralform  hinzuweisen. 
Er  geht  aus  von  der  durch  die  P  sowie  durch  die  Q  erfüllten  Gauss  sehen 
Bekursionsgleichung 

(n  +  2)Ä»  +  «>(a;)  -  (2n  +  3)a?i?<"  +  ^)(a:)  +  (n  +  l)22<'«)(x)  -  0 
bringt  sie  auf  die  Gestalt  einer  Differenzengleichung 
(2  +  w)A«i?  +  [(4-  3a;)  +  2(1-  x)n]Az  +  [3(1-  x)  +  2{l-x)n]z  -  0 
und  integriert  dieselbe  nach  Laplace  mittels  versuchsweiser  Annahme  von 

z -=  f  u""  f(u)  du. 

Er  findet  dadurch  ^ 

f(u) «  ^ 

nebst  der  Bestimmung  der  Integrationsgrenzenl  Aus  dem  weiteren  Inhalte 
der    Programmabhandlung    erwähnen    wir    noch    Umformungen    des   Inte- 
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grales   iP,     Bestimmmig    der    erzeugenden    Funktion    der    Eugelfünktionen 

g?  (tt)  «  ^^  ü^**)  (a?)  •  w**  nach   einer    1848    von   Schlömiloh   angegebenen 

Methode,    endlich   Sonunation    von  Eeihen,    welche   nach  Engelftinktionen 
fortschreiten.  Cantor. 
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2.  Physik  des  Äthers.    Red.  von  Rich.  Börnstein.  M.  32. 
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vm,  286.  —  Droz-Farny  et  D^prez  ibid.  237. 
Vergl.  G-eschichte  der  Mathematik  76.    Kegelschnitte. 

Analytiaolie  Q^ometrie  des  Baumes. 

14.  La  courbure  et  la  torsion  dans  la  collin^ation  et  la  r^ciprocit^.  Cl.  Servais. 

Mathesis.  S^r.  2.  ViLL,  Supplement. 

15.  Courbe  d^crite  dans  Tespace  par  le  centre  de  Tobjectif  d*un  th^odolite  au 

moyen  duquel  on  suit  un  mobile  parcourrant  une  droite.  S  o  o  n  s.  Mathesis. 
Sär.  2,  VIII,  29. 

16.  ConchoYde  de  cercle  diente  au  moyen  d'un  cylindre  de  revolution.   Audibert. 

Mathesis.  S^r,  2,  VIQ,  233.  —  Jerabek  ibid.  234.     • 
Vergl.  Geometrie  (descriptive).    Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
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Astronomie. 

17.  Die  räamliche  und  zeitliche  Ausbreitung  der  Gravitation.  P.  Gerber.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XLm,  98. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  68. 

AusdehiiiuigBlehre. 

18.  Die  Bewegung  eines  starren  Körpers.  J.  Lüroth.  Zeitschr. Math. Phys. XLIQ,  848. 


Bestimmte  Integrale. 

19.  Bemerkungen  zu  dem  Mittelwertsatz  ftir  ein  System  von  n Integralen.   G.  Kowa- 

lewskL    Zeitschr.  Math. Phys.  XLm,  118.    [Vergl.  Bd.  XLm  Nr.  60.] 

20.  Zwei  Grenzwerte,   von  welchen  das  obere  Integral  ein  besonderer  FaÜ  ist. 

0.  Stolz.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha)  CVI, 468. 

21.  Über  die  Differentiation  mehrfacher  Integrale  nach  einem  Parameter,  von  dem 

auch  die  Grenzen  abh&ngen.    KZindler.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa) 
CVI,  869. 

€• 

Combinatorik. 

22.  Das  Problem  der  16  Pensionatsdamen.   A.F.H.MertelBmann.   Zeitschr.  Math . 

Phys.  XLin,  829. 

D. 

Determinanten. 

23.  Sur    un    d^terminant    du    troisi^me    ordre  prenant  la  valeur    z^ro    lorsque 

Xf/z  =^abc  -^l.   J.Degueldre.   Mathesis.  Sär.  2,  Vm,  144.   D^Avillez 
ibid.  146.  —  D^jprez  ibid.  146. 

24.  Sur  les  relations  de  Ptolämäe  et  de  Feuerbach.   A.  Krahä.    Mathesis.  S^r.  2, 

VIII,88. 

Differential^lelohungen. 

26.  Über  die  Differentialgleichungen  der  elektrolytischen  Verschiebungen.  H.Weber. 
Berl.  Akad.  Ber.  1897*,  986. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  80. 

Dreieoksgeometrie. 

26.  Sur  la  figure  du  carr^  de Thypot^nuse.   Zahradnik.  Mathesis.  S^r.  2,  VIII,  198. 

27.  Bur  les  bissectrices  d*un  triangle.    Goulard  et  Das.  Andrä.    Mathesis.  S^r.  2, 

VIII,  112. 

28.  Surles bissectrices d'un angle.  Degueldre,Droz-Farny,Francoi8.  Mathesis. 

S^r.2,Vin,61. 

29.  Sur  deux  transversales  remarquables  du  triangle.    A.  Gob.    Mathesis  S^r.  2, 

Vm,  1 29.    rVergl.  Nr.  148.] 

30.  Sur  deuz  groupes  a'^quations  ayant  lieu  pour  tont  triangle.  D^prez,Delahaye, 

Rose,  Plakhovo.    Mathesis.  S€r.  2,  VIII,  178. 

31.  Propri^t^s  du  triangle.     Colart  etc.    Mathesis.  Sär.  2,  VIII,  100. 

32.  Über  den  Feuerbachschen  Kreis.    B.  Sporer.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa) 

CVI,  789. 
88.  Sur  les  triangles  homologiques.    J.  Neuberg.    Mathesis.  Sär.  2,Vin,  166. 
34.  Sur  les  triangles  orthogoneJement  circonscritis  ä  un  triangle  donn^.   Lemoine 

et  Brocard.    Mathesis.  S6t.  2,  VIII,  163. 
36.  Propri^t^  de  deuz  triangles  ä  cdtäs  parallMes  inscrit  et  circonscrit  ä  un  triangle 

donn^.     Colart  etc.    Mathesis.  S^r.  2,  Vm,  276. 

86.  Cdt^s  et  aires  de  certains  triangles  secondaires  d^rivant  d'un  triangle  donnä. 

D^prez.    Mathesis.  Sär.  2,  Vm,  268. 

maatlBitftt. 

87.  Über  die  Gestalt  eines  Botationsköipers  ohne  Bingspannnng.    S.  Finster- 

wal d  e  r.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XLIQ,  64. 
Vergl.  Mechanik  182. 
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Elektriait&t. 

88.  Über  irreversible  Strahlunffsvorfl^nge.    M.  Planck.    BerLAkad.Ber.  1897^67; 

1897*,  716,1122.  —  L. Boltzmann.     Ebenda  1897S660;  1897*,  1016. 

89.  Über  SpannunffszustSjide,  bei  denen  ein  Spannnngspotential  und  zugleich  ein 

Verschiebungspotential  besteht.    G.  Holzmüller.    Zeitschr.  li^th.  Phys. 
XLin,  216. 

40.  Über  Rotationen  .im  homogenen  elektrischen  Felde.     E.  R.  v.  Schweidler. 

Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ua)  CVI,  626. 
Yergl.  Differentialgleichungen.    Oeschichte  der  Mathematik  86. 

EUipse. 

41.  Lieu  d*un  sommet  d*un  triangle  rectangle  isoc^le  variable,   qui  reste  homo- 

thätique    k    lui-m&me.      Golart    etc.      Mathesis.  S^r.  2,  VTH,  181.  — 
Schiappa  Monteiro  ibid.  122. 

42.  Propri^td  d^une  eUipse  se  rapportant  ä  un  quadrilatäre  articul^.    CoUette. 

Mathesis.  S^r.  2,  VIII,  26. 
48.  Propriätäs    d^une    ellipse    coupäe   par  un  Systeme   de   cercles.     Y.  Retali. 

Mathesis.  Sör.  2,  Vm,  139.  —  Droz-Famy  ibid  141.  —  Barisien  ibid  148. 
44.  Propriät^  de  Tällipse.  A.Droz-Farny  et  Barisien.  Mathesis.  S€r.  2,yiII,  146. 
46.  Cercle   circonscrit  ä  un   triangle   M  P  Q  dont  le  point  M  se  trouve  sur  un 

cercle  donnä  tandis  que  P  et  Q  sont  les  points  de  contact  des  tangentes 

tiräes  de  üf  ä  une  elHpse  donnSe.  Gl. Servals.  Mathesis.  S^r.  2,  VIU,  165. 

46.  Ellipses  engendr^es  au  moyen  d*un  cercle  mobile.   Barisien.   Mathesis.  S^r.  2, 

Vin,  74. 

47.  Ellipse  d^crite  au  moyen  d*une  ellipse  donnäe  et  ayant  pour  enveloppe  deux 

ellipses.    Cristesco,  Droz-Famy,  Deprez.  Mathesis.  Sär.  2,  VtU,  259. 

48.  Maximum  de  Taire  d*un  triangle  dont  le  sommet  se  trouve  au  centre  d'une 

eUipse  ayant  un  cöt^  pour  corde.   J.  Jonesco.   Mathesis.  S^r.  2.yill,  120. 

49.  Sur  les  ellipses  osculatrices  ä  un  cercle  donnä  en  un  point  donn^  et  ayant 

m&me  aire  que  le  cercle.    Absolonne.    Mathesis.  Sdr.  2,  YIE,  48. 

50.  Sur  deux  ellipses  semblables  et  concentriques.    Seligmann.    Mathesis.  S^r.  2, 

vm,  277. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  9, 13. 

F. 

Funktionell. 

51.  Über  den  Begriff  der  Stetigkeit  nach  Gauss.    G.  Eowalewski.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XLUI,  116. 

52.  Zur  Lehre  von  den  unentwickelten  Funktionen.    H.A.  Schwarz.    Berl.  Akad. 

Ber.  1897*,  948. 
Vergl.   Abelsche    Transcendenten.     Bestimmte    Integrale.     Determinanten. 
Differentialgleichungen.      Reihen.      Transformationsg^ruppen.      Trigono- 
metrie 169.    Zahlentheorie. 

G(«odft8ie. 

58.  Zur  Ausgleichung    eines    durch   Längenmessungen  bestimmten  Punktes. 
E.  Hammer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLDI,  105. 

G(«ometrie  (desoiiptive). 

54.  £tude  g^om^trique  du  point  simple  d'une  courbe  gauche.   F.  Ghom^.  Mathesis. 
S^r.  2.  VIU.  177. 

65.  Prmection  oblique  d'une  aire  plane.    Mathesis.  S^r.  2,  Vlil,  198. 

Vergl.  Abbildung. 

G(«ometrie  (höhere). 

66.  Bemerkung  über  symmetrische  Korrespondenzen  ungeraden  Grades.    G.  Eohn. 

Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  CVI,  488. 
57.  Sur  les  groupes  polaires  des  syst^mes  de  points.    Stuyvaert.   Mathesisw  Sär.  2, 
vm,  20. 
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58.  Die  IJndulationen  ebener  Kurven  e\,  W.  Binder.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.üa) 

CVl,  296. 
69.  Über  räumliche  Ponceletsche  Poljgone.    G.  Kohn.  Wien.  Akad.  Ber.  (AbÜg.IIa) 

CVI,  4«1. 

60.  Cissolde  et  strophoide.    A,  Droz-Farny.    Mathesis.  S^r.  2,  VIII,  164. 

61.  Sur  une  cubique  circulaire  cuspidale.    V.  Betali.    Mathesis.  S^r.  2, Vm,  78. 

62.  Sur  une  hypocyclolde  ^  trois  rebroussements  et  sur  une  cardioide  enveloppes 

des  c6täs  d'un  triangle.   Y.  Betali.    Mathesis.  Sär.  2,  YIII,  168. 
Vergl.  Absolute  Geometrie.    Kegelschnitte. 

Gtoaohiohte  der  Mathematilc. 

6S.  Überblick  über  die  Geschichte  der  Wissenschaften.    Wald  eye  r.    Berl.  Akad. 

Ber.  1897  S  2«. 
64   On  the  course  in  the  hbtory  of  mathematics  in  the  Michigan  state  normal 

College.    D.  Eug.  Smith.    Biblioth.  math.  1898,13. 

65.  Ein  Tiactatus  de  abaco  aus  der  Wende  des  Xn.  und  Xm.  Jahrhunderts.  M.Curtse. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XLm,  bist.- litt.  Abtlg.  122. 

66.  Sur  quelques  propositions  de  planim^trie  ^nonc^es  dans  un  manuscrit  norw^en 

du  14*  si^cle.     G.  Eneström.    Biblioth.  math.  1898,19. 

67.  EineMünzevonl468mit arabischenZiffem. G. Wertheim.  Biblioth.math.  1898, 120. 

68.  Die  Abhandlung  des  Levi  ben  Gerson  über  Trigonometrie  und  den  Jacobstab. 

M.  Curtze.     Biblioth.  math.  1898,97. 

69.  Die  Mathematik  bei  den  Juden.    M.  Steinschneider.    Biblioth.  math.  1898, 

6, 88,  79.     [Vergl.  Bd.  XTiüT  Nr.  168.] 

70.  Über  zwei  arabische  mathematische  Manuskripte  der  Berliner  Königl.  Bibliothek. 

H.  Suter.    Biblioth.  math.  1898,  73. 

71.  üne   Solution   du  probl^me    des  deux  moyennes  proportionelles  entre  deuz 

droites  donn^es.     Carra  de  Vaux.    Biblioth.  math.  1898,  8. 

72.  Zur  Geschichte  des  sphärischen  Polardreieckes.    A.  v.  Braunmühl.     Biblioth. 

math.  1898, 65. 

73.  Über  den  wahren  Namen  des  JostegHo.  A.  v.  B  r  a  u  n  m  ü  h  1.  Biblioth.  math.  1898, 94. 

74.  A propoB  de rinterpr^tation  du  titre  „Sami^ois^^  d* Albert  Girard.  G.EnestrOm. 

Biblioth.  math.  1898, 18. 

75.  Fermats  Observatio  zum  Satze  des  Nikomachus.     G.  Wertheim.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XLÜI,  hist.-litt.  Abtlg.  41. 

76.  La  strophoYde  est  une  sectrice  et  une  duplicatrice.    Gino  Loria.    Mathesis. 

S^r.  2,  Vm,  265. 

77.  Leibniz  als  Schriftsteller.    Vahlen.    Berl.  Akad.  Ber.  1897«,  687. 

78.  Sur  un  point  de  la  quereile  au  sujet  de  Tinvention  du  calcul  infinitesimal. 

G.  Eneström.     Biblioth.  math.  1898, 50. 

79.  Denis  Papin.  E.  Heydenreich.  Zeitschr.  Math. Phys.  XLm,  hist.- litt. Abtlg.  180. 

80.  Methode  de  Jean  Bemoulli  pour  Integration  d*une  certaine  ^quation  diff^rentielle 

Unfaire  du  n-iäme  ordre.     G.  EneatrOm.    Biblioth.  math.  1898, 58. 

81.  Beitrag  zur  Bibliographie  der  Eulerschen  Schriften.    G.  Valentin.    Biblioth. 

math.  1898,41. 

82.  Die  zu  Lund  gedruckte  Ausgabe  der  Eulerschen  Algebra  von  1771.  G.  Eneström. 

Biblioth.  math.  1898, 120. 

83.  Note  historique   sur  une   proposition   analogue   au  theor^me  de  Pythagore. 

G.  Eneström.     Biblioth.  math.  1898, 113. 

84.  Über  Band  Xu  des  Bulletino  Boncompagni.  M.  C  urtze.  Biblioth.  math.  1898, 95. 

85.  Bemerkung,   die  Schreibweise  Amper  betreffend.    G.  Helm.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XLm,  bist.- litt.  Abtlg.  1. 

86.  Sur  la  vie  et  les  travaux  de  H.  J.  S.  Smith  (1826—1883).  P.  Mansion.  Mathesis. 

S^r.2,  vm,  Supplement. 

87.  Jean  Nicolas  Mister  29.  XII.  1832  — 19.  X.  1898.    P.  Mansion  et  J.  Neuberg. 

•       Mathesis.  S^r.  2,  Vm,  241. 

Gleiohungexi. 

88.  Über  einen   algebraischen   Satz.     F.  Mertens.    Wien.  Akad.  Ber.  (AbÜg.IIa) 

CVI,  422. 

89.  ^jlfstafel    zur  Auflösung    quadratischer   Gleichungen    mit    reellen  Wurzeln. 

B.Mehmke.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLm,  80. 
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90.  Über  die  kabischen  und  biquadratischen  Gleichungen,  von  denen  eine  Wurzel 

durch  rational  ausführbare  Wurzelausziehungen  gefunden  werden  kann. 
K.  Th.  Vahlen.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLIII,  167. 

91.  Resolution  hydrostatique  de  T^quation  du  troisi^me  degr^.  Demanet.  Mathesis. 

Ser.2,Vin,81. 

92.  Über  einen  Apparat  zur  Auflös  on^  numerischer  Gleichungen  mit  vier  oder  fünf 

Gliedern.    B.  M e  h  m  k e.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLUf,  SSS. 
98.  Sur  la  seule  racine  reelle  positive  de  12x^^  7x*-\-  x*—  8000  =  0.    Smout. 

Mathesis.  Sör.  2,  VIU,  147. 
94.  Sur  les  types  les  plus  g^n^raux  d^^quations  repr^sentables  par  trois  systömes 

de  cercles  ou  de  droites  cötäs.   Application  auz  ^quations  quadratiques. 

M.  d '  0  c  a^n e.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLIII,  269. 
96.  Trouver  la  condition pour  que  le  Systeme  x^=a{x-\'y)(x-\' z\  y'«  h(y •\-z)(^-\- x\ 

e*=^e(e-\-x){Z'-'y)  admette  une  Solution  non  niule     D^prez,  Mandart, 

Legrand.    Mathesis.  S^r.  2,  YIII,  200. 

96.  IWsoudrele Systeme (y-f^)(y--jBr)*==(5-f^)(*--^)*"(*+y)(*--y)*'  Emmerich. 

Mathesis  S€r.  2,Vin,  64. 
Vergl  Trigonometrie  170,  171,  172,  173. 

G-raphisoheB  Beohnen* 

97.  Harmonische  Analyse  mittels  des  Polarplanimeters.  S.  Finsterwalde  r.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XLIII,  85. 

98.  Über  den  Traktoriographen  von  Eleritj  und  das  Stangenplanimeter.  A.  E  o  r  s  e  1 1. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XLm,  312.  —  Mehmke  ebenda  817. 
Vergl.  Gleichungen  91,  92.    Mechanik  128.    Perspektive.    Winkelteilung. 

H. 

Hydrodynamik« 

99.  Zur  Frage  des  Widerstandes,  welchen  bewegte  Körper  in  Flüssigkeiten  und 

Gasen  erfahren.    G.  Jäger.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  Ha)  CVI,  1118. 
Vergl.  Gleichungen  91. 

HyperbeL 

100.  Hyperbole   engendröe  par  le   milieu   d^une   droite  mobile   dans   un   angle. 

A.  Goulard.    Mathesis.  Sär.  2,  Vm,  45. 

101.  Sur  Thyperbole  ^uilat^re.    A.  Goulard.    Mathesis.  S^r.  2,  VIU,  46. 

102.  Th^oröme  sur  une  hyperbole  ^quilatärep  coup^e  en  deuz  points  donnäs  par  une 

circonf^rence.    It.Buysens.    Mathesis.  S^r.  2,  VIU,  23 1 . 
108.  Propri^tä  d^une  hyperbole  ^quilat^re  ayant  pour  centre  un  point  donn^  et 

bitangente  ä  une  conique  donnäe.  Cl.  Servais.  Mathesis.  S^r.2,  VIU,  201. 
104.  iäeu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  des  trois  points  rintersection 

d^une   hyperbole   ^quilat^re  et  d'une  parabole  variable.    A.  Goulard. 

Mathesis.  S^r.  2,  VIU,  124. 


Slegelsohnitte. 

106.  £quations  ä  paramätre  d'une  conique.    Stuy vaert.   Mathesis.  Sör.  2,  VIU,  117. 

1 06.  Cuiques  se  rapportant  k  un  cercle  r^el  et  k  son  cercle  coiguguä.    R.  B  uy  s  s en  s  et 

D^prez.   Mathesis.  S^r. 2, VUI, 206. 

107.  Bayon  de  courbure  des  coniques.   A.  Droz-Farny.   Mathesis  3är.  2,  VUI,  116. 

108.  Sur  le  lieu  des  sommets  des  courbes  du  second  ordre.   Barbette.   Mathesis. 

S^r.  2,  vm,  191. 

109.  Lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilat^re  donnä.    Mathesis. 

S^r.  2,  vm.  194. 
liO.  Propriätäs  des  coniques.    Cazamian.    Mathesis.  S^r.  2,  VIU,  88. 

111.  Propriätäs  des  cercles  de  Chasles.    U.  Brocard.    Mathesis.  S^r.  2,  VIU,  61.  — 

Droz-Farny  ibid.  66. 

112.  Propri^tä  des  coniques  passant  par  les  trois  sommets  d'un  triangle  donn^  et 

ayant  leur  centre   sur  une   droite  donnde.    Colart.    Mathesis.  S^r.  2, 
vm,  268. 
118.  Triangles  rectangles  inscrits  dans  une  conique  et  ayant  le  mdme  somjnet  de 
rangle  droit.  A.Boutin,  G.G^rard,  Döprez.  Mathesis.  S^r.  2,  Vm,  127. 
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114.  Coiiiques  d^crites  au  mojen  d*ttn  point  donnä  et  d*une  ellipse  donn^e  dans  le 

m^e  plan.  Cl.Servais.  Mathesis.  S^r.  2,VIII,  228.  — Bari  sie  n  etc.  ibid.  229. 
Vergl.  Ellipse.    Hyperbel.    Krein.    Parabel. 

Kinematik. 

115.  Über  die  angenäherte  GeradfOhrung  mit  Hilfe  eines  ebenen  Gelenkvierecks. 

R.  Maller.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XLlH.  36. 

116.  Sur  rinverseur  de  Hart.     Mannheim     Mathesis.  S^r.  2,  YHI,  87. 

117.  Über  Rollktirven  und  RollfiÄchen.    M.  Disteli.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLIII,  1. 

Kreis. 

118.  Th^or^me    se   rapportant   k   un    point- cercle.     A.  Droz-Farny.     Mathesis. 

S6r.  2,  Vm,  143. 

119.  Sur  quatre  points  situ^s  sur  une  mdme  circonff^rence.    Emmerich,  Fairon. 

Mathesis  S^r.  2,  VIII.  78. 

120.  Propriätäs    du    cercle.     N.  Barisien.      Mathesis.    Sär.  2,  VIII,  92.  —    Droz- 

Farny  ibid.  97. 

121.  Circonf^rences  donn^s  au  moyen  d*an  angle  de  ^prandeur  invariable  pivotant 

autour  de  sou  sommet.    £.  Colart.    Mathesis.  S^r.  2,  VIH,  98. 

122.  Propri^t^s  des  cercles  ayant  pour   diametres    les   deux   parties  d'une  corde 

d'une  circonfärence  donnäe  passant  par  un  point  donn€  ä  Tint^rieur  de 
cette  circonf^rence.  Droz-Farny  etJoaeco.    Mathesis.  S^r. 2,  VHI,  266. 

123.  Propriät^  de  deux  cercles  tangents.    G^rard  etc.    Mathesis.  Sär.  2,  Vm,  148. 

124.  Sur  le  triangle  formd   par  les  quatriemes  tangentes  communes  ä  deux  des 

cercles  exinscrits  a  un  triangle  donn^.     Colart,   D^prez,  Delahaye. 
Mathesis.  S^r.  2,  VIII,  203. 
126.  Sur  des  triples  de  cercles  associ^s.    Duran  Loriga.    Mathefis  Sär.  2,  VIII,  108. 
Vergl.  Dreiecksgeometrie    32.      Ellipse  43,  46,  46,  49.      Gleichungen  94. 
Hyperbel  104.     Kegelschnitte  106,   111.     Rektifikation. 

H. 

Magnetiamus. 

126.  Über  das  Verhalten  rotierender  Isolatoren  im  Magnetfeld  und  eine  daraut 

bezügliche     Arbeit    A.  Campettis.     H.  Benndorf.      Wien.   Akad.  Ber. 
(Abt%  na)CVI,1075. 

127.  Zur  Theorie  des  Erdmagnetismus.    W.  v.  Bezold.    Berl.  Akad.  Ber.  1897 ^  414. 


128.  Zur  graphischen  Behandlung  der  Kräfte  im  Räume.    W.  Stil  ekel.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XLIII,  62. 

129.  Über  verborgene  Bewegung  und  unvollständige  Probleme.   L.  Königsberger. 

Berl.  Akad.  Ber.  1897»,  168. 

130.  Über  die  Darstellung  der  Kraft  in  der  analytischen  Mechanik.     L.  Königs- 

berger.    Berl.  Akad.  Ber.  1897»,  886. 

131.  Über  einen  mechanischen  Satz  Poincaräs.    L.  Boltzmann.    Wien.  Akad.  Ber. 

(Abtlg.na)CVI,12.  ''^ 

132.  Über  das  innere  Virial  eines  elastischen  Körpers.    Jos.  Finger.    Wien.  Akad. 

Ber.  (Abtlg  IIa)  CVI.  722. 

133.  Theoretische  und  experimentelle  Untersuchungen  {Iber  die  Kreiselbe wegungen 

der  rotierenden  Langgeschosse  während  ihres  Fluges.  CO  ranz.  Zeitschr. 
Math.  Phys.  XLIII,  138, 169. 

134.  Zur   Berechnung   der   Senkungen   der   Knotenpunkte   eines   Fachwerks. 

E.Hammer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLHl,  68. 
Vergl.    Astronomie.     Ausdehnungslehre.     Elastizität.     Elektrizität.     Hydro- 
dynamik.   Kinematik.    Magnetismus.    Optik.    Pendel.    Wärmelehre. 

O. 

Oberfl&ohen. 

136.  Über  Flächen  mit  Liouvilleschem  Bogenelement.    E.  Waelsch.    Wien.  Akad. 

Ber.  (Abtlg.  Ha)  CVI,  323. 
186.  Normales  aux  snrfaces  et  aux  conrbes  alg^briques.     Stuyvaert.     Mathesis. 

S^r.  2,  Vm,  106. 
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Oberflächen  z-weiter  Ordnung. 

137.  Zur  Hesseschen  Konstruktion  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  neun  Punkten. 

J.  Thomae.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XLIII,  334. 

138.  Sur  la  sphere  et  les  quadriques  de  douze  points  du  t^traädre  g^n^ral.   L.  E  i  p  e  r t. 

Mathesis.  S^r.  2,  VIII,  218. 

Optik. 

139.  Über  die  Interferenz  und  die  elektrostatische  Ablenkung  der  Eathodenstrahlen. 

G.  Jaumann.     Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  üa)  CVI,  633. 

140.  Über  die  mathematische  Bestinmiung  der  Helligkeit  in  Bäumen  mit  Tages- 

beleuchtung, insbesondere  Gemäldesälen  mit  Deckenlicht.  B.  Mehmke. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XLIH,  41. 

141.  Über  elliptische  Anamorphose  in  der  dioptrischen  Abbildung.  L.Matthiessen. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XLEI,  305. 

P. 

Parabel. 

142.  Propri^tä  de  la  tangente  et  de  la  normale  d'une  parabole  dans  un  point  donnäe. 

J.  Degueldre.     Mathesis.  S(5r.  2,  VIII,  205. 

143.  Th^oräme  sur  la  tangente  et  la  normale  men^es  dans  un  point  d^une  parabole. 

E.  Colart.    Mathesis.  S^r.  2,  VIU.  212. 

144.  Sur  la  g^n^ralisation  et  la  dualisation  des  propri^t^s  de  la  parabole.  L.  Bipert. 

Mathesis  Sör.  2,  VIII,  261. 
146.  Parabole  enveloppe  d'une  droite.    J.  Neuberg.    Mathesis.  S^r.  2,  VIII,  46. 

146.  Sur  le  Heu  du  foyer  d'une  certaine  parabole  variable.    A.  Cambier.  Mathesis. 

Ser.  2,  Vm,  191.     [Vergl.  Bd.  XLHI,  Nr.  324.] 

147.  Sur    les    paraboles    qui  touchent    deux  cötds  d'un  triangle   donn^  et  sont 

normales  au  troisifeme.  H.  Lez.  Mathesis  Sdr.  2,  VIII,  207.  —  J.  D^prez 
ibid.  262. 

148.  Sur  un  groupe  de  trois  paraboles.     J.  Neuberg.    Mathesis  S^r,  2,  VIII,  131. 

[Vergl.  Nr.  29.] 

Pendel. 

149.  Über  das  Foucaultsche  Pendel.  K.  Th.Vahlen.  Zeitschr. Math.  Phys.  XLHI,  166. 

Perspektive. 

150.  Perspektiv-Beisser.     E.Brauer.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XLIII,  163. 

Philosophie  der  Mathematik. 

151.  Über  die  Frage  nach  der  objektiven  Existenz  der  Vorgänge  in  der  unbelebten 

Natur.    L.  Boltzmann.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  11  a)  CVI,  83. 

152.  Über  die  Frage  nach  dem  Verhältnis  von  Denken  und  Sein  und  ihre  Beant- 

wortung durch  die  von  der  Naturwissenschaft  nahegelegte  Erkenntnis- 
theorie.   P.  Volkmann.    Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  CVI,  1103. 

Planimetrie. 

153.  Deui  nouvelle  demonstrations  du  postulatum  d'Euclide.  P.  Mansion.  Mathesis. 

S^r.  2,  vm,  26. 

154.  Encore  une  ddmonstration  du  postulatum  d'Euclide.    P.  Mansion.    Mathesis. 

S^r.  2,Vm,  188. 

165.  Propriät^s  du  triangle.     A.  Cambier.    Mathesis.  Sär.  2,  VIII, 46. 

166.  Construire   un    paraUälogramme    ABCl)  semblable  ä  un   parall^logramme 

ah  cd  et  tel  que  les  sommets  A  et  (7  se  trouvent  sur  une  circonf^rence 
0  et  les  deux  autres  sommets  B  et  1)  sur  une  seconde  circonförence  0'. 
Colart  et  Däprez.     Mathesis.  S^r.  2,  VIII,  61. 

167.  Propri^te  d'un  trapize  dont  une  diagonale  ^gale  la  base.    Poort,  Fran9ois, 

Jonesco,  Döprez,  Cristesco,  Laurens.     Mathesis.  S^r.- 2,  VÜI,  26. 
Vergl.  Dreiecksgeometrie. 
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Beihen. 

158.  Propositions  sur*  les  progressious  arithm^tiques.    De  Kocquigny.    Mathesis. 

S^r.  2,  Vm,  67. 

159.  Des  progressiona  logarithmiques.     E.  Bar  bette.    Mathesis.  S^r.  2,  VIII,  135. 

160.  Sommation  d'une  s^rie.     A.  Boutin.     Mathesis.  Ser.  2,  VIII,  249. 

161.  Beweis  der  Gleichung    ^ -^^|~-.    H.v.Mangoldt.   Berl.Akad.Ber.  1897%  835. 

*  =  i 
Vergl.  Zahlentheorie  180. 

Rektifikation. 

162.  R-ectifications  approch^es  de  la  circonf^rence.    Mathesis  Sär.  2,  Vllf,  88. 

Stereometrie. 

163.  Propriät^  d'un  quadrilatäre  gauche.  D^prez et  Maes.  Mathesis.  Sär. 2,VIIt,  172. 

164.  Par  3  droites  donn^es  non  situ^es   dans   un  mSme  plan  mener  trois  plane 

formant  un  tri^dre  trirectangle.    Jerabek  etBrien.     Mathesis.  S^r.  2, 
Vni,  199. 

165.  Sur  les  poly^dres  reguHers.    J.  Waste  eis.     Mathesis.  S^r.  2,  Vm,  242. 

Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  83. 

T. 

TransfonnktioiiBgruppen. 

166.  Über  die  automorphe  Transformation  einer  Summe  von  Quadraten  mit  Hilfe 

infinitesimaler  Transformationen  und  höherer  komplexer  Zahlen.    Beez. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XLIII,  66, 121,  277.     [Vergl.  Bd.  XLII,  Nr.  342.] 

Trigonometrie. 

167.  Parmi  tous  les  triangles  rectangles  .^^BC  de  mSme  hypot^nuse  BC  quel  est 

celui  dans  lequel  le  produit  du  cöt^  AB  par  la  bissectrice  de  Tangle 
oppos^  C  est  un  maximum?    Colart  etc.    Mathesis  S^r.  2,  VHI,  199. 

168.  Quelques  propri^t^s  trigonom^triques  des  quadrilat^res  gauches.   J.  Waste  eis. 

Mathesis.  S^r.  2,  Vm,  85. 

169.  Limite  d'une  expression  trigonometrique.  J.  Jones co.  Mathesis.  S^r.2,VIII,  100. 

170.  Räsoudre    le   Systeme    d'^quations     sin a;  =  a sin  (t/  +  «) ,    siny  —  b sin  (z -f  x% 

sin  z  =  c  sin  {x-\-y).  Audibert.   Mathesis.  S^r.  2,  VTH,  76.  —  Neuberg 
ibid.  77. 

171.  Besondre  le  Systeme  tng  (y -f  ^r)  =  a  tng  .t,  tng  {z-{-x)  —  b  tng  y,  tng  (a: + y)  =  c  tng  z. 

Barbette.    Mathesis  Ser. 2,  VIII, 213. 

172.  Conditions  de  la  relation    cos  («  +  /?  —  y)  +  cos  (ß  -f  y  —  «)  +  cos  (y  -f  a  —  ß)  =  0. 

Goux  et  Fran9ois.     Mathesis.  S^r.  2,  VUI,  174. 

173.  Besondre   et  discuter  le   Systeme    sin  y  •  cos  z  =  sin  a,    sin  z  ■  cos  x  =  sin  6, 

sin aj  •  cos  1/ =  sin  c.     H.  Mandart     Mathesis  S^r.  2,  VUI,  273. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  68.   72. 

Wärmelehre. 

174.  Über   den   dem   Liou villeschen    Satze    entsprechenden    Satz    der   Gastheorie. 

C.  H.  Wind.    Wien.  Aka<i.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  CVI,  21. 

"WahrsoheinliohkeitBrech  nun  g. 

175.  Die  Variabilität  der  Lebewesen  und  das  Gauss'sche  Fehlergesetz.    F.  Ludwig. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XLUI,  230. 
Vergl.  Geodäsie. 

Winkelteilung. 

176.  Über  einen  Mechanismus,  durch  den  ein  beliebiger  Winkel  in  eine  beliebige 

ungerade    Anzahl    gleicher    Teile    geteilt  werden   kann.    A.  Kor  seit. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XLHI,  318.    [Vergl.  Bd.  XLÜI,  Nr.  416.] 
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Z. 

Zahlenthoorie. 

177.  Über  die  Darstellung  der  endlichen  Gruppen  durch  lineare  Substitutionen, 

G.  Frobenius.   Berl.  Akad.  Ber.  1897%  994. 

178.  Über  die  Invarianten  der  linearen  Substitutionsgruppen.    Th.  Molien.    Berl. 

Akad.Ber.  1897*,  1162. 

179.  Über  eine  zahlentheoretische  Aufgabe.  F.  M  e  r t  e  n  s.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  11  a) 

CVI.182. 

180.  Über  Dirichlets  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte  ganzzahlige  arith- 

metische Progression,  deren  Differenz  zu  ihren  Gliedern  teilerfremd  ist, 
unendlich  viele  Primzahlen  enthält.  F.  Hertens.  Wien.  Akad.  Ber. 
(Abtlg.  IIa)  C VI,  264.     [Vergl.  Bd.  XLIII,  Nr.  866J 

181 .  Über  einen  asymptotischen  Ausdruck.  F.Mertens.  Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IT  a) 

CVI,411. 

182.  Über  eine  zahlentheoretische  Funktion.  F.Mertens.  Wien.  Akad. Ber.  (Abtlg. Ha) 

CVI,  761. 

183.  Über  einen  Satz  der  additiven  Zahlentheorie.    R.  Daublebskyv.  Sterneck. 

Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  IIa)  CVI,  116. 

184.  Empirische  Untersuchung  über  den  Verlauf  der  zahlentheoretischen  Funktion 

a  (n)  =  ^^  fi  {x)   im   Intervalle   von   0   bis   150000.     R.  Daublebskj  v. 

x  =  l 

Sterneck.     Wien.  Akad.  Ber.  (Abtlg.  II a)  CVI,  836. 
186.  Theoräme  d'arithmologie.     G.  de  Rocquiffny.    Mathesis.  S^r.  2,  VIII.  246. 

186.  Probl^mes  d'arithmetique.    A.  Boutin.     Mathesis.  S^r.  2,  Vm,  23. 

187.  Demier  chiffre  des  neuvi^mes  puissances.    £.  N.  Baris ien.    Mathesis.  S^r.  2, 

vni,  113. 

188.  Sur  les  puissances  des  nombres  entiers.     F.  Mariantoni.     Mathesis.  S^r.  2, 

VIII,  244. 

189.  Sur  une  äquation  de  Pell.     A.  Boutin.     Mathesis.  S^r.  2,  VIII,  159. 

190.  Trouver  deux  entiers  consecutifs  dont  Tun  soit  un  car^  et  Tautre  un  triangulaire. 

A.  Goulard,  Emmerich.   Mathesis.  S6r.  2,  VHI,  62.  —  Boutin  ioid.  64. 

191.  Deux  cubes  entiers  consecutifs  ayant  pour  diff^rence  un  nombre  triangulaire. 

H.  Brocard  et  Boutin.    Mathesis.  S^r.  2,  VIII,  126.  t 

192.  R^soudre  en  nombres  entiers  l'äquation  2'  + i-f^-'-j- 1  =  w*.    J.  Jonesco  etc. 

Mathesis.  Ser.  2,  VIII.  128.  y-f  i 

193.  Si  p  est  nombre  premier,  [l-3o  ■  (p  — 2)]*_  (— 1)    2    (mod.p).    Colart  et 

Soons.    Mathesis.  S^r.  2,  VIII,  278. 

194.  Trouver  les  nombres  qui,  multipli^s  par  9,  donnent  pour  produits  les  m§mes 

nombres  renversös.    Barbette,  Frangois,   Droz-Farny,   Mandart. 
Mathesis.  Sär.  2,  VIII,  27. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  76.    Reihen  161.    Transformationsgruppe. 
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Die  TsohebysohefiTsohen  Arbeiten  in  der  Theorie 

der  Gelenkmeohanismen. 

Von 

Prof.  N.  Delaunay 

Nowo-  Alezandria. 


Dem  Andenken  Sylvesters  gewidmet. 

Es  dauert  oft  lange  ^  bis  die  fruchtbarsten  Ideen  selbst  grosser 
Männer  der  Wissenschaft  genügend  verstanden  und  geschätzt  werden. 

Trotz  des  bekannten  Rufes  Tschebyscheff's  sind  seine  Arbeiten 
in  der  Theorie  der  Gelenkmechanismen  noch  sehr  wenig  von  dem  In- 
genieuren gewürdigt.  Es  giebt  sogar  Mathematiker,  welche  diese  Ar- 
beiten Tschebyscheffs  zu  den  geringsten  seiner  Verdienste  rechnen. 
Diesen  Mathematikern  ist  die  technische  Bedeutung  der  Tschebyscheff- 
sehen  Mechanismen  noch  nicht  klar  geworden;  sie  sehen  in  denselben 
nur  eine  scharfsinnige  Anwendung  der  mathematischen  Theorien  Tsche- 
byscheff's.  Für  Ingenieure  ist  das  Studium  der  Memoiren  dieses 
grossen  Geometers,  welche  sich  auf  die  Gelenkmechanismen  beziehen, 
durch  die  äusserst  komplizierte  Analyse  sehr  erschwert,  da  sie  nur 
bei  eingehender  Bekanntschaft  mit  der  TschebyschefiP'schen  „Theorie 
der  am  mindestens  von  der  Null  abweichenden  Funktionen"  verstanden 
werden  kann;  um  so  mehr  noch,  als  Tschebyscheff  selbst  sich  in 
seinen  Memoiren  fast  gar  nicht  bei  der  technischen  Bedeutung  seiner 
Mechanismen  aufhält.  Endlich  sind  auch  nicht  alle  Arbeiten  Tscheby- 
scheflF's  in  die  Sprachen  West -Europas  übersetzt. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  habe  ich  mir  folgende  Aufgabe 
gestellt:  1.  auf  möglichst  elementarem  Wege  die  technische  Bedeutung 
der  Gelenkmechanismen  Tschebyscheflf's  und  seiner  auf  diesen  Gegen- 
stand bezüglichen  Ideen  darzulegen;  und  2.  die  für  Mathematiker 
interessanten  Seiten  dieser  Art  in  den  Arbeiten  des  russischen  Geo- 
meters  hervorzuheben. 

m8i.-lifct.  Abt  d.  ZeiUchr  f.  Math.  u.  Phys.  44.  Band.  1899.  4  Heft.  g 
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Die  Gelenkmechanismen  Tschebyscheff's  lassen  sich  in  zwei  Klassen 
einteilen:  1.  angenäherte  Geradfuhrungen  und  2.  Mechanismen  zur 
Übertragung  der  Rotationen. 

L 

Im  Gebiete  der  angenäherten  Geradführung  hat  Tschebyscheff 
Resultate  von  hervorragend  wichtiger  Bedeutung  in  technischer  Be- 
ziehung erzielt:* 

Er  hat  einen  Mechanismus  erfunden,  welcher  nur  aus 
drei  Gliedern  besteht  und,  ungeachtet  dieser  Einfachheit, 
nicht     die    Schwingungen    einer    Schwinge    in    angenäherte 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


P"n    ß 


geradlinige  Bewegung  transformiert  (was  auch  vermittelst  an- 
derer Three- bar -Mechanismen  erreicht  wird),  sondern  die  stetige 
Rotation  einer  Kurbel. 

Dieser  merkwürdige  Mechanismus,  welcher  gerade  in  technischer 
Beziehung  alle  andere  Geradfuhrungen  übertrifft,  besteht  aus  einer 
Kurbel  OA  (Fig.  1),  einer  Schwinge  CB  und  einer  Koppel  ABD, 
welch*  letztere  ein  Winkelglied  vorstellt.  Der  Winkel  ABD  ist  ein 
wenig  kleiner  als  ein  rechter  (siehe  weiter  unten),  AB  «  BD  =  BC. 

Fig.  2  zeigt  noch  deutlicher,  dass  der  ganze  Mechanismus  nur 
aus  drei  Teilen  besteht. 

Die  Gelenke  C  und  0  sind  unbeweglich,  so  dass  die  Gerade  CO 
den   Steg  des  Mechanismus  vorstellt.     Bei   der  Drehung  der  Kurbel 


*  „über  das  einfachste  Gelenksystem  zur  Erzielung  einer  symmetrischen  Be- 
wegung um  die  Axe."  (Beilage  z\x  Bd.  LX  der  Memoiren  der  St.  Petersburger 
kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften,  russisch.) 
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OA  beschreibt  der  Punkt  D  eine  Kurve,  deren  Gestalt  in  Fig.  3  dar- 
gestellt ist.  Diese  Kurve  läuft  zwischen  zwei  parallelen  Tangenten  MN 
und  PQ.  Der  Abstand  d  zwischen  beiden  Geraden  ist  sehr  gering; 
wenn  die  relativen  Maßverhältnisse  des  Mechanismus  nach  den  unten 
angegebenen  Formeln  Tschebyscheff's  bestimmt  worden  sind,  dann  er- 
scheint die  gesamte  Kurve  fürs  unbewafihete  Auge  als  eine  Gerade 
(siehe  pq  F^.  1),  so  dass  die  ununterbrochene  Rotation  der  Kurbel  OAy 
praktisch  genommen,  durch  diesen  Mechanismus  in  eine  geradlinige 
Schwingung  des  Punktes  D  transformiert  wird. 
Tschebjscheff  nimmt  an: 

OA^r, 

AB^BD^CB^l 
und  giebt  die  Formeln: 

2  sin  t(^  •  sin  2  Y(r  y  2  cos  Jif 

T  ««  ; — y 

Sin  3  ^ 
siQ2  ^ 


^        4- 8in2t^-V2  •cos*2tfr 

O  «= ■ -. — ■ y 

sin  3^ 

WO  d   (wie   schon   oben   erwähnt)  den   Abstand  zwischen  den  beiden 
einander  parallelen   Geraden  MN  und  FQ  vorstellt,   zwischen   denen 


Fig.  8. 


M 


N 


2 


die  Koppelkurve  läuft.  Je  kleiner  8  ist,  um  so  mehr  nähert  sich  die 
Trajectorie  des  Punktes  D  einer  Geraden,  welche  parallel  den  beiden 
Geraden  MN  und  PQ  und   in  gleichem  Abstände  von  denselben  ver- 

läuft.  Die  grösste  Abweichung  von  einer  Geraden  ist«—-  ^Die  un- 
abhängige Variable  ^  ist  gleich  dem  Winkel  — - —  Die  Länge  der 
vom  Punkte  D  beschriebenen  Geraden  pq  und  die  verhältnismässig 
geringe  Abweichung  —  sind  aus  beifolgender  Tabelle  zu  ersehen. 


^ 

r 

d 

jpg 

440 

0,493 

1,345 

1,42 

44«  50' 

0,190 

1,402 

0,52 

44«  59' 

0,048 

1,413 

0,13 

0,04959 

0,00249- 

0,00004 


So  z.  B.  ist,  bei  AB  =  BC  =  BD  «  1  m,  ^g  «=»  13  cm,  *  =  st  nam 

—  eine  Abweichimg,  welche  in  der  Praxis  unbeachtet  gelassen  werden 
kann. 

8* 
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Die  Einfachheit  dieses  Mechanismus  tritt  erst  recht  zu  Tage  beim 
Vergleich  mit  irgend  einer  anderen  Geradführung,  z.B.  mit  dem  „ein- 
fachen" Watt*schen  Parallelogramm  (Fig.  4).  Um  mit  Hilfe  des  Watt- 
schen  Mechanismus  eine  stetige  Rotation  in  eine  geradlinige  Bewegung 
zu  transformieren,  müssen  die  drei  Glieder  des  Mechanismus  ABj  DA^ 
ED  noch  mit  einer  Koppel  CM  und  einer  Kurbel  OM  verbunden 
werden;  wir  erhalten  somit  ein  fünfgliedriges  System,  während  Tscheby- 
scheff  dasselbe  Resultat  mit  Hilfe  eines  dreigliederigen  erzielt.  Je 
weniger  jedoch  ein  Mechanismus  Glieder  enthält,  desto  vollkommener 
und  praktischer  ist  derselbe. 

Diese  Einfachheit  des  TschebyscheflF'schen  Mechanismus,  welchen 
ich  als   den   einfachsten  Transformator  bezeichne,   ist  von  höchst 

Fig  4. 


wichtiger  praktischer  Bedeutung,  wie  das  aus  der  Geschichte  der  Ge- 
lenkmechanismen hervorgeht. 

Die  Aufmerksamkeit  der  Gelehrten  war  durch  Watt  auf  diese 
Mechanismen  gelenkt  worden ;  er  hatte  die  Aufgabe  der  Geradführungen 
vorgezeichnet.  Aber  gerade  zu  gleicher  Zeit,  als  diese  Aufgabe 
(theoretisch  genommen)  aufs  glänzendste  durch  Peaucellier  und 
Hart  gelöst  worden  war,  Hessen  die  Ingenieure  immer  mehr  und 
mehr  von  der  Führung  des  Kreuzkopfes  der  Dampfmaschine  mit 
Hilfe  der  Gelenkmechanismen  ab  und  zogen  es  vor,  zu  diesem  Zwecke 
Querhäupter  mit  Schienenführung  zu  gebrauchen.  Es  hat  sich  er- 
wiesen, dass  die  theoretisch  exakten  Geradführungen,  infolge  der 
grossen  Zahl  der  Glieder  und  Gelenke,  viel  weniger  genau  die  gerad- 
linige Bewegung  des  betreffenden  Punktes  einhalten,  als  die  an- 
genäherten Mechanismen;  aber  auch  die  letzteren  stehen  bezüglich 
ihrer  Einfachheit  hinter  den  Schienenführungen  zurück. 

Sollte  es  vielleicht  dem  Tschebyscheff 'sehen  „einfachsten  Trans- 
formator",  welcher   die  Konkurrenz  mit  der  Schienenführung  aushält, 
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nicht  zukommen^  den  bereits  erloschenen  Ruhm  der  geradftlhrenden 
Oelenkmechanismen  yon  neuem  wieder  herzustellen? 

Ich  erachte  es  nicht  als  notwendige  hier  noch  die  vielen  anderen 
Ton  Tschebyscheff  erfundenen  Geradführungen  zu  beschreiben;  ich 
möchte  aber  nur  auf  eine  derselben  hinweisen,  welche  unter  anderem 
Tschebyschejf  zur  Errichtung  der  marschierenden  Maschine  ge- 
dient hat.  Diese  Geradführung*  besteht  aus  den  Gliedern  OÄ,  AD 
und  BC  (Fig.  5)  mit  festen  Centren  in  0  und  C,  Der  Punkt  -D  be- 
schreibt die  Kurve  mnpqy  deren  ein  Teil  mqp  sehr  wenig  von  einer 
Geraden  abweicht.  Diese  ganze  Kurve  ist  derjenigen  Kurve  sehr  ähn- 
lich, welche  die  Fußspitzen  eines  im  Schritt  gehenden  Menschen  be- 
schreiben, die  relative  Bewegung  der  Fußspitzen  zum  ganzen  Körper 
genommen.  Der  über  dem  Boden  schwebende  Fuß  beschreibt  die 
Linie  mnp,  während  die  Linie  pqm  in  dem  Augenblick  zurückgelegt 
wird  (hinsichtlich  des  Körpers),  wo  der  Fuß  den  Boden  berührt. 
Dieser  Eigenschaft  hat  sich  Tschebyscheff  bei  der  Konstruktion  seiner 
marschierenden  Karre  bedient. 

Infolge  der  geringen  Abweichung  des  Teiles  mqp  der  Koppel- 
kurve von  einer  Geraden,  eignet  sich  dieser  Mechanismus  vorzüglich 
zur  Geradfuhrung.   Tschebyscheff  giebt  für  dieselben  folgende  Formeln: 

^        2AB+A0 

Oc^ — r — ' 

AB^BD^BC. 

Der  gegenseitige  Abstand  d  der  beiden  parallelen  Tangenten,  zwischen 
denen  sich  der  Teil  mqp  befindet,  wird  durch  folgende  Formel  be- 
stimmt: 

^^  a^20A 

r^AD. 

Die  Länge  des  zurückgelegten  Weges  h  lässt  sich  berechnen  durch 
die  Formel: 


,        ■,/(5r-2a)(r  +  2o)(4a-r): 


So  z.  B.  beschreibt   der  Punkt  D   bei   folgenden  maßlichen  Ver- 
hältnissen des  Mechanismus  in  Centimetem: 


AB  =  64,     CO  «  50,     OA  «  22 

r  lim 

100 


7 

eine  Linie  von  9  cm,  welche  von  einer  Geraden  nur  um  j^  mm   ab- 
weicht. 


♦  Memoir.  der  St. Petersburger  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften,  Bd.  XIV, 
S.  45;  siehe  auch  Burmester:  Lehrbuch  der  Kinematik,  S  656. 
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Wenn  OÄ  nur  ein  wenig  kleiner  als  CO  ist,  so  bewegt  sich  der 
Punkt  D  bei  gleichmässiger  Drehung  der  Kurbel  OA  langsam  bei  der 
Zurücklegung  des  Teiles  mpq  und  sehr  schnell  bei  der  Zurücklegung 
des  übrigen  Teiles  der  Trajectorie.  Die  Bewegung  ist  alsdann  eine 
werfende.  Diese  Eigenschaft  hat  Tschebjscheff  zur  Errichtung  einer 
Windfege  benutzt,  in  welcher  ein  bei  D  befestigtes  Gefass  das  Korn 
auf  eine  beträchtliche  Entfernung  fortschleudert. 

n. 

Vor  Tschebyscheff  waren  nur  drei  Oelenkmechanismen  bekannt, 
welche  die  Rotation  transmittierten:  1.  das  Parallelkurbelgetriebe, 
2.  das  Antiparallelogramm  und  3.  der  Galloway'sche  Mechanismus. 
Von  diesen  wurde  die  Zahl  der  Umdrehungen  nur  beim  letztgenannten 
verdoppelt. 

Tschebyscheff  hat  uns  mehrere  sehr  interessante  Transmissionen 
der  Drehung  durch  Gelenkmechanismen  geliefert. 

1.  Ein  dreigliederiger  Beversor.  Dieser  Mechanismus  unter- 
scheidet  sich  von  einer  Geradführung  nur  durch  seine  maßlichen  Ver- 
hältnisse. Wenn  man  nämlich  die  Maß  Verhältnisse  der  Teile  0-4,  OC 
und  AB  des  Mechanismus  (Fig.  5)  nach  den  für  den  einfachsten 
Transformator  (Fig.  1)  gegebenen  Formeln  bestimmt,  so  erhalten  wir 
ein  System,  in  welchem  bei  der  Rotation  der  Kurbel  OA  der  Punkt  D 
eine  Koppelkurve  beschreibt  (Fig.  6);  wenn  die  Kurbel  OA  sich  hier- 
bei in  der  Richtung  eines  Uhrzeigers  dreht,  so  beschreibt  der  Punkt  D 
die  erwähnte  Kurve  in  entgegengesetzter  Richtung  (und  umgekehrt). 
Die  ganze  Kurve  (Fig.  6)  kommt  zwischen  zwei  zur  selben  tangentialen 
Kreislinien  zu  liegen,  deren  Radien  gleich  Rq  und  R^  sind,  so  dass  die 
grösste  Abweichung    der   Kurve   von   einer   Kreislinie,   deren   Radius 

-^^^  ist,    ^\^'   beträgt. 

Tschebyscheff  giebt  für  diesen  Mechanismus*  folgende  Formeln: 

OA^r, 

AB^BD^BC^l, 

OC^d, 

r  und  d  werden  mit  Hilfe  der  Formeln  des  einfachsten  Transformators 
berechnet  und  ausserdem: 


J?o  -\-Bi  2co8tf>-  8in2'U> -1/2008  2 tf; 

2         ""  cosStf)  ' 

J?i  — J?o  2co82^ 


sm3v^ 


*  Über  das  einfachste  Gliedersystem  . . .  Memoiren  der  St.  Petersburger  kaiserl. 
Akademie  der  Wissenschaften,  Beilage  zu  Bd.  LX;  russisch. 
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Als  Beispiel  sei  hier  folgende  Tabelle  beigelegt: 


^ 

2 

2 

r 

d 

44« 
44«  50' 
44«  59 

0,519 
0,191 
0,048 

0,094 
0,016 
0,008 

0,493 
0,190 
0,048 

1,345 
1,402 
1,418 

Wenn  dieser  Mechanismus  durch  Handbewegung  in  Gang  gesetzt 
wird,  so  ist  es  nicht  erforderlich,  die  möglichst  geringe  Abweichung 
der  Trajektorie  des  Punktes  D  Yon  einer  Kreislinie  anzustreben;  und 
man  küin  daher  den  Griff  direct  in  D  befestigen;  der  Mechanismus 
wird  alsdann  die  Bewegung  der  Hand,  welche  die  Eoppelkurve  (Fig.  1) 
beschreibt,    in   die   Rotation   der   Kurbel   OA   transformieren.     Eben 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


,'^'""n 


99^^  P      " 


diese  Transmission  hat  Tschebyscheff  in  seinem  „Samokat"  (Automobil) 
angewendet.  Bei  der  Arbeit  dieses  Mechanismus  lässt  sich  eine 
interessante  Erscheinung  beobachten: 

Da  das  Centrum  der  Trajectorie  des  Punktes  D  durch  nichts  an- 
gedeutet ist,  so  scheint  es  anfangs  schwer^  den  Mechanismus  in  Be- 
wegung zu  setzen,  weil  man  nicht  weiss,  in  welcher  Richtung  die 
Hand  zu  fahren  ist.  Es  genügt  jedoch  nur  das  erwähnte  Centrum 
durch  irgend  ein  Abzeichen  hervorzuheben,  und  jede  Schwierigkeit 
in  der  Handhabung  des  Mechanismus  fallt  fort.  Diese  Erscheinung 
und  die  Notwendigkeit  eines  Abzeichens  hat  Tschebyscheff  selbst 
bemerkt. 

2.  Fünfgliedriger  Reversor.  Zur  Umwandlung  seines  drei- 
gliedrigen Reversors  in  einen  Mechanismus,  welcher  nicht  die  Dreh- 


108  Historisch -litterarische  Abteilung. 

ung  der  Hand^  sondern  diejenige  einer  Kurbel  in  die  Rotation  einer 
anderen  Kurbel  transmittiert,  hat  Tschebyscheff  eine  Methode  erfunden^ 
welche  in  vielen  Fällen  angewandt  werden  kann  und  ihrer  weitgehen- 
den Bedeutung  wegen  an  und  fCLr  sich  einen  wertvollen  Beitrag  für 
die  Wissenschaft  ausmacht.  Die  Sache  ist  nämlich  die^  dass  der 
Punkt  D  des  dreigliedrigen  Reversors  eine  Kurve  beschreibt,  die  sich 
schliesslich  doch  von  einer  Kreislinie  unterscheidet,  während  das 
Ende  q  der  Kurbel  (Fig.  7)  eine  genaue  Kreislinie  beschreibt.  Wie 
können  dieselben  vereinigt  werden?  Tschebyscheff  hat  diese  Aufgabe 
äusserst  einfach  gelöst:  er  verbindet  den  Punkt  D  mit  dem  Ende 
der  Kurbel  g  durch  ein  ergänzendes  Glied.  Der  die  Kurve  be- 
schreibende Punkt  D  zieht  jetzt  (oder  stösst)  den  Punkt  g  nach  sich, 
welcher  eine  Kreislinie  beschreibt.  Die  Hinzufügung  des  ergänzenden 
GUedes  qD  verwischt  ausserdem  alle  Ungenauigkeiten  der  Konstruktion: 
sogar  bei  recht  inexakter  Ausführung  arbeitet  der  Mechanismus  dank 
dem  ergänzenden  Gliede  vortrefflich. 

3.  Ein  paradoxer  Mechanismus.  Tschebyscheff  hat  seinen  Mechanis- 
mus keine  besondere  Benennungen  gegeben  (die  hier  angeführten  Be- 
nennungen gehören  dem  Autor  dieser  Notiz),  aber  der  Mechanismus, 
welcher  hier  beschrieben  werden  soll,  ist  wirklich  paradox;  denn  die 
Zahl  der  Umdrehungen  der  Kurbel,  auf  welche  die  Rotation  übertragen 
wird,  hängt  davon  ab,  bei  welcher  Lage  des  ergänzenden  Gliedes  wir 
den  toten  Punkt  passieren.  Die  Konstruktion  dieses  Mechanismus  ist 
eben  dieselbe,  wie  diejenige  des  fünfgliederigen  Transformators;  er 
unterscheidet  sich  von  demselben  nur  dadurch,  dass  für  denselben 
nach   den  oben  angeführten  Formeln   nur  diejenigen  Maße  berechnet 

werden,  bei  welchen  die  Abweichung  —^ — ^  vom  Trajektorium  recht 

bedeutend  ist.  Dabei  erscheint  die  Wirkung  des  ergänzenden  Gliedes 
wirklich  paradox:  der  Mechanismus  erhält  vier  tote  Punkte;  je  nach 
der  Lage  des  ergänzenden  Gliedes,  bei  welcher  Dq  den  toten  Punkt 
verlässt  (so  dass  der  Punkt  D  den  Punkt  q  entweder  nach  sich  zieht 
oder  vor  sich  stösst)  —  wird  der  Mechanismus  die  Drehung  der 
Kurbel  OA  auf  die  Kurbel  q  entweder  in  verdoppelter  oder  ver- 
vierfachter Zahl  der  Umdrehungen  transmittieren.  Zwecks  Passierens 
der  toten  Punkte  wird  an  der  Kurbel  pq  ein  Schwungrad  befestigt. 
Der  Mechanismus  arbeitet  jedoch  stossweise. 

Tschebyscheff  hat  keine  Beschreibung  dieses  Mechanismus  hinter- 
lassen und  ich  beschreibe  denselben  nur  nach  dem  Gedächtnis  nach 
einem  Modell,  das  ich  einmal  gesehen  habe. 

Das  Bestreben,  Gelenkmechanismen  mit  Yergrösserung  der  Zahl  der 
Umdrehungen  zu  erfinden,  war  bei  Tschebyscheff  keineswegs  zufälliger 
Art.  Das  schliesse  ich  daraus,  dass  Tschebyscheff  mir  mit  Entzücken 
von  den  bemerkenswerten  Eigenschaften  seines  paradoxen  Mechanismus 
erzählte,   dass  er  sich  für  die  in  diese  Richtung  schlagende  Arbeiten 
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interessierte  und  mir  gegenüber  einmal  folgende  bedeutungsvolle  Worte 
äusserte:  ^, unsere  grösste  Lehrerin  ist  die  Natur,  aber  sie  bedient  sich 
weder  der  Zahnräder  noch  der  Scheiben^  sondern  ausschliesslich  der 
Oelenkmechanismen  in  der  Einrichtung  der  Bewegungsapparate  der 
Tiere.  Freilich  sind  die  Oelenkmechanismen  heutzutage  noch  nicht 
im  Stande  mit  den  Zahnrädern  und  Scheiben  in  der  Transmission 
der  Rotationen  zu  konkurrieren;  aber  auch  die  ersten  Zahnräder 
waren  mal  sehr  unvollkommene  Mechanismen  und  haben  ihre  regel- 
rechte Konstruktion  erst  allmählich  erreicht/' 

Es  sei  jedoch  bemerkt,  dass  —  wie  schon  oben  erwähnt  —  vor 
Tschebyscheff  nur  ein  Gelenk -Gliedermechanismus  bekannt  war,  welcher 
die  Rotation  mit  Vermehrung  (Verdoppelung)  der  Zahl  der  Umdreh- 
ungen transmittierte;  es  war  der  Gallowaysche  Mechanismus.  Bei 
Tschebjscheff  ist  das  Bestreben  zur .  Konstruktion  solcher  Trans- 
missionen jedoch  sehr  ausgeprägt. 

Diese  Frage  ist  in  der  That  von  grossem  Interesse.  Bisher  war 
die  Theorie  der  Oelenkmechanismen  nur  in  einer  Richtung  entwickelt, 
welche  die  Erfindung  von  Geradführungen  erstrebte.  Jetzt  jedoch,  zu 
einer  Zeit,  wo  die  Frage  nach  Oeradführungen  als  erschöpft  gelten 
kann,  tritt  die  Frage  der  Konstruktion  von  Gelenkgliedertransmissionen 
der  Umdrehungen  in  den  Vordergrund.  Bemerkenswert  ist  das  Vor- 
handensein eines  gewissen  Parallelismus  in  diesen  beiden  Fragen:  es 
existieren  exakte  Oeradführungen  (Peaucellier,  Hart,  Bricard)  und 
angenäherte  (Watt,  Evans,  Tschebyscheff);  ebenso  können  auch 
die  Gelenkgliedertransmissionen  exakt  (das  Parallelkurbelgetriebe,  der 
Pantograph)  und  angenähert  (die  Mechanismen  Oaloway's  und 
Tscheb yscheffs)  sein.  Ohne  Zweifel  bildet  die  Trägheit  der  oscil- 
lierenden  Glieder  bei  den  Gelenktransmissionen  einen  sehr  wesent- 
lichen Mangel.  Aber  dieser  Umstand  bildet  nicht  in  allen  Fällen  ein 
ernstes  Hindernis,  und  auf  jeden  Fall  haben  wir  es  hier  mit  einer 
neuen  höchst  interessanten  Frage  zu  thun.  Wer  weiss,  zu  welchen 
nützlichen  Ergebnissen  das  Studium  derselben  noch  führen  kann. 

m. 

Indem  wir  die  mathematische  Seite  der  Tschebyscheflf'schen  Ar- 
beiten über  die  Oelenkgliedermechanismen  betrachten,  fällt  uns  vor 
allem  auf,  dass  in  allen  diesen  Arbeiten  die  Tschebyscheff'sche  Theorie 
der  am  mindesten  von  der  Null  abweichenden  Funktionen  zur  An- 
wendung kommt,  welche  an  und  für  sich  von  grossem  mathematischen 
Interesse  ist.  Da  diese  Theorie  schon  fast  klassisch  geworden  ist 
(Bertand:  Traite  de  calcul  differentiel),  so  will  ich  mich  nur  mit 
einer  möglichst   kurzen   Wiedergabe   derselben   begnügen.    In  seinem 
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fundamentalen  Memoire*  stellt  sich  Tschebyscheff  die  Lösung  folgender 
Aufgabe:     Es  soll  ein  Polynom: 

rc»  +  Ä^x^-'^  +  A^x"-^  H 1-  Än-.ix  +  Ä^ 

bestimmt  werden,  welcher  —  ohne  aufzuhören,  sich  innerhalb  der 
gegebenen  Grenzen  zu  vergrössem  oder  zu  verringern  — ,  am  min- 
desten von  der  Null  abweicht.  Überhaupt  kann  man  die  Aufgabe 
dieser  Theorie  in  Folgendem  zusammenziehen: 

Gegeben  ist  eine  F(x),  welche  n  Parameter  Pi,  A  . . .  jp»  hat;  es 
sollen  für  diese  Parameter  solche  Werte  gefunden  werden,  bei  denen 
die  maximale  Abweichung  der  F(x)  von  der  Null  bei  den  zwischen 
+  Ä  und  —  h  liegenden  Werten  Ton  x  am  mindesten  ist.  Diese  Theorie 
«teilt  ein  sehr  scharfes  Mittel  fdr  die  angenäherte  Analyse  vor  und 
daher  eignet  sie  sich  ausgezeichnet  zur  Berechnung  angenäherter 
Mechanismen. 

Das  mathematische  Interesse  der  in  Rede  stehenden  Tschebyscheff- 
schen  Arbeiten  beschränkt  sich  nicht  nur  auf  diese  Theorie  allein:  sie 
liefern  auch  recht  viele  interessante  Objekte  zu  geometrischen  Studien. 
Die  Forschungen  dieses  Jahrhunderts  haben  gezeigt,  dass  bei  den 
Kurven  solche  Abweichungen  vorkommen,  die  nur  mit  Hilfe  der  Ana- 
lyse entdeckt  werden  können  imd  fürs  Auge  s.  z.  s.  nicht  wahrnehm- 
bar sind:  solcher  Art  sind  z.B.  die  ündulationspunkte. 

Die  Forschungen  Tschebyscheffs  liefern  uns  in  der  Trajektorie 
des  Punktes  2),  des  einfachsten  Transformators,  ein  bemerkenswertes 
Beispiel  einer  Kurve  sechster  Ordnung,  von  welcher  ein  ganzer  Zweig 
dem  Auge  als  eine  Gerade  erscheint*,  —  das  scheint  jedoch  nur  so, 
die  Analyse  entdeckt  vielmehr  die  höchst  komplizierte  Form  dieses 
Zweiges,  dessen  Abweichimgen  von  einer  Geraden  jedoch  äussert  gering 
sind.  Dieser  umstand  stellt  eine  ganz  neue  Thatsache  vor,  welche 
(wie  mir  bekannt)  vor  TschebyscheflF  nicht  erforscht  worden  ist.  In 
den  Watt'schen,  Evans'schen  und  anderen  Kurven  weisen  nur  einige 
Zweigteile  geringe  Abweichung  von  der  Geraden  auf.  In  der  Tscheby- 
scheff'schen  Kurve  unterscheidet  sich  ein  ganzer  Zweig  dem  Augen- 
scheine nach  nicht  im  geringsten  von  einer  Geraden. 

Von  grossem  Interesse  sind  auch  andere  Kurven  Tschebyscheffs: 
1.  die  Kurve,  welche  zwischen  zwei  gegenseitig  parallelen  Geraden 
läuft,  wobei  sie  jede  derselben  dreimal  berührt;  2.  die  zwischen  zwei 
konzentrischen  Kreislinien  verlaufende  Kurve. 

Nicht  weniger  merkwürdig  ist  der  Gesamtcharakter  der  Tscheby- 
scheff^schen  Arbeiten.  Tschebyscheff,  wenn  er  auf  irgend  welche  mathe- 
matische Frage   stiess,   suchte   auf  alle  Fälle   irgend  eine  Lösung  zu 

*  über  die  am  mindesten  von  der  Null  abweichenden  Funktionen.  Beilage 
zu  Bd.  XXII  der  Memoire  St.  Petersburger  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften, 
russisch. 
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finden^  wenn  keine  exakte^  so  doch  irgend  eine  angenäherte.  Dabei 
wusste  er  jedoch  seinen  angenäherten  Lösungen  eine  solche  allgemeine 
Form  zu  geben  (siehe  z.B.  die  oben  angeführten  Formeln),  welche 
ganz  deutlich  das  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  betreffenden 
Werte  bestimmende  Gesetz  zu  Tage  treten  lässt. 


ie  Mathematikerversamiulung  im  Jalire  1800. 

Die  Französische  Mathematische  GeseUschaffc  hat  bekanntlich  1897 
in  Zürich  den  Auftrag  erhalten,  alle  Vorbereitungen  für  die  Versamm- 
lung zu  treffen,  welche  im  Jahre  1900  in  Paris  stattfinden  soll.  In 
Erfüllung  dieses  Auftrages  hat  die  Gesellschaft  jetzt  schon  ein  Bund- 
schreiben erlassen,  dessen  wesentlichen  Inhalt  wir  auf  Wunsch  hier 
mitteilen.  Die  Versammlung  soll  vom  6.  zum  12.  August  stattfinden, 
und  während  dieser  Zeit  sollen  mindestens  zwei  allgemeine  Sitzungen 
abgehalten  werden.  Daneben  sind  Abteilungssitzungen  und  Besichtig- 
ungen wissenschaftlicher  Sehenswürdigkeit  vorgesehen.  Ein  gemein- 
schaftliches Bankett  wird  alle  Mitglieder  vereinigen.  Ausflüge  werden 
vorbereitet.  Jedes  Mitglied  zahlt  frs.  30  und  hat  dafür  Zutritt  zu 
allen  Sitzungen  und  Besichtigungen  sowie  zum  Bankett,  erhält  auch 
den  gedruckten  Bericht  über  die  Versammlung.  Familienangehörige 
können  zu  einem  herabgeminderten,  noch  festzustellenden  Preise  an 
einzelnen  Veranstaltungen  teilnehmen.  Mit  Wohnungsbeschaffung  für 
die  Mitglieder  bedauert  das  Organisationskomite  sich  nicht  befassen  zu 
können;  wohl  aber  wird  es  in  Anerkennung  der  grossen  Wichtigkeit 
der  Wohnungsfrage  noch  eine  besondere  Anweisung  darüber  erlassen. 
Alle  auf  die  Versammlung  bezüglichen  Anfragen  und  Mitteilungen  sind 
an  den  Vorsitzenden  der  Französischen  Mathematischen  Gesellschaft 
unter  der  Aufschrift: 

Monsieur  le  President  de  la  Societe  maih^matique  de  France 

7  rue  des  Grands -Auffustins 
Paris 

zu  richten.  Das  Organisationskomite  bittet  dringend  um  thunlichst 
frühzeitige,  womöglich  schon  jetzt  nach  Paris  zu  richtende,  natürlich 
noch  nicht  verpflichtende  Anzeige,  ob  man  kommen  werde  oder  nicht. 
i)er  Zweck  dieser  Bitte  ist  offenbar  der,  eine  Statistik  sämtlicher 
Mathematiker  zu  erhalten,  welche  für  künftige  Versammlungsmaßnahmen 
zu  besitzen  von  Wichtigkeit  ist. 


Rezensionen. 


6.  Veronese.      1.  Element!  di  Geometria  ad  uso  dei  licei  e  degli  istituti 
tecnici  (l  biennio)  trattati  con  la  collaborazipne  di  Paolo  Gazzaniga. 

vni  U.392  S.  2.Appendice  agli  elementi  di  geometria.  VIII u.90  S. 

Verona  n.  Padua,  1897  u.  1898.     Fratelli,  Drucker. 

Von  den  Ergebnissen,  mit  denen  die  geometrische  Forschung  dieses 
Jahrhunderts  uns  in  so  reichem  Maße  beschenkt  hat,  sind  für  die  Schule 
von  besonderer  Wichtigkeit  diejenigen,  die  uns  über  die  Grundlagen  der 
Geometrie  Aufklärung  verschafft  haben.  In  Deutschland  sind  —  wohl  in- 
folge  von  Vernachlässigung  der  Geometrie  an  den  Universitäten  —  diese 
Forschungen  in  den  Elreisen  der  Mathematiker  der  höheren  Schulen  immer 
noch  nicht  in  dem  Grade  bekannt  geworden,  in  dem  sie  es  verdienen. 
Schriften  auch  bekannterer  Schulmathematiker  noch  aus  der  neuesten  Zeit, 
die  sich  mit  den  geometrischen  Grundbegriffen  und  Grundsätzen  (Begriff  der 
Geraden,  der  Ebene,  des  Abstandes,  der  Richtung,  des  Winkels,  dem  Parallelen- 
axiom) beschäftigen,  können  hierfür  zum  Beweise  dienen. 

Nun  wird  es  nicht  jedem  Schulmathematiker  möglich  sein,  bei  den 
Anforderungen,  welche  die  Praxis  des  Unterrichts  an  ihn  stellt,  sich  nebenbei 
noch  nachträglich  durch  die  auf  den  Gegenstand  bezüglichen  Forschungen 
eines  Gauss,  Lobatschewsky,  Biemann,  Helmholtz,  Beltrami,  F.  EJein,  Lie, 
Veronese  u.  a.  hindurchzuarbeiten.  Wohl  aber  ist  es  möglich  und  durchaus 
notwendig,  dass  auch  der  Mathematiker  der  höheren  Schulen  eine  logisch- 
strenge Begründung  der  Elementargeometrie,  die  dem  heutigen 
Stande  der  geometrischen  Wissenschaft  entspricht,  kennen  lernt. 
Er  mnss  beurteilen  können,  welche  der  Beweise  in  den  landläufigen  Schul- 
büchern wirklich  strenge  Beweise  sind,  muss  die  Mängel  und  Lücken  in  der 
Begründung  kennen;  er  muss  die  Schüler  der  oberen  Klassen  auf  die 
logische  und  wissenschaftliche  Bedeutung  der  schwierigeren  Punkte  des 
Systems  aufmerksam  machen  können. 

Wissenschaftlich  strenge  Darstellungen  der  Elemente  der  Geometrie 
sind  nun  allerdings  schon  vorhanden;  es  sind  dies  die  „Vorlesungen  über 
neuere  Geometrie"  von  Pasch  und  die  Schrift:  „Sui  fondamenti  della  geo- 
metria" von  G.  Peano.  Das  Studium  dieser  Schriften  wird  jedem  Mathe- 
matiker für  Klärung  seiner  wissenschaftlichen  Anschauungen  von  besonderem 
Werte  sein. 

Das  erste  und  bisher  einzige  Schulbuch,  das  ein  vollständiges,  in 
sich   wissenschaftlich   allseitig   begründetes  System   der  Elementargeometrie 
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geben  will,  das  in  Beziehung  anf  Strenge,  der  Begründung  Über  did  bis- 
herigen Lehrbücher,  alich  über  den  meist  unerreichten  Euklid  hinausgeht, 
verdanken  wir  dem  bekannten  italienischen  Geometer  G.  Yeronese.  Da  das 
Bedürfnis  für  eiu  derartiges  Werk  gerade  in  Deutschland  ein  dringendes  ist, 
sei  es  gestattet,  an  dieser  Stelle  auf  die  henrorragende  Veröffentlichung, 
hinzuweisen. 

Veronese  hat  die  Ergebnisse  seiner  Forschungen,  die  sich  auf  die 
Grundlagen  der  Geometrie  beziehen,  1892  in  dem  umfangreichen  Werke 
„Fondamenti  di  Geometria  a  piu  dimensioni"  im  Zusammenhange  dargestellt; 
eine  deutsche  Übersetzung  dieses  Werkes  erschien  1894  im  Verlage  Yon 
B.  G.  Teubner.  Die  vorliegenden  Elementi  soUen  die  Resultate  seiner  Unter- 
suchungen dem  praktischen  Schulunterricht  zu  Gute  kommen  lassen.  Eine, 
wertvolle  Unterstützung  bei  der  Abfassung  der  Elemente  fand  VerOnese 
namentlich  in  der  methodischen  Behandlung  des  Stoffes  an  P.  Gazzaniga, 
der  auch  schon  in  der  Lage  war,  mit  der  neuen  Art  der  Behandlung  der 
Elemente  im  Unterricht  einen  praktischen  Versuch  zu  machen. 

Der  Stoff,  den  Veronese  in  den  vorliegenden  Elementen  behandelt, 
stimmt  dem  Umfange  nach  im  wesentlichen  mit  dem  in  den  Elementen 
Euklids  gebotenen  überein;  seine  Aufgabe  sieht  der  Verfasser  in  der  logisch 
strengen  Ableitung  der  von  den  Elementen  umfassten  Lehren. 

Der  Entwickelung  der  geometrischen  Lehren  legt  Veronese  16  Postulate 
(Axiome)  zugrunde.  Die  Postulate  selbst  erscheinen  als  Ergebnisse  empirischer 
Beobachtungen ;  doch  ist  dies  für  ihre  weitere  logische  Verwertung  nicht  von 
Bedeutung. 

Nicht  alle  diese  Postulate  sind  für  die  logische  Ableitung  der  Lehren 
notwendig.  Zwei  der  Postulate  werden  als  „postulate  pratico^^  bezeichnet; 
allerdings  verdient  wohl  nur  das  zweite  voll  diese  Bezeichnung,  insofern  es 
für  die  praktischen  Anwendungen  der  Sätze  der  Geometrie  notwendig  ist. 
Auch  die  übrigen  14  Postulate  sind  noch  nicht  sämtlich  für  die  Entwickelung 
erforderlich.  Dies  ist  nur  der  Fall  mit  den  Postulaten  I,  II,  IV,  V,  VI,  VII, 
X,  XI,  XII;  aus  diesen  lassen  sich  die  übrigen  ableiten.  Um  aber  dem  An- 
fänger die  Arbeit  zu  erleichtem,  also  aus  didaktischen  Gründen,  sind  noch 
5  weitere  Postulate  benutzt  worden. 

Das  ganze  Werk  gliedert  sich  in  10  Bücher. 

Das  erste  Buch  behandelt  als  Grundlage  des  ganzen  Systems  die 
Geometrie  der  Geraden.  Für  Veronese  ist  die  Gerade  die  Fundamental- 
figur der  ganzen  Geometrie  sowohl  für  die  Konstruktion  wie  für  die  Messung 
der  geometrischen  Gebilde. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  es  Punkte  giebt  (Postulat  I),  und  dass 
es  ein  lineares  Sjrstem  von  Punkten  (Gerade .  genannt)  giebt,  in  der  es 
gleiche  Segmente  (Teile)  giebt,  in  der  das  Segment  AB  dem  Segment  BA 
gleich  ist,  in  dem  von  einem  Punkte  A  aus  zwei  einem  beliebigen  Segment 
^r  gleiche  Segmente  AB  und  AC  existieren  (Post.  11),  vdrd  bewiesen, 
dass  eine  Gerade  keine  Knoten  hat,  und  wird  das  Rechnen  mit  Segmenten 
gelehrt.     Als  gleich  bezeichnet  der  Verfasser  zwei  Dinge,  wenn  sie  in  uns 
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dieselbe  Yontellung  hervorrufen,  so  dass  man  in  jedem  Urteil  das  eine  für 
das  andere  setzen  kann.  Veronese  legt  Wert  darauf,  dass  seine  Definition 
der  Gleichheit  nur  von  der  rein  logischen  Ersetzbarkeit  der  Merkmale  Ge- 
brauch macht;  der  Begriff  der  Kongruenz  oder  gar  der  der  Bewegung  liegt 
den^  Begriff  der  Gleichheit  hier  nicht  zu  Grunde. 

Weiter  setzt  der  Verf.  voraus,  dass  jedes  geradlinige  Segment  in  zwei 
gleiche  Teile  zerlegbar  ist  (Post.  III),  dass  es  ausserhalb  der  Geraden  Punkte 
giebt,  und  dass  es  eine  einzige  Gerade  giebt,  die  zwei  gegebene  Punkte 
enthält  (Post.  lY).  Daran  schliesst  sich  die  Definition  übereinstimmender 
Figoren  (Figure  eguali).  Veronese  nennt  zwei  Figuren  übereinstimmend, 
wenn  man  zwischen  ihren  Punkten  eine  derartige  eindeutige  in  der  An- 
ordnung übereinstimmende  Beziehung  herstellen  kann,  dass  den  Segmenten 
der  einen  Figur  gleiche  aus  der  andern  entsprechen.  Wie  die  Erklärung 
gleicher  Segmente  einer  Geraden  ist  auch  diese  Definition  übereinstimmender 
Figuren  (corrispondenza  di  eguaglianza)  völlig  unabhängig  von  der  Beweg- 
lichkeit der  Figuren  gehalten.  Auf  Grrund  dieser  Erklärung  und  der  an- 
gegebenen Postulate  wird  nun  eine  Beihe  von  Eigenschaften  überein- 
stimmender Figuren  abgeleitet. 

Die  weitere  Entwickelung  benutzt  zwei  neue  Postulate:  „In  jeder  Ge- 
raden  giebt  es  ein  Segment,  das  einem  beliebigen  Segment  gleich  ist^ 
(Post.  V),  und  „das  Strahlenpaar  (ab)  mit  dem  Scheitel  0  ist  dem  um- 
gekehrten Strahlenpaar  (Jba)  gleich  ^^  (Post.  VI).  Auf  Grund  dieser  Postulate 
wird  bewiesen,  dass  alle  Geraden  gleich  sind,  dass  ein  Strahlenpaar  mit 
dem  aus  den  Verlängerungen  über  den  Scheitel  bestehenden  Strahlenpaar 
(gegenüberliegenden  Strahlenpaar)  übereinstimmend  ist.  Daran  schliesst 
sich  die  Betrachtung  von  Figuren,  die  in  Beziehung  auf  einen  Punkt  gegen- 
überliegen (symmetrisch  sind),  und  im  Anschluss  daran  ergiebt  sieh  der 
Begriff  paralleler  Geraden.  Der  Begriff  paralleler  Geraden  ist  in 
dieser  Darstellung  unabhängig  vom  Begriff  der  Ebene,  vom  Begriff 
der  Bichtung  und  vom  Begriff  des  Unendlichen. 

Der  Lehre  von  den  Parallelen  legt  Veronese  das  Postulat  zu  Grunde: 
„Zwei  parallele  Geraden  sind  in  Bezug  auf  die  Mitte  jedes  sie  verbindenden 
Segments  gegenüberliegend  (symmetrisch)^^  (Post.  VII).  Aus  diesem  Postulat 
wird  gefolgert,  dass  es  durch  einen  Punkt  zu  einer  Geraden  nur  eine  Parallele 
giebt,  und  dass  zwei  Parallelen  keinen  Punkt  gemeinsam  haben. 

Darauf  folgt  das  Postulat  VIII:  „Wenn  man  von  einem  Punkte  einer 
Seite  eines  Dreiecks  (oder  ihrer  Verlängerung)  zu  einer  zweiten  die  Parallele 
zieht,  so  trifft  diese  die  dritte  Seite.^^  Aus  diesem  Postulat,  das,  wie  imi 
Anhang  gezeigt  wird,  eigentlich  ein  beweisbarer  Satz  ist,  wird  eine  Beihe 
von  Sätzen  abgeleitet,  die  für  die  Behandlung  der  Ebenen  von  Wichtig- 
keit sind. 

Das  zweite  Buch  bringt  nun  den  bis  dahin  entbehrlichen  Begriff  der 
Ebene.  Die  Ebene  wird  vermittelst  der  Strahlen  definiert,  die  durch  einen 
Punkt  gehen  und  eine  nicht  durch  den  Punkt  gehende  Gerade  treffen,  und 
des  Strahls,    der    jener    Geraden    parallel   ist.     Auf  Grund  der  Definition 
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werden  die  Eigenschaften  der  Ebene  (z.  B.  dass  eine  Gerade,  die  mit  der 
Ebene  zwei  Punkte  gemein  hat,  gnuz  in  ihr  liegt,  dass  eine  Ebene  durch 
drei  Punkte  bestimmt  ist)  wirklich  deduktiv  abgeleitet  und  nicht,  wie  es 
bei  Euklid  und  sonst  gewöhnlich  geschieht,  ohne  Beweis  postuliert. 

Nach  Erörterung  der  Beziehungen  der  Ebene  zu  den  in  ihr  liegenden 
Greraden  giebt  der  Verfasser  den  Begriff  des  Winkels  als  eines  von  zwei 
Strahlen  begrenzten  Teiles  eines  Strahlenbtkschels.  Daran  schliessen  sich 
die  einfachsten  S&tze  Aber  Winkel  an  demselben  Scheitel,  an  Parallelen,  im 
gleichschenkeligen  Dreieck.  Sin  neuer  Paragraph  bringt  die  Bezeichnung 
Abstand  zweier  Punkte,  die  S&tze  Aber  Summe  und  Differenz  der  Seiten 
eines  Dreiecks,  ein  weiterer  behandelt  die  Übereinstimmung  (Kongruenz)  der 
Dreiecke  und  Anwendungen  dieser  S&tze  auf  Dreiecke  und  Polygone.  Wie 
die  Erkl&rung  der  Kongruenz  sind  auch  die  Beweise  unabh&ngig  von  der 
Beweglichkeit  der  Figuren. 

Die  weiteren  Paragraphen  des  zweiten  Buches  besch&ftigen  sich  mit 
dem  Kreise.  Zur  Erledigung  der  den  Kreis  betreffenden  Fragen  setzt  Veronese 
noch  das  Postulat  IX  voraus:  „Wenn  die  Entfernungen  eines  Punktes  P  von 
den  Enden  Ä  und  B  eines  geradlinigen  Segments  oder  eines  Kreisbogens 
(AB)  a  und  h  sind  und  a  <  &  ist,  so  giebt  es  in  (AB)  wenigstens  einen 
Punkt  X  derart,  dass  PX  einem  gegebenen  Segment  c,  das  der  Grösse  nach 
zwischen  a  und  h  liegt,  gleich  ist.'^  Den  Schluss  des  zweiten  Buches  bilden 
die  planimetrischen  Fundamentalaufgaben. 

Das  dritte  Buch  behandelt  die  entsprechenden  Fragen  im  Baume 
von  drei  Dimensionen.  An  die  Spitze  der  Untersuchung  gestellt  ist 
das  Postulat  X:  „Es  giebt  Punkte  ausserhalb  der  Ebene^^  und  das  erste 
s.  g.  praktische  Postulat,  durch  das  die  Betrachtung  auf  drei  Dimensionen 
beschrfinkt  wird:  „Jede  Gerade,  die  durch  einen  Punkt  ausserhalb  einer 
Ebene  geht,  trifft  entweder  die  Ebene  in  einem  Punkte  oder  ist  einer  Ge- 
raden der  Ebene  parallel.^  Hieraus  werden  alle  die  Eigenschaften  über  die 
Lagenbeziehungen  von  Geraden,  Ebenen,  ebenflächigen  (Fl&chenwinkel, 
Ecken,  Polyeder)  und  krummfl&chigen  (Kegel,  Cylinder,  Kugel)  Gebilden 
abgeleitet,  die  man  auch  sonst  wohl  findet.  Nur  ist  der  Stoff  hier  mehr 
gesichtet  als  in  den  landläufigen  Lehrbüchern.  Auch  tritt  hier  das  Gemein- 
same der  Eigenschaften  der  Geraden,  des  Geradenbüschels,  des  Parallelen- 
büschels, des  Kreisbogens,  des  Ebenenbüschels  einerseits,  der  Ebene  und 
des  Strahlenbündels  anderseits  klarer  als  sonst  zu  Tage.  Von  den  zwischen 
den  verschiedenen  Gebilden  bestehenden  Analogien  hat  der  Verfasser  hier 
vielfach  Nutzen  gezogen;  ein  blosser  Hinweis  auf  die  Eigenschaften  der 
Geraden  und  der  Ebene  erledigt  die  entsprechenden  Fragen  bei  den  übrigen 
Gebilden. 

Das  vierte  Buch  behandelt  eine  Reihe  von  Eigenschaften,  die  in  den 
meisten  Lehrbüchern  nur  eine  sehr  unvollkommene  Berücksichtigung  erfahren. 
Nach  Ableitung  einiger  weiterer  Eigenschaften  übereinstimmender  Figuren 
(eindeutige  Bestimmung)  folgt  ein  Paragraph,  in  dem  fOr  die  verschiedenen 
Gebilde   festgestellt  wird,    was  man  unter  dem  Sinn  der  Figur  versteht, 
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wann  sie  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn  haben.  Hieran  schliessen 
sich  jetzt  erst  die  Begriffe  der  Kongruenz  und  der  Symmetrie  in  der 
hergebrachten  Bedeutung  und  daran  dann  auch  die  Bewegung  der  Fi- 
guren unter  Benutzung  des  zweiten  praktischen  Postulats:  „Eine  Figur  kann 
sich  frei  in  der  Geraden,  in  der  Ebene  und  im  Baume  bewegen  und  dabei 
sich  selbst  kongruent  bleiben,  auch  wenn  einige  Punkte  von  ihr  festbleiben/^ 

Das  fünfte  Buch  behandelt  die  Äquivalenz  (Flächen-  und  Volumen- 
gleichheit) ebener  und  räumlicher  Figuren.  Die  Betrachtungen  stützen  sich 
auf  folgende  vier  Postulate:  „Wenn  ein  beliebiges  Segment  XX^  der  Geraden 
im  entgegengesetzten  Sinne  bewegliche  Endpunkte  besitzt,  so  enthält  es 
wenigstens  einen  von  den  Endpunkten  verschiedenen  Pnnkt^'  (Post.  XI), 
„Sind  zwei  verschiedene  Segmente  der  Geraden  gegeben^  so  giebt  es  immer 
ein  Vielfaches  des  kleineren,  welches  grösser  ist  als  das  grössere"  (Post.  XII, 
Post,  des  Archimedes),  „Es  ist  nicht  möglich,  ein  Polygon  (Polyeder)  so  in 
Teile  zu  teilen,  dass  nach  Weglassung  einzelner  die  übrigen  Teile,  anders 
zusammengesetzt,  ein  gleiche  (äquivalente)  Figur  bilden"  (Post.  XIII  u.  XIV). 
Die  Postulate  XIII  und  XIV  sind  nicht  notwendige,  sie  werden  dementsprechend 
in  dem  beigegebenen  Anhange  bewiesen. 

Die  Entwickelungen  unterscheiden  sich  wieder  durchaus  von  denen, 
die  man  sonst  in  der  Lehre  von  den  gleichen  Figuren  findet.  Das  Buch 
beginnt  mit  der  Ableitung  des  Begriffs  der  Stetigkeit  der  Geraden. 
Zur  vollen  Erledigung  der  zugehörigen  Fragen  führt  der  Verfasser  die  Be- 
griffe unendlich  kleiner  und  unendlich  grosser  Segmente,  den  Begriff  des 
Grenzpunktes  ein.  Dann  wird  erklärt,  was  man  unter  geometrischer  Grösse 
versteht,  was  Summe  zweier  Polygone  oder  Polyeder  ist,  was  im  Gegensatz 
zur  Gestalt  der  geometrischen  Figur  unter  intensiver  Grösse  der  Figur,  unter 
Abstand,  Winkel,  Fläche,  Volumen  als  intensiver  Grösse  zu  verstehen  ist. 
Äquivalent  werden  zwei  Figuren  genannt,  wenn  sie  Summen  gleicher  Teile 
sind.  Allein  auf  Grund  dieser  Begriffe  werden  die  Sätze  über  Gleichheit 
der  ebenen  und  räumlichen  Figuren  abgeleitet.  Nicht  werden  etwa  Sätze 
der  Arithmetik  auf  Flächenstücke  angewandt,  ohne  erst  nach  einem  viel- 
fach geübten  Verfahren  die  Berechtigung  hierzu  zu  untersuchen;  z.  B.  ver- 
langt und  findet  hier  der  scheinbar  selbstverständliche  Satz:  „Zwei  Figuren^ 
die  derselben  dritten  äquivalent  sind,  sind  unter  einander  äquivalent",  einen 
Beweis. 

Das  sechste  Buch  enthält  die  Lehren  von  der  Proportionalität  und 
Ähnlichkeit.  Zu  Grande  liegt  diesem  ganzen  Abschnitt  der  Begriff  des 
linearen  Systems  von  Grössen.  Ein  lineares  homogenes  stetiges  System  von 
Grössen  ist  eine  Gruppe  von  Grössen,  die  eindeutig  auf  die  Segmente  einer 
Geraden  bezogen  werden  können.  Sind  zwei  homogene  Grössen  gegeben, 
so  lässt  sich  beweisen,  dass  sich  die  eine  aus  der  andern  durch  eine  end- 
liche oder  unendliche  Zahl  geometrischer  Teilungen  oder  Vervielfachungen 
ableiten  lässt.  Nach  diesem  Beweise  folgt  die  Erklärung  proportionaler 
Grössen:  „Wenn  vier  Grössen  A  und  B^  C  und  D  so  beschaffen  sind,  dass 
sich  die  erste  aus  der  zweiten  durch  dieselbe  Opera.tion  (dieselben  Teilungen 
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and  Vervielfacbnngen)  ableiten  läset  wie  die  dritte  ans  der  vierten,  so  sagt 
man,  dass  sich  die  erste  zur  zweiten  verb&lt  wie  die  dritte  znr  Tierten/' 
An  diese  Erklärong  scbliessen  sieb  dann  alle  die  bekannten  Sätze  über 
Proportionalität  und  Äbnlicbkeit  ebener  und  räomlicber  Figuren. 

Das  siebente  Buch  bebandelt  die  Konstruktion  regulärer  Polygone 
und  Polyeder,  das  aebte  Buch  giebt  unter  Benutzung  des  Begriffs  des 
Unendlicbkleinen  und  des  Grenzbegriffs  die  Sätze  über  die  Verhältnisse 
Yon  umfang  und  Inhalt  des  Kreises,  von  der  Oberfläche  und  dem  Raum- 
inhalt des  Cylinders,  des  Kegels  und  der  Kugel. 

Das  neunte  Buch  endlich  bringt  die  Ausrechnung  des  Flächen- 
nnd  Rauminhaltes  der  geometrischen  Grössen  und  die  Anwendung  der 
Algebra  auf  die  Geometrie.  Alle  früheren  Entwickelungen  in  dem  vor- 
liegenden Werke  haben  es  mit  rein  geometrischen  Operationen  zu  thun, 
sie  sind  von  algebraischen  Begriffsbildungen  durchaus  unabhängig. 

Dem  eigentlichen  Lehrgange  folgt  noch  eine  wertvolle  Sammlung  von 
307  Übungsaufgaben.  Auch  diese  haben  zum  grossen  Teil  selbständiges 
Gepräge  und  weichen  vielfach  vom  Herkömmlichen  ab;  die  stereometrisoben 
Aufgaben  sind  auch  nicht,  wie  man  es  bei  uns  leider  immer  noch  findet,  nur 
Rechenaufgaben. 

Das  Vorstehende  soll  eine  ungefähre  Übersicht  über  den  Inhalt  der 
Elemente  der  Geometrie  von  Veronese  geben.  Zu  den  Elementen  hat  der 
Verfasser  ein  Jahr  später  noch  einen  Anhang  erscheinen  lassen.  In 
diesem  giebt  er  für  die  Lehrer  nähere  Erläuterungen  über  einzelne  wichtige 
Grundbegriffe  und  über  die  benutzten  Postulate,  beweist  die  nur  aus  didak- 
tischen Gründen  zugelassenen  Postulate,  welche  Folgerungen  anderer  Postulate 
sind,  und  giebt  zum  Schluss  noch  einzelne  Vereinfachungen  des  Lehrganges  an. 

Die  Frage,  ob  die  Elemente  von  Veronese  sich  für  den  praktischen 
Unterricht  in  den  höheren  Schulen  eignen,  soll  hier  nicht  eingehender 
erörtert  werden.  Versuche,  die  in  Italien  mit  dem  neuen  Lehrgänge  ge- 
macht wurden,  sind  günstig  ausgefallen.  So  manche  Abweichung  vom 
Hergebrachten,  die  uns  zunächst  fremdartig  anmutet,  macht  den  Schülern, 
die  ohne  Vorurteil  an  die  Sache  herantreten,  vielleicht  weniger  Schwierig- 
keiten, als  wir  glauben.  Für  Anfänger  schwierig  ist  nach  Ansicht  des 
Berichterstatters  z.  B.  die  rein  abstrakte  Definition  der  Gleichheit,  ebenso 
auch  die  Hineinziehung  des  Begriffes  des  Unendlicbkleinen  in  den  Unter- 
richt. Indes  ein  volles  Urteil  über  die  didaktische  Frage  kann  niemand 
fällen,  der  nicht  selbst  dahingehende  unparteiische  Versuche  angestellt  hat. 
Diese  sind  bei  uns  in  Deutschland  vorläufig  wohl  überall  ausgeschlossen. 

Notwendig  scheint  zunächst,  dass  jeder  Lehrer  der  Mathematik  sich 
diejenige  Klärung  der  Anschauungen  verschafft,  welche  die  neueren  geo- 
metrischen Forschungen  ermöglichen,  dass  er  sich  mit  einem  wirklich  logisch 
unanfechtbaren  Aufbau  der  Elementargeometrie  bekannt  macht,  um  ein 
wirkliches  Urteil  in  Fragen  der  Elementarmathematik  zu  gewinnen.  Für 
diesen  Zweck  können  neben  den  erwähnten  Schriften  von  Pasch  und  Peano 
die  vorliegenden  Elemente  von  Veronese  sowie  der  dazu  gehörige.  Anhang 

Hist.-Utt.Abt.d.Zeit8Chr.f.Math.a.Pb7S.  44.  Band.  1899.  4.  Heft  9 
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von  grossem  Werte  sein;  allerdings  soll  doch  auch  nicht  unerwähnt  bleiben, 
dass  einzelne  Ansichten  des  Verfassers,  z.  B.  die  Ansichten  über  die  infiniti 
attaali,  den  Widersprach  namhafter  Geometer  gefunden  haben. 

Von  den  „Fondamenti  di  Geometria^^  ist  eine  deutsche  Übersetzung 
erschienen.  Bei  der  Bedeutung  der  Elementi  vor  anderen  gleichartigen 
Werken  wSre  ihre  Übertragung  ins  Deutsche  ebenfalls  wünschenswert.  Aber 
auch  im  Original  sei  das  Werk  den  Fachgenossen  angelegentlichst  empfohlen. 

H.  Thiemb. 

L'enseignement  mathematiqne,  revue  internationale  paraissant  tous  les  deux 
inois.  Directenrs:  C.  A.  Laisant,  Docteur  hs  sciences,  B^petiteur  a 
l'Ecole  polytechnique  de  Paris,  H.Fehr,  Privat -docent  a  l'tJniversite 
de  Geneve,  Professeur  au  College  et  4  TEcole  professionnelle.  Paris  1899. 
G.  Carr^  et  C.  Naud. 

Die  deutsche  Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissen- 
schaftlichen Unterricht  hat  unter  Leitung  von  J.  G.Y.  Hoffmann  ihren 
30.  Jahrgang  begonnen.  Ob  ähnliche  Zeitschriften  in  anderen  Ländern  er- 
scheinen, bezweifeln  wir.  Jedenfalls  gab  es  bis  jetzt  keine  Zeitschrift  für 
vergleichenden  mathematischen  Unterricht,  und  diese  Lücke  beabsichtigen 
die  Herren  Laisant  und  Fehr  auszufüllen.  Sie  haben  sich  zu  diesem 
Zwecke  mit  20  Mathematikern  aus  Amerika,  Belgien,  Dänemark,  Deutsch- 
land, England,  Frankreich,  Griechenland,  Holland,  Italien,  Österreich^ 
Portugal,  Bussland,  Schweden,  Schweiz,  Spanien  in  Verbindung  gesetzt, 
welche  ihr  Interesse  für  das  neue  Unternehmen  dadurch  kundgaben,  dass 
sie  gestatteten,  ihre  weithin  bekannten  Namen  als  zu  einem  Befürwortungs- 
comit^  vereinigt  zu  veröffentlichen.  Unter  Berufung  auf  diese  moralische 
Unterstützung  ihrer  Bestrebungen  haben  die  beiden  Herausgeber  das  erste 
Heft  der  neuen  Zeitschrift  der  Öffentlichkeit  übergeben  und  zwar  in  fran- 
zösischer Sprache.  Man  konnte  auch  die  Vielsprachigkeit  zum  Grundsatze 
erheben,  und  der  internationale  Charakter  der  Zeitschrift  wäre  dadurch, 
wie  die  Herausgeber  selbst  betonen,  schärfer  äusserlich  hervorgetreten. 
Gleichwohl  haben  sie  es  vorgezogen,  die  Einheit  der  Sprache  obwalten  zu 
lassen,  um  die  Freiheit  von  Druckfehlem  nach  Möglichkeit  zu  sichern,  dann 
auch  um  in  Frankreich  einen  um  so  grösseren  Leserkreis  zu  werben,  da 
der  buchhändlerische  Erfolg  einer  Zeitschrift  doch  wohl  zumeist  in  dem 
Lande  ihres  Erscheinens  zu  suchen  sein  wird.  Wie  wir  den  Herausgebern 
gern  gestattet  haben,  unseren  Namen  in  jenes  Comitä  der  Freunde,  wie 
man  es  auch  wohl  nennen  könnte,  aufzunehmen^  so  wünschen  wir 
hiermit  öffentlich  dem  Unternehmen  allen  Erfolg.  Der  Unterricht  in  den 
mathematischen  Wissenschaften  und  mit  ihm  die  Mathematik  selbst  kann 
nur  gewinnen,  wenn,  was  in  dem  einen  Lande  daran  zu  loben  oder  zu 
tadeln  ist,   auch  in  anderen  Ländern  bekannt  wird.  p 
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Verhandlmigeii  des  ersten  internationalen  Mathematiker- Kongresses  in 

Zürich  Yom  9.  bis  11.  August  1897.  Herausgegeben  von  Dr.  Ferdinand 
RuDio,  Prof.  am  Eidgenössischen  Polytechnikum.  Mit  einem  farbigen 
Titelbild  und  sechs  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Leipzig  1898. 
B.  G.  Teubner.    Vm,  306  S. 

Nicht  weniger  als  208  Mathematiker  aus  allen  L&ndem  sind  im  August 
1897  in  Zürich  zusammengetroffen  und  haben  dort  drei  sicherlich  jedem 
Teilnehmer  unvergessliche  Tage  heiteren  und  doch  auch  wieder  wissenschaft- 
lich fruchtbaren  Zusammenseins  verbracht.  Den  Veranstaltern  der  Versamm- 
lung, in  diesem  Falle  den  Züricher  Kollegen,  blieb  dann  noch  die  niemals 
geringe  Mühe  der  Herausgabe  der  Verhandlungen.  Ein  hübscher  Band  liegt 
gegenwärtig  yor  uns,  und  wie  das  Lesen  desselben  unsere  Erinnerung  in 
angenehmer  Weise  auffrischte,  wird  es  auch  solche  Fachgenossen,  die  nicht 
in  Zürich  waren,  erfreuen  können.  War  doch  die  Zahl  der  Vorträge  eine 
sehr  ansehnliche,  und  wenn  auch,  wie  bei  jeder  Versammlung,  manche 
Auseinandersetzung  nur  für  wenige  Interessenten  berechnet  war,  so  gab  es 
dafür  weit  zahlreichere,  unter  welche  insbesondere  die  Berichte  über  den 
gegenwärtigen  Zustand  gewisser  Kapitel  gehören,  die  jeden  Mathematiker 
fesseln  dürften.  Cantor. 

Zar  Definition  der  Konvergenz  der  unendlichen  Reihen  und  der  unend- 
lichen Produkte.  Mehrfache  Grenzgleichungen.  Grenzgleichungen 
periodischer  Reihen.  Von  Dr.  Ernst  Schimpf.  Beilage,  zu  dem 
Jahresbericht  des  städtischen  Gymnasiums  zu  Bochum.  (Programm 
Nr.  364.)     Bochum  1898.     30  S. 

Wir  haben  in  Band  XLII,  historiscli- litterarische  Abteilung,  Seite 
37 — 38  das  1895er  Programm  des  Verfassers  angezeigt,  dessen  Fortsetzung 
das  1898  er  Programm  bildet.  Nach  dem  Vorgang  von  Rob.  Grass  mann 
und  0.  Stolz  bedient  sich  Herr  Schimpf  eines  kleinen  Kreises  O  &ls  Ver- 
knüpfimgszeichen,  mittels  dessen  er  aus  den  Grössen  Oo,  ^i,  *  **)  ^ib  *  **  ein 
endliches  oder  unendliches  Gebilde  f  herstellt.     Ihm  ist  also 

fk  =  «0  O  ^  O  •  •  •  O  a* 

/"•  ^  öftO  Ol  O  •  •  •  O  a^  O  •  •  • 

Rest    r    nennt  er  die  Glieder^  welche  die  Entwickelung  fk  zur  Entwickelung 
fk^v  ausdehnen,  oder 

r  «  a*  -1- 1 0  «A  +  2  O  •  •  •  O  a*  +  » 

und  ^       •         ^ 

fkO   r  -A,. 

*4-i 
Man  sieht,  dass  durch  diese  ganz  allgemeinen,  von  der  Art  der  Ver- 
knüpfung unabhängigen  Betrachtungen   die  Definition  der  Konvergenz  sich 
wesentlich  erweitert  und  nur  auf  das  Vorhandensein  oder  Nichtvorhanden- 

9* 
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sein  einer  wertverKndernden  Wirkung  des  Bestes  hinausläuft.  Herr  Schimpf 
bedient  sich  bei  dieser  Untersuchung  einer  Hilfsfolge  von  Grössen 
Qq,  Qj,  Og  *--  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass,  wenn  in  dem  Beste 
jedes  a  durch  das  gleich  indizierte  a  ersetzt  wird  und  r  dadurch  in  r 
übergeht,  eine  wertverändemde  Wirkung  von  r  überhaupt  nicht  stattfindet. 
Den  Begriff  der  Grenzgleichungen  hat  Herr  Schimpf  schon  1895  aufgesteUt. 
Er  zeigt  gegenwärtig,  wie  dieselben  für  gewisse  Beihen  gebildet  werden  können. 
Er  dehnt  endlich  die  gleichen  Betrachtungen  auf  periodische  Beihen  aus. 

Cantor. 

Melanges  mathematiques  (1883  — 1898)   par   Paul  Mansion,   Professeur 
ordinaire  a  Funiversite  de  Gand,  Membre  de  l'Academie  royale  de 
Belgique   et  de   la  Soci^te  royale  des  Sciences  de  Boheme,    Corre- 
spondant  de  la  Society  royale  des  Sciences  de  Li^ge,  de  la  Society 
mathematique  d' Amsterdam  et  de  TAcademie  royale  des  Sciences  de 
Lisbonne.     Paris  1898.     Gauthier-Villars.     213  p. 
Das  uns  vorliegende  Bändchen  enthält  die  kleineren  und  grösseren  Ab- 
handlungen, welche  der  Verfasser  innerhalb  eines  Zeitraumes  von  15  Jahren 
veröffentlicht  bat,  und  welche  jetzt  vereinigt  erscheinen.     Ein  nach  dem  In- 
halte  geordnetes  zu  Anfang  abgedrucktes  Verzeichnis   gestattet,  die  Beich- 
haltigkeit  der  Gebiete   zu  überschauen,    auf  welchen  Herr  Mansion  thätig 
gewesen  ist.     Geschichte  bildet  eine  erste  Gruppe.    Algebraische  und  höhere 
AnalysiSy  Mechanik,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bilden  eine  zweite  Gruppe. 
Eine   dritte   Gruppe   ist  der  euklidischen  und  der  nichteuklidischen  Gruppe 
gewidmet.    Es  will  uns  fast  scheinen,  als  seien  in  dieser  letzten  Gruppe  des 
Verfassers  Lieblingskinder  zu  finden.  Cantob. 

Bauwissenschaftliche  Anwendungen  der  Differentialrechnung.    Lehrbuch 

und  Aufgabensanmilung,  verfasst  von  Dr.  Abwed  Fuhrmann,  ordentl. 
Professor  an  der  Eönigl  Technischen  Hochschule  zu  Dresden.    Erste 
Hälfte  (S.  1—180)  mit  73  Holzschnitten.    Teü  HI,  1  der  Anwend- 
ungen   der   Infinitesimalrechnung    in    den    Naturwissenschaften,    im 
Hochbau  und  in  der  Technik.     Berlin  1898.     Wilh.  Ernst  &  Sohn. 
Das   L  Heft   dieser  Aufgabensammlung  erschien   1888,    das  H.  1890. 
Wir  haben  jenes  in  Band  XXXIV,  bist,  litter.  Abteilung  S.  195 — 196,  dieses 
in  Bd.  XXXVI,  bist.- litter,  Abteilung  S.  155  — 156  angezeigt.    Nach  längerer 
Pause  liegt  das  HI.  Heft  vor. 

Die  Fortsetzung  der  Fuhrmannschen  Übungsbeispiele  leistet  das  Gleiche, 
was  dem  Anfange  nachgerühmt  werden  durfte.  Man  wird  dort  eine  ganze 
Fülle  von  Aufgaben  finden,  welche,  dem  praktischen  Leben  entnommen, 
den  Lehrern  dazu  dienen  können,  ihren  Vorlesungen  erhöhtes  Interesse  zu 
verleihen,  welche  von  den  Studierenden  andererseits  gern  gerechnet  werden. 
Wenn  wir  eine  Ausstellung  zu  machen  hätten,  so  wäre  es  gegen  den  Titel. 
Gleich  von  Anfang  an  begegnet  man  so  vielen  Dingen  aus  der  Feldmess- 
kunst, dass  es  richtiger  gewesen  wäre,  feldmesserische  und  bauwissenschaft- 
liche Anwendungen  als  nur  die  letzteren  allein  anzukündigen.      Cantor. 
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Aufgaben  zur  Differential-  nnd  Integralrechnung  nebst  den  Resultaten  und 

den  zur  Lösrmg  nötigen  theoretischen  Erlänterangen  von  Dr.  H.  Dölp, 
weiland  Professor  am  Polytechnikom  zu  Darmstadt.  7.  Aoflage  neu 
bearbeitet  von  Dr.  Eugen  Netto,  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  zu  Giessen.     Giessen  1898.     J.  Ricker.     216  S. 

Der  in  Band  XLI  histor.- litter.  Abteilung  S.  32  angezeigten  6.  Auflage 
von  1895  ist  innerhalb  3  Jahren  abermals  eine  neue  Auflage  gefolgt,  bei 
welcher  Herr  Netto  das  frühere  Inkognito  aufgegeben  und  sich  als  neuen 
Bearbeiter  genannt  hat.  Galt  es  in  der  6.  Auflage,  die  nicht  seltenen  Druck- 
fehler der  früheren  Auflagen  zu  beseitigen,  so  hat  Herr  Netto  in  der  7.  Auf- 
lage sein  Augenmerk  wesentlich  auf  die  theoretischen  Erläuterungen  gerichtet, 
welche  er  sich  bemüht  hat  strenger  zu  fassen,  ohne  sie  an  ihrer  bekannten 
Ellarheit  und  Leichtverständlichkeit  einbüssen  zu  lassen.  Gantor 


W.  Fr.  Meter.    Snr  les  progr^s  de  la  thiorie  des  invariants  projeetifs. 

Traduit  et  annot^  par  H.  Fehr^  Privat-Docent  a  l'üniversite  de  Geneve. 
Avec  ime  preface  de  Maurice  d'OcAOKE,  professeur  a  l'^cole  des  ponts 
et  chauss4es,  repetiteur  a  l'4cole  polytechnique.  Paris  1897.  Gauthier- 
Vülars  et  fils.     X,  126  p. 

Die  letzten  Jahrgänge  dieser  Zeitschrift  boten  wiederholt  die  Gelegenheit 
zur  Ajizeige  französischer  Übersetzungen  deutscher  mathematischer  Schriften. 
Herr  Laugel  hat  es  insbesondere  zu  seiner  Aufgabe  gemacht,  unter  seinen 
weniger  als  er  selbst  der  deutschen  Sprache  kundigen  Landsleuten  die 
Kenntnis  solcher  Schriften  zu  verbreiten,  welche  als  klassisch  zu  gelten 
haben.  Heute  ist  Herr  Fehr  als  weiterer  Gehilfe  auf  diesem  Arbeitsfelde 
erschienen  und  hat  den  Bericht,  welchen  Herrn  Franz  W.  Meyer  1892  fEkr  den 
I.  Band  der  Jahresberichte  der  Deutschen  Mathematikervereinigung  über  die 
Invariantentheorie  verfasste,  unter  Mitwirkung  von  Herrn  Mejer  selbst  fran* 
zösisch  bearbeitet.  Manches  erscheint  dabei  gekürzt,  dagegen  ist  die  Berück- 
sichtigung der  neueren  Litteratur  seit  1892  eine  willkommene  Ergänzung. 
Die  Hinzufügung  eines  alphabetisch  geordneten  Namensregisters  erscheint 
als  eine  nicht  minder  angenehme  Vermehrung.  Gantor 


Marco  Nasso.  Algebra  elementare  ad  uso  dei  licei  e  degli  istituti  tecnici 
(1^  Biennio)  secondo  i  programmi  govemativi.  Con  copiose  note 
storiche,  molti  consigli  pratici  per  indirizzare  l'alunno  alla  risoluzione 
degli  esercizi^  piu  di  2000  esercizi  e  problemi  graduati  da  risolvere 
e  circa  400  esercizi  e  problemi  minutamente  risolti.  Torino  1898. 
Libreria  Salesiana.     426  p. 

Die  neueste  mathematische  Litteratur  der  Italiener  zeichnet  sich  vielfach 
durch  Anwendung  wissenschaftlicher  Strenge  auch  auf  solchen  Gebieten  aus, 
auf  welchen  man  anderswo  nicht  gar  so  ängstlich  zu  verfahren  liebt.  Diese 
Kennzeichnung  gilt  wieder  für  das  uns  vorliegende  Lehrbuch  der  elementaren 
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Algebra.  Es  überschreitet  nirgends  die  Grenzen  elementaren  Wissens,  es 
nmfasst  kaum  mehr  als  auf  deutschen  Mittelschulen  etwa  gelehrt  zu  werden 
pflegt,  aber  es  lehrt  diesen  eingeschränkten  Stoff  so,  dass  der  Schüler  beim 
Weitergehen  nicht  nötig  hat,  das  früher  Erworbene  beiseite  zu  werfen  oder 
es  in  einer  Weise  zu  ergänzen,  dass  man  jenes  früher  Erworbene  nicht 
wiederzuerkennen  vermag.  Wir  müssten  zu  viele  Einzelheiten  anführen, 
wenn  wir  dieses  unser  beistimmendes  Urteil  genauer  begründen  wollten. 
Wir  ziehen  vor,  auf  das  Buch  selbst  zu  verweisen,  dem  wir  auch  unter 
deutschen  Mathematikern  zahlreiche  Leser  wünschen.  Die  Einführung  des 
Orenzbegriffes  z.  B.  und  der  mit  seiner  Hilfe  hergeleiteten  Irrationalzahl 
kann,  wie  sie  den  Schüler  bei  den  Anfangsgründen  sicher  leitet,  ihm  nicht 
minder  als  Einleitung  in  die  allgemeinste  Mannigfaltigkeitslehre  dienen. 
Aus  einem  anderen  Abschnitte  nennen  wir  die  Gleichungen  zwischen  Irratio- 
nalitäten. H.  Nasso  versäumt  nicht  zu  beweisen,  dass  die  Wurzeln  dieser 
Gleichungen  unter  den  Wurzeln  der  rational  gemachten  Gleichung  sich  befinden 
müssen,  er  versäumt  ebensowenig  zu  zeigen,  dass  wenn  ui»£  die  Folgerung 

^m  «  ßm  oder  J."»  —  -B'"  —  (A  ~  B)  (A'«-^  +  J.*»-»  B-\ \-  B'^-^)  «  0 

n^ch  sich  zieht,  letztere  Gleichung  auch  durch  solche  der  ursprünglichen  Glei- 
chung fremde  Wurzeln  erfüllt  wird,  welche  A'^^^+A^-^B-^ |-^'"--i—  0 

zu  Stande  bringen.  Wir  empfehlen  nochmals  aufs  wärmste  das  Buch  unseres 
italienischen  Fachgenossen,  welches  auf  uns  persönlich  auch  durch  die  zahl- 
reichen  eingestreuten  geschichtlichen  Angaben  einen  angenehmen  Eindruck 

^ac^^-  Canror. 

Vierstellige    Tafeln    und    Oegentafeln.     Von   Dr.  Hermann  Schubert. 
Leipzig  1898.     G.  J.  Göschen.     128  S. 

Wir  haben  im  XLIII.  Bande  (1898)  dieser  Zeitschrift  histor.- litter.  Ab- 
teilung S.  55  —  56  fünfstellige  Tafeln  und  Gegentafeln  von  H.  Schubert 
angezeigt,  welche  bei  B.  G.  Teubner  erschienen  sind.  Dem  umfangreicheren 
Buche  hat  der  gleiche  Verfasser  in  der  Sammlung  Göschen  ein  kleineres 
folgen  lassen,  welches  von  ersterem  in  zwei  Beziehungen  abweicht.  Erstens 
sind  fortwährend  zwei  Farben  in  Gebrauch,  die  rote  für  die  Logarithmen, 
die  schwarze  für  die  Zahlen  und  für  die  Winkel,  welche  den  Logarithmen 
trigonometrischer  Funktionen  entsprechen.  Zweitens  begnügt  sich  die  neue 
Veröffentlichung  mit  nur  vier  Dezimalstellen.  Cantor. 


B.  Niemeyer.  Die  Zahlenkunst.  1.  Teil.  Das  Zählen  (68  S.  Dortmund  1897). 
2.  Teil.  Das  Rechnen  mit  ganzen  Zahlen  (74  S.  Dortmund  1898). 
Selbstverlag  des  Verfassers. 

Die  Zahlenkunde,  deren  beide  erste  Hefte  uns  vorliegen ^  während 
ein  drittes  Heft  über  den  Bruch  noch  in  Aussicht  steht,  hat  Herrn  Pastor 
Niemeyer  in  Peckelaheim  in  Westfalen  zum  Verfasser,  welcher,  wie  eine 
""'^rbemerkung   zum  ersten  Hefte  uns  belehrt,   „an  der  kleinen  Volksschule 
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seiner  Gemeinde  den  Unterricht  (vermatlich  den  Bechenanterricht?)  erteilt, 
also  in  der  Praxis  steht^^  Wer  dieser  Erklärung  entnehmen  zu  sollen 
glaabte,  der  Verfasser  mache  uns  mit  nenen  Methoden  des  Bechenunter- 
richtes  bekannt,  würde  sich  sehr  täuschen.  Der  Inhalt  der  beiden  Heffce 
lässt  sich  yielmehr  kurz  dadurch  schildern,  dass  wir  sagen,  das  erste  Heft 
handle  von  den  Zahlwörtern,  das  zweite  von  den  Zahlzeichen  der  yerscbiedensten 
Völker.  Referent  hat  selbst  wiederholt  über  diese  Dinge  geschrieben,  ist 
also  gewiss  weit  entfernt  davon,  ihnen  die  Wissenswürdigkeit  abzusprechen; 
ihren  Nutzen  für  die  Volksschule  vermag  er  indessen  nicht  einzusehen.  Herr 
Niemejer  bediente  sich  bei  seiner  Zusammenstellung  teils  unserer  Schriften 
und  der  Quellen,  von  welchen  wir  Oebrauch  machten,  teils  anderer  Vor- 
arbeiten, die  uns  fremd  geblieben  waren.  Überdies  sucht  er,  und  das  dürfte 
ihm  eigentümlich  sein,  philosophisch  zu  begründen,  warum  dieses  Volk  so, 
jenes  Volk  so  verfuhr,  um  seine  Wörter  und  Zeichen  zu  bilden.  Bemerkungen 
über  imbestimmte  Vielheiten  und  dergleichen  sind  vielfach  eingestreut.  Ein 
Druckfehlerverzeichnis  wäre  wünschenswert  Gantor. 


Gernini  Elementa  astronomiae  ad  codicum  fidem  recensuit,  germanica  inter- 
pretatione  et  commentariis  instruxit  Carolus  Manitius.  Leipzig  1898. 
B.  G.  Teubner,     XLIV  und  369  S. 

Fast  alle  Schriftsteller,  welche  sich  in  neuerer  Zeit  mit  der  Frage 
nach  dem  Zeitalter  des  Geminus  von  Bhodos  beschäftigt  haben,  sind  zu  dem 
übereinstimmenden  Ergebnisse  gelangt,  dieser  Verfasser  einer  Einleitung  in 
die  Astronomie  habe  eine  Schrift  um  das  Jahr  75  vorchristlicher  Zeitrechnung 
niedergeschrieben,  die  Ansicht,  als  ob  jene  Einleitung  rund  60  Jahre  älter 
sei,  sei  irrig,  und  auch  die  Meinung,  man  müsse  Geminus  noch  weitere 
35  Jahre  herabrücken,  so  dass  er  ein  Altersgenosse  des  Strabon  gewesen 
sei,  habe  nicht  viel  Bestechendes.  Femer  herrscht  ziemliche  Einstimmigkeit 
darüber,  der  Astronom  Geminus  sei  es  auch  gewesen,  der  ein  mathematisch- 
philosophisches, an  geschichtlichen  Bemerkungen  reiches  Werk  verfasste,  das 
von  Proklos  häufig  benutzt  worden  ist.  Über  die  Einleitung  in  die  Astro- 
nomie, ihre  Entstehung  und  ihr  Verhältnis  zu  dem,  was  uns  als  Gemini 
Elementa  astronomiae  (Tefilvov  eigaymyfi  hg  tu  q>aiv6iiBva)  vorliegt,  gehen 
dagegen  die  Meinungen  weit  auseinander.  Die  von  Herrn  Manitius  aufgestellte 
neueste  Vermutung,  über  welche  wir  allein  berichten,  indem  wir  voraus- 
setzen, dass  unsere  Leser  mit  den  älteren  Ansichten  bekannt  sein  dürften 
oder  dieselben  anderwärts  leicht  kennen  lernen  können,  ist  folgende:  Posi- 
donius  von  Bhodos  (135  —  51)  hat  ein  Werk  über  die  Naturerscheinungen 
verfasst.  Dazu  hat  Geminus  einen  grossen  Kommentar  geschrieben,  in  welchen 
er  auch  vieles  hinein  verarbeitete,  was  er  aus  Schriften  alezandrinischer  Fach- 
astronomen entnahm.  Dann  hat  wieder  Geminus  einen  Auszug  aus  seinem 
eigenen  Kommentar,  eme  Epitome  desselben,  verfertigt,  und  aus  dieser 
Epitome  endlich  hat  im  IV.  oder  gar  erst  im  V.  Jahrhunderte  ein  vielleicht  in 
Konstantinopel  lebender  „Kompendienschreiber  mit  sehr  mangelhaftem  Ver- 
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Btlkndniss  fOr  Astronomie  einen  Auszug  fOr  Schulzwecke  veranstaltet,  den  er 
sowohl  aus  anderen  Quellen  ^  als  auch  gelegentlich  durch  eigene  Zuthaten 
ergänzte,  wodurch  manches  Minderwertige  und  Verkehrte  in  das  übrigens 
praktische  Büchlein  hineingetragen  worden  ist.^  Wir  müssen  ein  Urteil 
über  diese  Annahmen  solchen  Persönlichkeiten  überlassen,  welche  mehr  als 
wir  von  Astronomie  ^  verstehen.  Jedenfalls  schliesst,  wie  Herr  Manitius 
selbst  im  IV.  Kapitel  der  Vorrede  berichtet,  während  unsere  seitherigen 
Angaben  dem  Anhange  entnommen  waren,  die  Geschichte  der  Eisagoge  mit 
der  Niederschrifb  durch  den  erwähnten  Eompendienschreiber  nicht  ab.  Vier 
Kapitel  (Kap.  IV,  V,  XV,  III)  wurden  wörtlich  übernommen  und  aus  ihnen 
IIq6%Iov  IkpaiQa^  die  sogenannte  Sphärik  des  Proklos,  gebildet,  eine  Eigen- 
tumsentfremdung, an  welcher  Proklos  selbst  unschuldig  sein  dürfte.  Herr 
Manitius  hat  die  Eisagoge  unter  Benutzung  fast  aller  vorhandenen  Hand- 
schriften neu  herausgegeben  und  hat,  wofür  Mathematiker  und  Astronomen 
ihm  besonders  dankbar  sein  werden,  eine  deutsche  Übersetzung  und  deutsche 
Anmerkungen  hinzugefügt.  Auch  sind  zwei  Fragmente  der  ursprünglichen 
Epitome  des  Geminus  abgedruckt  und  zwei  Proben  einer  mittelalterlichen,, 
mutmaßlich  von  Gerhard  von  Cremona  herrührenden  lateinischen  Übersetzung 
der  Eisagoge.  Cantor. 

Keplers  Traum  von  Monde.  Von  Ludwig  Günther.  Mit  dem  Bildnis  Keplers, 
dem  Faksimile -Titel  der  Originalausgabe,  24  Abbildungen  im  Text 
und  2  Tafeln.     Leipzig  1898.    Bei  B.  G.  Teubner.     XXII  u.  185  S. 

Etwa  im  Jahre  1593  ersann,  1609  verfasste  Kepler  seinen  Traum  vom 
Monde }  20  Jahre  später,  1629^  legte  er  die  letzte  Hand  an  Anmerkungen, 
welche  zur  Erläuterung  der  so  ganz  eigenartigen  Schrift  bestimmt  waren. 
Ende  1630  starb  Kepler  und  endlich  1634  erschien  der  Traum  im  Drucke. 
Erst  die  letzten  20  Jahre  unseres  Jahrhunderts  haben  die  ganze  wissen- 
schaftliche Bedeutung  jener  Schrift  erkennen  lassen,  welche  weit  mehr  ist 
als  ein  bloss  phantastisches  Gebilde,  und  nachdem  insbesondere  S.  Günther 
auf  die  darin  auseinandergesetzte  Lehre  eines  kosmischen  Magnetismus  hin- 
gewiesen, stellte  sich  Herr  Ludwig  Günther  die  Aufgabe,  Keplers  Traum 
und  Anmerkungen  zu  demselben  ins  Deutsche  zu  übertragen  und  mit  neuen 
reichhaltigen  Erläuterungen  zu  versehen.  Es  lohnt,  diese  Übersetzung,  diese 
Erklärungen  zu  lesen,  denn  vielleicht  in  keinem  Werke  Keplers  erkennt  man 
deutlicher  als  in  diesem  Traum  vom  Monde  die  Genialität  des  Mannes,  der, 
auch  wo  er  unrichtige  Meinungen  seiner  Zeit  wie  die  von  dem  Vorhanden- 
sein einer  der  Erdatmosphäre  vergleichbaren  Mondatmosphäre  teilte,  mit  pro- 
phetischem Auge  über  die  Kluft  hiuüberblickte,  welche  ihn  von  dem  heutigen 
Standpunkte  trennte,  und  der  bereits  ahnte,  was  zu  wissen  ihm  noch  nicht 
gegeben  war.  Wir  nennen  unter  diesen  Ahnungen  die  verschwindende  Klein- 
heit des  Durchmessers  der  Erdbahn  gegenüber  der  EDtfemung  der  Erde  von 
einem  Fixsterne,  Versuche  zur  Kenntnis  der  Wärmewirkung  der  Mondstrahlen^ 
Einsicht  in   das  Anpassungsvermögen  der  Erdgeschöpfe  an  ihre  Umgebung. 

Canotr. 
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Kepler  als  Geograph.  Eine  hiBtorisoh-geograpliiBche  Abhandlmig  yon 
Rudolf  Pixis.  Mfinchen  1899.  Bei  Theodor  Ackermann.  YII,  142  8. 
(Sechstes  Siftck  der  Münchener  geographischen  Studien  herausgegeben 
von  Siegmund  Günther.) 

Der  Titel  deckt  sich  nur  in  sehr  geringem  Maße  mit  dem  Inhalte. 
Keppler  war  allee  andere  mehr  als  Geograph,  und  so  würde  die  Abhand- 
lung, wenn  wirklich  ausschliesslich  Geographisches  in  ihr  hätte  behandelt 
werden  wollen,  sich  auf  wenige  und  kurze  Erörterungen  beschränken 
müssen.  Herr  Pixis  hat  es  Torgezogen,  in  seiner  Darstellung  über  den 
vielleicht  durch  den  Ort  der  Yeröffentliohting  begründeten  Titel  hinaus- 
zugehen und  eine  interessante  Studie  zu  verfassen,  welche  unter  vielem 
anderen  auch  einige  Ansichten  Keplers  über  Meeresströmungen,  über  Gefäll- 
verhSltnisse  der  Flüsse,  über  die  Wahl  des  Anfangsmeridians  auf  der  Erde 
berücksichtigt.  Daneben  kommen  die  meteorologischen  Ansichten  Keplers, 
Optisches,  Magnetisches,  Selenographisches  u.  s.  w.  zur  Rede.  Manches  ist 
überholt^  seitdem  Keplers  Traum,  auf  welchen  Herr  Pixis  vielfach  eingeht, 
durch  Herrn  Ludwig  Günther  zu  grösserer  Verbreitung  gelangt  ist,  aber 
manches  übt  auf  den  heutigen  Leser,  der  Keplers  Gesamtwerke  nicht  selbst- 
ständig durchforscht  hat,  den  Reiz  der  Neuheit.  Keplers  Phantasien  waren 
immer  die  einer  hochentwickelten  Genialität,  auch  wo  sie  sich  nicht  bewährten. 

Cantor. 

Valentiu  Mennher  und  Antich  Rocha.  1550—65.  Ein  Beitrag  zur  Geschichte 
der  Buchhaltung  von  Carl  Peter  £[heil.  (Sonder -Abdruck  aus  der  Zeit- 
schrift fOr  Buchhaltung.)  Prag  1898.  Borsik  &  Kohout.  56  S. 
Die  kleine  aber  wertvolle  Einzeluntersuchnng  lässt  sich  als  Fortsetzung 
der  Schrift  des  gleichen  Verfassers:  Über  einige  ältere  Bearbeitungen  des 
Buchhaltungs- Traktates  von  Luca  Pasioli  (Prag  1896)  bezeichnen,  welche 
wir  Band  XLII  histor.  litter.  Abteilung  S.  46  angekündigt  haben.  Herr 
Kheil  verfolgt  die  Schriften  über  die  Buchführung  um  20  Jahre  über  Jan 
Ympyn  hinaus  und  zeigt  uns  in  dem  aus  Kempten  nach  Antwerpen  über- 
gesiedelten Rechenmeister  Valentin  Mennher  einen  nach  manchen  Rich- 
tungen selbständigen  Bearbeiter  eines  Gegenstandes.  Antich  Rocha  da* 
gegen  kann  nur  als  Übersetzer  des  Mennher  ins  Spanische  die  Aufmerksam- 
keit fesseln.  Gelegentlich  werden  die  von  spanischen  Gelehrten  erhobenen 
Ansprüche  auf  das  Erfinderrecht  der  doppelten  Buchhaltung  für  ihre  Lands- 
leute gestreift.  Cantor. 

Dr.  W.  Grosse.    Uuterhalteude  Probleme  und  Spiele  in  mathematischer 

Beleuchtung.  Leipzig  1897.  Quandt  &  Händel. 
Einer  detaillierten  inhaltlichen  Besprechung  des  vorliegenden  Buches 
fahlen  wir  uns  um  so  mehr  überhoben,  als  dasselbe  zum  grossen  Teile  nur 
eine  Übersetzung  des  auch  im  Vorwort  als  „in  erster  Linie  benutzt^'  an- 
gegebenen Werkes  von  Edouard  Lucas  (Recreations  math^matiques,  Paris, 
Gauthier  Yillars  et  fils,  1891  —  94)  imter  Reproduktion  der  dort  gegebenen 
Figuren  und  Tabellen  ist.    Selbstverständlich  wird  für  ein  Buch  über  unter- 
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haltangsspiele  in  mathematischer  Behandlmig  das  grundlegende  Werk  Lucas' 
stets  benutzt  werden  müssen,  jedoch  kann  die  Art,  wie  dies  von  Herrn 
Grosse  geschieht,  welcher  sein  Werk  doch  offenbar  nicht  als  eine  Über- 
setzung jenes  angesehen  wissen  will,  nach  Ajisicht  des  Beferenten  nicht 
scharf  genug  verurteilt  werden.  Zudem  ist  die  Übersetzung  nichts  weniger 
als  gut;  so  giebt  Herr  Grosse  z.B.  bei  Behandlung  des  8 -Königinnen -Problems 
das  „fou'^  seines  französischen  Originals  unbegreiflicherweise  fortgesetzt  mit 
„  Bauer ^^  (statt  „Läufer ^^)  wieder  und  erreicht  hiermit  sicher  alles  andere, 
nur  nicht  eine  „gebildeten  Laien  verständliche  Form'^  der  Darstellung.  Die 
letzten  Abschnitte  basieren  auf  den  „Zwölf  Geduldspielen *^  des  Herrn  Schubert 
(Dümmler,  Berlin  1895). 

Wir  hätten  erwartet,  dass  Herr  Grosse  seiner  französischen  Fundgrube 
seine  Dankbarkeit  in  anderer  Weise  bezeugen  würde,  als  von  „einer  ganzen 
Beihe  von  Fehlern'*  derselben  zu  sprechen.  Herr  Grosse  behauptet  nämlich, 
im  neimten  Abschnitte  (Dominospiel)  „einige  Fehler  der  bei  Lucas  sich  vor- 
findenden Berechnung  ^^  nachgewiesen  zu  haben.  Da  Herr  Grosse  dies  im 
Vorwort  anführt,  scheint  er  dieser  Verbesserung  des  Lucas'schen  Werkes 
grössere  Bedeutung  beizulegen,  und  wir  sehen  uns  daher  veranlasst,  die  Sach- 
lage in  richtigem  Lichte  darzustellen.  „Die  ganze  Beihe  von  Fehlem*^,  welche 
sich  bei  Lucas  (t.IV,  p.l48 — 150)  vorfinden  sollen,  sind  5  harmlose  Druck- 
fehler, welche  zu  korrigieren  selbst  „gebildeten  Laien ^^  sehr  leicht  fallen  dürfte. 
Dass  in  der  That  nur  Druckfehler  vorliegen,  zeigt  nicht  nur  die  Natur  der 
Fehler,  sondern  insbesondere  die  Bichtigkeit  der  weiteren,  auf  jenen  be- 
anstandeten Formeln  beruhenden  Bechnungen. 

Die  „Verbesserungen"  des  Herrn  Grosse  enthalten  jedoch  Fehler,  welche 
jedenfalls  nicht  ausschliesslich  Druckfehler  sind.    Eine  Gegenüberstellung  im 
Anschluss  an  die  von  Herrn  Grosse  S.  150  gegebene  mag  dies  zeigen: 
Grosse  Lucas  richtige  Formel 

fi"  —  8  645  088  (Druckfehler)    fi  -=  86  665 088         H^S  665  088. 

Die  „Verbesserung"  4OT3  des  Herrn  Grosse  ist  insbesondere  charak- 
teristisch, da  dieselbe  nur  gemacht  erscheint,  um  ein  numerisch  richtiges  Be- 
sultat  zu  erzielen,  während  eine  Begründung  für  das  Auftreten  der  Kon- 
figuration T3  hier  schwerlich  gefunden  werden  kann.  Die  anderen  beiden  von 
Herrn  Grosse  richtig  verbesserten  „Fehler"  bei  Lucas  sind  ebenso  belanglos, 
desgl.  auch  einige  weitere,  von  Herrn  Grosse  nicht  bemerkte  Drukfehler  in 
diesem  Abschnitt  des  sonst  durch  grosse  Exaktheit  ausgezeichneten  französischen 
Werkes.  Herrn  Grosses  Fehler  im  Laufe  dieser  Rechnung  sind  hiermit  jedoch 
noch  nicht  erschöpft;  so  benutzt  Herr  Grosse  z.  B.  bei  der  numerischen  Berech- 
nung von  P4  nicht  seine,  oben  angegebene  falsche  Formel,  sondern  die  Lucas'sche 
mit  dem  Druckfehler,  verwendet  aber  den  hieraus  resultierenden  falschen  Wert 
bei  der  Schlussrechnung  nicht,  sondern  okkupiert  dort  einfach  wieder  den 
richtigen  numerischen  Wert  Lucas'.  Dies  wird  zur  Charakteristik  des  Buches 
genügen.  Dr^  ^.  Ahrens. 
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Handbuch  der  Geophysik.  Von  Dr.  Siegmund  Günther.  Zwei  Bände.  Zweite 
gänzlich  umgearbeitete  Auflage.  I.  Band  mit  157  Abbildungen  im  Text. 
Stuttgart  1897.    Verlag  von  Ferd.  Enke.    Gr.  8®.    XII,  648  S. 

Der  Verfasser  hat  es  vor  anderthalb  Jahrzehnten  unternommen,  den 
riesigen  Stoff  der  Erdphysik,  nämlich  Thatsachen  und  Lehrmeinungen,  so- 
weit möglich,  erneut  zu  sanamein,  zu  sichten  und  sowohl  nach  seiner  geschicht- 
lichen Entwickelung,  als  auch  nach  seiner  dogmatischen  Gliederung  und  Ver- 
knüpfung, sowie  nach  seiner  litterarischen  Festlegung  zur  Darstellung  zu 
bringen.  Es  war  ein  dankenswertes  Werk.  Dass  es  seinen  Zweck  erfällte 
und  seinen  Leserkreis  gefunden,  beweist  die  Notwendigkeit  einer  neuen  Auf- 
lage, deren  erster  Band  jetzt  vorliegt,  zwölf  Jahre  nach  Abschluss  der 
ersten  Auflage. 

Bei  unserer  öffentlichen  Anzeige  dieser  letzteren  (Bd.  XXIX,  S.  226  ff. 
und  Bd.  XXX  S.  108  ff.)  hatten  wir  zwei  Eigentümlichkeiten  des  Werkes  als 
schon  bei  oberflächlichem  Durchblättern  in  die  Augen  fallend  hervorgehoben: 
die  Menge  der  je  am  Ende  der  einzelnen  Kapitel  angegebenen  Zitate  und 
die  streng  durchgeführte  Bücksichtnahme  auf  die  geschichtliche  Entwickelung 
der  jeweils  darzustellenden  Lehren.  Diese  Besonderheiten  des  Werkes  sind 
ihm  in  der  neuen  Auflage  nicht  nur  erhalten  geblieben,  sie  treten  sogar 
verstärkt  hervor,  zumal  auf  dem  Gebiete  der  littehirischen  Fingerzeige:  gegen 
4000  genaue  Verweisungen,  also  fast  in  doppelter  Zahl  gegen  früher,  geben, 
ohne  die  Übersicht  im  ganzen  zu  stören,  abermals  Zeugnis  von  den  weit 
ausgedehnten  Vorstudien  des  Verfassers  und  ermöglichen  es  dem  Leser, 
falls  diesem  eine  ebenso  grosse  öffentliche  Bibliothek  wie  dem  Verfasser  zu 
Gebote  steht,  in  bequemster  und  ausreichendster  Weise  sich  ganz  eingehend 
über  all'  das  zu  unterrichten,  was  bis  jetzt  über  jede  der  zur  Besprechung 
kommenden  Fragen  geleistet  ist. 

Eben  die  Fülle  des  verarbeiteten  und  mitgeteilten  Stoffes  liess  uns 
schon  bei  der  ersten  Auflage  die  Meinung  aussprechen,  dass  das  Werk  mehr 
den  Charakter  eines  „Handbuches'^  als  den  eines  „ Lehrbuches '*  trage.  Der 
Verfasser  hat  jetzt  den  Titel  in  diesem  Sinne  abgeändert;  es  war  dies  in  der 
That  auch  noch  notwendiger  als  früher.  Warum  übrigens  dem  Werke  nicht 
der  Titel  einer  „Erdphysik"  gegeben  wurde,  ist  nicht  recht  erfindlich  — 
geht  doch  sogar  der  altüberkommene  Name  der  „Geographie"  heute  mehr 
und  mehr  in  den  der  „Erdkunde"  über. 

Aber  nicht  nur  der  Titel  des  Werkes  hat  sich  geändert,  es  erscheint 
thatsächlich  in  „umgearbeiteter  Auflage",  ja  der  Verfasser  bezeichnet  diese 
sogar  als  „gänzlich  umgearbeitet",  was  wir  nicht  völlig  billigen  können. 
Denn  nicht  nur  ist  wie  gesagt  der  Charakter  des  ganzen  Werkes  erhalten 
geblieben,  auch  die  Anordnung  des  Stoffes,  seine  Gliederung,  die  Einteilung 
in  Abteilungen  und  Kapitel  und  deren  Stoffgebiet  i$t  im  grossen  und  ganzen 
gleich  geblieben. 

Im  einzelnen  freilich  ist  ungemein  viel  anders  geworden.  Da  Günther 
die  Geophysik  jetzt  im  engeren  Sinne  nur  als  einen  Teil  der  Wissenschaft 
vom  Anorganischen  auffasst,  fällt  in  der  neuen  Auflage  die  früher  anhangs- 
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weise  mit  behandelte  biologische  Erdkunde  weg;  da  er  ferner  ebenso  wie 
der  Verleger  eine  gleichmäßigere  Stärke  der  beiden  Bände  des  Werkes  er- 
wünschte, so  ist  die  ganze  vierte  Abteilung  mit  ihren  vier  Kapiteln,  von 
den  magnetischen  und  elektrischen  Erdkräften  handelnd,  aus  dem  zweiten  in 
den  ersten  Band  herübergenommen  worden.  Aber  auch  diesen  Abschnitt 
mitgerechnet,  ist  gleichwohl  der  Umfang  des  Ganzen  äusserlich  um  mehr 
als  ein  Dritteil  des  früheren  gewachsen. 

Denn  nicht  nur  ist  die  Darstellung  vielfach  neu  bearbeitet,  sie  ist  auch 
überall  erweitert  und  nach  der  Seite  des  Stofflichen,  des  Geschichtlichen, 
des  Litterarischen  ergänzt  und  bis  auf  die  Gegenwart  fortgeführt.  Gleich- 
wohl hat  es  der  Verfasser  verstanden,  die  Übersichtlichkeit  und  Durchsichtig- 
keit des  Massenstoffes  genügend  zu  wahren:  er  giebt  die  Hauptgedanken  der 
Entwickelung  in  grösserem  Druck  und  verweist  Nebengedanken  oder  Einzel- 
ausföhrungen  in  deutlich  geschiedene,  zwischengeschobene  Textstellen  von 
kleinerem  Druck. 

Ausser  diesen  Abänderungen  und  Erweiterungen  des  früher  Vorhandenen 
zeigt  die  neue  Auflage  aber  auch  eine  ganze  Reihe  neuer  Paragraphen. 
Wir  wollen  dieses  wesentlich  Neue  hier  in  der  Hauptsache  hervorheben,  indem 
wir  zugleich  den  Inhalt  des  ganzen  Bandes  vor  unserem  Auge  vorüberziehen 
lassen. 

In  der  ersten  Abteilung  (S.  44  —  137),  die  der  kosmischen  Stellung 
unserer  Erde  gewidmet  ist,  werden  bei  der  Eant-Laplaceschen  Nebular- 
theorie  (I.Kapitel)  die  neueren  Bestrebungen  zur  Verbesserung  dieser  Theorie 
vorgeführt;  bei  der  Erzählung  von  der  natürlichen  Beschaffenheit  der  Körper 
unseres  Sonnensystems  (2.  Kapitel)  gelangen  jetzt  die  Stemphotographie  und 
die  Spektralanalyse  zu  ihrem  Becht,  ebenso  die  neueren  Auffassungen  über 
die  Bildung  der  Sonnenflecken  sowie  über  das  Wesen  der  Meteoriten;  beim 
Bericht  Über  unsere  Erdnachbam  (3.  Kapitel)  kommt  die  Bereicherung 
wesentlich  der  Lehre  vom  Mondvulkanismus  zu  gute. 

In  der  den  allgemeinen  mathematischen  und  physikalischen  Verhältnissen 
der  Erde  gewidmeten  zweiten  Abteilung  (S.  137 — 328),  die  zunächst  von 
der  Erde  als  Kugel  handelt  (1.  Kapitel),  kommen  wesentliche  stoffliche  Er- 
weiterungen hauptsächlich  im  2.  Kapitel  vor  bei  dem  Studium  der  geographischen 
Verteilung  des  Schwerebetrages  und  ihrer  Bedeutung  für  die  Erdgeschichte, 
sowie  bei  dem,  was  über  Dichte  und  Dichteverteilung  der  Erde  zu  sagen 
ist,  ebenso  bei  der  Lehre  von  den  Lotablenkungen  im  3.  Kapitel,  das  dem 
Geoid  gewidmet  ist.  Die  Betrachtung  der  Tagesschwankungen  der  Erdachse, 
und  deren  Verlegungen  im  Erdinnem,  sowie  die  Pulsationen  der  Erdfeste 
sind  die  Hauptzugaben  zum  4.  Kapitel,  ebenso  in  dem  der  Graphik  vor- 
behaltenen  5.  Kapitel  die  Lehre  von  den  photogrammetrischen  Errungen- 
schaften der  letzten  Zeit. 

Eine  dritte  Abteilung  (S.  228  —  505)  behandelt  wie  früher  das  Erd- 
innere und  seine  Einwirkungen  auf  die  Aussen  weit.  Hier  wird  aus  den 
ermittelten  Warmeverhältnissen  des  Erdinneren  (1.  Kapitel)  auf  den  Zustand 
dieses  Erdinneren  geschlossen  (2.  Kapitel) :    nach  lichtvoller  Darlegung  der 
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gegensätzlichen  Meinungen  entscheidet  sich  der  Verfasser  für  die  Annahme 
eines  etwa  durch  sieben  Hauptstofen  vermittelten  stetigen  Überganges  von 
voller  Starrheit  der  Erdstofife  bis  zu  voller  Dissociation.  Natnrgem&ß  schliesst 
sich  die  Betrachtang  der  vulkanischen  Erscheinungen  an:  dieses  3.  Kapitel 
ist  nach  Inhalt  und  Anordnung  fast  ein  neu  geschriebener  Teil  des  Buches 
geworden  und  bietet  wie  das  vorige  eine  äusserst  anregende  Lektüre.  Das- 
selbe lässt  sich  von  dem  jetzt  ebenfalls  fast  auf  doppelten  Umfang  gebrachten 
4.  Kapitel  sagen,  das  von  den  Erdbeben  handelt.  Überschaut  man,  wie  die 
jetzt  vorliegende  dritte  Abteilung  um  etwa  zwei  Drittel  ihres  früheren  üm- 
fanges  gewachsen  ist,  so  erkennt  man  mit  freudigem  Staunen,  welch'  reges 
wissenschaftliches  Interesse  in  den  letzten  zwei  Jahrzehnten  gerade  dem 
Studium  des  Erdinneren  gewidmet  war,  aber  auch  wie  geschickt  der  Ver- 
fasser dem  Leser  die  Ergebnisse  darzubieten  versteht. 

Die  vierte  Abteilung  (S.  505  — 617),  jetzt,  wie  schon  gesagt,  aus 
dem  seitherigen  zweiten  Bande  herübergenommen,  behandelt  die  magnetischen 
und  elektrischen  Erdkräfte.  Die  Stoffanordnung  ist  insofern  geändert,  als 
das  frühere  erste  Kapitel  im  wesentlichen  an  dritte  Stelle  gesetzt  ist.  Zunächst 
wird  der  Erdmagnetismus  mit  seinen  drei  Elementen  behandelt  ( I.Kapitel): 
hier  haben  die  magnetischen  Landesaufnahmen  und  die  säkularen  Schwank- 
ungen des  Erdmagnetismus  eingehendere  Bearbeitung  erfahren.  Die  Theorie 
des  Erdmagnetiflmus  (2.  Kapitel),  wie  im  einzelnen  ergänzt,  erföhrt 
im  ganzen  eiae  Erweiterung  in  den  Beziehungen  von  Erde  zu  Sonne  und 
Mond;  ebenso  haben  auch  das  3.  und  4.  Kapitel,  jenes  von  den  örtlichen 
magnetisch -elektrischen  K^räften  in  den  obersten  Erdschichten,  und  dieses 
von  den  Polarlichtem  handelnd,  dem  Gange  der  Wissenschaft  entsprechend 
beträchtliche  Bereicherungen  erfahren:  dort  in  der  Lehre  von  den  magnetischen 
Strömungsgebieten,  hier  in  den  Angaben  über  Periodizität,  künstliche  Nach- 
bildung und  Wesenserklärung  der  Polarlichter. 

Wir  stehen  am  Ende  unserer  Überschau,  die  wesentlich  die  Änderungen 
gegenüber  der  ersten  Auflage  hervorzuheben  hatte.  Erneut  müssen  wir 
unserer  staunenden  Bewunderung  Ausdruck  geben  über  die  Beischaffung  des 
riesigen,  zumal  geschichtlichen  Lehrstoffes  und  die  im  ganzen  dodi  wohl 
gelungene  Verarbeitung,  Anordnung  und  Gestaltung  dieses  Stoffes,  aber  auch 
Ausdruck  geben  dem  Dank  dafür,  dass  der  Verfasser  den  so  reichen,  aber 
weithin  in  der  Litteratur  zerstreuten  Stoff  mit  ausdauerndem  Fleisse  gesammelt 
und  ihn  mitsamt  den  neuesten  Errungenschaften,  oft  auch  nur  Ansichten 
der  Wissenschaft  hier  bequem  vor  den  Augen  des  Lesers  ausbreitet.  Ein 
äusserst  bequemer  und  anregender  Führer  in  dem  weiten  Gebiete  der  Erd- 
phjsik  ist  das  vorliegende  Werk,  ein  Führer  zumal,  der  nicht  vorgiebt 
alles  selbst  zu  wissen  oder  sagen  zu  können,  der  aber  stets  getreue  Aus- 
kunft darüber  bietet,  wo  nähere  Aufschlüsse  zu  erlangen  sind.  In  jedem 
Zweige  der  Wissenschaft  ist  es  ein  verdienstliches  Unternehmen,  von  Zeit 
zu  Zeit  Heerschau  zu  halten  über  die  Thatsachen  und  Meinungen,  die  bis 
dahin  festgestellt  oder  aufgestellt  worden  sind;  Schriftsteller  und  Werke, 
die  dies  übernehmen,  üben  Gerechtigkeit  gegen  die  Vergangenheit  und  bieten 
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ausserordentliche  Anregung  für  die  Zukunft.  In  jedem  Falle  verdient  solche 
Arbeit  Dank,  um  so  mehr,  wenn  sie  nicht,  wie  neuerdings  vielfach  durch- 
geführt, von  Vereinigungen  gelehrter  Männer  oder  ganzer  Akademien,  sondern 
von  Einzelnen  ausgeführt  wird. 

Wir  haben  nachzutragen,  dass  vollständige  Sach-  und  Namenverzeichnisse 
den  Gebrauch  des  Buches  sehr  erleichtem,  auch  dass  ein  Schlüssel  für  die 
vielen  Verweisungen  auf  Zeitschriften  eine  recht  angenehme  Beigabe  ist. 

Für  eine  etwaige  dritte  Auflage,  die  wir  den  beteiligten  Unternehmern 
ebensosehr  wie  den  Benutzern  und  der  Wissenschaft  wünschen,  dürften  wohl 
einige  Wünsche  Beachtung  finden.  Zunächst  dürfte  es  gewiss  möglich  sein, 
ohne  dem  berechtigten  Gebrauche  von  Fremdwörtern  zu  entsagen,  an  einer 
grossen  Zahl  von  Stellen  durchaus  entbehrliche  Fremdwörter  zu  vermeiden  — 
auch  Beinheit  der  Sprache  ist  eine  durchaus  zu  verlangende  Eigenschaft 
selbst  eines  wissenschaftlichen  Werkes.  Dann  aber  dürfte  das  schon  in  der 
jetzigen  Auflage  sehr  zum  Vorteil  des  Buches  hervortretende  Bestreben  noch 
mehr  in  die  Erscheinung  treten,  das  Bestreben,  nicht  sowohl  den  Gang  der 
geschichtlichen  Entwickelung  der  einzelnen  Lehren,  als  vielmehr  die  Er- 
gebnisse dieser  geschichtlichen  Entwickelung  in  den  grösser  gedruckten  Text 
aufzimehmen,  dagegen  den  Verlauf  der  Entwickelung,  wie  schon  zum  guten 
Teile  geschehen,  kleiner  gedruckten  Textesabschnitten  zuzuweisen,  und  stets 
zum  Schlüsse,  soweit  möglich  und  jetzt  schon  vielerorts  durchgeführt,  die 
heutige  Lehre  der  Wissenschaft  bezw.  die  Meinung  des  Verfassers  klar  und 
durch  Druck  hervorgehoben  festzustellen.  Ein  erneutes  Durcharbeiten  des 
Stoffes  wird  es  auch  dem  Verfasser  ermöglichen,  noch  mehr  die  Durchsichtig- 
keit des  Werkes  zu  steigern  durch  übersichtliche  Gliederung  des  Stoffes 
und  noch  weiteres  Wegschieben  litterarischer  Notizen  aus  dem  eigentlichen 
Text,  dann  aber  auch  —  und  selbst  auf  die  Gefahr  hin,  dass  das  Werk 
dreibändig  würde  —  durch  etwas  grössere  Ausführlichkeit,  die  sich  gleich 
sehr  fem  zu  halten  hätte  von  einer  Monographie  wie  von  einer  nur  ganz 
skizzenhaften  Andeutung,  und  durch  wieder  etwas  stärkere  Aufnahme  mathe- 
matischer Behandlung,  die  freilich  räumlich  abgetrennt  zu  halten  wäre. 
Endlich  wäre  es  sehr  angenehm,  wenn  den  Zitaten  aus  Zeitschriften  jeweils 
in  Klammem  die  betreffende  Jahreszahl  der  Veröffentlichung  beigefügt  würde. 

Druck  und  Ausstattung  sind  schön  —  Dank  auch  der  Verlagshandlung. 

P.  Treütlein. 

Staude,  Otto.    Die  Fokaleigenschaften  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Ein  neues  Kapitel  zu  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie 
des  Raumes.    Leipzig  1896.    B.  Q.  Teubner.    VIII  u.  185  S.  8^,  7  Mk. 

Während  die  Fokaleigenschaften  der  Kegelschnitte  seit  langer  Zeit  bekannt 
sind  und  überall  in  den  elementaren  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie 
behandelt  werden,  war  es  nicht  möglich,  ähnliche  Eigenschaften  auch  bei 
den  Flächen  zweiten  Grades  aufzufinden,  und  alle  dahin  gehenden  Versuche 
blieben  ohne  Erfolg.  Der  Begriff  der  Fokaldistanz  in  der  Ebene  Hess  sich 
nicht  ohne  weiteres  auf  den  Baum  übertragen,  da  an  Stelle  der  2  Brenn- 
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punkte  der  Kegelschnitte  4  Hauptbrennpnnkte  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
treten.  Da  führte  Herr  Staude  den  Begriff  der  gebrochenen  Fokaldistanz 
ein,  und  mit  diesem  war  die  Grundlage  zur  Ausdehnung  der  Fokaleigen- 
Schäften  der  Kegelschnitte  auf  die  Flächen  zweiter  Ordnung  gewonnen.  In 
den  Berichten  der  KGnigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  Jahr- 
gang 1882  und  in  den  Mathematischen  Annalen,  Bd.  XX  und  XXVII  wurden 
die  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  veröffentlicht.  Dieselben  liegen  uns 
jetzt  in  einem  Buche  vor,  das  den  angegebenen  Schriften  gegenüber  be- 
deutend einfachere  Beweise  und  eine  wesentliche  Yervollstfindigung  der 
Theorie  bietet,  da  dieselbe  im  zweiten  Teile  in  völlig  entsprechender  Weise 
auch  auf  die  Paraboloide  ausgedehnt  ist. 

Nach  Herleitung  der  allgemein  bekannten  Eigenschaften  konfokaler 
Systeme  von  Ellipsoiden  tmd  Hyperboloiden,  der  Besprechung  der  elliptischen 
Koordinaten  werden  die  Fokalkegel  und  die  Fokallinien  eines  Punktes  ein- 
geführt. Die  ersteren  sind  bekanntlich  die  beiden  Kegel,  welche  von  einem 
Punkte  des  Baumes  über  den  Fokalkegelschnitten  eines  Systems  konfokaler 
Ellipsoide  und  Hyperboloide  errichtet  werden,  die  letzteren  definiert  der 
Herr  Verfasser  als  die  4  Schnittlinien  dieser  beiden  Kegel,  also  diejenigen 
Geraden  durch  einen  Punkt,  welche  die  beiden  Fokalkegelschnitte  schneiden. 
Die  gebrochenen  Fokaldistanzen,  welche  an  Stelle  der  Fokaldistanzen  der 
Kegelschnitte  treten,  ergeben  sich  nun  auf  folgende  Weise:  Ist  P  ein  be* 
liebiger  Punkt  einer  Kurve,  so  verstehen  wir  unter  einer  gebrochenen  Ent- 
fernung der  Punkte  P^  und  P^  über  diese  Kurve  die  gebrochene  Linie 
PiPPi  und  dieselbe  heisst  Gleichgewichtsdistanz,  wenn  die  Halbierungslinie 
des  Winkels  P^PP^  auf  der  Tangente  der  Kurve  im  Punkte  P  senkrecht  steht. 
£s  ist  dieses  die  Lage  von  PiPPf  bei  freigleitendem  P,  wenn  ein  Faden 
PiPP^  bei  Pg  gespannt  ist.  Die  gebrochene  Entfernung  P1PP2  wird  nun 
eine  Gleichgewichtsdistanz,  wenn  die  beiden  Halbstrahlen  PP^  und  PP^ 
verschiedenen  Mänteln  des  Botationskegels  angehören,  der  den  Gleitpunkt 
als  Spitze,  die  Tangente  der  Kurve  in  ihm  als  Achse  hat  und  durch  einen 
Halbstrabi  bestimmt  ist  und  umgekehrt.  Nehmen  wir  jetzt  als  Kurve  die 
Fokalhyperbel  eines  konfokalen  Systems  von  Ellipsoiden  und  Hjrperboloiden, 
so  ergiebt  sich  der  Satz:  Zwischen  einem  beliebigen  Punkte  P,  der  kein 
Fokalpunkt  ist,  und  einem  Fokalellipsenpunkte  giebt  es  stets  eine  und  nur 
eine  kürzeste  Entfernung  über  einen  gegebenen  Zweig  der  Fokalhyperbel 
(dieselbe  ist  immer  zugleich  eine  Gleichgewichtsdistanz) ,  wobei  die  Verbindung 
von  P  mit  der  Fokalhyperbel  eine  Fokallinie  ist.  Analoges  gilt,  wenn  wir 
an  Stelle  der  Fokalhjrperbel  die  Fokalellipse,  an  Stelle  des  Fokalellipsen- 
punktes  einen  solchen  der  Fokalhyperbel  setzen.  Eine  solche  kürzeste  ge- 
brochene Entfernung  wird  gebrochene  Fokaldistanz  genannt  und  für  den 
Fall,  dass  der  gegebene  Punkt  der  Fokalkegelschnitte  ein  Hauptbrennpunkt 
ist,  Hauptfokaldistanz,  sodass  jeder  Punkt  des  Raumes  4  gebrochene  Haupt- 
fokaldistanzen hat;  je  zwei  von  ihnen  sind  gleichseitig,  d.  h.  der  Fokalpunkt, 
der  nicht  mit  dem  Hauptfokalpunkte  zusammenfällt,  liegt  an  derselben  Seite 
der  ^^- Ebene  mit  P,  je  zwei  sind  gleichnamig,  d.  h.  beide  gehen  über  die 
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FokaJellipse  bez.  Fokalhyperbel.  —  Nachdem  die  Längen  der  gebrochenen 
Fokaldistanzen,  bez.  gebrochenen  HanptfokaldiBtauzen  bestimmt  sind,  wird 
daraus  auf  einfachste  Weise  eine  Reihe  schöner  Sätze  abgeleitet,  von  denen 
wir  hier  nur  folgende  zwei  angeben  wollen: 

1.  Für  jeden  Punkt  eines  Ellipsoides  ist  die  Summe  zweier  ungleich- 
seitiger ungleichnamiger  gebrochener  Hauptfokaldistanzen  gleich  der  Haupt- 
achsenlänge des  £llipsoides,  yermehrt  um  die  halbe  Differenz  seiner  beiden 
Hauptbrennweiten  und  wird  der  Winkel  beider  Distanzen  von  der  Normale 
des  Ellipsoides  halbiert.  Daraus  ergiebt  sich  zugleich  eine  Fadenkonstruktion 
eines  Ellipsoides  aus  den  Fokalkegelschnitten. 

2.  Für  jeden  Punkt  des  einschaligen  Hyperboloides  ist  die  Differenz 
zweier  gleichseitiger  ungleichnamiger  gebrochener  Hauptfokaldistanzen  gleich 
der  Hauptachsenlänge  des  Hyperboloides,  vermindert  um  die  halbe  Summe 
seiner  beiden  Hauptbrennweiten  und  wird  der  Nebenwinkel  beider  Distanzen 
von  der  Normale  des  Hyperboloids  halbiert. 

Ganze  analoge  Untersuchungen  werden  sodann  im  zweiten  Abschnitte 
über  das  System  konfokaler  Paraboloide  angestellt,  die  zu  entsprechenden 
Ergebnissen  fahren. 

Eine  grosse  Zahl  von  Figuren  erhöht  das  Verständnis  des  klar  ge- 
schriebenen Textes  und  zur  weiteren  Erleichterung  für  den  Leser  sind  im 
Anhange  dankenswerter  Weise  die  entsprechenden  Sätze  aus  der  Lehre  der 
Kegelschnitte  zusammengestellt,  die  im  Buche  als  bekannt  verausgesetzt 
werden,  sowie  auch  zu  einigen  im  Text  auftauchenden  allgemeinen  Fragen 
eingehende  Erläuterungen  gegeben. 

Das  Buch  liefert  uns  somit  eine  wichtige  Ausdehnung  der  Lehre  von 
den  Flächen  zweiten  Grades,  es  ftUlt  eine  Lücke  aus,  die  von  den  Geometem 
schon  seit  langer  Zeit  schwer  empfunden  wurde,  und  sein  Erscheinen  ist 
daher  wohl  allseitig  aufs  freudigste  begrüsst  worden.  H.  Willorod. 

Raffy,  Louis.    Le^ons  sur  les  applications  g^ometriques  de  l'analyse. 

Paris  1897,  Gauthier -Villars  et  fils.    8®.    251  S. 

Wie  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  angiebt,  ist  das  Buch  aus 
der  Lehrthätigkeit  heraus  entstanden,  und  wir  haben  ein  Werkchen  vor  uns, 
das  nicht  nur  in  sachlicher,  sondern  vor  allem  auch  in  methodischer  Hin- 
sicht uns  vollauf  befriedigen  kann.  Die  methodischen  Gesichtspunkte  sind 
insofern  stärker  berücksichtigt,  als  an  manchen  Stellen  statt  der  ele- 
ganteren klassischen  Beweise  solche  gegeben  werden,  die  möglichst  einfach 
und  fOr  die  Entwickelung  an  der  betreffenden  Stelle  passender  sind.  Da 
die  analytischen  Fragen  eingehend  erörtert  werden,  so  ist  das  Buch  auch 
für  diejenigen  lesbar,  welche  in  der  höheren  Analysis  nicht  über  das  erste 
Studium  hinausgekommen  sind.  Auf  Vorzeichenbestimmung  bei  Wurzel- 
grossen  ist  besonderes  Gewicht  gelegt. 

Der  Inhalt  umfasst  alles,  was  man  für  eine  allgemeine  Einleitung  in 
die  höhere  Geometrie  wünschen  kann,  auf  besondere  Fiächenklassen  ist  mit 
Ausnahme  der  mehr  hervortretenden  geradlinigen  Flächen  nicht  eingegangen; 
die  illustrierenden  Beispiele  sind  die  in  den  meisten  Lehrbüchern  der 
Geometrie  angewendeten  und  recht  passend  gewählt.  jj  Willgrod. 
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Ein  wiedergefundener  Diophantuscodex. 

Von 

Eduard  Gollob,* 


Bekanntlicli  sagt  Tomasinus  (p.  121):  ^^In  Bibliotheca  Alexandri 
Synclitici  Viri  Glarissimi  et  Primi  Juris  Civilis  Professoris  instruc- 
tissima  yidebatur  non  ita  dudum  graece  scriptus  elegantissime  Dio- 
phantus  fol.  eh.  vet.  longa  copiosior  et  emendatior  illo ,  qui  Parisiis 
prodiit.  Eum  vir  optimus  concessit  Viro  Cl.  Joanni  Broscio  Mathe- 
matico  Cracoviensi,  ut  ipsins  cura  et  studio  in  lueem  ederetur,  quem 
nunc  eruditi  omnes  avide  exspectant/' 

Diese  Publikation  ist  nicht  erfolgt  und  der  Codex  gilt  als  ver- 
schollen, ebenso  wie  ein  Regiomontanus,  der  dreizehn  Bücher  des 
Diophantus  umfasst  haben  soll. 

Tannery  bemerkt  hierzu  in  den  Prolegomenis  seiner  Diophantus- 
ausgabe  (Leipzig  1895)  vol.  11.  p.  XXXIV:  „Sed  quae  de  Regiomontano 
ibi  dicta  sunt,  omnino  falsa  esse  facile  demonstratur,  nee  maiorem 
fidem  merentur  Perronii  vel  Synclitici  testimonia  de  integro  vel  co- 
piosiore  (Planudeo?)  codice,  nimis  saepe  talia  fucum  fecerunt,  at 
vanos  rumores  explosisse  sat  erit." 

Diese  letztere  Behauptung  dürfte  durch  das  Folgende  in  Bezug  auf 
den  Codex  des  Broscius  wohl  modifiziert  werden. 

Die  k.  k.  Universitätsbibliothek  in  Krakau  besitzt  unter  der  Sig- 
natur Nr.  544  eine  griechische  Handschrift,  die  W.  Wisiocki  im 
^,  Katalog  rekopisow  biblijoteki  uniwersytetu  Jagiellonskiego  (Cracov, 
1877 — 1881)  folgendermaßen  beschreibt:  Kod.  pap,  z.  w.  XVI.  fol.  wieksze. 

*  Dieser  Aufsatz  war  schon  in  unseren  Händen  als  Herr  Max  Curtze  im 
Centralblatt  für  Bibliothekswesen,  Juni -Julihefb  1899,  S.  268  und  296  in  dem 
Berichte  über  seine  1896  gemachte  Studienreise  durch  Deutsche  und  Osterreichische 
Bibliotheken  auf  den  gleichen  Codex  hinwies.  Herrn  GoUob^s  Unabhängigkeit 
ist  demnach  festgesteUt.  Herr  G-ollob  schreibt  uns  überdies,  nachdem  wir  ihn 
auf  Curtze 's  Veröffentlichung  aufmerksam  gemacht  hatten,  er  halte  die  dort  ge- 
gebenen KoUationsproben  nicht  für  genügend,  um  einen  Begriff  von  dem  Wert 
oder  Unwert  der  Handschrift  zu  geben.  M.  Cantor. 

HiBt.  -  litt.  Abt.  d.  Zeitsohr.  f.  Math.  u.  Phys.  44.  Band.  1899.  5.  u.  6.  Heft.  1 1 
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kart.  223  i  4  prozne  na  poczatku  i  koncu^  Diophanti  Alexandrini  opus 
arithmeticum.  Kod.  pisany  po  grecku.  Na  kartce  katalogowej  zanotowal 
J.  S.  Bandtkie:  Codicem  Joannes  Broscius  comparasse  yidetur,  nam  in 
fronte  codicis  et  ante  textum  quaedam  manu  sua  annotavit.  Na  oprawie 
znak  dawny  „D.D. IV. 56"  przekröslony  i  dopisane  obok  FPL 5"  d.h.: 
„Papierhandschrift,  16  saec.^  Großfolio^  228  Blätter  und  4  leere  am 
Anfang  und  Ende^  sie  enthält  das  opus  arithmeticum  des  Diophantus 
Alexandrinus,  griechisch.  Auf  dem  Blatte  des  Zettelkatalogs  hat 
J.S.  Bandtkie  notiert:  „Codicem  u.  s.  w."  Als  Verbesserung  einer  alten 
Signatur  D.D. IV. 56  steht  (an  der  Innenseite  des  vorderen  Einband- 
deckels) eine  zweite  Signatur  nämlich  F.  F.  I,  16."  Die  Handschrift 
enthält: 

Fol.    la —  20b  Jiotpdvtov  ^j^keiavigiog  l4QLd'nrittxäv  A, 
„    21a—  85b  ,,  „  „  B, 

„    86a- 129b  „  „  „  r, 

„  130a-141b  „  „  „  A, 

„  142a— 172b  „  „  „  E, 

„  172b- 190a  „  „  „  8, 

„  190b— 203  a  „  „  „  Z, 

„  203  b — 211a  „  „  xsqI  xoXvyovov  ßißUov  H, 

„  211b — 224  b  das  Rechenbuch  des  Planudes  (Fragment). 

Zum  I. — in.  Buche  folgen  auf  die  Probleme  ohne  Überschrift  die 
Scholien  des  Planudes.  Das  zweite  Buch  beginnt  auf  Fol. 21a  mit: 
xal  räv  itoJiXaitXa6ta0(iiäv  6oi  öag>rivi6d'svzc}v  =»  Dioph.  Alex.  op.  ed. 
Tannery^  vol.  I.  Lipsiae  1893  p.  14  im  ersten  Buche.  Es  ist  demnach 
das  erste  Buch  im  Krakauer  Codex  in  zwei  Teüe  geteilt,  und  so  er- 
scheinen in  dieser  Überlieferung  7  Bücher,  an  welche  sich  obendrein 
noch  als  achtes  Buch  die  Schrift  icbqI  xoXvyovmv  anreiht.  Die 
handschriftliche  Überlieferung  pflegt  sonst  nur  6  Bücher  zu  enthalten. 
Es  ist  daher  die  Annahme  nicht  ungerechtfertigt,  dass  diese  Ein- 
teilung allein  schon  im  Stande  war,  der  Krakauer  Handschrift,  die  wir 
H  nennen  wollen,  das  Epitheton,  „longe  copiosior"  zu  verleihen,  zumal 
das  Rechenbuch  des  Planudes  ohne  jede  Überschrift  auf  das  achte 
Buch  folgt. 

H  repräsentiert  sich  als  ein  stattli<)her  Band  von  der  Größe 
43  cm  X  30  cm,  ist  in  massive  Holzdeckel  gebunden,  die  zur  Hälfte  mit 
rothem  mit  eingepressten  Linienornamenten  versehenem  Leder  über- 
zogen sind.  In  der  Mitte  des  Leders  des  Vorderdeckels  ist  ein  2%  cm 
langes  Ornament  eingepresst,  Christus  am  Kreuze,  zu  seinen  Füßen 
Maria,  einen  Todtenkopf  und  einen  Kelch  darstellend,  dessen  exakte, 
detaillierte  Ausfuhrung  unter  der  Lupe  einen  geradezu  überraschenden 
Eindruck  hervorruft. 

H  ist  auf  starkem  gerippten  Papier  geschrieben,  die  Größe  des 
Blattes   beträgt  42  cm  X  28  cm;   die  Schriftfläche  27  cm  X  16  cm;   auf 
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jeder  Seite  stehen,  da  die  Schrift  groß  ist,  durchschnittlieh  nur 
21  Zeilen.  Custoden  sind  vorhanden,  aber  die  Zahlung  ist  falsch  (vergL 
FoL  131a  und  b).  Die  224  Folien  zerfallen  mit  zwei  sich  anschließen- 
den leeren  Blattern  in  eine  Quinteraion,  yon  welcher  das  letzte  Blatt 
fehlt,  +  26  Quaternionen,  +  1  Quintemion  mit  fehlendem  letzten  Blatt. 
Alle  Lagen  sind  unten  signiert;  als  Wasserzeichen  erscheint  yon 
Fol.  6 — 221  eine  Kanne  mit  dem  Henkel.  Die  Schrift  ist  groß,  rund, 
steil,  von  Abkürzungen  zum  großen  Teile  frei  und  nur  mitunter  in 
den  Endungen  stark  verschlungen.  Das  Jota  hat  bald  zwei  bald  einen 
Punkt. 

Der  Gelehrte  J.  S.  Bandtkie  behauptet,  dass  die  einleitenden 
Notizen  in  H  aus  der  Hand  des  Broscius  stammen.  Diese  Behaup- 
tung wird  durch  den  Umstand  gestützt,  dass  Adrianus  Bomanus,  dessen 
Ausspruch  zunächst  zitiert  wird,  ein  Zeitgenosse  des  Broscius  war.  Auf 
der  Innenseite  desYorderdeckels  steht:  Adriani  Bomani  dictum  1611  Grac.: 
„Si  nescis  Eudidem,  si  ignoras  Diophantum,  Apollonium  Pappum  et 
alios  veteres,  magnATn  partem  philosophici  et  dialectici  organi  dis- 
ciplinarum  nescis.  In  illis  enim  authoribus  analyseos  vis  et  natura 
explicatur,  quam  Aristoleles  generaliter  ex  specialibus  collegit,  et  prop- 
terea  admirabilis  est  et  erit  apud  omnem  posteritatem^^  auf  dem  ersten 
Blatte:  Ma^ifiov  töv  IlXavovdoVj  darunter:  Maximus  Planudes, 
monachus  Graecus,  vixit  anno  Christi  circiter  1362,*  circa  quae  tem- 
pora  haec  charta  pro  sequenti  putridina  corrupta  videtur  esse  sub- 
stituta  ab  eodem  Maxime,  de  quo  vide  Yolaterranum  IIb.  17  Anthrop., 
qui  vixit  circa  1501  anno  Christi  Domini  aeris  vulgaris.  Nun  folgt 
aus  „Baph.  Yolaterrani  Commentariorum  XXXVUI  libri''  ein  Citat  und 
zwar  nach  der  Baseler  Ausgabe  vom  Jahre  1543  aus  dem  XVH.  Buche 
von  FoL  196b  Z.51  Maximus  bis  Fol.  197a  Z.  5  praebuerit.  Das  gleiche 
Citat  erwähnt  Treu  in  „Maximi  Monachi  Planudis  epistulae^^  p.  195 
und  verwirft  dessen  historischen  Inhalt. 

Das  erste  Blatt  enthält  thatsächlich  das  Gleiche,  wie  das  zweite, 
welches  stark  abgenützt  ist.  Nachdem  die  Schrift  des  ersten  Blattes 
mit  der  Schrift  des  Planudes,  von  welcher  Treu  a.  a.  0.  p.  182  eine 
Probe  bringt,  keine  Ähnlichkeit  besitzt,  wird  die  Vermuthung  des 
Broscius,   Planudes  habe  das  erste  Blatt  selbst  geschrieben,  hinfällig. 

H  macht  den  Eindruck  des  Unfertigen.  Die  Überschriften  zu  den 
einzelnen  Büchern  sind  nur  provisorisch  in  kleiner  Schrift  am  obersten 
Rande  der  Blätter  eingetragen.  Für  die  eigentliche  Überschrift  aber 
ist  ein  großer  Raum  leer  gelassen.  Ebenso  fehlen  bei  freiem  Räume 
häufig  die  ersten  Buchstaben  oder  das  ganze  erste  Wort  der  einzelnen 
Probleme.  Die  numeri  ordinales  zu  den  einzelnen  Problemen  sind  mit 
wenigen  Ausnahmen  weggelassen.    Ahnliche  Eigenscbaften  haben  die 


*  Nach  Erumbacher,  Gesch. d.byz. Litt.,  11.  Aufl.,  1897  p. 643  starb  Planudes 
schon  um  1310.    Yergl.  auch  Treu:  „Planudis  epistulae'^  p.  193. 

11* 
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Schollen^  die  sich  im  Texte  unmittelbar  an  die  einzelnen  Probleme 
des  Diophantus  anschließen,  und  nur  hie  und  da  durch  die  am 
äußersten  Rande  per  comp,  angebrachten  Bemerkungen  H^fiy^öig  oder, 
wenn  des  Diophantus  Text  wieder  beginnt,  durch  dtoq>ttvtov  Yon  dem 
Folgenden  getrennt  sind.  Die  Ton  Tannery  in  den  Scholien  publi- 
zierten Diagramme  fehlen  durchgehends,  nur  ein  leerer  Raum  bezeichnet 
ihren  Platz,  allerdings  finden  sich  in  H  auch  der  Form  nach  offenbar 
fdr  Diagramme  bestimmte  unbeschriebene  Räume  dort,  wo  inTannery's 
Ausgabe  gar  kein  Diagramm  verzeichnet  ist.  H  enthält  weder  im 
Texte  des  Diophantus  noch  in  den  Scholien  des  Planudes  größere 
neue  Stücke,  aber  auch  keine  größeren  Lücken,  nur  fehlt  das  Pro- 
blem XXIII  im  II.  Buche  (nach  Tannery);  die  Anordnung  der  Scholien 
aber  weicht  mitunter  von  der  des  Tannery  ab. 

Für  die  ersten  drei  Bücher  (nach  Tannery  I  und  11)  ist  H  planu- 
deisch;  zur  Vollständigkeit  sei  noch  bemerkt,  dass  dem  Diophantus- 
texte  auch  die  von  Tannery  a.  a.  0.  vol.  U.  p.  XXII  erwähnten  charak- 
teristischen Merkmale,  welche  der  besten  Handschriftenklasse  im 
I.  Buche  zukommen,  fehlen.  Anderseits  aber  fähren  uns  Merkmale, 
die  H  besitzt,  gerade  wieder  zur  besten  Klasse  zurück.  So  fehlen 
die  numeri  der  Probleme  auch  dem  Yaticanus  V,  der  zur  besten 
Handschriftenklasse  gehört,  desgleichen  hat  die  manus  prima  dieser 
Handschrift  nur  teilweise  die  Bücherüberschriften.  Femer  überliefern 
nur  noch  einige  wenige  Handschriften  das  erste  Buch  in  der  gleichen 
Teilung  in  zwei  Bücher  wie  H  und  schließen  das  Buch  nsgl  nokvyovmv 
als  achtes  Buch  an.  Diese  sind  die  ScorialensesÄ— I— löundR— H— 3 
(yergl.  Tannery,  a. a.  0.  p. XXXH).  Sie  werden  von  Tannery  auf  den 
Parisinus  C  zurückgefährt,  der  als  Haupt  einer  Mischklasse  aufgestellt 
wird,  die  in  den  ersten  beiden  Büchern  planudeisch  ist,  in  den  weiteren 
aber  auf  die  besten  Handschriften  zurückgeht. 

Bisher  durchgeführte  GoUationsproben*  ergeben  als  yorläufiges 
Resultat,  dass  H  vorwiegend  mit  dem  Codex  Matritensis  48  (also 
der  besten  Hanschrift),  dem  Marcianus  308  und  dem  Parisinus  über- 
einstimmt, aber  aus  dem  Umstände,  daß  H  Stellen  enthält,  die  im 
Marc,  und  Par.  fehlen,  lässt  sich  auch  schon  schließen,  dass  H  weder 
vom  Marc,  noch  vom  Pan  eine  Abschrift  ist. 

Das  Fragment  des  Rechenbuches  des  Planudes  stimmt  in  seinem 
Hauptteile  von  Fol.  212  a  Z.  14  alXayaQ  bis  zum  Schlüsse  mit  dem 
Fragmentum  Gudianum  überein  (vergl.  Gerhardt,  das  Rechenbuch  des 
Planudes,  Halle  1865  p.  33  Z.  9  ~  p.  46  Z.  21).  Die  vor  Fol  212  stehen- 
den ly^  Folioseiten  sind  in  Gerhardts  Rechenbuch  nicht  enthalten. 


*  Eine  vollständige  CoUationierung  ist  in  Vorbereitung  und  wird  anderweitig 
erscheinen. 

Olmütz,  im  April  1899. 
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Lilienthal,  B.  v.   Grundlagen   einer   Erftmmnngslelire   der  Enrven- 

SCharen.    Leipzig  1896,  B.  0.  Teubner.    lY  und  112  S.  8®. 

Der  Cartesins'sclie  Eoordinatenbegriff  lässt  sicli  einmal  dahin  er- 
weitem, dass  statt  der  drei  zn  einander  senkrechten  Scharen  paralleler 
Ebenen  drei  zu  einander  senkrechte  Flächenscharen  gesetzt  werden,  wo- 
durch man  die  Lamesche  Theorie  erhalt.  Eine  andere  Yerallgemeinerong 
liegt  dem  vorliegenden  Werkchen  zu  Oronde,  bei  welcher  „die  drei  zu 
einander  senkrechten  Scharen  paralleler  gerader  Linien  durch  drei  zu  ein- 
ander senkrechte  Scharen  gekrümmter  Linien  ersetzt  werden  oder,  was 
dasselbe  ist,  durch  eine  Eurvenschar  nebst  zwei  zu  einander  senkrechten 
Scharen  ihrer  orthogonalen  Trajektorien.  Sollen  die  beiden  letzten  durch 
•die  erste  bestimmt  sein,  so  bieten  sich  naturgemSss  an  Stelle  derselben  die 
beiden  Scharen  der  Erümmungslinien  erster  Art  der  ersten  Eurvenschar 
dar."    (Aus  der  Vorrede.) 

Dabei  macht  sich  zunächst  nötig,  Differentiationen  nach  den  Bogen- 
längen der  Eoordinatenlinien  einzuführen,  von  ihnen  nachzuweisen,  dass  es 
invariable  Operationen  sind  und  den  Übergang  von  den  gewöhnlichen 
Eoordinaten  zu  diesen  krummlinigen  klar  zu  legen.  Auch  die  Lam4schen 
bez.  Beltrami sehen  Differentialparameter  werden  abgeleitet.  Der  Herr  Ver- 
fasser behandelt  im  ersten  Teile  die  einfach  unendliche  Eurvenschar,  zu- 
nächst den  einfachsten  Fall,  die  in  der  Ebene  und  dann  die  im  Baume 
und  geht  sodann  zum  Hauptteil,  der  doppelt  unendlichen  Eurvenschar  über. 
Dass  wir  in  demselben  zugleich  eine  Verallgemeinerung  der  Erümmungs- 
lehre  der  Flächen  erhalten,  ist  aus  dem  Vorhergehenden  ersichtlich.  Ehe 
die  Verallgemeinerung  der  Eoordinatenlinien  für  diesen  allgemeinen  Fall 
durchgeführt  wird,  werden,  um  das  Verständnis  zu  erleichtem,  die  dazu 
nötigen  bekannten  Formeln  und  Sätze  über  Eurvenscharen  im  Baume  mit 
ihren  Spezialisierungen,  Normalscharen,  besonderen  Scharen,  isotropen  Eurven- 
scharen, über  Erümmungslinien  erster  und  zweiter  Art  und  über  geradlinige 
Strahlensysteme  in  kurzer  aber  klarer  Weise  abgeleitet.  Nachdem  dann  die  all- 
gemeinen Eoordinatenlinien  eingeführt  und  die  Erümmungslinien  erster  Art  der 
gegebenen  Eurvenschar  als  Eoordinatenlinien  genommen  sind,  wird  eine  Beihe 
von  Gleichungen  abgeleitet,  die  in  der  Theorie  der  Eurvenscharen  dieselbe 
Bolle  spielen,  wie  die  sogenannten  Fundamentalgleichungen  in  der  Flächen- 
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theorie.  Daran  anknüpfend  werden  Fragen  spezifilier  Art  behandelt ,  ins- 
besondere ergiebt  sich  aus  den  Fundamentalgleichungen  ein  neuer  einfacher 
und  eleganter  Beweis  des  Bibanco urschen  Satzes,  dass,  wenn  eine  Enryen- 
schar  ans  den  orthogonalen  Trajektorien  einer  Flftchenschar  besteht, 
letztere  einem  dreifach  orthogonalen  Flächensystem  angehört.  Überhaupt 
zeigt  eine  Beihe  weiterer  üntersuchongen,  besonders  über  den  Ort  der  geo- 
dätischen Erümmnngsmittelpnnkte  der  Erümmnngslinien  eines  Strahlen- 
systems, wie  sich  bei  gewissen  Fragen  die  Entwickelung  durch  die  Ein- 
führung der  Ableitungen  nach  Bogenlängen  bedeutend  vereinfacht.  Der 
dritte  Teil  behandelt  den  Fall,  dass  die  gegebene  Eurvenschar  durch 
Differentialgleichungen  yon  der  Form: 

dx  :  dy  :  d0  =^  i  111 : !; 

bestimmt  ist.  Hier  werden  besonders  isotrope  Eurvenscharen  und  solche 
mit  einer  vorgeschriebenen  Schar  von  Asjmptotenlinien  in  Berück* 
siohtigung  gezogen.  ^  Willgrod. 

Die  darstellende  Geometrie.  I.  Teil.  Vorlagen  mit  erläuterndem  Texte. 
Bearbeitet  im  Einvernehmen  mit  der  grossherzoglich  hessischen 
Centralstelle  für  die  Gewerbe  von  Bauingenieur  C.  Alberti,  Haupt- 
lehrer an  der  grossherzoglichen  Landesgewerkeschule  zu  Darmstadt. 
Atlas  mit  41  Blättern  und  294  einzelnen  Figuren.  Textbuch  mit 
78  zinkographischen  Abbildungen.  Stuttgart  1898.  Verlag  von 
C.  Wittwer.    Preis  34  Mk. 

Vor  uns  liegt  ein  mit  allen  Hilfsmitteln  modemer  Technik  ausgestattetes 
Prachtwerk,  welches  der  Leistungsfähigkeit  des  Verlegers  alle  Ehre  macht. 
Es  ist  das  zweite  der  „Lehrbücher  für  technische  Schulen  und  zum  Selbst- 
unterrioht  nach  System  Alberti^'  und  behandelt  die  darstellende  Geometrie. 
Dasselbe  ist  für  die  Stufe  einer  technischen  Mittelschule  berechnet  und  be- 
schränkt sich  ia  dem  bis  jetzt  vorliegenden  1.  Teile  auf  die  Darstellung 
von  Objekten  des  ersten  Quadranten. 

Das  Werk  soll,  wie  der  Verfasser  in  seinem  Vorworte  sagt,  den 
Lehrern  eiaen  systematisch  durchgeführten  Lehrgang  bieten  und  ihnen  die 
Mühe  abnehmen,  sich  selbst  einen  solchen  zu  schaffen  und  „den  zugehörigen 
Text  zu  verfassen  und  zu  diktieren'^  Zugleich  sollen  die  Blätter  den 
Schülern  in  die  Hand  gegeben  werden  —  etwa  je  fELr  zwei  ein  Blatt  — 
damit  sie  darnach  zeichnen  können. 

So  dankenswert  nun  diese  Absicht  den  Lehrern  gegenüber  ist,  so 
müssen  wir  doch  im  Interesse  eines  lebendigen  Unterrichtes  wünschen,  dass 
die  Lehrer  sich  selbst  dieser  Mühe  unterziehen,  welche  ihnen  da  abgenommen 
werden  soll.  Wir  glauben  auch,  dass  denjenigen,  welche  auf  einer  Hoch- 
schule für  darstellende  Geometrie  ausgebildet  wurden,  diese  Aufgabe  nicht 
allzu  schwer  fallen  sollte.  Freilich  wenn  sie  dort  nur  so  nebenbei  etwas 
darstellende  Geometrie   hören   und   das  Zeichnen    für  unakademisch  halten, 
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so  weiden  8ie  in  der  Praxis  ratlos  dastehen  and  sich  gerne  so  schöner 
Vorlagen  bedienen,  wie  es  die  gebotenen  sind.  Sie  werden  aber  damit 
nicht  allzuweit  konunen  und  höchstens  bei  Aosstellongen  mit  einer  Serie 
von  „Bildon^*^  brillieren,  welche  bei  den  Laien  Effekt  machen.  Die  Kenner 
wissen  aber,  was  davon  ztt  halten  ist.  Überdies  mass  ein  Lehrer,  welcher 
Jahre  hindurch  die  gleichen  Zeichnungen  ausführen  lässt  und  dabei  so 
genaue  Musterblätter  vorlegt,  „dass  es  dem  Lernenden  möglich  ist,  durch 
Vergleichen  mit  dem  Zirkel  sich  zu  überzeugen,  ob  er  auf  dem  richtigen 
Wege  ist"  —  ein  solcher  Lehrer  muss  die  Schüler  zum  Kopieren  verleiten. 
Gerade  weil  die  Baumanschauung  —  wie  der  Verfasser  hervorhebt  —  so 
grosse  Schwierigkeiten  bietet^  liegt  diese  Gefahr  allzu  nahe.  Die  gerühmte 
gleichmfissige  Ausbildung  ist  dann  freilich  begreiflich ,  hat  aber  keinen 
grossen  Wert. 

Wir  sind  mit  dem  Verfasser  vollkommen  einig,  dass  auf  der  Stufe, 
fOr  welche  dieses  Werk  berechnet  ist,  die  Zeichnungen  nach  gegebenen 
Dispositionen  ausgeführt  werden  müssen.  Vor  Jahren  schon  haben  wir  dies 
in  einem  ähnlichen  Unterricht  aber  nach  einer  Methode  praktiziert,  welche 
uns  zweckmässiger  erscheint  als  das  Kopieren.  Wir  geben  einzelne  Funkte 
durch  x^  yj  s  und  können  dadurch  die  verwickeltsten  Aufgaben  mit  wenigen 
Zahlen  fixieren  und  leicht  mit  den  Dispositionen  wechseln. 

Was  die  Zeichnungen  selbst  betrifft,  so  sind  diese  als  Figuren  zu  dem 
Textbuche  gedacht  und  bringen  die  bekannten  Konstruktionen  eines  elemen- 
taren Lehrganges.  Derselbe  vermeidet  so  viel  als  möglich  allgemeine  theore- 
tische Erörterungen  und  geht  stets  schnell  auf  die  speziellen  Fälle  über. 
Es  hat  das  gewisse  Vorzüge  und  leuchtet  besonders  den  Praktikern  ein. 
Wir  bekennen  aber,  dass  wir  auch  auf  dieser  Stufe  einen  etwas  allgemeineren 
Aufbau  vorziehen,  dem  bestimmt  formulierte  Aufgaben  eingefügt  werden. 
Wir  glauben,  dass  dadurch  der  Schüler  einen  gewissen  Überblick  erhält, 
sich  nach  und  nach  vom  besonderen  Falle  frei  macht  und  sich  im  Baume 
znrecht  finden  lernt.  Und  das  ist  ja  doch  Hauptzweck  des  Unterrichtes  und 
weniger  der,  eine  musterhafte  Sammlung  von  einzelnen  Fällen  mit  allerlei 
koloristischen  Zuthaten  ausgeführt  zu  haben. 

Die  Blätter  der  Sammlung  sind  vorzüglich  gezeichnet.  Oft  werden  die 
Farben  in  geschickter  Weise  angewendet,  besonders  zur  Unterscheidung  der 
Linien.  Weniger  können  wir  uns  mit  dem  Anstreichen  von  ganzen  Flächen 
befreunden  und  manche  Blätter  sind  dadurch  sehr  unruhig  geworden.  Auch 
wird  oft  das  Hervortreten  des  räumlichen  Gegenstandes  durch  alle  diese 
roten,  gelben  und  blauen  Flächen  nur  beeinträchtigt.  Mit  einfachen,  zum 
Teile  kräftigen,  zum  Teile  schwachen  schwarzen  Linien  lässt  sich  für  die 
räumliche  Vorstellung  viel  mehr  erreichei^  —  ganz  abgesehen  davon,  dass 
die  Malerei  viel  Zeit  braucht,  oft  misslingt  und  dem  Schüler  schliesslich 
als  Hauptsache  bei  dem  ganzen  Unterrichte  erscheint.  Will  man  absolut 
ganze  Flächen  durch  Farben  auszeichnen,  so  geschieht  es  am  einfachsten 
und  schnellsten  durch  Schraffieren  mit  farbigen  Stiften. 
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Verwirrend  finden  wir  es  auoh,  wenn  die  oft  wiederkehrende  Kon- 
struktion, mit  der  z.B.  Punkte  einer  Kurve  gefunden  werden  müssen, 
immer  wieder  vollkommen  ausgezogen  wird.  Das  giebt  ein  Meer  von  farbigen 
Linien,  in  welchen  das  Baumbild  untergeht.  Dass  überdies  bei  den  Kon- 
struktionen Proben  angegeben  und  Linien  gespart  werden  sollen  und  dass 
für  die  Zeichnung  der  Kurven  oft  die  Tangenten  sehr  nützlich  sind,  darauf 
ist  wenig  Bedacht  genommen. 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir  noch,  dass  wir  es  kaum  wagen  würden, 
durch  Schüler  soviel  auf  einem  Blatte  ausführen  zu  lassen  als  auf  den  vor- 
liegenden Blättern  verlangt  wird.  Wir  ziehen  für  die  einzelnen  Figuren 
einen  grösseren  Maßstab  vor  und  begnügen  uns  mit  weniger  Figuren.  Soll 
der  Schüler  selbstthätig  mitkonstruieren,  so  wird  ihm  das  Verständnis  durch 
eine  grosse  Figur  erleichtert,  und  einem  Baumbilde  dürfen  nicht  andere  im 
Wege  stehen.  Auch  weiss  jeder  Lehrer,  dass  die  Bl&tter,  an  denen  allzu 
lange  gearbeitet  wird,  durch  das  Lagern  nicht  gewinnen. 

Wir  denken,  dass  manche  technische  Schule  das  vorliegende  Werk 
ihrer  Sammlung  von  Vorlageblättem  einverleiben  wird  und  dass  manche 
Lehrer  aus  denselben  lernen  können.  Aber  wir  hoffen  dann,  dass  sie  un- 
abhängig davon  ihren  Unterricht  abwechselnd  nach  den  jeweiligen  Bedürf- 
nissen gestalten  und  vor  allem  ihre  Schüler  davor  bewahren  werden,  diese 
technisch  so  reizvoll  ausgeführten  Blätter  zu  kopieren.  jy     Bjjyjjj- 


Tannery  et  Molk:  Elements  de  la  thiorie  des  fonctions  elliptiqnes.  Paris, 

Gauthier- Villars.     Tome  I,  1893;    tome  II,  1896;   tome  IH,  1898. 

Von  dem  in  der  Überschrift  genannten  Werke  sind  bisher  drei  Bände 
erschienen  und  zwar  resp.  in  den  Jahren  1893,  1896  und  1898.  Da  seit 
dem  Erscheinen  der  beiden  ersten  Bände  schon  einige  Jahre  verflossen  sind, 
dürfte  es  wohl  als  das  richtige  erscheinen,  dieselben  nur  kurz  zu  be- 
handeln, dagegen  den  soeben  erschienenen  dritten  Band  etwas  ausführlicher 
zu  besprechen. 

Li  der  Einleitung  zu  ihrem  Werke  setzen  die  Herren  Verfasser  es  als 
Aufgabe  und  Zweck  desselben  die  Studierenden  zu  befähigen,  leichte  An- 
wendungen der  elliptischen  Funktionen  durchzufuhren  und  die  vorhandene 
Litteratnr,  vor  allem  das  Werk  von  Halphen^  sowie  die  Arbeiten  von 
Weierstrass,  Abel,  Jacobi,  Kronecker  und  Hermite  zu  verstehen. 
Die  Absicht  der  Herren  Verfasser  dürfte  in  vollstem  Maße  erreicht  sein. 
Das  Werk  muss  als  eine  wichtige  Erscheinung  in  der  Litteratur  über 
periodische  Funktionen  bezeichnet  werden.  Als  charakteristische  Eigen- 
schaften sind  die  Klarheit,  sowie  die  mathematische  Schärfe  und  Gründlich- 
keit hervorzuheben,  die  sich  durchweg  in  den  drei  ersten  Bänden  zeigt, 
daneben  die  gleichmässige  Behandlung  der  Jacobischen  und  der  Weier- 
strassschen  Funktionen.  Die  Herren  Verfasser  sind  mit  Recht  der  An- 
sicht, dass  viele  der  wichtigsten  Eigenschaften   sowohl  in  der  Algebra  wie 
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in  der  Arithmetik  erst  beryortreten,  wenn  man  die  Perioden  trennt  und  damit 
die  Thetafimktionen  einfährt,  während  andererseits  für  eine  Pttlle  von  An- 
wendungen, besonders  in  der  Geometrie  und  Mechanik  die  Weierstrass- 
schen  Funktionen  entschiedene  Vorzüge  besitzen. 

Der  erste  Band  beginnt  mit  einer  ausfOhrlichen  fdnktionentheoretisohen 
Einleitung,  die  im  Weierstrassschen  Sinne  gehalten  ist.  Von  den  unendlichen 
Beihen  und  Produkten  ausgehend,  führt  dieselbe  zu  der  Definition  der  ana- 
lytischen Funktion.  Den  Schluss  der  Einleitung  bildet  die  Betrachtung  der 
ganzen  xmd  gebrochenen  transzendenten  Funktionen,  ffir  welche  die  Produkt- 
resp.  Partialbraehentwickelung  gegeben  wird.  Das  Problem ,  ganze  transzendente 
Funktionen  mit  gewissen  yorgeschriebenen  NullsteUen  zu  konstruieren,  ffihrt 
zur  (7 -Funktion,  aus  welcher  sich  die  ^-  und  |>- Funktion  unmittelbar  ergiebt. 
Aufgabe  der  folgenden  Entwickelungen  des  ersten  Bandes  ist  es,  die  elemen- 
tarsten und  wichtigsten  Eigenschaften  der  eingeführten  Funktionen  aus- 
einander zu  setzen. 

Der  zweite  Band  beschäftigt  sich  zunächst  in  eingehender  Weise  mit 
den  Thetafonktionen^  die  sich  aus  den  Beihenentwickelnngen  der  a- Funktion 
ergeben.  In  besonders  ausführlicher  Weise  wird  die  lineare  Transformation 
untersucht  und  zwar  nicht  nur  die  der  Thetafonktionen,  sondern  auch 
einiger  anderer  mit  ihnen  aufs  engste  zusammenhängenden  Funktionen,  vor 
allem  der  bekannten  Funktionen  (p{t\  t|^(T),  x(0)  ^^^^^^^  Her  mite  bei 
seiner  berühmten  Auflösung  der  Gleichungen  5.  Grades  eingeführt  hat.  Es 
folgt  die  quadratische  und  die  allgemeine  Transformation,  wobei  die  Produkt- 
entwickelung der  transformierten  Funktionen  in  erster  Linie  berücksichtigt 
wird.  Das  Hermitesche  Prinzip  und  die  Anwendung  desselben  auf  die 
Ableitung  von  Thetarelationen  bildet  den  Schluss  des  auf  die  Theta- 
funktionen  bezüglichen  Abschnittes. 

Demselben  schliesst  sich  die  Theorie  der  tf- Quotienten  und  der  Jacobi- 
schen elliptischen  Funktionen  an,  die  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  die  der 
Thetafunktionen  durchgeführt  wird.  Auch  hier  sind  bei  der  allgemeinen  Trans- 
formation in  erster  Linie  die  Produktdarstellungen  imtersucht.  Am  Schlüsse 
findet  sich  eine  Zusammenstellung  der  wichtigsten  in  den  beiden  ersten  Bänden 
entwickelten  Formeln.  Es  ist  das  von  besonderer  Bedeutung  für  das  Verständnis, 
da  die  Zahl  der  von  den  Herren  Verfassern  eingeführten  Grössen  und  abgeleiteten 
Formeln  eine  recht  bedeutende  ist.  Ohne  eine  zusammenfassende  Darstellung 
der  gewonnenen  Resultate  würde  die  Übersicht  leicht  verloren  gehen.  Bei 
der  Wahl  der  Bezeichnungen  weichen  die  Herren  Verfasser  einige  Male  von 
den  in  deutschen  Lehrbüchern  gebrauchten  ab,  so  bezeichnen  sie  z.  B.  die 
vier  Thetafunktionen  durch  ^i(v\  &i(v),  ^5(t?),  ^i{v). 

Der  dritte  Band  beschäftigt  sich  mit  allgemeineren  Theorien  als  die 
beiden  ersten  (die  Einleitung  ausgenommen).  Im  ersten  Kapitel  wird  der 
Cauchysche  Integralsatz  entwickelt  und  dazu  verwandt,  um  die  Summen- 
darstellung und  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  doppeltperiodischen 
Funktionen  der  drei  Arten  —  die  in  voller  Allgemeinheit  definiert  werden  — 
in  eleganter  Weise  zu  entwickeln.     Aus  der  Summendarstellung  ergeben  sich 
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dnrch  ZurückfÜhrang  auf  die  ^-Funktionen  die  bekannten  Prodnktdarstellangen 
derselben  Fanktionen. 

Im  zweiten  Kapitel  werden  znn&chst  anf  Gmnd  der  gewonnenen  all- 
gemeinen Sätze  einige  znm  Teil  schon  früher  bewiesene  einfache  Eigen* 
Schäften  der  Weierstrassschen  Ftmktionen  abgeleitet,  dann  aber  wird  die 
Entwickelnng  der  p- Funktion  in  nnendliohe  Beihen  durchgeführt.  Bei 
dieser  Gelegenheit  wird  in  recht  ausführlicher  Weise  das  Problem  be- 
sprochen, die  einzelnen  Potenzen  von  p(y)  durch  die  Differentialquotienten 
Yon  p(v)  darzustellen,  ein  Problem,  welches  für  die  Integration  von  p^(v) 
von  Bedeutung  ist.  Sodann  werden  in  analoger  Weise  die  Jacobischen 
Funktionen  untersucht,  wobei  bei  der  Funktion  cnu  die  bekannte  Hermite- 
sche Methode  der  Reihenentwickelimg  hinzugezogen  wird,  die  auf  der 
Transformation  zweiten  Grades  beruht. 

Im  dritten  Kapitel  handelt  es  sich  darum,  die  gefundenen  S&tze  dazu 
zu  verwerten,  um  Beziehungen  allgemeiner  Art  zwischen  gewöhnlichen 
doppeltperiodischen  Funktionen  herzustellen  und  zwar  entweder  Differential- 
beziehungen oder  algebraische  Beziehungen.  Nach  ersterer  Beziehung  be- 
gnügen sich  die  Herren  Verfasser  mit  der  Ableitung  der  Differentialgleichung 
erster  Ordnimg  und  zweiten  Grades,  denen  eine  jede  doppeltperiodische 
Funktion  zweiter  Ordnung  Genüge  leisten  muss;  die  algebraischen  Beziehungen 
dagegen  sind  in  reicherer  und  ausgiebigerer  Weise  entwickelt  worden. 
Hier  findet  sich  z.B.  der  Satz,  dass  eine  jede  doppeltperiodische  Funktion 
mit  den  Perioden  2<)0i,  2(Dg  sich  rational  durch  zwei  doppeltperiodische 
Funktionen  e  und  t  darstellen  lässt,  wenn  0  von  der  Ordnungszahl  m  ist 
und  die  einem  Werte  von  g  entsprechenden  Werte  von  t  im  allgemeinen 
von  einander  verschieden  sind,  und  ähnliche  Sätze. 

Das  nächste  Kapitel  beschäftigt  sich  mit  der  allgemeinen  Addition  und 
Multiplikation.  In  Bezug  auf  erstere  wird  die  bekannte  Formel  abgeleitet, 
welche  von  Kiepert  im  76.  Bande  des  Crelleschen  Journals  mitgeteilt 
worden  ist  und  eine  Determinante  aus  p- Funktionen  und  deren  Ableitungen 
durch  (y- Funktionen  darstellt,  daneben  wird  eine  kurze  Darstellung  der 
Jacobischen  Funktionen  snUj  cnu^  dnu  fOr  u '=^  1^1  +  ^  +  *"  t^sn—i 
gegeben.  Die  Theorie  der  Multiplikation  beschränkt  sich  auf  die  Weier- 
strassschen Funktionen.  Sie  knüpft  an  die  vorhin  angedeutete  Formel 
für  die  Addition  an  und  giebt  eine  Darstellung  von  ö(nu):  tf"'(u)  in 
Determinantenform.  Daneben  wird  eine  zweite  Darstellung  in  der  Prodnkt- 
form  gegeben  und  gezeigt,  wie  aus  den  entwickelten  Formeln  die  Multipli- 
kation von  p{u)  hergeleitet  werden  kann.  Ein  tieferes  Eindringen  in  die 
allgemeinen  Theorien  findet  nicht  statt. 

Das  fünfte  Kapitel  hat  die  Entwickelung  der  doppeltperiodischen 
Funktionen  in  trigonometrische  Beihen  zum  Gegenstande.  In  sehr  strenger 
und  präziser  Weise  wird  wiederum  mit  Hilfe  von  Integraltheorien  gezeigt, 
dass  und  wie  sich  die  sechzehn  Quotienten  ^a  (^  +  ^)  •  ^ß  (v)  in  trigono- 
metrische Beihen  entwickeln  lassen,  und  zwar  werden  drei  verschiedene 
Formen  der  Entwickelung  gegeben.     Aus  ihnen  ergeben  sich  durch  passend 
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gewählte  Werte  der  Yariabeln  u  und  v  interessante  Ausdrücke  f&r  die  ge- 
wöhnlichen Thetaquotienten,  die  reziproken  ThetafunktiiHien  und  deren 
Quadrate,  endlich  für  die  reziproken  Produkte  yon  je  zwei  Thetafunktionen. 
Das  allgemeine  Problem  gehört  zur  Theorie  der  Funktionen  zweiter  Art, 
die  speziellen  Probleme  mit  Ausnahme  des  ersten  in  die  Theorie  der 
Funktionen  dritter  Art.  Weitergehende  Entwickelungen  aus  der  Theorie 
der  Funktionen  dritter  Art  finden  sich  nicht  vor.  Das  Elapitel  sohliesst 
mit  der  Entwickelung  einiger  Konstanten  in  ^-Reihen. 

Das  sechste  Kapitel  beschäftigt  sich  mit  den  Integralen  allgemeiner 
doppeltperiodischer  Funktionen  erster  Art  längs  beliebig  yorgeschriebener 
Wege.  £s  wird  zunächst  der  Fall  erledigt,  dass  das  Integral  geradlinig 
ist  und  die  Grenzen  sich  nur  um  Perioden  unterscheiden,  dann  aber  der 
allgemeine  Fall  besprochen.  Derselbe  reduziert  sich  auf  die  Betrachtung 
des  Integrals  der  Funktion  {^(u^a).  Alle  Integrale  dieser  Funktion  sind 
bis  auf  Multipla  von  2ni  bestimmt.  Die  Schwierigkeit  besteht  in  der  Aus* 
Wertung  dieses  Multiplums.     Das  Problem  wird  auf  doppelte  Weise  gelöst, 

auf  die  zweite  Weise  unter  der  Voraussetzung,  dass  —  reell  und  positiv  ist. 

An  einzelnen  Beispielen  wird  die  Anwendbarkeit  der  Methode  gezeigt. 

Im  siebenten  Kapitel  wird  im  wesentlichen  das  Problem  behandelt, 
bei  gegebenem  k^  die  entsprechenden  Werte  von  z  zu  bestimmen.  Wenn  k^ 
weder  negatiy  noch  positiv  und  grösser  als  1  ist,  so  wird  eine  Lösung  in 
der  Form  eines  Quotienten  zweier  einfacher  elliptischer  Integrale  dargestellt. 
Die  lineare  Transformation  giebt  dann  alle  Lösungen  des  gestellten  Problems. 
Die  Untersuchimg  der  beiden  elliptischen  Integrale  führt  zu  einer  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  die  ihrerseits  analytische  Dar- 
stellungen imd  numerische  Berechnungen  ermöglicht.  Hierbei  werden  auch 
die  vorhin  ausgeschlossenen  Fälle  von  k^  erledigt. 

Die  Untersuchung  ist  mit  grosser  Ausführlichkeit  und  mathematischer 
Schärfe  geführt. 

Das  letzte  Kapitel  behandelt  in  ähnlicher  Weise  bei  gegebenem  z  die 
Grösse  u  aus  der  Gleichung  jb^  »  sinu  zu  bestimmen.  Auch  hier  sind  es  die 
Integraltheorien,  die  zum  Ziele  führen. 

Referent  ist  geneigt,  in  den  letzten  drei  Kapiteln  die  Hauptbedeutung 
des  dritten  Bandes  zu  erblicken,  da  in  ihnen  die  skizzierten  Integraltheorien 
mit  einer  solchen  Ausführlichkeit  und  Gründlichkeit  behandelt  sind,  wie 
nur  an  wenigen  anderen  Stellen.  vr  Krause 


E.  BoREL.    Le^ons  sur  la  tb^orie  des  fonctions.    Paris  1898,  Gauthier- 
ViUars.     186  p.  3  Fr.  50  C. 

Das  vorliegende,  Herrn  Jules  Tannery  gewidmete  Buch  soll  weder 
eine  vollständige  Entwickelung  der  Funktionentheorie  geben,  noch  auch  deren 
Prinzipien,  die  in  den  berühmten  autographierten  Vorlesungen  von  Herrn 
Hermite  eine  klasusche  Darstellung  gefunden  haben,  auf  eine  neue  Basis 
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stellen.  Der  Verfasser  beabsichtigt  neuere  üntersachongen,  welche  sich  aaf 
die  Theorie  der  Bereiche  beziehen,  soweit  sie  zu  praktischen  Anwendungen 
fahren,  elementar  darzustellen. 

In  den  drei  ersten  Kapiteln  werden  die  Elemente  der  Theorie  der  Be- 
reiche im  Anschluss  an  die  Untersuchungen  von  Weierstrass,  Hermite, 
Liouville  und  G.  Cantor  entwickelt.  Im  besonderen  ist  das  zweite 
Kapitel  den  algebraischen  und  transzendenten  Zahlen  gewidmet.  Nach  Be- 
sprechung der  epochemachenden  Hermite  sehen  und  der  sich  anschliessenden 
Lindemannschen  Untersuchungen  geht  der  Verfasser  genauer  auf  die  be- 
züglichen Liouyilleschen  Arbeiten  ein  und  setzt  das  Liouyillesche  Ver- 
fahren auseinander,  welches  zu  einer  nicht  abzählbaren  unendlichen  Menge 
transzendenter  Zahlen  führt. 

Die  drei  letzen  Kapitel  enthalten  Anwendxmgen  der  Funktionentheorie. 
Nachdem  auf  Qrund  der  Untersuchungen  von  Weierstrass  und  Poincar^ 
der  Begriff  der  analytischen  Fortsetzung  entwickelt  worden  ist,  geht  der 
Verfasser  zu  dem  Begriff  der  Funktion  einer  komplexen  Variabein  Über  und 
giebt  zunächst  eine  kurze  historische  Übersicht,  worin  er,  gegenüber  einer 
Bemerkung  Mittag -Lefflers  in  seinem  Nachruf  auf  Weierstrass,  die 
Verdienste  Cauchjs  um  die  Funktionentheorie  hervorhebt.  Hieran  schliesst 
sich  eine  Darlegung  der  fundamentalen  Begriffe  der  analytischen  Funktion 
und  des  analytischen  Ausdrucks.  Weierstrass  hat  das  Problem  gestellt: 
Kann  man  einen  analytischen  Ausdruck  bilden,  der  in  jedem  Punkte  des 
natürlichen  Existenzbereichs  einer  gegebenen  Funktion  konvergiert  und 
diese  Funktion  —  und  nur  diese  —  darstellt?  Die  hierher  gehörigen  Unter- 
suchungen von  Mittag-Leffler,  Poincare,  Appell,  Bunge,  Painleve 
finden  eingehende  Würdigung. 

In  drei  Anhängen  (S.  102  — 134)  geht  der  Verfasser  noch  auf  den 
Potenzbegriff  bei  den  Bereichen,  auf  die  G.  C  an  torschen  Zahlen  und  auf 
den  Begriff  der  unstetigen  und  arbiträren  Funktionen  genauer  ein. 

E.  Jabnke. 

J.  Thomae.  Elementare  Theorie  der  analytischeii  Funktionen  einer  kom- 
plexen Variabelen.  2.  Auflage.  Halle  a.  S.,  1898.  Vin  und 
150  Seiten  in  4°. 

Hr.  Thomae  huldigt  betreffs  der  Einführung  in  die  Funktionentheorie 
der  Meinung,  dass  es  ratsam  sei,  dem  Lernenden  gleich  anfangs  die  nament- 
lich durch  Oantor  und  Dedekind  geschaffenen  scharfen  Zahlbegriffe  zu 
vermitteln,  eine  Ansicht,  die  neuestens  an  Pringsheim  einen  besonders 
beredten  Verteidiger  fand.  Verfasser  nennt  aber  seine  Behandlung  der 
Fanktionentheorie  „elementar",  weil  er  jede  Benutzung  der  Infinitesimal- 
reohnnng  vermeidet.  Der  hiermit  bezeichnete  Standpunkt  ist  klar  aus- 
gesprochen und  vom  Verfasser  konsequent  zur  Durchführung  gebracht. 
Allerdings  dürfte  keinem  Zweifel  unterworfen  sein,  dass  die  Mehrzahl  der 
Studierenden,  bereits  ausgerüstet  mit  den  Grundsätzen  der  Differential-  und 
Integralrechnung,  an  die  Funktionentheorie  herangeht;  und  für  solche  würde 
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die  Yerwendimg  der  Infinitesimalreohntuig,  wie  sie  vor  allem  in  Caachjs 
Methoden  zur  schönsten  Entüaltong  gelangt,  natorgemäss  erscheinen.  Auch 
giebt  es  vielleicht  einige  Lernende,  denen  der  ,,Eingang^^  in  die  Funktionen- 
theorie  durch  ein  ausführlicher  angelegtes  Kapitel  „Zahlentheorie"  gegen 
Anlage  und  Geschmack  ist.  Indessen  ist  durch  die  beifällige  Aufnahme  der 
ersten  Auflage  bewiesen,  dass  der  Standpunkt  des  Herrn  Verfassers  viele 
Anhänger  fär  sich  hat;  und  es  wird  zumal  heute,  wo  die  von  Weier- 
strass  geschaffenen  Örundlagen  sich  durch  Hadamard,  Borel  u.  A.  zu 
neuer  Blüte  entfalten,  das  vorliegende  Buch  recht  eigentlich  als  modern 
bezeichnet  werden  können. 

Gegenüber  der  ersten  Auflage,  über  welche  sich  in  Bd.  26  dieser  Zeit- 
schrift eine  ausführliche  Anzeige  aus  Herrn  Lüroths  berufener  Feder  findet, 
sind  einige  Veränderungen  festzustellen.  Einmal  ist  der  Verfasser  dem  Winke 
Lüroths  gefolgt  und  hat  das  Kapitel  über  ^-Reihen  und  doppelt- 
periodische Funktionen  nicht  wieder  aufgenonmien.  Hinzugekommen  sind 
eine  ausführlichere  Untersuchung  der  T- Funktion  und  des  Arcussinus, 
mehrere  allgemeine  Sätze  der  Funktionentheorie,  wie  z.B.  der  vom  wahren 
Konvergenzkreise  ^  endlich  das  Sturmsche  Theorem  der  Algebra. 

Fricke. 

K.  DoEHLEMANK.    Projektive  Geometrie  in  synthetischer  Behandlung. 

162  Seiten  in  8^     Sammlung  Göschen  Nr.  72.     Leipzig  1898. 

In  einem  nur  10  Bogen  kleinen  Oktavformats  starken  Bändchen  be- 
handelt Herr  Doehlemann  die  Grundlagen  der  neueren  projektiven  Geometrie  für 
das  einführende  Studium  in  klarer  wohlgeordneter  Darstellung.  Über  die 
bei  der  Abfassung  befolgten  Grundsätze  spricht  sich  Verfasser  zu  Beginn 
seines  Werkchens  selbst  aus.  Am  bemerkenswertesten  ist,  dass  der  Herr 
Verfasser  die  konstruktive  Seite  seines  Gegenstandes  zum  Zwecke  der  Aus- 
bildung der  Baumanschauxmg  besonders  in  den  Vordergrund  stellt.  Dabei 
werden  aber  Bechnungen  durchaus  nicht  prinzipiell  ausgeschlossen,  sondern 
überall  da,  wo  es  naturgemäss  erscheint,  herangezogen.  Ausführlichere  Ent- 
wickelungen  der  analytischen  Geometrie  giebt  Verfasser  nicht  in  extenso, 
sondern  beruft  sich  vorkommend enfalls  auf  bekannte  Theoreme  der  ana- 
lytischen Geometrie.  Die  ebene  Geometrie  wird  von  der  räumlichen  nicht 
getrennt,  sondern  beide  werden  in  unmittelbarer  Verbindung  behandelt.  Die 
projektiven  Maßbestimmungen  werden  insoweit  behandelt,  dass  die  Ent- 
stehung der  Metrik  aus  der  Projektivität  dargethan  wird.  Aber  dem  Stand- 
punkte des  Buches  entsprechend  wird  jedes  Eingehen  auf  die  Nichteuklidische 
Geometrie  gemieden.  Frioke 

Die  Konfiguration  des  Pascalschen  Sechseckes  im  allgemeinen  nnd  in 

vier  speziellen  Fällen.     Von  Dr.  Leopold  Klü»,  Dozent  an  der 
Universität  Kol'ozsvar.  132  Seiten  und  3  Figurentafeln.  Kolozsvar  1898. 

Es  handelt  sich  um  eine  sehr  gründliche  xmd  klar  abgefasste  Monographie 
über  die  Figur  des  Pascalschen  Sechseckes,  dessen  Theorie  der  Herr  Verfasser 
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ab  ovo  entwickelt  und  dorcb  verschiedene  neue  Resultate  bereichert.  Die 
eigenen  Untersuchungen  des  Verfassers  schliessen  sich  an  die  Resultate  an, 
welche  Veronese  1876  gewann.  Letzterer  fand  unendlich  viele  aus  je 
60  Geraden  und  60  Punkten  bestehende  Konfigurationen,  welche  z.  T.  (und 
insbesondere  betreffs  der  Desarguesschen  Figuren)  die  Eigenschaften  der 
Pascalschen  Geraden  und  Eirkmannschen  Punkte  besitzen.  Verfasser  findet 
und  untersucht  eine  neue  Reihe  unendlich  vieler  Systeme  zu  je  60  Punkten 
und  60  Geraden,  welche  zu  den  Veroneseschen  Figuren  in  einem  ent- 
sprechenden (nur  formalen)  Dualismus  stehen,  wie  die  Rirkmannschen 
Punkte  zu  den  Pascalschen  Geraden.  Verfasser  spezialisiert  seine  Unter- 
suchungen fttr  diejenigen  Fälle,  dass  die  Ecken  des  Sechsecks  auf  dem  zu 
Grunde  liegenden  Kegelschnitt  einfach  bezw.  mehrfach  involutorisch  liegen. 
Die  Involutionsaxen  und  -Zentren  sind  hier  immer  mehrfach  zählende 
Pascalsche  Gerade  bezw.  Kirkmannsche  Punkte.  Fricke 


W.  ScHBLL.    Allgemeine  Theorie  der  Knrven  doppelter  Krfimmnng  in 

rein  geometrischer  Darstellung.    Zweite,  erweiterte  Auflage.  VIII  und 
163  Seiten.     Leipzig  1898. 

Das  seit  lange  geachtete  Buch  Sohells  zur  Einführung  in  das  Studium 
der  Theorie  der  Raumkurven  (die  erste  Auflage  erschien  im  Jahre  1859) 
liegt  hier  in  neuer  und  wesentlich  erweiterter  Gestalt  vor.  Jedoch  ist  der 
Charakter  der  ersten  Auflage  durchaus  gewahrt  geblieben.  Es  handelt 
sich  hier  nicht  um  eine  mit  algebraisch -invariantentheoretischen  Mitteln 
arbeitende  projektive  Behandlung  der  Raumkurven,  und  demnach  darf  man 
auch  keinerlei  Spezialentwickelungen  etwa  über  algebraische  Kurven  niederer 
Ordnung  oder  auch  über  die  Beziehung  der  Kurventheorie  zur  Funktionen- 
theorie und  Verwandtes  erwarten.  Verfasser  hat  auch  keinerlei  weit- 
gehende Verwendungen  des  Differentialkalkuls  beabsichtigt,  wie  sie  in  der 
Differentialgeometrie  stattfinden.  Vielmehr  sind  es  nur  die  elementareren 
Differentialbegriffe  der  Kurventheorie  (Tangente,  Normale,  Schmiegungs- 
ebene,  rektifizierende  Ebene  u.s.w.),  welche  zu  Grunde  gelegt  werden.  Die 
naturgemässen  Verwendungen  und  Erweiterungen  dieser  Begriffe  bilden  das 
Feld,  auf  welchem  der  Herr  Verfasser  unter  möglichster  Bevorzugung 
geometrisch -anschaulicher  Überlegung  und  Zurückdrängung  der  Rechnung 
seine  Behandlung  der  Baumkurven  durchführt.  Die  Übersichtlichkeit  und 
Klarheit   der    Darstellung   werden    der   neuen  Auflage  viele  neue  Freunde 

^^^^^^^°-  Fbiokb. 

H.  Andoyeb.  Lebens  eMmentaires  sur  la  thiorie  des  formes  et  ses  appli- 

cations  g^om^triqnes ,   a  Tusage   des   candidats  a  Tagregation   des 
Sciences  mathematiques.     Gauthier- Villars,  Paris  1898.  184  p.  8  Fr. 

Die  vorliegenden  Vorlesungen  bilden  den  ersten  Teil  eines  grösseren 
Werkes  über  Formentheorie,  welches  der  Verfasser  in  Vorbereitung  hat. 
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Es  wird  in  fttnf  Kapiteln  (8.  1  —  110)  die  Inyariantentheorie  fOr  die 
binftren  and  temären  Fonnen  yollst&ndig,  doch  mOglichst  elementar  ent- 
wickelt, wobei  sich  der  Verfasser  bei  den  binären  Formen  auf  die  ünter- 
snehung  der  Formen  der  Tier  ersten  Orade  und  der  bilinearen  Form,  bei 
den  temären  Formen  auf  die  üntersachnng  der  linearen,  quadratischen  and 
bilinearen  Formen  beschrankt.  Zur  Yermeidong  von  Wiederholungen  sind 
die  beiden  ersten  Kapitel  (8. 1 — 54)  der  allgemeinen  Theorie  der  in- 
yariantiTen  Bildungen  gewidmet. 

Die  folgenden  vier  Kapitel  enthalten  Anwendungen.  Im  besonderen 
behandelt  der  Verfasser  die  Polarentheorie,  die  Theorie  der  Singularitäten, 
wo  die  Plllckerschen  Formeln  hergeleitet  werden  ^  und  die  homographische 
Korrespondenz. 

Bei  der  musterhaften  Klarheit  und  elementaren  Einfachheit,  in  der  die 
Vorlesungen  gehalten  sind,  können  dieselben  dem  Studenten ^  sowie  allen, 
denen  daran  liegt  sich  möglichst  schnell  in  die  Formeniheorie  und  ihre 
geometrischen     Anwendungen     einzuarbeiten,      angelegentlichst    empfohlen 

^®'^«^-  E.  Jahnkb. 

Corso  dl  calcolo  inflnitesimale  di  Giülio  Vivakti,  professore  nella  B. 
TJniversita  di  Messina.  Messina  1899.  Libreria  editrice  Ant.  Tri- 
marchi.     576  p. 

Das  Kennzeichnende  an  Vivantis  Infinitesimalrechnung  ist  das  Be- 
streben, äusserste  Strenge  mit  Verständlichkeit  zu  vereinigen  und  in  den 
Fällen,  in  welchen  eine  solche  Vereinigung  nicht  möglich  erscheint,  nur  in- 
soweit auf  die  Strenge  zu  verzichten,  dass  der  Verzicht  ausdrücklich  aus- 
gesprochen und  durch  irgend  ein  bestimmtes  Beispiel  belegt  ist,  welches 
eine  Ausnahme  von  der  im  allgemeinen  gültigen  Regel  erläutert.  Jene 
Strenge  zu  erzielen,  ist  eine  umfangreiche  Einleitung  vorausgeschickt, 
welche,  nachdem  der  Begriff  des  bestimmten  Integrals  an  der  Quadratur 
eines  ebenen  Flächenstückes,  der  der  Ableitung  an  der  ungleichmässigen 
Bewegung  erkannt  ist,  das  Prinzip  der  Einsetzung  unendlicher  kleiner 
Grössen  ausspricht,  worunter  Herr  Vivanti  versteht,  dass 


I 


I 


p  •     •      • 


P  ß  +  P'  +  ß"  + 

wenn  a,  «',  a",  ...  /3,  /5 ',/}",.. .  unendlich  klein  und  zwar  «',  a". .  .  unend- 
lich klein  von  höherer  Ordnung  als  a  und  /5'  /5". .  .  unendlich  klein  von 
höherer  Ordnung  als  ß  werden.  Nun  folgt  ein  Abriss  der  Mengenlehre 
und  in  ihm  der  Lehre  von  den  Successionen.  Der  Begriff  des  Grenzwertes 
wird  schärfer  gefasst,  der  der  Stetigkeit  erklärt  und  beiläufig  als  nicht 
identisch  mit  dem  der  gleichmässigen  Konvergenz  einer  Reihe  bezeichnet. 
Wie  bei  den  Funktionen  einer  einzigen  Veränderlichen  wird  auch  bei  solchen 
mit  mehreren  und  insbesondere  mit  zwei  Veränderlichen  die  Stetigkeit  unter- 
sucht. Soweit  der  erste  Abschnitt  des  Buches.  Im  zweiten  Abschnitte  ist 
von  den  Ableitungen  und  den  Integralen  der  Funktionen  einer  reellen  Ver- 
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änderlichen  die  Bede,  und  wir  bemerken,  dass  im  ganzen  Bande  diese  Be- 
sohränkong  auf  reelle  Veränderliche  festgehalten  bleibt.  Die  Differentierbar- 
keit  wie  die  Integrabilität  werden  untersucht,  letztere  mit  Bücksicht  auf 
das  bestimmte  Integral,  von  welchem  aus  erst  der  Zugang  zum  un* 
bestinunten  Integrale  gewonnen  wird.  Dann  folgen  Betrachtungen  über 
die  Integrabilität  einer  Beihe.  Mit  §  102,  dem  ersten  des  Kapitels  über 
Ableitungen  und  Integrale  der  elementaren  Funktionen,  lenkt  das  Buch  in 
aus  anderen  Druckschriften  über  Infinitesimalrechnung  bekannte  Bahnen  ein, 
ohne  dass  damit  gesagt  sein  soll,  es  lasse  von  da  an  jede  Eigentümlichkeit 
vermissen.  Aber  die  Herleitung  der  Taylorschen  Beihe  mit  Hilfe  von 
BoUes  Lehrsatz,  die  Aufsuchung  von  Maximal-  und  Minimalwerten^  von 
Funktionen  einer  Veränderlichen,  die  Auswertung  unbestimmter  Formen, 
die  Au&tellung  von  bei  Integrationen  unentbehrlichen  Beduktionsformeln 
sind  häufig  ganz  ähnlich  gelehrt  worden.  Nun  kommt  der  dritte  Abschnitt 
von  den  Ableitungen  und  Integralen  der  Funktionen  mehrerer  Veränder- 
lichen, aus  welchem  wir  die  Lehre  von  den  homogenen  Funktionen  und  die 
von  den  Funktionaldeterminanten  hervorheben,  welche  in  grösserer  Aus- 
führlichkeit auftreten,  als  man  es  sonst  gewohnt  ist.  Der  vierte  Abschnitt 
von  den  geometrischen  Anwendungen,  der  fünfte  von  den  Differential- 
gleichungen, der  sechste  von  der  Variationsrechnung  ähneln  wiederum  mehr 
dem  landläufigen  Gange.  Aus  allen  Abschnitten  könnten  wir  Einzelheiten 
namhaft  machen,  in  welchen  meistens,  wie  wir  am  Anfange  sagten,  ge- 
wisse Ausnahmefalle  an  Beispielen  erläutert  werden.  In  fast  zufälliger 
Auswahl  wollen  wir  solche  hervorheben.  Auf  Seite  61  ist  das  Prinzip  der 
Einsetzung  unendlich  kleiner  Grössen  zur  Auffindung  von 

Bin  (a+x)-Hma  '  . 

um  7 > — ; — ;^ — T /        /x\  =  COS  a" 

tng  (a+ aj) — tng  a{x  =  0) 

benutzt.     Das  Aufhören  der  Wahrheit  von  lim  {cc^+ct^"^ h  ««)  ™  0  trotz 

lim  ofj  =  lim  cfg  =  •  •  •  =  lim  a»  =  0  unter   der  Voraussetzung  w  —  oo  ist  auf 

Seite  62  an  — rr  -i r-^  -i h  li-  >  ^  dargethan.   Auf  Seite  70  ist  die  Un- 

W -|- 1         W-|-a  äW         £  " 

Stetigkeit  von    ^_f   ^  bei  rc  =  0,  y  =  0  erörtert.     Auf  Seite  75  erscheint  die 

ableitungslose  Funktion  ^,  a"  cos  (h^x)  bei  a  <  1  und  b  als  ungerader  Zahl. 

n  =  0  __L 

Auf  Seite  140  ist  von    dem  bei  x  =  0  auftretenden  Minimum   von  e    ** 

die  Bede,  welches  der  Auffindung  durch  die  gewöhnlichen  Mittel  sich  ent- 

zieht.     Auf  Seite  212  ist  die  Funktion  xy    .  ,  %  erörtert,    deren    zweiter 

partieller  Differentialquotient  im  Nullpunkte  verschiedene  Werte  annimmt, 
je  nachdem  erst  nach  x  und  dann  nach  y  oder  erst  nach  y  und  dann 
nach  X  differentiert  wird.  Als  die  ümkehrung  der  Integrationsfolge  trotz 
konstanter  endlicher  Grenzen  nicht  gestattend,  ist  auf  Seite  261  angegeben 

/i     t/'— •'C*  9C      i  i     'U^ —^  X^  7C 
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Aaf  Seite  817  ist  von  den  Skrupeln  gesprochen,  welche  mit  Scheeffers 
Untersachungen  dem  Begriffe  der  Enrrenlänge  entgegengebracht  werden, 
xmd  auf  Seite  397  von  den  Bedenken,  welche  H.  A.  Schwarz  in  Bezug  auf 
die  Eomplanation  von  krummen  Fl&chenstücken  angeregt  hat.  Auf  Seite  429 
sind  Erümmungsmaße  von  Oberflftchen  nach  Gauss,  nach  Sophie  Geimain, 
nach  Gasorati  erwähnt.  Man  mag  diesen  Beispielen  entnehmen,  dass 
H.  Vivanti  an  den  Schwierigkeiten  nicht  stumm  vorübergeht.  Die  Aus- 
stattung des  Buches  ist  eine  gefällige  und  kann  ihm  gleichfalls  zur  Em- 
pfehlung  dienen.  ^^^^ 


Elements  d'analyse  mafh^matiqne  k  l'usage  des  Ingenieurs  et  des  phjsiciens. 
Cours  profess^  k  T^^oole  centrale  des  Arts  et  Manufaotnres  par 
M.  Appell,  membre  de  llnstitut.  Paris  1898.  Georges  Carri  et 
C.  Naud.     719  p. 

Es  gehört  zu  den  Eigentümlichkeiten,  durch  welche  französische  Mathe- 
matiker hoher  wissenschaftlicher  Stellung  sich  von  deutschen  Fachgenossen 
gleichen  Banges  seit  vielen  Jahrzehnten  unterscheiden,  dass  Erstere  neben 
den  dem  Fortschritte  der  Wissenschaft  dienenden  neuen  Untersuchungen 
auch  Lehrbücher  ziemlich  elementaren  Inhaltes  zu  schreiben  fOr  nicht  un- 
angemessen ansehen,  während  letztere  meistens  ein  Übriges  zu  thun  glauben, 
wenn  sie  eine  Vorlesung  über  solche  Gegenstfinde  halten.  Wollte  man  dem 
Grunde  dieser  Eigentümlichkeit  nachspüren,  so  würde  man  ihn  vermutlich 
in  der  wissenschaftlichen  Centralisation  Frankreichs  finden,  welche  uns 
Deutschen  fremd  ist,  ob  zu  unserem  Nutzen  oder  zu  unserem  Schaden  ist 
der  Thatsache  gegenüber  gleichgiltig.  Auch  Herr  Appell,  ein  noch  ver- 
hältnismässig jugendliches  Mitglied  der  Pariser  Akademie  (er  ist  1855  in 
Btrassburg  geboren),  hat  der  französischen  Sitte  huldigend  Elemente  der 
mathematischen  Analysis  verfasst,  ein  Lehrbuch,  welches  den  Inhalt  seiner 
Vortrage  an  der  höheren  Gewerbeschule  in  Paris,  wie  man  J^le  centrale 
des  Arts  et  Manufactures  wird  übersetzen  dürfen,  wiedergiebt.  Freilich  ist 
der  Begriff  der  Elemente  selbst  ein  von  Ort  zu  Ort  wechselnder,  und  wir 
bekennen,  dass  wir  mit  einiger  Verwunderung  auf  Seite  21  lesen,  die  Ab- 
leitungen der  einfachen  Funktionen  seien  schon  aus  der  Algebra  bekannt, 
auf  Seite  197  die  gleiche  Verweisung  bei  der  Auswertung  unbestimmter 
Formen  wie  auf  Seite  126  bei  der  Zerlegung  eines  Bruches  in  Partialbrüche 
fanden.  Deutschen  Studierenden  wird  aus  diesem  Grunde  das  neue  Lehr- 
buch nicht  empfohlen  werden  können.  Mit  um  so  grösserem  Interesse  wird 
der  Lehrer  sich  des  Werkes  bedienen  können,  um  demselben  bald  da  bald 
dort  fesselnde  Beispiele  oder  das  Verständnis  vertiefende  Erläuterungen  zu 
entnehmen,  die  uns  wenigstens  in  dem  Grade  neu  waren,  dass  wir  geneigt 
sind,  in  ümen  Herrn  Appells  geistiges  Eigentum  zu  erblicken.    Greifen  wir 

einige  solche  Einzelheiten  heraus.     Sind   die  Grössen  j3,  ß\  y,  y\  unendlich 

ß'  -  v'  ß*  6 

klein  und  lim  ^  =  1  sowie  lim  —  —  1,  so  ist  lim  ^  =»  lim  — •    Ein  zweiter 

ß  y  '  7  7 

Hi8t.-Utt.  Abt  d.  Z«itiohr.  f.  Mmth.  n.  Phyi.  44.  Band.  1899.  6.a.  6. Heft.  12 
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Satz  über  unendlich  kleine  GrOssen  a^,  tf^, . . .  a„,  ß^^  ß%i '  -  •  ßny  welche  dem 

R  ß  ß 

Gesetze  lim  —  =  lim  --  «  •  • .  =  Um  —  =  1  gehorchen,  besteht  in 

aber   dieser   Satz  gilt   nm*,  wenn  sämtliche  a  und  ß  gleichen  Vorzeichens 


sind. 


Ist  z.B.  ofj^a,  —  •••  —  ofj^_i«.--=:(  1  +~F^V 

yn  \  ynj 


Ofj  ««  Of^  « 


nebst /3^  ■"  ft  «»•••=  ^2  /*— i  **  ~='  ft  ■"  1^4  ""  "  *  "^  ft  /*  ^* ='  ^^  wird  die 

Summe  der  /?  als  0,  die  der  a  als  -^  erscheinen,  welch  letzterer  Wert  bei 

2  tt  »  n  ZU  1  wird,  und  dann  ist  lim      TT        T      —  0.    Wo  von  Beihen- 

entwickelungen  die  Bede  ist^  wird  der  Satz  ausgesprochen,  im  allgemeinen 
sei  f(x)  die  Summe  einer  aus  dieser  Funktion  hergeleiteten  Eeihe,  aber  es 
gebe  auch  Fälle,  in  welchen  diese  Behauptung  nicht  zutreffe,  und  deshalb 
müsse  sie  von  Fall  zu  Fall  bewiesen  werden.    Für  die  Sinus-  und  Gosinus- 

reihe  wird  dann  der  Beweis  folgendermaßen  geführt.    Sei  a?  —     ^  ^  +  •••«!* 

und   1  —  -T-^  -f  .  .  .  «.  t^     80   zeigt   sich  -3—  =  «'i      j—  *-  —  w,  mithin 
1-2  '  ®  dx         ^     dx  ' 

Daraus  folgt  w*+t?*e=  (7.  Aus  den  Reihen  ist  ersichtlich  U(a;=:0)>*0;  V(x^o)^'^f 

mithin  u^  +  v^  ^  1.  v  —Vi— w*  =  -5— j  x  =^  1  —j=rT=  =  arc  sin  «,  w  =  sin  a?. 

'  da;  J]/l-u« 

Um  zu  zeigen  y  dass  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  nur  dann 

gestattet  ist,  wenn  dadurch  ein  Integral  entsteht,  dem  ein  bestimmter  Sinn 


OD 


ird    /i^ 


Xx 

innewohnt,  wird    I  -^^^ —  dx  nach  X  differentiert.    Differentiation  unter  dem 


00 


Integralzeichen  würde  das  sinnlose   j  cosXx  dx  hervorbringen  und  ist  nicht 

0                                          /*ßin  Ix        ■    . 
gestattet.    Damit  sei  aber  keineswegs  gesagt,  man  könne  1 dx  nicht 

nach  X  differentieren,  sondern  nur,    dass    man   anders    als    gewöhnlich   zu 
verfahren  habe.     Mittels  der  Substitution  Xx  '^u  wird 

.00.  +• 

in  l'y?  /•  BIT»  «iL 

du 


/smlx   y     P  ein  u 


f 


G     tBxn.  Xx 
von  X  unabhängig,  also  -ttt-  f dx  «  0.     Mit  besonderer  Vorliebe  hat 


cXJ      X 

Herr  Appell  die  geometrischen  Kapitel  behandelt,  die  demzufolge  weit  aus- 
giebiger geworden  sind,   als  man  sie  in  anderen  Werken  über  Differential- 
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und  Integralreohnung  antrifft.  Der  geometrischen  und  analytischen  Abteilung 
gemeinsam  möchten  wir  es  nennen,  dass  wiederholt  auf  die  bestimmte  Inte- 
gration ISngs  einer  Kurve  eingegangen  ist,  ein  Gegenstand^  den  wir  uns 
nicht  erinnern  in  anderen  Werken  verhältnismässig  elementarer  Art  an- 
getroffen zu  haben.  Die  Ausstattung  des  Bandes  ist  eine  gl&izende.  Leicht 
zu  verbessernde  Druckfehler  sind  uns  auf  S.  6  Zeile  6,  S.  181  Zeile  3  und  4, 
8.  188  Zeile  11,  S.  217  Zeile  11,  8.  381  Zeile  4,  S.  487  Zeile  9  aufgestossen. 

Cantor. 

Text-Book  Of  Algebra  with  exercises  for  secondary  schools  and  Colleges 
by  George  Egbert  Fisher,  M.  A.,  Ph.  D.  and  Isaac  J.  Schwatt,  Ph.  D. 
assistant  professors  of  mathematics  in  the  university  of  Pennsylvania. 
Part.  I.     Phüadelphia  1898.     Fisher  and  Schwatt.     XIII,  683  p 

Unter  dem  Namen  der  Algebra  verstehen  Engländer  wie  Franzosen 
meistens  dasjenige,  was  im  Deutschen  Buchstabenrechnung  heisst,  nebst 
den  Anfängen  der  Lehre  von  den  Gleichungen.  Auch  der  heute  uns  vor- 
liegende erste  Band  eines  Lehrbuches  der  Algebra  verlangt  die  erwähnte 
Deutung  seines  Titels.  Er  enthält  die  Buchstabenrechnung  bis  zur  und  mit 
Einschluss  der  Potenzrechnung,  aber  ohne  Logarithmen,  welche  mutmaßlich 
dem  zweiten  Bande  vorbehalten  sind,  und  Gleichungen  des  ersten  und 
zweiten  Grades  mit  einer  und  mit  mehreren  Unbekannten.  Als  kenn- 
zeichnend ist  die  grosse  Menge  von  Beispielen  hervorzuheben,  welche  das 
Lehrbuch  zugleich  zu  einem  Übungsbuche  macht,  und  das  Bestreben,  bei 
grösster  Verständlichkeit  der  Wissenschaftlichkeit  ihr  Recht  angedeihen  zu 
lassen.  So  ist  beispielsweise  an  die  Spitze  der  Lehre  von  den  Gleichungen 
der  Begriff  der  äquivalenten  Gleichungen  gestellt,  worunter  verstanden  wird, 
dass  alle  Werte  der  Unbekannten,  welche  die  eine  Gleichung  erfüdlen,  auch 
der  anderen^  genügen  und  unigekehrt.  Man  sieht  sofort,  wie  an  diesen 
Seite  156  entwickelten  Begriff  im  ganzen  Verlaufe  des  Bandes  angeknüpft 
werden  muss  und  kann,  wo  es  sich  um  das  Verlorengehen  oder  um  das 
Hinzutreten  von  Gleichungswurzeln  handelt.  Letzteres  ist  insbesondere  beim 
Wegheben  von  Brüchen  xmd  beim  Bationalisieren  zu  beftlrchten,  und  man 
wird  gern  bei  den  Auseinandersetzungen  verweilen,  welche  auf  die  bei  der 
Weghebung  von  Brüchen  zu  beobachtende  Vorsicht  hinweist.  Auch  dass 
ein  ganzes  Kapitel  (Seite  439 — 454)  den  anderwärts  recht  stiefmütterlich 
behandelten  Ungleichungen  eingeräumt  ist,  verdient  Beifall.  Da  die  Ver- 
fasser in  ihrer  Vorrede  geradezu  darum  bitten,  man  m5ge  mit  Ausstellungen 
nicht  zurückhalten,  so  wollen  wir  auf  zwei  Gegenstände  hinweisen,  welche, 
wie  uns  scheint,  der  Änderung  bedürfen.  Seite  45  wird  als  Beweis  der 
Eommutativität  der  Addition  ausgesprochen,  die  Gesamtsumme  von  Einheiten 
sei  die  gleiche,  wie  man  sie  auch  in  Gruppen  fasse  oder  anordne.  Das  ist 
kein  Beweis,  sondern  eine  Tautologie.  Entweder  muss  also  die  Eommutativität 
der  Addition  als  Forderung  ausgesprochen  werden,  oder  die  Herren  Ver- 
fasser  müssen    einen    anderen   Beweis   geben.      Femer   ist    Seite  453    aus 

12* 
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ij-]       >  (x)  wenn  a>  5  die  Folgerang  gezogen,  es  müsse  (^j    =  cx>  sein, 

wenn  a  >  Z>.  Dass  fortwährendes  Wachsen  nicht  ein  Wachsen  ins  Unend- 
liche bedingt,  zeigt  auf  ganz  elementarem  Gebiete  jeder  unendliche  Dezimal- 
brach.  Es  mass  um  so  mehr  yerwundem,  dass  die  Herren  Verfasser  sich 
diesen  Trugschluss  entgehen  Hessen,  als  auf  der  gleichen  Seite  453  unter 
Nr.  17  der  Satz  (l  +  dy>  1  +  nd  bewiesen  ist,  aus  welchem  sie  die  von 
ihnen  für  spätere  Benutzung  gewünschte  Folgerung  in  aller  Strenge  hätten 
ziehen  können.  Cantor. 

Höhere  Analysis.  l.  Teil:  Differentialrechnnng  von  Dr.  Friedrich  Junker. 
Mit  63  Figuren.     192  S.     Leipzig  1898  (Sammlung  Göschen). 

Das  Nichtvorhandensein  einer  Vorrede  ist  fOr  den  Berichterstatter  über 
ein  Buch  stets  sehr  unbequem.  Jeder  Verfasser  hat  das  Recht,  nach  den 
Zwecken,  die  er  verfolgt,  beurteilt  zu  werden,  aber  woran  soll  man 
diese  Zwecke  erkennen,  wenn  der  Verfasser  sich  nicht  darüber  äussert? 
Man  muss  dann  aus  der  Art  des  Buches  auf  die  Absicht  des  Verfassers 
schliessen  und  trifft  diese  vielleicht  nicht  vollständig.  Mit  diesem  Vor- 
behalte kennzeichnen  wir  das  uns  vorliegende  Bändchen  als  dazu  bestimmt, 
einen  Einblick  in  die  Aufgaben  der  Differentialrechnung  und  in  die  Mittel, 
welche  sie  zur  Auflösung  dieser  Aufgaben  anwendet,  za  gewähren.  Weder 
Vollständigkeit  noch  besondere  Strenge  sind  angestrebt,  vielmehr  ist  meistens 
das  leichte  Verständnis  der  Regeln  vorzugsweise  beabsichtigt  und  auch  wohl 
erreicht.  Für  viele  Leser  genügt  es  ja  thatsächlich,  wenn  beispielsweise 
auf  Seite  93  die  Madaurinsche  Reihe  für  den  Fall  ihrer  Konvergenz  her- 
geleitet und  alsdann  hinzugefügt  wird,  man  müsse,  wenn  die  Reihe  nicht 

konvergiere,    ein  Restglied   beifügen,   welches   nach   Lagrange —r* /^"^  (^^) 

heisse.  Andere  Stellen  sind  ähnlicher  Art.  Unrichtigkeiten  wird  man  sie 
nicht  schelten,  wenn  auch  schwerlich  viele  Lehrer  der  Differentialrechnung 
geneigt  sein  dürften,  von  ihren  Schülern  eine  so  weitgehende  Genügsam- 
keit zu  beanspruchen.  Aber  das  eigentliche  Differentieren,  die  Auswertung 
unbestimmter  Formen,  die  Lösung  von  Maximal-  und  Minimalaufgaben, 
Anwendungen  der  Differentialrechnung  auf  Geometrie  und  Mechanik  wird 
der  Leser  ganz  gut  erlernen.     Cantor. 

Calcnl  de  giniralisation  par  P.  Oltramare,  doyen  de  la  £a.culte  des  sciences 
de  l'universit^  de  Geneve.  Paris  1899.  Librairie  scientiffque 
A.  Hermann.     VIII,  191  p. 

Schon  1893  hat  Herr  Oltramare  in  Genf  einen  Essai  sur  le  calcul 
de  la  generalisation  dem  Drucke  übergeben,  der  im  40.  Bande  dieser 
Zeitschrift  Hist.  litter.  Abüg.  S.  94  —  95  durch  Herrn  W.  Franz  Mejer  an- 
gezeigt wurde.  Wir  sind  nicht  in  der  Lage  angeben  zu  können,  ob  der 
dem  Essai  nunmehr  gefolgte  Calcul,  der  auf  191  Seiten  angewachsen  ist, 
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wShrend  jener  nur  132  Seiten  nmfasste,  sehr  viel  Neues  enthält.  Jeden- 
falls haften  ihm  die  gleichen  kennzeichnenden  Merkmale  an,  welche  hei 
dem  Essai  hervorgehoben  worden:  formale  Frachtbarkeit  ohne  materielle 
Sicherung  des  Hervorgebrachten^  da  jede  üntersachnng  fiber  Oiltigkeit  der 
Entwickelungen,  welche  unser  geschätzter  Mitarbeiter  damals  als  nnerlässlich 
nachforderte,  abermals  nnterbUeben  ist.  Kantor. 


Opinions  et  cnriosit^s  tonehaAt  la  math^matiqne  d'apres  les  onvrages 

franQais  des  XYP,  XVII®  et  XVIII*  siecles  par  Oeorges  Maufin, 
licenciö  es  soiences  math^matiqaes  et  phjsiqnes,  membre  de  la 
Society  mathimatiqne  de  France,  sorveillant  gen^ral  au  lycee  de 
Nantes.     Paris  1898.     Oeorges  Carrä  et  C.  Nand.     199  p. 

Das  kleine  hübsch  ausgestattete  Buch  ist  offenbar  fOr  Nichtmathematiker 
bestimmt,  welche  aus  ihm  zahlreiche  sonderbare  und  unterhaltende  Oe- 
schichtchen  und  Meinungsäusserungen  von  Leuten  kennen  lernen,  welche 
Mathematiker  waren  oder  sich  fOr  solche  hielten.  Die  meisten  genannten 
Schriftsteller  sind  der  Aussage  der  Titelworte  entsprechend  Franzosen,  wenn 
diese  Beschränkung  auch  nicht  durchweg  festgehalten  ist.  Mathematische 
Leser  würden  vielleicht  vorziehen  zu  erfahren,  was  eigentlich  in  den  mit 
Grund  berühmten  Schriften  eines  Barrime,  eines  Prestet,  eines  Lamj  stehe, 
als  dass  sie  mit  Bruchstücken  aus  Vorreden  und  dergleichen  sich  begnügen 
müssen  xmd  ausserdem  eine  Anzahl  von  Namen  kennen  lernen,  welche  des 
Behaltens  wenig  würdig  erscheinen.  Der  Verfasser  ist  auf  den  Unterricht 
an  den  Mittelschulen,  wie  er  in  Frankreich  erteilt  zu  werden  pflegt,  recht 
übel  zu  sprechen,  und  benutzt  jede  Gelegenheit,  über  ihn  loszuziehen.  Die 
lateinische  Sprache  und  die  auf  ihre  Erlernung  verwandte  Zeit  scheint  ihm 
ganz  besonders  Ärger  zu  bereiten.  Dem  Referenten  waren  diese  Aus- 
lassungen besonders  lehrreich,  wenn  er  sie  in  Vergleich  mit  den  Behauptungen 
gewisser  deutscher  Schulmänner  brachte,  welche  sich  von  dem  vorausgehenden 
französischen  Unterricht  viel,  wenn  nicht  alles  für  die  Abkürzung  des  latei- 
nischen Unterrichtes  versprechen.  Französische  Knaben  pflegen  doch  fran- 
zösisch zu  können,  wenn  sie  in  die  Mittelschule  eintreten,  und  dennoch 
bedürfen  sie  eines  so  langatmigen  lateinischen  Unterrichtes?  Wie  reimt 
sich  das  zusammen?  Der  ehemals  allgemeine  Gebrauch  der  lateinischen 
Sprache  als  ausschliessliche  Gelehrtensprache,  über  welchen  der  Verfasser 
gleichfalls  den  Stab  bricht,  war  übrigens  so  übel  nicht,  und  Referent  be- 
dauert herzlich,  dass  es  nicht  bei  der  alten  Übung  blieb,  welche  jetzt  neuer- 
dings einzuführen  freilich  eine  Unmöglichkeit  geworden  ist.  Noch  in  der 
Mitte  des  18.  Jahrhunderts  war  jedes  wissenschaftliche  Werk  jedem  Ge- 
lehrten in  Europa  zugänglich  und  heute?  Herr  Maupin  beklagt  es  viel- 
leicht nicht,  so  und  so  vielen  weder  französisch  noch  lateinisch  geschriebenen 
Werben  fremd  gegenüber  zu  stehen^  aber  sein  Buch  würde  durch  das  Gegen- 
teil vielleicht  gewonnen  haben.  Cantor 
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Bestimmang  der  firavitationskonstante  und  der  mittleren  Dichtigkeit 
der  Erde  dnrch  Wägnngen.  Von  Franz  Bichabz  und  Otto  Erigar- 
Menzel.  Mit  4  Tafeln.  4^  Berlin  1898.  Verlag  der  königl.  Akademie 
der  Wissenschaften  (G.  Beimer).     196  8. 

Durch  diese  Schrift,  welche  als  Anhang  za  den  „ Abhandlungen ''  der 
Berliner  Akademie  erschien,  ist  die  langjährige  üntersnchongy  welche  die 
beiden  Autoren  der  exakten  Bestimmung  der  Erdschwere  und  Erddichte  ge- 
widmet haben,  zum  Abschluss  gekommen.  Das  dabei  verwendete  Instrument 
war  die  Wage,  die  nun  einmal  von  allen  Apparaten  unzweifelhaft  die  grösste 
Genauigkeit  gewährt,  und  so  war  es  vollkommen  gerechtfertigt,  auch  wieder  auf 
das  Wägungs verfahren  zurQckzugreifen.  Dasjenige,  welches  hier  zur  An- 
wendung kommt,  hat  jedoch  sowohl  gegenüber  demjenigen  v.  Jolljs,  als 
auch  im  Vergleiche  mit  demjenigen  Poyntings  seine  entschiedenen  Vor- 
züge. Die  1884  zuerst  von  Bicharz  und  A.  Eoenig  angebahnte  Ver- 
besserung besteht  nämlich  darin,  dass  zwischen  die  oberen  und  unteren 
Schalen  der  Doppelwage,  wie  sie  v.  Jolly  im  Münchner  üniversitätsgebäude 
angebracht  hatte,  ein  massenkräftiger  Körper  gebracht  wurde,  so  dass^ 
wenn  wir  kurz  dessen  Anziehungskraft  mit  a  bezeichnen,  die  Schwere  am 
Orte  der  oberen  Wageschalen  um  a  vergrössert  und  am  Orte  der  unteren 
Wageschalen  um  a  vermindert  wurde.  Dadurch  wurde,  je  nachdem  man 
den  Zwischenkörper  aus-  und  einschaltete,  die  vierfache  Attraktion  des 
letzteren  ermittelt.  Das  königl.  preuss.  Eiiegsministerium  stellte  einen 
parallelepipedischen  Bleiklotz  von  100000  kg  Gewicht  und  ausserdem  eine 
Spandauer  Kasematte  als  Versuchsraum  zur  Verfügung.  Hier  wurde  denn 
also  seit  einer  Beihe  von  Jahren  experimentiert;  als  ein  interessantes  Neben- 
resultat der  dem  Hauptziele  zugewandten  Arbeiten  sei  das  vermerkt,  dass 
man  die  Abnahme  der  Schwere  mit  der  Höhe  selbst  für  die  geringen 
Vertikaldimensionen  eines  gewöhnlichen  Zimmers  sinn,enfällig  nachzuweisen 
imstande  ist.  Durch  Dr.  Bicharz  Habilitation  in  Bonn  und  Berufung  an 
die  Universität  Greifswald,  sowie  durch  anderweite  Zwischenfalle  wurden 
die  Beobachtungen,  an  denen  Dr.  Koenig  bis  1889,  Dr.  Krigar-Menzel 
seit  1887  teilnahm,  mehrfach  unterbrochen,  und  erst  jetzt  war  deren  syste- 
matische Bearbeitung  möglich  geworden,  so  wie  sie  uns  gegenwärtige  Schrift 
in  Vorlage  bringt. 

Die  Verfasser  beschreiben  zuerst  eingehend  die  Versuchsanordnung  und 
die  Hilfsmittel,  deren  man  sich  bediente,  um  die  zahlreichen  Ablesungen 
von  äusseren  Störungen  und  anderweiten  Fehlerquellen  möglichst  frei  zu 
halten.  Da  es  selbstverständlich  erforderlich  war,  sämtliche  Messungen  auf 
den  leeren  Baum  zu  reduzieren,  so  mussten  die  wichtigsten  meteorologischen 
Elemente  jedesmal  in  Bechnung  gezogen  werden.  Sehr  interessant  ist,  was 
über  die  Anfertigung  der  Bleimasse  gesagt  wird,  die  natürlich  nicht  als 
Ganzes  gegossen  werden  konnte,  sondern  aus  einzelnen  —  kongruenten  und 
homogenen  —  Schichten  aufgebaut  werden  musste;  da  von  diesem  ge- 
waltigen Eigengewichte  ein  starker  Druck  auf  das  Fundament  des  Festungs- 
werkes zu  erwarten  war,  so  wurde  Bedacht  darauf  genommen,   die  Wage 
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selbst  in  ihrer  Aufhängung  vom  Grunde  des  Gebendes  ganz  und  gax  un- 
abhängig zu  machen.  Sehr  umfangreich  ist  das  von  Wage  und  Wägong 
handelnde  Kapitel;  man  kann  sich  denken,  dass  alle  die  Vorsichtsmaß- 
regeln, welche  bei  Arbeiten  dieser  Art  eine  Notwendigkeit  bilden,  in 
onserem  Falle  ganz  besonders  ausgiebig  genommen  wurden;  so  musste  zu- 
mal die  elastische  Nachwirkung  thunlichst  unschädlich  gemacht  werden, 
und  auch  die  Gewichtstücke  erheischten  eine  eigene  Prüfung.  Bei  den 
Wägungen  ward  nicht  bloss  die  übliche  horizontale,  sondern,  da  ja  eine 
Doppelwage  in  betracht  kam,  auch  eine  vertikale  Yertauschung  vorgenommen, 
xmd  der  Luftauftrieb  wurde  nach  teilweise  neuen,  dem  Prinzipe  nach  aller- 
dings schon  von  Eohlrausch  angegebenen  Formeln  berechnet.  Die  ohne 
und  mit  Klotz  ausgeführten  Wägungen  unterlagen  sorgfältiger  Ausgleichung 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  So  gelang  es,  den  Betrag  der  Attraktion 
mit  sehr  grosser  Genauigkeit  experimentell  zu  eimitteln,  und  wenn  man  diese  Zahl 
derjenigen  gleichsetzt,  welche  aus  der  Bechnung  hervorging,  so  war  in  der  so 
gebildeten  Gleichung  die  Gravitationskonstante  als  einzige  unbekannte  ent- 
halten. Die  Anziehung,  welche  ein  homogenes  rechtwinkliges  Parallel- 
epipedum  auf  einen  ausserhalb  gelegenen  Massenpunkt  ausübt,  lässt  sich  in 
geschlossener  Form  darstellen;  mit  dieser  Aufgabe  beschäftigten  sich,  bei- 
läufig bemerkt,  schon  früher  Aufsätze  von  Mehl  er  und  Mertens  im 
Borchardtschen  Journale.  Das  zweite  Problem  des  Attraktionskalkuls  bezieht 
sich  auf  einen  geraden  Kreiscylinder,  denn  da  erwähntermaßen  der  Yer- 
suchsklotz  röhrenförmig  durchbohrt  war,  um  eine  symmetrische  Lage  gegen 
die  Wagebalken  zu  erhalten,  so  mussten  die  Anziehungskomponenten  des 
Parallelepipedums  mit  denen  des  —  der  Masse  entbehrenden  —  Cylinders 
entsprechend  kombiniert  werden.  Auch  die  dafür  erhaltene  Formel  ge- 
stattet eine  einfache  Interpretation. 

So  fand  sich,  unter  Beachtung  zahlreicher  und  sinnreicher  Vorsichts- 
maßregeln, die  Gauss  sehe  Konstante  6r,  im  üblichen  Cenümeter-,  Gramm- 
und Sekundenmaße,  gleich  (6,685  ±  0,011).  10~^.  Geht  man  mit  diesem 
Werte  in  den  He  Im  er  t  sehen  Ausdruck 

i7-|«EAff(l+«-|c)  [l+(|c--a)sin«9)] 

ein,  wo  J3  den  Polarhalbmesser,  A  die  Erddichte,  a  die  Abplattung,  q>  den 
Winkel  der  Normale  mit  der  Äquatorialebene  und  c  das  am  Äquator  be- 
stehende Verhältnis  der  Schwung-  zur  Schwerkraft  bedeutet,  so  ist,  da  p 
durch  den  v.  St  erneck  sehen  Pendelapparat  mit  äusserster  Schärfe  besfimmt 
werden  kann,  A  leicht  zu  berechnen,  und  zwar  fand  sich  die  Dichte  der 
Erde  gleich  5,505  ±  0,009.  Von  der  durch  Boys  und  K  Braun  mittelst 
einer  —  beträchtlich  verbesserten  —  Cavendishschen  Drehwage  eruierten 
Zahl  (0,5270)  weicht  der  Bicharzsche  Wert  immerhin  genug  ab,  um  viel- 
leicht mit  der  Zeit  aus  der  Differenz  auf  den  Vorzug  der  einen  oder  anderen 
Messungsmethode  schliessen  zu  lassen. 

Sehr  wertvoll  ist  die  beigefügte  Litteraturübersioht,  welche  die  Phasen 
der   Erddichtebestimmimg   von  Newton  —   bei  dem  bereits  eine  sehr  zu- 
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treffende  Auffassung  hervortritt  —  bis  zur  allemenesten  Zeit  zu  verfolgen 
erlaubt.  Auch  das  ist  ein  interessantes  Nebenprodukt  der  mühevollen  Unter- 
suchung, dass  auf  die  Zusanunensetsung  der  Erdrinde  in  der  Umgebung  der 
Beichshauptstadt  ein  Streiflicht  fSllt.  Die  Beohnungen  stimmten,  v^enn  es 
sich  um  die  vertikale  Verteilung  der  Erdschwere  handelte,  deshalb  nicht 
vollkommen  mit  den  Beobachtungen  überein,  weil,  wie  man  schon  ander- 
weit wusste,  unterhalb  des  Bodens,  auf  welchem  Berlin  erbaut  ist;  ein  ge- 
wisser Massendefekt  sich  geltend  macht,  der  die  theoretisch  bestimmte 
Attraktion  verringert.  j^^  g  q^j^her. 

Der  magnetisehe  Zustand  der  Erde  zur  Epoelie  18S5.0,  analytisch  dar- 
gestellt von  Adolf  Schmidt  in  Gotha.  Hamburg  1898.  Gedruckt 
bei  Hammerich  und  Lesser  in  Altona.     76  S.     4^ 

Das  „Archiv  der  Deutschen  Seewarte'',  welches  von  Geheimrat  Neu- 
mayer in  Hamburg  herausgegeben  wird,  enthält  von  jeher  wertvolle  Bei- 
trage zur  Lehre  vom  Erdmagnetismus.  Einer  früheren  Abhandlung  des 
gleichen  Autors  aus  dem  Jahre  1889,  welche  die  ganze  Berechnungsarbeit 
auf  eine  neue  Grundlage  stellte,  schliesst  sich  die  vorliegende  an^  welche 
gleichfalls  einen  separaten  Abdruck  aus  jenem  Sammelwerke  darstellt  und 
die  gewonnenen  theoretischen  Ergebnisse  dazu  verwertet,  ein  Bild  des 
magnetischen  Verhaltens  unseres  Planeten  zu  entwerfen  —  ein  Momentan- 
bild natürlich,  da  ja  sämtliche  Elemente  säkularen  Änderungen  unterworfen 
sind.  Statt  dieser  Elemente,  welche  bei  der  kartographischen  Wiedergabe 
fast  ausschliesslich  berücksichtigt  zu  werden  pflegen,  hat  die  Wissenschaft 
selbst,  seit  Gauss  die  Bahn  gebrochen,  zumeist  die  drei  —  horizontal  nach 
Norden,  horizontal  nach  Osten  und  radial  nach  xmten  wirkenden  —  Kom- 
ponenten X,  F,  Z  der  geomagnetischen  Totalkraft  als  die  eigentlichen  Re- 
präsentanten der  Eraftverteilun^  an  einem  gegebenen  Orte  gewählt,  und 
jede  Seiteukraft  wird  als  Funktion  der  geographischen  Länge  X  ausgedrückt; 
so  ist  z.  B.  .    .  .    . 

Z  ^kQ+  ^  kl  cos  (ki)  +  ^ Ki  sin(ii), 

und  ebenso  sehen  die  Beihenformeln  fOr  Y  und  Z  aus.  Die  Grösse  Z  kann 
dann  direkt  nach  Eugelfnnktionen  der  geographischen  Breite  entwickelt 
werden,  während  für  Y  und  X,  da  obige  Ausdrücke  an  dem  Pole  unstetig 
werden^  gewisse  Kombinationen  eintreten  müssen^  welche  von  diesem  Nach* 
teile  frei  sind.  Herr  Schmidt  will  nun  aber  seine  Berechnung  nicht  für 
die  sphärische,  sondern  fär  die  sphäroidische  Erde  durchführen,  indem  er 
statt  der  geographischen  Breite  die  geozentrische  Breite  v  einfCLhrt  und,  wenn 


a  -  1/1  +  €*  cos^  V,     ß^  VT+  B^     y  =  yi+e^  cos^  v:yi  +  «« 

gesetzt  wird,  und  e  die  Exzentrizität  der  (Besselschen)  Meridianellipse  be- 
deutet, den  Komponenten  Z,  F,  Zresp.  die  Yermittlungsgrössen  aX,  /JF,  yZ 


Rezensionen.  161 

snbstitniert.  Dann  sind  nach  Eugelfnnktionen  des  Argomentes  v  die  Ans- 
drficke  «X  sin  t?,  j9  Y  sin  t^  imd  yZ  za  entwickeln;  da,  wie  wir  sahen,  fttr  X 
die  Entwickelnng  bereits  stattgefonden  hat,  so  xnnss,  insoweit  X  in  Betracht 
kommt ^  jeder  der  Koeffizienten  crAvn  sin  t?  tmd  aK^  sin  v  anf  Eagelfnnktionen 
m*^  Banges  zurückgeführt  werden.  Dieser  ungeheuren  Bechnnngsarbeit, 
deren  Wesen  wir  vorstehend  andeuteten,  hat  sich  nun  der  Verfasser  mit 
der  an  ihm  bekannten  Hingebung  unterzogen,  indem  er  sich  dabei  der 
Neumann-Seeligerschen  Vereinfachung  der  Koeffizientenberechnung  be- 
diente; dass  es  trotz  dieses  Erleichterungsmittels  noch  ungemein  yiel  zu 
thun  gaby  sieht  jeder  ein,  der  diesen  Dingen  einmal  irgendwie  näher  zu 
treten  Gelegenheit  hatte.  Lnmerhin  verdient  es  als  eine  bemerkenswerte 
Thatsache  hervorgehoben  zu  werden,  dass  die  Ausdehnung  des  Problems 
von  der  Kugel  auf  das  ümdrehungsellipsoid  nicht,  wie  man  wohl  erwarten 
könnte,  namhafte  Erschwerungen  des  Kalküls  im  Oefolge  hat. 

Die  numerischen  Ent¥rickelungen  gestatten  ebensowenig  wie  die  um- 
fänglichen Tabellen  eine  eingehende  Berichterstattung  an  dieser  Stelle.  Als 
besonders  erwähnenswert  wollen  wir  nur  noch  den  Umstand  bezeichnen, 
dass  sich  aus  den  für  er  X  sin  t?  und  ßYsiav  erhaltenen  Reihen  das  Potential 
der  ganzen  magnetischen  Horizontalkraft  herleiten  iSsst,  und  dass  dasselbe 
(8.  2  2  ff.)  auch  wirklich  hergeleitet  wird.  Von  grossem  Interesse  erweist 
sich  dabei  eine  auch  schon  von  anderen  Physikern  betrachtete  Funktion, 
welche  znr  Entscheidung  der  Frage,  ob  ausser  dem  berechneten  Potentiale 
noch  andere  Faktoren  bei  der  Erzeugung  der  horizontalen  Intensität  mit- 
wirken, von  fundamentaler  Bedeutung  ist.  Es  hat  neuerdings  den  Anschein 
gewonnen,  als  ob  der  erwähnten  Funktion  keine  wirkliche  Realität  zukomme, 
und  damit  wäre  selbstverständlich  auch  eine  beträchtliche  Vereinfachung 
aller  die  eigentliche  Herkunft  der  geomagnetischen  Kraft  zum  Ziele  nehmenden 
Forschungen  erreicht.  Am  Schlüsse  seiner  Überaus  verdienstlichen  Studie 
weist  der  Verfasser  darauf  hin,  dass  tiefere  Einsicht  in  diese  Verhältnisse 
erst  dann  zu  erwarten  ist,  wenn  unser  empirisches  Wissen  von  der  Kraft- 
verteilung auf  der  Erdoberfläche  ein  befestigteres  geworden  sein  wird.  Zu- 
mal die  absolute  Unkenntnis  der  Antarktis,  wo  noch  ein  die  Orösse  Europas 
doppelt  übertreffendes  Areal  von  keines  Menschen  Fuss  betreten  worden 
ist,  verhindert  einstweilen  vollständige  Aufklärung  jener  Schwierigkeiten, 
weshalb  wohl  auch  keine  beteiligte  Gelehrtengruppe  der  Erschliessung  der 
Südpolargegenden  eine  so  lebhafte  Teilnahme  entgegenbringt,  wie  dies  von 
Seiten  der  Geomagnetiker  geschieht.  ^^  g   (j^ther. 


Elastizität  nnd  Festigkeit  Die  für  die  Technik  wichtigsten  Sätze  und 
deren  erfahrungsmässige  Grundlage,  von  G.  Bach.  Mit  in  den  Text  ge* 
druckten  Abbildungen  und  18  Tafeln  in  Lichtdruck.  Dritte  ver- 
mehrte Auflage.    Berlin  1898.    Verlag  von  Julius  Springer.    570  S. 

Die   dritte  Auflage   ist   namentlich   durch   die  Mitteilung    zahlreicher 
Versuchsergebnisse  bereichert  worden,  wobei  die  Anstellung  der  Versuche  so 
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eingehend  mitgeteilt  war,  dass  Jedermann  sich  über  die  einzelnen  Vorgänge 
genau  orientieren  kann.  Erwähnt  seien  insbesondere  die  Versuche  über  die 
Längenänderung  verschiedener  Stoffe  und  das  auf  Grund  der  Besultate  auf- 
gestellte Gesetz  der  Längenändemngen.  Für  den  Techniker  ist  ein  solches 
Werk  von  enormer  Wichtigkeit,  da  er  an  der  Hand  praktisch  durchgefOhrter 
Beispiele  mit  der  theoretischen  Seite  vertraut  gemacht  wird.  Das  Ver- 
trauen wird  nicht  auf  die  Probe  gestellt,  so  dass  der  sogenannte  Praktiker^ 
dem  die  Theorie  bisher  ein  Schrecken  war,  sich  mit  dieser  allmählich  an- 
freundet, wodurch  ihm  viel  Zeit  und  Geld  erspart  wird.  —  Verfasser,  ein 
Mann  der  Praxis,  von  rastlosem  Eifer,  sieht  mit  klarem  Blick,  wie  ausser- 
ordentlich wichtig  die  Theorie  für  den  schaffenden  Ingenieur  ist,  wofern 
sie  mit  der  Wirklichkeit  übereinstimmt.  Theorie  und  Praxis  dürfen  sich 
nicht  feindlich  gegenüberstehen,  sondern  müssen  Hand  in  Hand  gehen,  um 
das  erstrebte  Ziel  zu  erreichen.  Die  B achschen  Werke  sind  daher  fOr  alle 
Techniker,  denen  es  nicht  vergönnt  ist,  diesem  anerkannt  tüchtigen  Lehrer 
zu  Füssen  zu  sitzen,  wenigstens  ein  Ersatz,  um  zu  erkennen,  in  welcher 
Weise  der  Unterricht  an  den  heutigen  Technischen  Hochschulen  betrieben 
werden  muss,  um  den  Au&chwung  der  Technik  in  Deutschland  mehr  und 
mehr  zu  fördern.  Alle  Kräfte  müssen  angespannt  werden,  keine  darf  eine 
andere  bekämpfen;  denn  die  Losung  in  dem  Bingen  mit  den  übrigen 
Nationen  muss  für  uns  Deutsche  sein:  unitis  viribus.  ^  Nebel 


Die  Fortscliritte  der  Physik  im  Jahre  1896.  Dargestellt  von  der  Physi- 
kalischen Gesellschaft  zu  Berlin.  52.  Jahrgang.  Braunschweig  1897. 
Druck  und  Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn. 

Erste  Abteilung,   enthaltend:    Physik  der  Materie.     Redigiert 
von  BiCHARD  BÖRNSTEiN.     476  S.     Preis  20  Mk. 

Zweite  Abteilung,  enthaltend:    Physik  des  Äthers.     Redigiert 
von  BiCHARD  BöRNSTBiN.     820  S.     Preis  30  Mk. 

Dritte   Abteilung,    enthaltend:    Kosmisehe   Physik.     Bedigiert 
von  BiCHARD  Assmann.     531  S.     Preis  21  Mk. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1897.  Dargestellt  von  der  Physi- 
kalischen Gesellschaft  zu  Berlin.  53.  Jahrgang.  Braunschweig  1898. 
Druck  und  Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn. 

Erste  Abteilung,   enthaltend:    Physik  der  Materie.     Bedigiert 
von  BiCHARD  BÖRNSTBiN.     573  S.     Preis  23  Mk. 

Dass  die  Fortschritte  der  Physik  für  den  praktisch  arbeitenden  Physiker 
unumgänglich  notwendig  sind,  dies  von  neuem  zu  begrflnden,  dürfte  über- 
flüssig sein,  ebenso,  dass  wir  uns  mit  der  Ph3rsikalischen  Gesellschaft  und 
den  tüchtigen  Bedakteuren  freuen,  dass  die  schwere  Erisis  glücklich  über- 
standen und  der  Wagen  wieder  im  Geleise  ist.  —  Damit,  dass  alles  nun 
glatt  weiter  läuft,   dürfen   wir   uns  aber  nicht  zufrieden  geben;   denn  der 
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alte  Zustand  ist  trotzdem  noch  nicht  erreicht,  geschweige  denn,  dass  den 
Bedürfiiissen  der  raschlehigen  Zeit  Bechnong  getragen  wird.  Ohne  dem 
Vorwarf  der  Übereilang  zn  begegnen,  glaabe  ich,  dass  es  jetzt  an  der  Zeit 
ist,  eine  weitere  Wandlung  mit  den  Fortschritten  der  Physik  yorzunehxnen. 
Wie  nötig  und  vrichtig  der  angedeutete  Umschwung  ist,  wird  eine  kurze 
geschichtliche  Entwickeiung  darihun. 

Die  Entstehung  der  Fortschritte  der  Physik  verdankt  man  der  physi- 
kalischen Gesellschaft  zu  Berlin;  d.  h.  einer  Vereinigung  von  überwiegend 
solchen  Männern,  die  die  Wissenschaft  auch  durch  eigene  Arbeiten  f5rderten. 
Jeder  dieser  MSnner  empfand  es  ursprönglich  als  eine  Ehrenpflicht,  sein 
Scherflein  zu  diesem  Sammelwerk  beizutragen.  Mit  der  Erkenntnis,  dass 
jede  Hochschule  ein  dem  Magnusschen  Privatinstitut  nachgebildetes  physi- 
kalisches Laboratorium  besitzen  sollte,  ist  die  physikalische  Litteratur  rapid 
angewachsen,  so  dass  die  Anforderungen  bezüglich  der  fQr  die  Sammel- 
arbeit erforderlichen  Zeit  bei  den  einzelnen  Forschem  mehr  und  mehr  ins 
Gewicht  fielen.  Indessen  mehrten  sich  auch  die  Ansprüche  an  die  wissen- 
schaftlichen Leistungen,  so  dass  die  wenig  befriedigende  Sammelthätigkeit 
allmählich  in  den  Hintergrund  gerückt  wurde.  Die  Folge  war  das  immer 
langsamere  Erscheinen  der  Fortschritte,  wodurch  deren  Wert  ungemein 
beeinträchtigt  wurde.  Dazu  kommt,  dass  durch  die  rasch  anschwellende 
Zahl  der  Arbeitskräfte  der  einzelne  Physiker  sich  nicht  mehr  der  früher 
üblichen  auf  Wohlanständigkeit  gegründeten  Femhaltung  von  dem  Arbeits- 
gebiet des  anderen  befleissigen  konnte,  im  Gegenteil  sogar,  die  Mode  zwang 
ihn  mehr  oder  weniger,  sich  an  dem  wilden  ICampf  zu  beteiligen,  der  sich 
um  ein  neu  eröffnetes  Arbeitsfeld  heutzutage  entspinnt,  unter  solchen  Um- 
ständen ist  die  Sanmdung  der  neuesten  Litteratur  das  mindeste,  was  ver^ 
langt  werden  kann,  eigentlich  sollte  man  schon  über  die  in  Angriff 
genommenen  Arbeiten  orientiert  werden ,  ähnlich  wie  bei  den  sich  unter  der 
Presse  befindlichen  Werken  des  Buchhandels.  —  Es  war  daher  bei  einer 
solchen  Sachlage  nicht  zu  verwundem,  dass  die  Beiblätter  zu  den  Annalen 
der  Physik  und  Chemie  bei  ihrer  Gründung  nicht  nur  auf  keinerlei  Schwierig- 
keiten gestossen  sind,  sondern  überall  eine  willkonmiene  Aufnahme  ge- 
funden haben.  Schon  damals  hätte  sich  die  physikalische  Gesellschaft 
ermannen  sollen,  um  durch  eine  gründliche  Beorganisation  in  der  Redaktion 
der  Fortschritte  der  Physik  sich  dieses  gefahrliche  Konkurrenzunternehmen 
vom  Leibe  zu  halten.  Dem  Gelehrten  fehlt  aber  häufig  der  kaufmännische, 
organisatorische  Blick,  weshalb  die  Fortschritte  in  ihrem  Weiterbestehen 
schliesslich  ernstlich  bedroht  wurden.  Wenn  auch  diese  Gefahr  zunächst 
beseitigt  ist,  so  sind  die  Fortschritte  doch  durch  die  Beiblätter  voUstöndig 
in  den  Schatten  gestellt  worden.  Die  Frage ,  weshalb  die  Fortschritte 
eigentlich  noch  existieren,  ist  deshalb  keineswegs  eine  müssige.  Wollen 
die  Fortschritte  wieder  ihr  altes  Aüsehen  erreichen,  so  müssen  die  Redakteure 
unter  Berücksichtigung  der  Zeitverhältnisse  in  der  Beorganisation  weiter- 
schreiten und  sich  nicht  mit  dem  ersten  Erfolg  begnügen,  der  basiert  auf 
dem  Ersatz  der  praktisch  arbeitenden  Physiker  als  Mitarbeiter  durch  solche 
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Physiker,  denen  ihre  beruf  liehe  Stellung  keine  Zeit  zu  experimentellen 
Untersuchungen  übrig  Iftsst.  Die  Fortschritte  müssen  monatlich  erscheinen 
und  zwar  noch  besser  als  die  Beiblätter  äusserlich  gruppiert,  damit  am 
Schluss  des  Jahres  die  gleichartigen  Teile  durch  den  Buchbinder  leicht  zu- 
sammengenommen werden  können.  Ist  das  erreicht,  so  genügen  die  Fort- 
schritte der  Physik  vollständig  für  Deutschland  und  der  Physiker  spart  nicht 
nur  yiel  Zeit,  sondern  auch  Geld  für  die  durchaus  gleichartigen  Beiblätter. 
Zur  Durchführung  dieser  Umwandlung  sollten  unter  Umständen  die  physi- 
kalische Oesellschaft  in  Berlin  und  die  über  Deutschland  verbreiteten 
physikalischen^  bezw.  naturwissenschaftlichen  Vereine  Oeldunterstützungen 
gewähren;  denn  wenn  fOr  die  forschende  Physik  die  Annalen  für  Deutsch- 
land ausreichen,  so  sind  zwei  physikalische  Sammelwerke  gleichen  Inhalts 
überflüssig.  —  Also  —  auf  zur  ThatI  -d  ;fjEBEr 


Yorlesnngen  über  ttaeoretiscbe  Physik  von  H.  von  Helmholtz. 

Band  I.  Abteilung  2.  Yorlesuiigen  über  die  Dynamik  diskreter 

Massenpnnkte.  Herausgegeben  von  Otto  Erigar-Menzel. 
Mit  21  Figuren  im  Text.  Leipzig  1898.  Verlag  von 
Johann  Ambrosius  Barth.  380  S.,  Preis  16  Mk.,  geb. 
16  Mk.  50  Pf. 

Der  durch  v.  Helmholtz  in  dem  ersten  Semester  seines  Vorlesungscyklus 
über  theoretische  Piiysik  vorgetragene  Stoff  ist  zum  grössten  Teil  in  dem 
vorliegenden  Bande  niedergelegt.  Ehe  v.  Helmholtz  sich  mit  dem  eigentlichen 
Thema:  die  Dynamik  diskreter  Massenpunkte  befasste,  schickte  er  eine  Reihe 
allgemeiner  Auseinandersetzungen  über  die  erkenntnistheoretischen  Grund- 
lagen der  Physik  voraus,  welche  die  Herausgeber  in  der  ersten  Abteilung 
des  ersten  Bandes  zu  einem  besonderen  Buche  zusammenfassen.  —  Auch 
bei  dem  vorliegenden  Bande  ergiebt  sich  deutlich  zu  erkennen,  wie  ausser- 
ordentlich schwierig  es  ist,  die  Genialität  des  v.  Helmholtzschen  Vortrages  in 
Fesseln  zu  schlagen.  Die  Gedankenblitze  erhöhen  den  Vortrag  ungemein, 
lassen  sich  aber  mit  Druckerschwärze  nicht  festhalten.  Daher  war  der 
Herausgeber  vielfach  genötigt,  auf  frühere  Vorlesungen  zurückzugreifen, 
oder  von  der  Ausarbeitung  gewisser  AjideutuDgen  abzusehen,    -n   v«.nEL 


Band  IE.    Vorlesungen  Aber  die  mathematiscben  Prinzipien 

der  Akustik.  Herausgegeben  von  Arthur  König  und 
Carl  Bunqe.  Mit  21  Figuren  im  Text.  Leipzig  1898. 
Verlag  von  Johann  Ajnbrosius  Barth.  256  S.,  Preis  12  Mk., 
geb.  13  Mk.  50  Pf. 

Während  der  erste  Teil  nahezu  vollständig  v.  Helmholtz  noch  vorgelegen 
hat  und  von  diesem  vielfach  geändert  und  erweitert  worden  ist,  kam  der 
letzte  Abschnitt  wegen  Semesterkürze  gar  nicht  mehr  zum  Vortrag.     Glück- 
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Hcberweise  war  dieser  Teil  schon  früher  in  Grelles  Journal  erschienen,  aus 
dem  er  nun,  abgesehen  von  einigen  Ändertingen,  abgedruckt  worden  ist. 
Der  Umfang  des  hier  behandelten  Stoffes  entspricht  ganz  den  Intentionen 
Helmholtzs.  Die  Schüler  konnten  ihrem  Meister  kein  schöneres  Denkmal 
errichten,  als  durch  die  Herausgabe  seiner  Vorlesungen.  -n  m«b«^ 


Die  Lehre  von  der  Elektrizitftt  von  Gustav  Wiedemann.    Zweite  um- 
gearbeite  und  vermehrte  Auflage.     Zugleich  als  vierte  Auflage  der 

Lehre  vom  Oalyauismns  nnd  Elektromagnetismus.    Vierter  Band. 

Mit  269  eingedruckten  Abbildungen.  Braunschweig  1898.  Druck 
und  Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.  1237  8.,  Preis  32  Mk., 
geb.  34  Mk. 

Kein  Gebiet  der  Physik  hat  in  den  letzten  Jahren  eine  auch  nur  ahn- 
liche Entwickelung  erfahren,  wie  die  Elektrizit&tslehre.  Der  Stoff  hat  so 
gewaltig  zugenonmien,  dass  es  trotz  Vermehrung  der  Seitenzahlen  nötig 
war,  die  Gasentladungen  in  einem  besonderen  fünften  Bande  unterzubringen, 
den  der  Sohn  des  Verfassers,  Herr  Eilhard  Wiedemann,  bearbeiten  wird. 
—  Der  vorliegende  vierte  Band  beginnt  mit  der  Induktion.  Hierauf  folgt 
das  absolute  Maß  der  elektrischen  Eonstanten.  Den  Schluss  bildet  ein 
theoretisches  Kapitel:  Hypothetische  Ansichten  über  das  Wesen  und  die 
Wirkungsweise  der  Elektrizität.  Um  aber  diesem  Teil  nicht  einen  über  den 
Bahmen  dieses  Werkes  hinausgehenden  Umfang  geben  zu  müssen,  wird  ein 
Litteratur- Verzeichnis  beigegeben,  in  welchem  insbesondere  auch  die  grösseren, 
zusammenhängenden  Arbeiten  berücksichtigt  sind.  —  Der  leichten  Orientierung 
wegen  ist  ein  ausführliches  Inhaltsverzeichnis,  ein  Namen-  und  ein  Sach- 
register diesem  Bande  beigefügt  worden.  Die  Litteratur  ist  bis  zum  Be- 
ginn des  Jahres  1897  berücksichtigt.  — 

Der  Leser  der  Korrekturbogen  wäre  künftig  auf  grössere  Beachtung 
der  Schreibweise  aufmerksam  zu  machen,  z.B.  S.  X  Literatur,  S.  XHI  da- 
gegen Litteratur;  S.  XIH  Z.  5  von  unten  Verzeichnis,  Z.  4  und  1  von  unten 
Verzeichniss  u.  dergl.  —  Den  Verfasser  beglückwünschen  wir  zu  der  Voll- 
endung dieser  Biesenarbeit.  Die  Physik  und  kein  geringer  Teil  der  Elektro- 
technik ist  dadurch  in  hohem  Maße  befriedigt  worden.  -n  ]^£b»l 


MüLLEB-PouiLLETs  Lehrbuch  der  Physik  nnd  Meteorologie.  Neunte  um- 
gearbeitete und  vermehrte  Auflage  von  Leopold  Pfaundler  unter 
Mitwirkung  von  Otto  Lummer.  In  drei  Bänden.  Mit  gegen  2000 
Holzstichen,  Tafeln,  zum  Teil  in  Farbendruck.  Zweiter  Band.  Erste 
Abteilung.  Dhtte  Lieferung.  (Schluss  der  I.  Abteilung.)  Optik  584  S., 
und  zweite  Abteilung  (Schluss  des  zweiten  Bandes)  Wärme  und 
meteorologische  Erscheinungen,  786  S.,  Preis  10  Mark.  Braun- 
schweig 1897  und  1898.  Druck  und  Verlag  von  Friedrich  Vieweg 
und  Sohn. 
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Aach  diese  Lieferangen  stehen  ihren  Vorgängerinnen  in  nichts  nach. 
Dieses  Werk  ist  eine  wahre  Freade  für  den  Physiker  nnd  kann  nicht  genug 
empfohlen   werden   allen,   die   sich    in   der    Physik    gründlich    anterrichten 

^^"'°-  B.  Nebel. 

Physikalisches  Praktikum  mit  besonderer  Berücksichtigang  der  physi- 
kalisch-chemischen Methoden  von  Eilhard  Wiedemann  und  Hwrmann 
Ebert.  Dritte  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  Mit  316  ein- 
gedruckten Holzstichen.  Braunschweig  1897.  Druck  und  Verlag 
von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.     490  S.     Preis  9  Mk. 

Die  in  relativ  kurzer  Zeit  nötig  gewordene  dritte  Auflage  beweist  zur 
Genüge,  wie  sehr  es  den  Verfassern  gelungen  ist,  den  bestehenden  Be- 
dürfnissen Bechnung  zu  tragen.  Das  Buch  soll  nicht  nur  während  der 
Studienzeit^  sondern  auch  nach  derselben  ein  treuer  Berater  sein  für  die, 
welche  z.B.  plötzlich  an  einer  kleinen  Anstalt  mit  geringen  physikalischen 
Lehrmitteln  auf  eigene  Füsse  gestellt  werden.  In  solcher  Lage  wird  der 
Betreffende  erst  recht  inne,  wie  sehr  er  noch  in  allen  Dingen  des  Bates 
bedarf,  was  ihm  in  einem  reich  ausgestatteten  Listitut  in  Gegenwart  von 
Professor  und  Assistenten  nicht  zum  Bewusstsein  kam. 

Die  vielen  Abbildungen,  die  praktischen  Winke  und  das  mathematische 
Rüstzeug  bilden  ein  wertvolles  Beiwerk^  das  im  Übrigen  auch  die  Assistenten 
zu  entlasten  vermag  bezüglich  der  vielen  Anfragen  von  Seiten  junger 
Praktikanten.  Dass  sich  ein  solches  Buch  mehr  und  mehr  ausbreiten  wird, 
darüber  besteht  keinerlei  Zweifel.  -d   Nebbl 


Lehrbuch  der  Experimentalphysik  von  Adolf  Wüllner.   Fünfte  vielfach 

umgearbeitete  xmd  verbesserte  Auflage.  Dritter  Band.  Die  Lehre  vom 
Magnetismus  und  von  der  Elektrizität  mit  einer  Einleitung:  Grund- 
sätze der  Lehre  vom  Potential  Mit  341  in  den  Text  gedruckten 
Abbildungen  und  Figuren.  Leipzig  1897.  Druck  xmd  Verlag  von 
B.  G.  Teubner.     1414  S.     Preis  18  Mk. 

Sowohl  aus  historischen,  als  auch  aus  pädagogischen  Gründen  hat  der 
Verfasser  die  Einteilung  des  Stoffes  der  früheren  Auflagen  auch  hier  bei- 
behalten, so  dass  die  Kontinuität  in  dieser  Beziehung  vollständig  gewahrt 
bleibt.  Ob  aber  diese  Gründe  allein  maßgebend  sein  dürfen,  imd  ob  sie 
die  rein  praktischen  Gründe,  die  auf  eine  Änderung  hindi&gen,  überwiegen, 
darüber  dürften  sich  doch  Zweifel  geltend  machen.  Obwohl  kein  Freund 
von  Modeströmungen,  glaubt  Rezensent,  dass  mit  Rücksicht  auf  die  in  der 
Elektrotechnik  allgemein  angenommene  und  im  physikalischen  Unterricht 
schon  weit  verbreitete  Behandlung  nach  der  Kraftlinientheorie  nicht  bei 
Seite  gelassen  werden  darf,  wenn  nicht  das  Buch  in  kurzer  Zeit  nur  noch 
einen  historischen  Charakter  besitzen  soll.  Sobald  die  jüngere  Generation 
der  Anhänger  der  Krafblinientheorie  in  Amt  und  Würden  gelangt  sein  wird. 
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wird  diese  Frage  entschieden  sein,  also  ongeföhr  in  zehn  Jahren.  —  Die 
grossen  Errungenschaften  in  der  Elektrizit&tslehre  bedingten,  abgesehen 
von  sonstigen  zahlreichen  Ergänzungen,  die  Schaffong  eines  besonderen 
Kapitels,  das  die  elektrischen  Schwingungen  znm  Gegenstand  hat.  —  Der 
vorliegende,  anch  einzeln  käofliche  Band  ist  ungemein  reichhaltig  und 
wegen  der  sorgfältigen  Litteratorangabe  der  angeführten  üntersachongen 
sehr  wertvoll  fOr  den  Physiker,  der  die  ersten  Semester  hinter  sich  hat. 

'■ B.  Nebel. 

Neümann.  Die  elektrisfhen  Krifte.  Darlegung  und  genauere  Betrachtung 
der  von  hervorragenden  Physikern  entwickelten  mathematischen 
Theorien.  Zweiter  TeiL  Über  die  von  Hermann  von  Helmholtz  in 
seinen  filteren  und  neueren  Arbeiten  angestellten  Untersuchungen. 
Leipzig  1898,  Druck  und  Verlag  von  B.6.  Teubner.  462  S. 
Der  zweite  Teil  entspricht  nicht  ganz  dem  Programm,  das  dem 
vor  25  Jahren  erschienenen  ersten  Teile  zu  gründe  gelegt  worden  war; 
denn  sonst  würde  jetzt  das  Weber'sche  (xesets  und  seine  durch  accessor- 
ische  Annahmen  zustande  gekommene  Erweiterung  auf  pondoromotorische 
Wirkungen  den  Inhalt  dieses  Bandes  bilden.  Verschiedene  Versuche  des 
Verfassers  zur  Vervollstfindigong  dieses  Gesetzes  haben  aber  zu  keinem  be- 
friedigenden Resultat  geführt,  so  dass  dieser  Plan  aufgegeben  worden  ist. 
Von  nicht  geringerem  Interesse  sind  aber  die  von  Helmholtz'schen  Arbeiten, 
von  denen  sich  die  älteren  scharf  abgrenzen  von  den  neueren.  Für  die 
Wissenschaft  ist  es  von  hohem  Wert,  dass  es  von  Helmholtz  noch  ver- 
gönnt war,  auch  Stellung  zu  den  neueren  Anschauungen  zu  nehmen.  — 
Für  die  studierende  Jugend,  welche  zu  leicht  geneigt  ist,  das  Neue  schon 
als  Evangelium  hinzunehmen  und  das  Frühere  als  überwunden  anzusehen, 
ist  die  vorliegende  Behandlung  und  kritische  Gegenüberstellung  der  beiden 
von  V.  Helmholtz  eingeschlagenen  Richtungen  von  grösstem  Nutzen,  indem 
jene  einen  Überblick  erhält  und  dadurch  zu  der  Erkenntnis  gelanget,  dass 
wir  vom  Endziel  leider  noch  sehr  weit  entfernt  sind.  Die  den  älteren 
V.  Helmholtz'schen  Arbeiten  zu  gründe  liegenden  Vorstellungen  basieren  auf 
der  Newton'schen  Gravitationstheorie,  mit  der  im  engsten  Zusammenhang 
die  Elastizität  und  die  E!apillarität  stehen.  Diesen  unvermittelten  Fem- 
wirkungen gerade  entgegengesetzt  sind  die  neuen  Anschauungen,  nach 
denen  die  Ursachen  über  die  Veränderungen  eines  Punktes  im  Weltenraum 
in  seiner  unmittelbaren  Umgebung  zu  suchen  sind,  und  stehen  deshalb  in 
nächster  Beziehung  zu  Wärme  und  Licht.  Da  sich  aber  wohl  annehmen 
lässt,  dass  die  Elektrizität  auch  mit  dem  Wesen  der  Gravitation  im  Zu- 
sammenhang steht,  so  wird  das  Ziel  zur  Erforschung  der  wahren  Prinzipien 
der  elektrischen  Erscheinungen  darin  zu  suchen  sein,  die  universalen  Prin- 
zipien zu  ergründen,  welche  die  elektrischen  Erscheinungen  mit  denen  der 
Gravitation  und  denen  der  Wärme  (bezw.  Licht)  zu  einem  einheitlichen 
Ganzen  vereinigen.  Diesen  universalen  Prinzipien  suchte  man  sich  früher 
an    der  Hand   der  Newton'schen    Gravitationstheorie   zu   nähern ,   während 
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man  jetzt  von  der  Fonrier'schen  Wärmetheorie  ausgeht.  In  der  Yer- 
folgong  des  einen  Weges  dürfen  aber  die  Sparen  des  anderen  Weges  nicht 
ausser  Auge  gelassen  werden  und^  um  dies  zu  ermöglichen,  hat  der  Verfasser 
in  dem  vorliegenden  Bande  beide  Methoden  sorgfältig  durchgearbeitet  und 
soweit  als  möglich  vervoUsÜLndigt,  eine  That,  die  fOr  die  Weiterentwickelimg 
von  grösstem  Interesse  ist.         -o  "^^^^j^ 

Lehrbuch  der  Physik.  Von  J.  Violle.  Deutsche  Ausgabe  von  E.  Gumlich, 
W.  Jäoeb,  St.  Lindeck.  Zweiter  Teil:  Akustik  und  Optik.  Zweiter 
Band.  Geometrische  Optik.  Mit  270  in  den  Text  gedruckten 
Figuren.  Berlin  1897,  Verlag  von  Julius  Springer.  676  S.  Preis  8  Mk., 
geb.  9. 20  Mk. 
Wenngleich  durch  Fresnel  die  Wellentheorie  heute  unumschränkt 
dominiert,  so  sah  sich  der  Verfasser  auf  Grund  der  verschiedenen  Vor- 
stellungen vom  Wesen  des  Lichtes  doch  veranlasst,  nicht  von  einer  Hypo- 
these auszugehen  und  durch  sie  sämtliche  Erscheinungen  in  der  Optik  zu 
erklären,  sondern  ohne  jede  Hypothese  alle  Thatsachen  zu  behandeln,  die 
aus  der  geradlinigen  Fortpflanzung  des  Lichts,  dem  Lichtstrahl,  sich  auf 
geometrische  Weise  ergeben.  Diesen  Teil  nennt  er  geometrische  Optik ,  im 
Gegensatz  zur  physikalischen  Optik,  welche  diejenigen  Erscheinungen  um- 
fasst,  die  zu  ihrer  Erklärung  die  Wellentheorie  benötigen.  Die  geometrische 
Optik  ist  hier  etwas  anders  definiert  und  umfasst  mehr,  als  wir  sonst 
unter  dem  Begriff  „geometrische  Optik ^'  zu  verstehen  gewohnt  sind.  In 
dem  ersten  Kapitel  wird  die  geradlinige  Fortpflanzung  des  Lichts  gezeigt 
und  mit  ihrer  Hilfe  die  Verhältnisse  bei  den  (xestunen,  insbesondere  die 
Finsternisse  erläutert.  Die  nächsten  Kapitel  haben  die  Reflexion,  die 
Brechung  und  die  Dispersion  zum  Gegenstand.  In  dem  Schlusskapitel 
werden  die  optischen  Instrumente,  ausgehend  von  dem  Auge,  behandelt. 
So  sehr  wir  mit  dem  Inhalt  des  vorliegenden  Bandes  einverstanden  sind, 
so  können  wir  es  nicht  bei  allen  Figuren  sein.  Die  Linien  und  Buch- 
staben auf  dem  schwarzen  Hintergrund  sind  manchmal  so  fein  ausgefOhrt, 
dass  die  Deutlichkeit  darunter  leidet,  b.B.  bei  Fig.  433,  bei  welcher  doch 
die  Linsen,  und  nicht  das  sie  umschliessende  Bohr,  die  Hauptsache  sind, 
femer  in  Fig.  424  der  Teil  Ä,  B,  l,  V\  in  Fig.  429  der  Teü  M,M\  N, 
N\  P  u.  s.  w.  Die  Figuren  sollten  durchweg  einen  einheitlichen  Charakter 
zeigen   und   nicht   solche    Gegensätze    aufweisen  wie    z.  B.  die  Figuren  300 

^^  ^0^-  B.  Nebel. 

Untersuchnngen  Aber  die  Theorie  des  Magnetismus,  den  Erdmagnetis- 
mus und  das  Nordlicht  Von  Euqen  Dreher  und  E.  F.  Jordan. 
Berlin  1898,  Verlag  von  Julius  Springer.    18  S.    Preis  60  Pf. 

Aus  den  höchstinteressanten  Versuchen  über  rechts  und  links  gewundene 
Solenoide  und  den  Magneten  mit  verschieden  gestalteten  Enden  ergiebt  sich, 
dass  die  Ampere' sehe  Theorie,  wonach  die  Magnete  als  von  Ereisströmen 
umflossen  anzusehen  sind,  nicht  mehr  aufrecht  gehalten  werden  kann,  dass 
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vielmehr  die  Ströme  in  Spiralen  verlanfen,  und  dass  sich  der  Magnetismus 
nur  an  den  Oberflftchenschichten  zeigt.  Es  folgt  femer,  dass  die  Faraday* 
sehen ;  dnrch  Eisenfeile  sichtbar  gemachten  Eraftetrahlen  eines  Magneten 
als  das  Besoltat  einer  elektrischen  Aosgleichxuig  zwischen  den  ans  dem 
Nordpol  nnd  dem  Sftdpol  des  Magnets  ausströmenden  nngleichnamigen 
Elektribsit&ten  anzusehen  sind,  sofern  der  Magnetismus  auf  Elektrizit&t  zurück- 
zuführen ist.  Daraus  erklären  sich  die  Polarlichter  und  zwar  ergieht  sich 
aus  deren  Erscheinen  und  den  Lichterscheinungen  in  G  ei  ssler 'sehen 
Bohren,,  dass  die  Erde  als  ein  linksgewundenes  Solenoid  aufzufassen  ist, 
bei  dem  die  positive  Elektrizität  aus  dem  Nordpol  strömt,  um  von  hier 
aus  die  höheren  Luftschichten  nach  dem  Sftdpol  hin  zu  durchdringen  und 
bei  diesem  in  den  festeren  Erdkörper  einzutreten.  ß,  Nebel. 


Experimental-Üntersiiehiuigen  Aber  Elektrizität.  Von  Michael  Faraday. 

(Aus  den  Philosoph.  Transact.  für  1833.)  Herausgegeben  von 
A.  J.  V.  Oettingen.  (Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften. 
Nr. 86.)  m.  bis  V.Reihe.  Mit  15  Figuren  im  Text.  Leipzig  1897, 
Verlag  von  Wilhelm  Engelmann.     104  S.    Preis  M.  1.  60. 

Dasselbe.    (Aus  den  Philosop.  Transact.  für  1834.)   Herausgegeben  von 

A.  J.  V.  Oettingen.  (Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften. 
Nr.  87.)  VL— VUI.  Reihe.  Mit  48  Figuren  im  Text.  Leipzig  1897, 
Verlag  von  Wilhelm  Engehnann.    180  S.    Preis  M.  2. 60. 

In  der  UI.  Reihe  weist  der  Verfasser  entgegen  den  damaligen  An- 
schauungen nach,  dass  es  nur  einerlei  Elektrizit&t  giebt. 

Die  IV.  Seihe  enthält  eine  Reihe  von  Thatsachen,  die  einen  Unter- 
schied  zwischen  metallischer  imd  elektrolytischer  Leitung  erkennen  lassen. 

Die  V.,  sehr  wichtige  Reihe  umfasst  die  Versuche  über  elektro- 
chemische Zersetzung,  vermöge  deren  die  bisherige  Anschauung  über  die 
von  den  Polen  ausgehenden,  anziehenden  Kräfte  widerlegt  wird  und  die 
fundamentalen  Gedanken  der  Faradayschen  Theorie  zur  Entwickelung 
kommen. 

Die  vorstehenden  drei  Reihen  bilden  die  Vorbereitung  zu  den  aus- 
gedehnten Untersuchungen  Faraday s  über  Elektrolyse. 

In  der  VI.  Reihe  werden  die  wichtigen  Erscheinungen  der  langsamen 
Verbrennung  explosionsfahiger  Gase  bei  Gegenwart  von  Metallen  mitgeteilt, 
die  zur  sicheren  Verfolgung  der  fondamentalen  Gesetze  der  Elektrolyse 
wesentlich  beitragen. 

Die  Vn.  Reihe  enthält  die  Basis  der  noch  heute  giltigen  Anschauung 
über  die  Elektrolyse. 

In  der  VUI.  Reihe  bringt  Faraday  die  Versuche  zur  Darstellung,  die 
er  über  die  Elektrizität  der  Voltaschen  Säule,  deren  Abkunft,  Menge, 
Stärke  und  deren  allgemeine  Kennzeichen  angestellt  hat. 

Hifll  -  litt.  Abt.  d.  Zeitachr.  f.  Math.  u.  Phyi .  44.  Band.  1899.  5.  n.  6.  Heft.  1 3 
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Die  sorgfältig  durchdachten  Untersachungen  des  genialen  Autodidakten 
zeigen  der  heranwachsenden  Jagend,  wie  ein  Gelehrter  arbeiten  soll. 

Wo  es  nötig  erschien,  hat  der  Herausgeber  ergänzende  Anmerkungen 
beigefügt.  B  Nebel. 

Maehs  Qrnildriss  der  Physik  für  die  höheren  Schulen  des  deutschen 
Beiehes,  bearbeitet  von  Febdikano  Harbordt  und  Max  Fischer. 
I.  Teil:  Vorbereitender  Lehrgang.  Ausgabe  für  Beal- Anstalten.  Mit 
298  Abbildungen.  Zweite,  verbesserte  Auflage.  Leipzig  1897,  Ver- 
lag von  G.  Freytag.    176  S.   Preis  gebd.  M.  2. 

Die  in  relativ  kurzer  Zeit  nötig  gewordene  zweite  Auflage  lässt  er- 
kennen, dass  die  Herausgeber  mit  der  Bearbeitung  des  Machschen  Grund- 
risses der  Physik  für  die  deutschen  Schulverhältnisse  das  Richtige  getroffen 
haben. 

Einfachheit  in  der  Darstellung;  zahlreiche  Figuren  und  grosse  Über- 
sichtlichkeit sind  die  Bedingungen,  welche  bei  dem  Schüler  Liebe  und  Lust 
zur  Physik  erwecken.  —  Bei  einer  Neuauflage  mögen  die  Herausgeber  auch 
das  Selbststudium  berücksichtigen,  indem  zum  Beispiel  gleich  bei  den 
Maßen  auch  die  Definitionen  und  die  Erläuterungen  der  Abkürzungen  bei- 
gefügt werden  von  1  m  (Meter)  =»•••,  oder  1  a  (Ar)  :=  •  •  •  Das  Buch  soll 
auch  ohne  Gegenwart  des  Lehrers  und  nach  Absolvierung  der  Schule  seine 
Dienste  thun.  Für  Realschulen  passen  griechische  Buchstaben  nicht  (vergl. 
6. 140,  §170),  die  Marskarte  dürfte  überflüssig  sein,  dagegen  wären  die 
Figuren  der  wichtigsten  Sternbilder  an  unserem  Himmel  von  grösserer 
Bedeutung.  Man  muss  sich  bei  der  Stoffauswahl  stets  das  betreffende 
Schülermaterial  vor  Augen  stellen.  -ß  j^^ggi^ 

Physikalisches  Unterrichtswerk  für  höhere  Lehranstalten,  sowie  zur  Ein- 
führung in  das  Studium  der  neueren  Physik  in  zwei  Stufen  von 
H.  BöRNEH.  Zweite  Auflage.  IV.  Lehrbuch  der  Physik  für  die  drei 
oberen  Klassen  der  Bealgymnasien  und  Oberrealschulen.  Mit  365 
in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.  Berlin  1898,  Verlag  der 
Weidmannschen  Buchhandlung.    488  S.   Preis  M.  6. 

Der  Plan  zu  dem  vorliegenden  ünterrichtswerk  ist  genau  den  preussischen 
Lehrplänen  angepasst.  Die  Behandlung  des  Stoffes  schliesst  sich  eng  an 
die  neueren  Anschauungen  an,  so  dass  ein  Schüler  nach  einer  solchen  Vor- 
bereitung ohne  jede  Schwierigkeit  weiter  bauen  kann,  da  er  mit  den 
jetzigen  Hilfsmitteln,  wie  Kraftlinien  u. s.  w.,  zu  operieren  gewohnt  ist.  — 
Das  Buch  beschränkt  sich  nicht  auf  die  in  der  Schule  durchzunehmenden 
Teile,  sondern  es  bietet  dem  Lehrer  eine  Stoffauswahl  und  dem  strebsamen 
Schüler  noch  Gelegenheit  zum  Weiterstudium.  Bei  der  Reichhaltigkeit  ist 
es  eigentlich  zu  verwundem,  weshalb  das  elektrodynamische  Maßsystem 
übergangen  und  auf  den  Zusammenhang  der  drei  elektrischen  Maßsysteme 
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unter  einander  nicht  aofinerksam  gemacht  worden  ist.  Ein  solcher  Ein* 
blick  ist  dem  Verständnis  sehr  forderlich  und  wirkt  für  die  elektro- 
magnetische Lichttheorie  vorbereitend.  —  Bezüglich  der  äusseren  Form 
dürfte  eine  grössere  Übersicht  dadurch  geschaffen  werden,  dass  die  Gesetze 
z.  B.  durch  den  Druck  schärfer  hervorgehoben  würden,  wodurch  namentlich 
der  Überblick  gefördert  und  die  Bepetitionen  grösserer  Teile  wesentlich 
erleichtert  würden.  Eine  Änderung  in  dieser  Hinsicht  würde  den  Wert  des 
an  sich  vorzüglichen  Werkes  noch  erhöhen.  g  Nebel 


Physik  und  Chemie.  Gemeinfassliche  Darstellung  ihrer  Erscheinungen  und 
Lehren  von  B.  Weinstein.  Mit  34  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Berlin  1898,  Verlag  von  Julius  Springer.   427  S.   Preis  M.  4. 

Das  Buch  verdankt  seine  Entstehung  einer  weiteren  Durcharbeitung 
eines  vor  einigen  Jahren  zur  Unterweisung  rein  praktisch  beschäftigter 
Männer  herausgegebenen  Werkes,  das  in  den  betreffenden  EJreisen  günstig 
aufgenommen  worden  sei.  Die  Behandlungsweise  des  Stoffes  macht  den 
Eindruck,  als  ob  das  Buch  für  die  vor  kurzer  Zeit  lebhaft  erörterten  Volks- 
hochschulen bestimmt  wäre.  Ungeheuer  viel  Material  wird  geboten,  sodass 
der  Verfasser  in  dem  Vorwort  sich  das  Zeugnis  ausstellt,  dass  die  Voll- 
ständigkeit derartig  erzielt  sei,  dass  kaum  eine  wichtigere  Thatsache  über- 
gangen worden  sei.  Nach  unserer  Ansicht  ist  dies  kein  Vorteil,  sondern 
ein  Nachteil;  denn  es  werden  Dinge  erwähnt,  über  die  selbst  die  Fach- 
leute noch  nicht  schlüssig  sind.  Für  das  Publikum  genügte  z.B.  die  Er- 
wähnung der  Röntgenstrahlen;  die  Lenard- Strahlen  könnten  sicher  über- 
gangen werden,  ebenso  dass  der  Verfasser  nicht  anzugeben  weiss,  wie  es 
geschieht,  dass  die  Eathodenstrahlen  die  Salze  zu  förben  vermögen.  Nicht 
gerade  formvollendet  ist  die  Ausdrucksweise  hinter  den  v.  Helmhol tzschen 
Anschauungen  über  die  Farbenreize:  „Die  Akten  hierüber  sind  noch  keines- 
wegs geschlossen."  Bei  der  Durchsicht  des  Buches  wird  man  an  jenen 
Berliner  erinnert,  der  vermöge  seines  guten  Gedächtnisses  über  alles  zu 
sprechen  weiss,  bei  dem  sich  aber  bei  näherem  Eingehen  alles  nur  als 
Tünche  und  Blendwerk  zeigte.  Wäre  weniger  geboten  worden,  aber  etwas 
gründlicher,  so  würde  nach  unserer  Ansicht  der  Nutzen  des  Buches  hin- 
sichtlich der  Belehrung  ein  grösserer  sein.  ü  N^ebel 


Das  Mikroskop  und  seine  Anwendung.    Von  Leopold  Dippel.    Zweite, 

umgearbeitete  Auflage.  Zweiter  Teil.  Anwendung  des  Mikroskopes 
auf  die  Histiologie  der  Gewächse.  Zweite  Abteilung  (Schluss  des 
Werkes).  Mit  132  eingedruckten  Holzstichen.  Braunschweig  1898, 
Druck  und  Verlag  von  Friedrich  Vieweg  &  Sohn.    216  S. 

Der  Schluss  des  zweiten  Teils   umfasst  die  Untersuchungen  über  den 
Bau  der  vegetativen   Organe  der  Stengelpflanzen  und  die  Untersuchungen 

13* 
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ans  der  Entwickelungsgeschichte.  Der  Inhalt  hat  namentlich  für  Botaniker 
hervorragendes  Interesse.  Die  zahlreichen  Abbildungen  tragen  zum  Ver- 
ständnis ungemein  viel  bei -d  jjjjbet. 

Das  Licht.  Gmndriss  der  Optik  für  Studierende  und  Schüler.  Von 
B.  T.  Glazebroce.  Deutseh  herausgegeben  von  E.  Zermelo.  Mit 
134  Figuren  im  Text.  Berlin  1897,  Verlag  von  S.  Calvary  &  Co. 
273  S. 

Das  kleine  Buch  eignet  sich  vorzüglich  für  Schüler,  um  die  ein- 
facheren Erscheinungen  der  Optik  gründlich  kennen  zu  lernen.  Die  an- 
gestellten Versuche  werden  mit  den  einfachsten  Mitteln  ausgeführt,  sodass 
sie  der  Lernende  jederzeit  nachmachen  kann,  wodurch  sich  die  Materie 
dem  Gedächtnis  viel  schärfer  einprägt.  Um  aber  von  vornherein  nicht  den 
Verdacht  der  Spielerei  aufkommen  zu  lassen,  sind  zahlreiche  Übungs- 
beispiele eingeschaltet,  die  zum  selbständigen  Denken  Veranlassung  geben. 
Schon  änsserlich  ist  auf  Übersichtlichkeit  ein  grosser  Wert  gelegt,  so  sind 
die  Definitionen  und  Grundgesetze,  sowie  die  Experimente  durch  den  Druck 
scharf  hervorgehoben.  B  ^^^^^ 

Yorlesmigeii  Aber  die  Prindpe   der  Mechanik.   Von  Ludwig  Boltz- 

HANN.  I.  Teil,  enthaltend  die  Prinzipe,  bei  denen  nicht  Ausdrücke 
nach  der  Zeit  integriert  werden,  welche  Variationen  der  Koordinaten 
oder  ihrer  Ableitungen  nach  der  Zeit  enthalten.  Mit  16  Figuren. 
Leipzig  1897,  Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth.  241  S.  Preis  M.  6. 

In  dem  Vorwort  giebt  der  Verfasser  die  Gründe  an,  welche  ihn  ver- 
anlasst haben,  den  zweiten  Teil  der  Gastheorie  noch  hintanzuhalten  und 
sich  zunächst  der  Mechanik  zu  widmen.  Nachdem  dieser  Gegenstand  für 
die  Vorlesungen  ausgearbeitet  war,  wurde  aus  andereu  Gründen  von  dem 
Vortrage  in  dieser  Form  abgesehen,  sodass  wir  es  demnach  mit  ungehaltenen 
Vorlesungen  zu  thun  haben.  Der  Verfasser  hat  es  sich  darin  zur  Aufgabe 
gemacht,  der  modernen  Strömung,  die  Dunkelheiten  in  den  Prinzipien  der 
Mechanik  nur  durch  Einkleidung  der  Mechanik  in  ein  ganz  neues,  fremd- 
artiges Gewand  beseitigen  zu  können,  einen  kräftigen  Widerstand  entgegen- 
zusetzen. Dies  Ziel  erreicht  er,  indem  er  Schritt  für  Schritt  den  Nach- 
weis liefert,  wie  sich,  ohne  Aufgabe  der  alten  klassischen  Darstellungs- 
weise der  Mechanik,  die  Dunkelheiten  ebenfalls  vermeiden  lassen.  Er 
fordert  die  Gegner  seiner  Anschauungsweise  auf,  ein  Gleiches  auf  energetischer 
oder  rein  phänomenologischer  Basis  mit  gleicher  E[larheit  vom  Anfang  bis 
zum  Ende  zu  thun.  Es  Messe,  das  Kind  mit  dem  Bade  ausschütten,  wenn 
man  die  Atomistik  deshalb  aufgeben  wollte,  weil  Unberufene  damit  auch 
allerlei  Phantastereien  getrieben  haben.  Für  das  Fortschreiten  der  Wissen- 
schaft ist  es  ein  wahres  Glück,  in  dem  Verfasser  einen  Mann  zu  besitzen, 
der  die  falschen  Propheten  von  den  wahren  trennt  und  bemüht  ist,  der 
Anhängerschaft  jener  den  richtigen  Weg  zu  zeigen.  3  Nebel. 
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BoBEBT  Mayeb  und  Hbbhann  vok  Helmholtz.  Eine  kritische  Stndie. 
Von  Dr.  Tb.  Oboss.  Berlin  W  1898,  Fischers  technologischer  Ver- 
lag M.  Erayn,  Steglitzerstr.  86.    174  S.    Preis  M.4.50. 

Die  Leistungen  von  y.  Helmholtz  in  wissenschaftlicher  Beziehung 
sind  von  solcher  Tragweite,  dass  viele  seiner  Zeitgenossen,  namentlich  anch 
seine  Schüler  auf  sein  Urteil  sehr  grossen  Wert  legten,  und  zwar  mit  Becht. 
Das  y.  Helmholtzsche  Qestim  glänzte  yiele  Jahre  ungetrübt  am  wissen- 
schaftlichen Himmel,  sodass  es  sich  jedem  tief  einprägte  und  eine  nach- 
haltige Wirkung  hinterliess,  während  Robert  Mayer  mit  einem  zwar 
äusserst  glänzenden,  aber  nur  kurze  Zeit  sichtbaren  Stern  zu  yergleichen 
ist.  Die  Nachwelt  wird  daher  bei  solcher  Sachlage  in  der  Stellungnahme 
eines  y.  Helmholtz  zu  Bobert  Majer  zu  leicht  geneigt  sein,  das 
Mayersche  Gestirn  nicht  so  glänzend  zu  finden,  als  es  thatsächlich  war, 
und  störende  Schlacken  in  seiner  Atmosphäre  zu  entdecken,  schon  nach 
dem  Grundsatze:  semper  aliquit  haeret.  Daher  ist  es  die  Pflicht  aller 
Zeitgenossen,  alles  Material  zu  sammeln  und  kritisch  zu  sichten,  um  yon 
Mayers  Verdienst  jedweden  Schatten  zu  nehmen.  Weyrauch  hat  sich 
bezüglich  des  May  ersehen  litterarischen  Nachlasses  dieser  Aufgabe  in 
dankenswerter  Weise  unterzogen.  Angeblich  aus  Zartgefühl  hat  y.  Helm- 
holtz erst  nach  Meyers  Tode  geglaubt,  diesem  seinen  wahren  Platz  in 
der  Wissenschaft  anweisen  zu  müssen,  der  allerdings  sehr  unscheinbar  aus- 
gefallen ist.  Nachdem  nun  auch  y.  Helmholtz  aus  dem  Leben  geschieden 
ist,  ist  es  die  Aufgabe  des  yorliegenden  Buches,  Mayer  an  seinen  rich- 
tigen Platz  zu  stellen.  Das  Buch  enthält  gleichsam  die  v^on  den  Zeit- 
genossen der  Nachwelt  überlieferte,  ohne  Bücksicht  auf  die  Person  ge- 
machte Schlussabrechnung  zwischen  Bobert  Mayer  und  y.  Helmholtz, 
wobei  sich  leider  ergiebt,  dass  y.  Helmholtz  dem  Mayer,  gelinde  ge- 
sagt, nicht  gerecht  geworden  ist.  Zu  bedauern  ist,  dass  y.  Helmholtz 
dieses  Buch  nicht  mehr  erlebt  hat.  -ß  i^^sg^ 


Anfgaben  Aber  Wärme,  einschliesslich  der  mechanischen  Wärmetheorie  und 
der  kinetischen  Theorie  der  Gase.  Für  Studierende  an  Mittel- 
und  Gewerbeschulen,  zum  Selbststudium  für  angehende  Techniker, 
Physiker  u.  a.  Von  Eduabd  Maiss.  Mit  29  Figuren  im  Text. 
Wien  1898,  Verlag  yon  A.  Pichlers  Wittwe  und  Sohn,  Buchhandlung 
für  pädagogische  Litteratur  und  Lehrmittelanstalt.  V.  Margareten- 
platz 2.     118  S. 

Ermuntert  durch  die  günstige  Aufnahme  der  im  Jahre  1893  erschienenen 
Aufgaben  über  Elektrizität  imd  Magnetismus,  hat  der  Verfasser  nunmehr 
auch  die  gesanunelten  Aufgaben  über  Wärme  herausgegeben.  Jedem  soll 
etwas  geboten  werden,  deshalb  beziehen  sich  die  Aufgaben  nicht  allein 
auf  die  Hauptlehren  der  Wärmelehre,  sondern  sie  berücksichtigen  zum  Teil 
auch  die  Technik.    Für  den  Physiker  sind  die  Aufgaben  aus  der  kinetischen 


174  Hißtoriscli- litterarische  Abteilung. 

Theorie  der  Gase  bestimmt.  Das  absolate  Maßsystem  fand  durchgehend 
seine  Anwendung.  In  dem  zweiten  Teil,  sind  die  Lösungen  der  Aufgaben 
nebst  Fingerzeigen  über  die  Behandlongsweise  enthalten.  Das  beste  Mittel 
zur  vollständigen  Beherrschung  des  Stoffes  bilden  ftlr  Studierende  doch  die 
Aufgaben;  denn  auch  hier  gilt:    Übung  macht  den  Meister.       -g  ^^vB^r 


Theorie  der  atmosphärigclien  Strahlenbrechung.    Von  Alois  Walter. 

Veröffentlicht  mit  Unterstützimg  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.  Mit  4  Textfiguren.  Leipzig  1898,  Druck  und 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.     74  8. 

Die  vorliegende  Theorie  unterscheidet  sich  prinzipiell  von  allen  bis- 
herigen Theorien  darin,  dass  sie  zunächst  auf  einer  rein  geometrischen 
Basis  aufgebaut  ist.  Dadurch  wird  erreicht,  dass  die  gewonnenen  Formeln 
auch  giltig  bleiben,  wenn  sich  die  Anschauungen  über  die  physikalische 
Beschaffenheit  der  Atmosphäre  ändern;  denn  diese  haben  nicht,  wie  seither, 
auf  die  ganze  Theorie,  sondern  nur  auf  einzelne  Grössen  in  den  Formeln 
Einfluss.  Bisher  fiel  mit  dem  Wechsel  des  Fundaments  das  ganze  Gebäude, 
während  jetzt  das  Gerippe  stehen  bleibt. 

Der  erste  Teil  des  Buches  ist  demnach  rein  geometrischer  Natur, 
so  dass  die  physikalisch -meteorologische  Seite  des  Problems  erst  in  dem 
zweiten  Teil  behandelt  wird.  In  diesem  beschränkt  sich  der  Verfasser  nur 
auf  das  für  die  neue  Theorie  wünschenswerte  Beobachtungsmaterial;  be- 
absichtigt ist  also,  keine  systematische  Darstellung  der  empirischen  Er- 
gebnisse auf  dem  Gebiete  der  atmosphärischen  Strahlenbrechung  zu  liefern. 

B.  Nebel. 

Lorenz,  Dr.  Hans,  Professor  an  der  Universität  Halle,  dipl.  Ingenieur, 
Neuere  Kfihlmaschinen,  ihre  Konstruktion,  Wirkungsweise  und 
industrielle  Verwendung.  Ein  Leitfaden  für  Ingenieure,  Techniker 
und  Kühlanlagen- Besitzer.  Zweite,  durchgesehene  und  vermehrte 
Auflage.    München  und  Leipzig  1899,  Verlag  von  B.  Oldenbourg. 

Die  modernen  Kälteerzeugungsmaschinen  verdanken  ihre  Entstehung 
der  Übersetzung  wärmetheoretisch  festgelegter  Vorgänge  in  die  Praxis. 
Ihre  Ausführung  hatte  jedoch  sehr  verachiedenen  Anforderungen  zu  ge- 
nügen, sodass  an  der  Hand  der  Erfahrung  eine  grosse  Auswahl  von 
Konstruktionen  und  Anlagen  entstanden  ist.  In  neuester  Zeit  haben  durch 
die  Verflüssigung  der  Gase  und  das  Studium  der  Erscheinungen  bei  tiefsten 
Temperaturen  auch  weitere  Kreise  für  die  Kälteerzeugung  Interesse  ge- 
wonnen. Es  wurde  daher  gewiss  Vielen  ein  Dienst  geleistet,  als  der  sehr 
berufene  Herausgeber  der  Zeitschrift  für  die  gesamte  Kälteindustrie 
1896  einen  leicht  fasslichen  Überblick  über  das  bis  dahin  vorwiegend  in 
der  Joumallitteratur  behandelte  Gebiet  erscheinen  liess.  Die  kleine  Schrift 
war  im  Laufe  von  zwei  Jahren  vergriffen  und  so  liegt  uns  heute  die 
zweite  Auflage  vor. 
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Da  das  Werkchen  nur  den  Bedürfiiissen  der  Praxis,  insbesondere  auch 
denjenigen  der  Kühlanlagenbesitzer  entgegen  kommen  will,  so  sind  mathe- 
matiache  Formeln  gänzlich  ausgeschlossen.  Doch  hat  der  Verfasser  in  der 
neuen  Auflage  die  Begriffe  und  Sätze  der  Wärmelehre,  welche  bei  Kälte- 
erzeugungsmaschinen eine  Rolle  spielen,  in  einfacher  Form  vorgeführt. 
Die  erforderlichen  Berechnungen  werden  numerisch  erledigt,  eventuell  mit 
Hilfe  beigegebener  Tabellen.  Bezüglich  schärferer  Verfolgung  der  Vorgänge 
konnte  der  Verfasser  auf  seine  eigenen  Aufsätze  an  anderer  6telle  ver- 
weisen. Weiter  sind  in  der  vorliegenden  Auflage  erstmals  die  Absorptions- 
Kaltdampfmaschinen  berücksichtigt,  da  dieselben  doch  noch  häufiger  vor- 
kommen, als  gewöhnlich  angenommen  wird.  Ausser  Betracht  blieben  die 
bei  uns  wegen  ihres  unökonomischen  Betriebes  vollständig  aus  der  Praxis 
verschwundenen  Kaltluftmaschinen.  (Nach  Linde  sollen  in  England  noch 
offene  Kaltluftmaschinen  in  beschränkter  Anzahl  gebaut  werden.)  Der  grösste 
Teil  des  Raumes  ist,  wie  billig,  auch  diesmal  den  Kompressions -Kaltdampf- 
maschinen gewidmet,  wobei  alle  Neuerungen  gebührende  Berücksichtigung 
gefunden  haben. 

Das  Buch  umfasst  nun  auf  ca.  300  Seiten  folgende  neun  Kapitel: 
Die  Hauptsätze  der  Wärmelehre;  Methoden  und  Energieverbrauch  der  Kälte- 
erzeugung; die  Konstruktion  der  Kompressoren;  die  Apparate  zur  Abgabe 
und  Aufnahme  der  Wärme;  die  Einrichtung  der  Absorptionsmaschinen;  die 
Abkühlung  und  Kühlhaltung  von  Flüssigkeiten;  die  Luftkühlung;  die  Eis- 
erzeugung; die  Erzeugung  und  Verwendung  von  Kälte  bei  abnorm  tiefen 
Temperaturen  (Verfahren  von  Pictet,  Olczewski,  Dewar  und  Linde). 
Die  Darstellung  ist  recht  klar  und  reichlich  durch  Figuren  unterstützt.  Er- 
wünscht wäre  wohl  mit  Rücksicht  auf  manche  der  vorausgesetzten  Leser,  wenn 
künftig  Ausdrücke  wie  Energieformen,  latent,  Äquivalenz,  perpetuum 
mobile  etc.  beim  ersten  Auftreten  kurz  erklärt  oder  verdeutscht  würden. 
Das  angefügte  Sachregister  erleichtert  die  Benutzung  und  auch  das  Litteratur- 
Verzeichnis  ist  dankenswert.  Wir  können  das  handliche  Werkchen  allen 
Interessenten  aufs  beste  empfehlen.  Wbtrattch 

K.  RoHN  und   E.  Pappebitz.    Lehrbucli   der    darstellenden  Geometrie. 

In  zwei  Bänden.    Zweiter  Band.   Leipzig  1896,  Veit  &  Comp.    528  S. 

Unter  den  deutschen  Werken  über  darstellende  Geometrie  gebührt  dem 
vorliegenden  nach  den  beiden  Lehrbüchern  von  Fiedler  und  Wiener  un^ 
zweifelhaft  der  erste  Platz.  Die  Fülle,  zum  Teil  Neuheit  des  behandelten 
geometrischen  Stoffes,  die  sichere,  oft  elegante  Handhabung-  der  geo- 
metrischen Beweismethoden  und  die  fast  durchgehends  prägnante  Schreib- 
weise berechtigen  zu  diesem  Urteil. 

Der  vorliegende  zweite  Band*  beschäftigt  sich  zunächst  (auf  363  S.) 
mit  der  Theorie  der  Flächen  und  Kurven  im  Räume,  dann  mit  der  schiefen 

*  Besprechung  des  I.  Bandes  durch  W.  Fr.  Meyer,  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik und  Physik,  Bd.  40,  S.  98. 
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und  orthogonalen  Axonometrie  (48  S.),  der  Perspektive  (69  S.)  und  der 
Beleuchtung  von  Flächen  (48  S.).  Wie  auch  sonst  üblich  gelangen  in  dem 
zuerst  angeführten  Teile  ausser  den  cyklischen  Linien  und  Schraubenlinien 
der  Beihe  nach  die  folgenden  Flächenklassen  zur  Behandlung:  Botationsfiächen 
(insbes.  Rotationsflächen  zweiten  Grades),  Schraubenflächen ^  Flächen  zweiten 
Grades,  abwickelbare  und  windschiefe  Begelflächen,  Hüllflächen  und  topo- 
graphische Flächen,  woran  sich  noch  ein  Kapitel  über  die  Krümmung  der 
Flächen  anschliesst.  Hierbei  wird  nicht  allein  die  Konstruktion  der  Tangential- 
ebenen, ebenen  Schnitte,  Eigen-  xmd  Schlagschattengrenzen,*  sowie  schein- 
baren Umrissen  in  orthogonaler  Projektion  gelehrt,  sondern  es  werden  auch 
für  eine  grosse  Anzahl  Flächen  diese  Schnittkurven  und  Schattengrenzen  auf 
geometrischem  Wege  genau  untjjBrsucht  und  für  ihre  Projektionen  einfache 
Konstruktionen  abgeleitet.  In  dieser  Hinsicht  möchte  ich  besonders  auf  das 
ausführliche  X.  Kapitel  über  Schraubenflächen  hinweisen,  das  den  tüch- 
tigen Mathematiker  als  Verfasser  verrät  und  viel  nicht  allein  für  den  dar- 
stellenden Geometer  Interessantes  und  Neues  enthält. 

Charakteristisch  für  das  Werk  ist  überhaupt  die  gediegene  und  ein- 
gehende Behandlung  fast  alles  geometrisch  Interessanten,  das  zur  Zeit  der 
darstellenden  Geometrie  zugänglich  ist.  Um  nur  einiges  aus  diesem  Haupt- 
teile des  zweiten  Bandes  herauszugreifen,  erwähne  ich:  die  konstruktive 
Behandlung  der  Bingfläche,  die  Konstruktion  von  zwei  Rotationsflächen,  die 
sich  längs  einer  Kurve  berühren,  die  Konstruktion  des  Umrisses  einer 
Fläche  zweiten  Grades  aus  einer  Projektion  dreier  ihrer  ebenen  Schnitte 
oder  des  Umrisses  eines  Ellipsoides  aus  einer  Projektion  dreier  konjugierter 
Durchmesser,  die  Ermittelung  der  Eigenschattengrenze  eines  Ellipsoides  aus 
seinem  scheinbaren  Umriss  in  einer  Projektion  and  dem  Schatten  eines 
Punktes  der  Fläche  auf  die  Umrissebene,  die  Benutzung  der  Projektionen 
von  Flächen  zweiten  Grades  zur  zeichnerischen  Lösung  von  Aufgaben  über 
Kurven  zweiter  Ordnung  (wie  z.B.  „durch  drei  Punkte  einen  Kegelschnitt 
zu  legen,  der  eine  gegebene  Ellipse  oder  Hyperbel  in  zwei  Punkten  be- 
rührt"); femer  die  konstruktive  Behandlung  der  Fläche  gleichförmiger 
Neigung  mit  einer  Ellipse  als  Spurkurve,  des  P  lücker 'sehen  Konoids,  der 
Begelfiächen  dritten  und  vierten  Grades  (insbesondere  der  Normalenfläche 
für  einen  ebenen  Sclmitt  eines  Kegels  zweiter  Ordnung)  des  Cylindroids 
und  der  Dup  in 'sehen  Cyklide,  die  Konstruktion  der  Striktionslinien  an 
verschiedenen  dieser  Begelflächen  und  der  Krümmungslinien  für  die  Flächen 
zweiten  Grades.  Das  meiste  davon  ist  eingehender  behandelt,  als  man 
es  bisher  irgendwo  fand. 

Hingegen  vermisst  man  auch  in  diesem  Werke  manches,  was  für  die 
praktische  Anwendung  der  darstellenden  Geometrie  Wichtigkeit  hat.  Die 
Schattenkonstruktion  z.B.,  die  für  eine  grosse  Gruppe  von  Technikern, 
die  Architekten,  von   grossem  Werte  ist,  wird  nach  ihrer  praktischen  Seite 


•  Der  Gebrauch  des  Wortes  „Lichtgrenze"  für  „Eigenschattengrenze"  scheint 
mir  nicht  nachahmenswert. 
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sehr  stiefmütterlich  behandelt.  Dies  trat  schon  im  ersten  Bande  hervor, 
nnd  der  Referent  sprach  damals  die  Hoffiinng  aus,  dass  die  Anwendungen 
der  darstellenden  Geometrie  im  zweiten  Bande  vorkommen  würden.  Die 
Hoffnung  hat  sich  nicht  erfüllt. 

Die  Prinzipien,  nach  denen  der  Schatten  an  einer  beliebigen  Rotations- 
fläche bestimmt  wird,  sind  wohl  präzise  besprochen,  aber  ihre  Durchführung  ist 
nur  an  einem  einzigen,  sehr  einfachen  Beispiele  (S.  9)  gezeigt;  dass  jemand 
nach  Durchstudierung  dieses  Werkes  im  stände  sei,  auf  einigermassen  ge- 
schickte Art  die  Schatten  nur  an  einer  dorischen  oder  toskanischen  Säule 
zu  bestimmen,  möchte  ich  sehr  bezweifehu  Es  hätte  doch  wenigstens  ge- 
zeigt werden  müssen,  wie  man  auf  einfache  Weise  den  Schatten  einer 
quadratischen  Platte  auf  eine  Rotationsfläche»  bestimmt  oder  den  Schatten, 
den  eine  Eigenschattengrenze  wieder  auf  die  Fläche  wirft.  Es  fehlen  auch 
Hinweise  auf  die  mancherlei  Vereinfachungen,  die  sich  daraus  ergeben,  dass 
in  der  Praxis  die  Lichtstrahlenrichtung  im  Grund-  und  Aufriss  unter  45^ 
gegen  die  Projektionsaxe  geneigt  angenommen  wird.  Auch  die  Vereinfach- 
ungen, die  sich  bei  diesen  Konstruktionen  daraus  ergeben,  dass  man  den 
Grundriss  nicht  getrennt  zeichnet,  sondern  nach  Bedarf  in  den  Aufriss 
hineinlegt,  sollten  Erwähnung  finden.  Es  wird  femer  wohl  gezeigt,  wie 
man  bei  einer  Rotationsfläche  in  einem  Punkte  der  Eigenschattengrenze 
die  Tangente  an  diese  bestimmen  kann,  aber  die  für  den  praktischen 
Zeichner  wichtigere  Thatsache,  dass  die  Eigenschattengrenze  in  denjenigen 
Parallelkreisen  ünstetigkeiten  besitzt,  für  welche  die  Meridiankurve  eine 
TJnstetigkeit  in  der  Krümmung  besitzt  etc.,  finde  ich  nicht  erwähnt. 

Auch  bei  der  Aufsuchung  der  Durchdringungskurve  zweier  Rotations- 
flächen mit  sich  schneidenden  Axen  (S.  8)  fehlen  Beispiele;  gerade  diese 
Methode  lässt  sich  im  technischen  Zeichnen  vorteilhaft  anwenden. 

Das  XIV.  Kapitel  trägt  die  Überschrift  „Schiefe  und  orthogonale 
axonometrische  Projektion"  nicht  mit  vollem  Rechte;  wohl  wird  der  Begriff 
der  Axonometrie  erklärt,  über  die  Wahl  der  Axensjsteme  gesprochen  und 
der  Po  hl  keusche  Lehrsatz  kurz  und  klar  bewiesen,  aber  es  ist  an  keinem 
Beispiele  die  Anwendung  des  axonometrischen  Zeichnens  gezeigt.  Das 
in  den  Nr.  818  — 830  gelehrte  „Verfahren  der  schiefen  Projektion"  kann 
doch  nicht  „Axonometrie"  genannt  werden;  es  ist  eine  Art  freie  schiefe 
Projektion  (wie  sie  zuerst  wohl  Staudigl*  auseinandergesetzt  hat),  die 
zum  praktischen  Gebrauche  gut  geeignet  ist.  Es  wird  nämlich  nicht  allein 
die  Originalfigur,  sondern  auch  deren  Grundriss  auf  einer  angenommenen 
Horizontalebene    in    schiefer   Projektion    dargestellt,    ein  Punkt  also  durch 

* 

sein  Bild  und  das  Bild  seines  Grundrisses  bestimmt.  Die  Grundaufgaben 
über  Punkte,  gerade  Linien  und  Ebenen  werden  elegant  gelöst  und  ihre 
Anwendung  hauptsächlich  bei  der  Darstellung  von  Flächen  zweiten  Grades 
und  bei  der  Bestimmung  des  Umrisses  einer  Rotationsfläche  gezeigt.  Eine 
ähnliche  Behandlung   erfährt  die  orthogonale  Axonometrie.      Anwendungen 


•  „Die  axonometrische  und  schiefe  Projektion",  Wien  1875. 
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auf  die  Konstraktion  der  Schatten  an  in  schiefer  Projektion  dargestellten 
technischen  Gebilden  fehlen,  obwohl  solche  Beispiele  eine  gate  Vorübnng 
ffir  die  Konstraktion  der  Schatten  an  perspektivisch  dargestellten  Objekten 
abgeben. 

Die  nächsten  beiden  Kapitel,  die  offenbar  ans  verschiedener  Feder 
stammen,  beschäftigen  sich  mit  der  Perspektive,  and  zwar  das  XY.  Kapitel 
mit  der  „Freien  Perspektive",  das  XVI.  Kapitel  mit  der  „Angewandten 
Perspektive",  deren  Hauptaufgabe  sein  soll:  „in  einer  gegebenen  Ebene 
and  für  einen  gegebenen  Aagpunkt  („Augenpunkt"  ist  wohl  nur  ein 
Druckfehler!)  das  perspektivische  Bild  eines  durch  Grund-  und  Aufriss 
gegebenen  Objekts  zu  konstruieren."  In  ersterem  wird  die  übliche  Dar- 
stellung von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  in  Centralprojektion  und  die 
Ausfahmng  der  Hauptkonstruktionen  erklärt,  hierauf  deren  Anwendung 
zur  Darstellung  von  Körpern,  insbesondere  zur  Umrissbestimmung  von 
Kugeln  und  Fl&chen  zweiten  Grades  gezeigt. 

Das  Kapitel  über  „Angewandte  Perspektive"  ist  ausführlicher  und 
elementarer  geschrieben  als  die  vorhergehenden,  nimmt  auch  an  manchen 
Stellen  auf  früher  besprochene  Dinge  keine  Bücksicht  (auf  die  schon  in 
Nr.  880  erwähnte  Darstellung  eines  horizontalen  Kreises  z.  B.  wird  in 
Nr.  898  nochmals  ziemlich  ausführlich  eingegangen;  statt  des  für  das  Pro- 
jeküonscentrum  vorher  gebrauchten  Namens  „Augpunkt"  wird  jetzt  meist 
„Auge"  gesagt).  Das  Zeichnen  perspektivischer  Bilder  wird  mittelst  der 
Flacht-  und  Teilungspunkte  unter  gleichzeitiger  Benützung  des  umgelegten 
Grundrisses,  der  dabei  wohl  ziemlich  entbehrlich  ist,  an  einigen  Beispielen 
gezeigt  und  auch  die  Konstruktion  der  Schatten  erklärt.  Die  scharfe 
Unterscheidung  zwischen  „gerader  Ansicht"  und  „schräger  Ansicht"  ist 
dem  hohen  Standpunkte,  den  das  Buch  in  theoretischer  Beziehung  ein- 
nimmt, kaam  angemessen.  Die  Bemerkung  auf  S.  450:  „das  Objekt  wird 
hinter  der  Bildebene  befindlich  angenommen"  kann  die  irrtümliche  Meinung 
erwecken,  dass  dies  inuner  so  sein  müsse.  Über  die  richtige  Wahl  der 
Bildebene  und  des  Auges  gegenüber  dem  zu  zeichnenden  Gegenstande 
fehlen  Erläuterungen,  da  sie  dem  Anfänger  stets  schwer  fällt.  Abbildungen 
nach  Art  der  Fig.  574,  vielleicht  noch  in  etwas  grösserem  Maßstabe, 
wären  im  Werke  mehr  erwünscht.  Eine  kurze  Ableitung  der  Hauptgesetze 
über  Beliefperspektive  aus  dem  Begriffe  der  CentralkoUineation  zweier 
räumlichen  Figuren  bilden  den  Schluss  dieses  Kapitels. 

Das  letzte  Kapitel  des  Werkes  endlich  beschäftigt  sich  mit  der  Lehre 
von  der  Beleuchtung  der  Flächen.  Die  Konstraktionen  der  Isophoten  für 
Cylinder-,  Kegel-,  Kugel-,  Rotations  -  und  Schraubenflächen,  sowie  Kegel- 
flächen und  Flächen  zweiten  Grades  werden  erklärt.  Bei  der  Dar- 
stellung der  Lichtgleichen  eines  geraden  Kreiscylinders  in  schiefer  Lage 
hätte  durch  Zeichnen  von  zwei  Seitenrissen  (die  in  diesem  Werke  so  gut 
wie  keine  Verwendung  finden)  die  Aufgabe  auf  die  vorhergehende  zurück- 
geführt und  dadurch  ihre  Lösung  übersichtlicher  gestaltet  werden  können. 
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Etwas  anangenehm  empfindet  man  beim  Gebrauche  dieses  Werkes  das 
Fehlen  fast  jeder  Litteratorangabe.  Wenn  die  Autoren  zu  ihrer  Recht- 
fertigong  anführen,  dass  der  Lernende  dafOr  wenig  Interesse  habe,  so 
hätten  sie  anoh  bedenken  müssen,  dass  ihr  Buch,  besonders  in  den  Xapitehi 
über  Kurven  und  Flftchen,  vielleicht  von  ebenso  vielen  „in  der  Sache 
bereits  heimischen  Lesern ^^  benützt  werden  würde  als  von  solchen,  die 
daraus  erst  die  darstellende  Geometrie  lernen  wollen. 

Die  Beurteilung  eines  Werkes  über  darstellende  Geometrie  hängt  mehr 
wie  sonst  von  dem  prinzipiellen  Standpunkte  ab,  den  man  einnimmt,  ob 
man  nSmlich  die  darstellende  Geometrie  als  Wissenschaft  betrachtet,  die 
um  ihrer  selbst  willen  betrieben  werden  soll,  oder  in  erster  Linie  als  eine 
Hilfswissenschaft  der  Technik.  Vom  letzteren  Standpunkte  aus  kann  man 
nicht  sagen,  dass  durch  das  vorliegende  Werk  dem  Mangel  an  einem 
brauchbaren,  den  Bedürfnissen  der  technischen  Hochschulen  angepassten 
Lehrbuche  der  darstellenden  Geometrie  abgeholfen  wäre.  Zur  Förderung 
der  reinen  Wissenschaft  werden  jedoch  die  meisten  Kapitel  dieses  Bandes 
beitragen,  und  ein  Studierender  oder  Kenner  der  Mathematik,  der  sich  mit 
den  Lehren  der  darstellenden  Geometrie  bekannt  machen  will,  vnrd  viel 
des  Interessanten  darin  finden.  -pt   \[i)Tr,^jt 

Bork,  Crantz,  Habntzschel,  Mathematischer  Leitfaden  fBr  Realschnlen. 

Erster  Teil:   Planimetrie  und  Arithmetik,   184  S.  —  Zweiter  Teil: 
Trigonometrie  und  Stereometrie,  128  S.    Leipzig  1897,  1898,  Dürr. 

Im  letzten  Jahrzehnt  sind  auf  dem  litterarischen  Markt  zahlreiche 
Lehrbücher  ffir  Elementar -Mathematik  erschienen,  welche,  sei  es  in  der 
Anordnung  oder  Abgrenzung  des  Stoffes,  Abänderungen  treffen,  sei  es  hin- 
sichtlich der  zu  befolgenden  Methode  reformatorisch  vorgehen.  Der  vor- 
liegende Leitfaden,  welcher  in  erster  Linie  für  die  Berliner  Realschulen  bestimmt 
ist,  bietet  nach  beiden  Richtungen  hin  neues;  dies  liess  sich  allerdings  nach 
den  Namen  der  Verfasser  erwarten,  von  denen  der  dritte  sich  durch  wich- 
tige Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  Potentialtheorie  hervorgethan  hat. 

Wir  beschränken  uns  im  folgenden  darauf,  einige  charakteristische 
Punkte  hervorzuheben,  indem  wir  auf  ein  Begleitschreiben  aufoierksam 
machen,  das  der  Verlag  als  Vorwort  zu  dem  Leitfaden  gesondert  hat  er- 
scheinen lassen  und  das  durch  seine  historischen  Ausführungen  auch  über 
den  Rahmen  des  Buches  hinaus  Interesse  erweckt. 

Unter  den  einführenden  Paragraphen  der  Planimetrie  verdient  der- 
jenige, welcher  von  den  Parallelen  handelt,  besondere  Erwähnung.  Die 
von  den  Verfassern  gewählte  Behandlung  verleiht  der  Parallelentheorie 
eine  bemerkenswerte  Kürze  und  Klarheit  und  dürfte  dem  Auffassimgs- 
vermögen  des  Quartaners  entsprechen. 

Einer  der  nächsten  Paragraphen  bringt  die  Kongruenzsätze.  Schon 
hier  tritt  das  Bestreben  der  Verfasser,  wo  irgend  möglich  praktische  Auf- 
gaben in  den  Gesichtskreis  der  Schüler  zu  ziehen,  in  glücklicher  Weise  zu 
Tage.    Es  werden    schon    hier  Fälle    angegeben,    wo    eine  Verwertung  der 
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Feldmesskonst  möglich  ist.  Im  weiteren  Verlaufe  mehren  sich  die  prak- 
tischen Beispiele. 

Dass  die  Verfasser  den  Begriff  der  kommensurablen  und  inkommen- 
surablen Strecken  nicht  eingeführt  haben,  verdient  uneingeschränkte  Billigung; 
denn  es  kann  nicht  bestritten  werden,  dass  ein  klares  Verständnis  dieser 
Begriffe  seitens  des  Tertianers  nicht  zu  erzielen  ist. 

Die  Arithmetik  bildet  den  zweiten  Teil  des  ersten  Bandes.  Es 
stimmt  nicht  bloss  mit  den  Forderungen  der  „ neuen '^  Lehrpläne,  sondern 
mit  alter  Schulmeisterpraxis  überein,  wenn  die  Verfasser  den  Schüler  so 
früh  als  möglich  in  den  Begriff  der  Gleichung  und  in  die  Anwendung  des- 
selben auf  sogenannte  eingekleidete  Aufgaben  einzuführen  streben. 

Die  Trigonometrie  des  zweiten  Bandes,  im  wesentlichen  wohl  aus  der 
Feder  des  Herrn  Haentzschel  hervorgegangen,  tragt  ein  durchaus 
originales  Gepräge.  Der  erste  Abschnitt  behandelt  die  trigonometrischen 
Funktionen  spitzer  Winkel  und  die  Berechnung  rechtwinkliger  und  gleich- 
schenkliger Dreiecke,  der  zweite  die  trigonometrischen  Funktionen  stumpfer 
Winkel  imd  die  Berechnung  schiefwinkliger  Dreiecke,  der  dritte  die 
Additionsformeln  und  den  Eoordinatenbegriff.  Schon  diese  Inhaltsangabe 
lässt  die  Absicht  des  Verfassers  hervortreten:  den  Geltungsbereich  der 
trigonometrischen  Funktionen  ohne  Hilfe  des  Additionstheorems  auf 
stumpfe  Winkel  auszudehnen.  Der  Verfasser  erreicht  dadurch  die  strenge 
Erfüllung  einer  durch  die  1882  er  Lehrpläne  für  die  Berliner  Realschulen 
erlassenen  Vorschrift:  nur  diejenigen  Formeln  einzuüben,  welche  sich  auf 
die  Funktionen  eines  Winkels  beziehen.  Wer  indessen  auf  dem  Standpunkt 
steht,  durch  Einführung  des  Eoordinatenbegriffes  lasse  sich  die  oben  ge- 
nannte Aufgabe  am  einfachsten  lösen,  und  das  Additionstheorem,  insofern 
es  die  charakteristische  Eigenschaft  der  trigonometrischen  Funktionen 
ausdrückt,  könne  nicht  entbehrt  werden,  hat  nur  nötig,  eine  Umstellung 
der  Paragraphen  vorzunehmen. 

Ausführlich  spricht  sich  hierüber  der  Verfasser  in  einer  interessanten 
historisch -kritischen  Studie  „Über  die  verschiedenen  Grundlegungen  in  der 
Trigonometrie '^  aus,  welche  in  demselben  Verlag  erschienen  ist. 

Dass  die  Verfasser  auch  in  diesem  Teile  des  Buches  auf  praktische 
Anwendungen,  wie  sie  insbesondere  von  Herrn  Martus  herrühren,  hinreichend 
Rücksicht  nehmen,  mag  noch  einmal  betont  werden. 

Der  stereometrische  Teil  endlich  enthält  das  gewöhnliche  Pensum  in 
einer  durchaus  ansprechender  Form;  ausserdem  bringt  er  eine  eingehendere 
Behandlung  der  Projektionslehre,  insbesondere  der  Perspektive  und  senk- 
rechten Projektion.  Dementsprechend  sind  die  Figuren  durchweg  trefflich 
und  genügen  den  Anforderungen  des  Projektionszeichnens. 

Auch  diesem  Teile  sind  eine  Reihe  hübscher  Aufgaben  beigegeben. 

Wir  können  das  Buch  den  Fachgenossen,  welche  bei  ihrem  Unterricht 
eines  Leitfadens  bedürfen,  aufs  wärmste  empfehlen.  jj  Jahnke 
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W.  Erler.  Die  Elemente  der  Kegelschnitte  in  synthetisclier  Behand- 
lung. Zum  Gebrauche  in  der  Prima  höherer  Lehranstalten.  Fünfte 
Auflage  besorgt  von  L.  Huebner.    Leipzig  1898,  B.  G.Teubner,  608. 

Die  vorliegenden  Elemente  sind  ein  Separatabdmck  von  Blättern, 
welche  der  Verfasser  zuerst  in  der  Hoffinannschen  Zeitschrift  im  Jahre  1877 
veröffentlicht  hat,  um  den  Beweis  zu  liefern,  dass  die  Elemente  der  Kegel- 
schnitte sich  recht  wohl  auf  synthetischem  Wege  mit  sehr  massigem 
Zeitanfwande  in  der  Gjmnasialprima  behandeln  lassen.  Der  Verfasser  hat 
seine  Aufgabe  meisterhaft  gelöst,  und  die  Elemente  haben  weiteste  Ver- 
breitung gefunden.  Dieser  günstige  Erfolg  ist  „der  methodischen  Behand- 
lung zuzuschreiben,  welche  bei  wissenschaftlioher  Strenge  einerseits  genau 
die  mathematische  Vorbildung  einer  gewöhnlichen  Gymnasialprima  ins  Auge 
fasst,  andererseits  auf  Erweiterung  nicht  bloss  der  Kenntnisse  selbst,  son- 
dern auch  der  Beweisform  Bedacht  nimmt,  ganz  besonders  aber  der  Be- 
schrankung, welche  es  dem  Lehrer  ermöglicht,  die  wichtigsten  Qrundeigen- 
schaften  der  Kegelschnitte  unter  alleiniger  Voraussetzung  der  gewöhnlichen 
Primanerkenntnisse  in  noch  nicht  25  Stunden  zum  allgemeinen  Verständnis 
zu  bringen." 

Die  fünfte  Auflage  zeigt  einige  wesentliche  Änderungen.  Die  Figuren 
sind  im  Text  untergebracht,  mehrere  vereinfacht  und  zwölf  neue  hinzu- 
gefügt worden.  Die  bekannten  Ableitungen  der  Kegelschnittgleichungen 
mit  Hilfe  des  Pythagoras  sind  durch  neue  ersetzt,  die  der  synthetischen 
Behandlung  besser  entsprechen.  Bei  der  gemeinsamen  Behandlung  der  drei 
Kegelschnitte  sind  dieselben  zuerst  als  Central-  und  Parallelprojektionen 
des  KreiBes,  spftter  in  Anlehnung  an  Milinowki's  Ableitung  als  hannonische 
Abbildungen  des  Kreises  aufgefEisst  worden.  Das  Kapitel  mit  der  Über- 
schrift: Ähnlichkeit  der  Kegelschnitte,  rührt  vom  Herausgeber  her  und 
hebt  die  Eigenschaften  der  Asymptoten  aus  ihrer  Isolierung  heraus.  Weitere 
Änderungen  und  Zusätze  beziehen  sich  auf  die  Aufgaben. 

Infolge  der  Erweiterungen,  welche  die  neue  Auflage  erfahren  hat,  er- 
scheint die  Schrift  auch  für  die  Prima  realistischer  Lehranstalten  geeignet, 
was  durch  die  Änderung  im  Titel  angezeigt  wird.  jj  Jahnke 


W.  DüRK.   Die  Probleme  des  logarithmisehen  Potentials  für  eine  von 
zwei   Kreisbogen   begrenzte   ebene   Fläehe.     Ein   Beitrag   zur 

Potentialtheorie.  Mit  2  Tafeln.    Inaugural- Dissertation.  Leipzig  1898. 

Der  Verfasser  formuliert  die  zu  behandelnden  Probleme  folgender- 
maßen: Gegeben  zwei  sich  schneidende  Kreisbogen  und  innerhalb  der  von 
ihnen  begrenzten  ebenen  Fläche  F  ein  beliebiger  Punkt  p.  Alsdann  soll 
ermittelt  werden  1.  die  zu  p  entsprechende  Greensche  Funktion,  2.  die 
Greensche  Belegung  der  Kreisbogen,  3.  der  Wert  der  Greenschen  Belegung 
in  den  Schnittpunkten  der  Kreisbogen,  4.  die  Verteilung  der  Gesamtmasse 
der  Greenschen  Belegung  auf  die  Kreisbogen. 
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Zar  Lösung  dieser  Probleme  bedient  sich  der  Verfasser  unter  Ver- 
wendung dipolarer  Koordinaten  nacheinander  der  Methode  der  Spiegel- 
punkte und  der  Methode  des  Fourierschen  Integrals.  Während  die  erstere 
nur  unter  den  beiden  Bedingungen,  dass  der  Winkel,  unter  dem  sich  die 
beiden  Kreisbogen  schneiden,  ein  aliquoter  Teil  von  n  ist,  und  dass  p 
innerhalb  F  liegt,  anwendbar  ist,  ist  die  zweite  Methode  von  diesen  Ein- 
schränkungen frei. 

Nach  Ableitung  einiger  Hilfssätze  werden  die  genannten  Probleme  in 
je  fünf  Kapiteln  behandelt,  und  zwar  in  einem  ersten  Teile  mittels  der 
Methode  der  Spiegelpunkte,  in  einem  zweiten  nach  der  Methode  des 
Fourierschen  Integrals,  und  in  einem  dritten  werden  die  Resultate  der 
ersten  Methode  auf  die  der  zweiten  zurückgeführt. 

Die  Resultate  der  interessanten  Arbeit  können  wegen  der  Länge  der 
Formeln  hier  nicht  wiedergegeben  werden.  Es  muss  dieserhalb  auf  die 
Arbeit  verwiesen  werden. 

Der  Verfasser  teilt  noch  mit,  dass  er  sich  die  Veröffentlichung  des 
zweiten  Teiles  seiner  Dissertation  unter  dem  Titel:  „Die  analogen  Probleme 
des  Newtonschen  Potentials  für  einen  von  zwei  Kugelcalotten  begrenzten 
Baum^^  für  später  vorbehält.      ^  Jahnke 

A.  Krause.    Über  Fnchs'sche  Differentialgleichnngen  vierten    Grades. 

Berlin  1897,  Mayer  &  Müller.    58  S. 

Seit  den  grundlegenden  Untersuchungen  von  Herrn  Fuchs  (vergl. 
Sitzungsberichte  der  Berl.  Akademie  1884)  sind  die  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  deren  Integrale  feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  wieder- 
holt zum  Gegenstand  eingehender  Studien  gemacht  worden.  Herr  Fuchs 
hat  allgemein  für  diese  Differentialgleichungen  die  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  dafür  aufgestellt,  dass  die  Integrale  feste  Ver- 
zweigungspunkte besitzen.  Hierauf  hat  u.  a.  Herr  Wallenberg  in  seiner 
Inaugural- Dissertation  (vergL  Zeitschrift  für  Mathem.  und  Physik  Bd.  35) 
die  —  von  ihm  Fnchs'sche  genannten  —  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  und  insbesondere  diejenigen  dritten  Grades  genauer  untersucht. 
In  engem  Anschluss  an  die  Wallenberg'sche  Arbeit  behandelt  der  Verfasser 
der  vorliegenden  Dissertation  die  Fuchs'schen  Differentialgleichungen  vierten 
Grades  und  gelangt  hierbei  zu  interessanten  Besultaten  über  die  expliziten 
Formen  solcher  Differentialgleichungen. 

Im  ersten  Abschnitt  wird  die  Differentialgleichung  der  Form 

behandelt.  Es  werden  die  Koeffizienten  den  Fuchs'schen  Bedingungen  ge- 
mäss bestimmt.  Der  Verfasser  findet  folgende  Form  der  Differential- 
gleichung: 

wo  X  nur  von  z  abhängt.     Ihr  Integral  ist  algebraisch,  es  lautet: 
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wo  c  eine  Konstante. 

Der  zweite  Abschnitt  ist  der  üntersaohimg  der  Differentialgleichung 

gewidmet.     Soll    diese    eine  Fuchs'sche  sein,    so  muss  sie  folgende   Gestalt 
haben:     j,r.+  l^^y.  +  |^.^».(4^  +  ^)-iy'«+ *  ^y*(4<,  +  ^)-«y -0, 

WO  Q  eine   beliebige  Funktion    von   z   und   g   eine  Konstante.    Auch  diese 
Differentialgleichung  hat  das  Geschlecht  Null.    Ihr  Integral  lautet: 


72y«  — 6^*+  c(2Q  —  g)yAq  +^+const. 
Der  dritte  Teil  handelt  von  den  Differentialgleichungen  der  Form 

Hier  können,  wie  der  Verfasser  findet,  nur  die  beiden  Fälle  eintreten: 
1,  ^1  ist  höchstens  vom  zweiten  Grade  in  y\  alsdann  ist  ^2  höchstens  vom 
dritten  und  ^5  vom  vierten  Grade;  2.  ^^  ist  vom  vierten  Grade  in  2/;  als- 
dann muss  V^2  vom  dritten  und  ^3  vom  achten  Grade  sein.  Auch  hier 
werden  die  Differentialgleichungen  nebst  ihren  Integralen  explizite  auf- 
gestellt Wegen  der  komplizierteren  Gestalt  derselben  mag  hier  ihre  Wieder- 
gabe unterbleiben  und  auf  die  Arbeit  selber  verwiesen  werden. 

Im  vierten  Abschnitt  endlich  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  den 
Differentialgleichungen  der  Form 

y'^  +  tiy'^+^^y'  +  i^s-o. 

Ln  einfachsten  Falle  findet  er  folgende  Form: 

y*-  Q-'Q'yy'^-  xi^-i^'V+  x2^-^^"*=  0,- 

Die  explizite  Wiedergabe  der  übrigen  Gestalten  an  dieser  Stelle  muss 
aus  demselben  Grunde  wie  oben  unterbleiben. 

Es  ist   zu  wünschen,   dass    der  Verfasser    seine  an   Resultaten  reiche 

Studie    ftir   Fuchs'sche   Differentialgleichungen    noch  höheren   Grades   fort- 

seteen  möge.                                  E.  Jahnke. 

£.  Sailbr.    Die  Aufgaben  aus  der  Elementar -Mathematik,  welche  bei 

der  Prüfung  für  das  Lehramt  der  Mathematik  und  Physik  an  den 
königl.  bayer.  humanistischen  und  technischen  ünterrichtsanstalten 
in  den  Jahren  1873  bis  1893  gestellt  wurden.  München  1898, 
Th.  Ackermann.    167  S.    M,  3.80. 

Die  Sammlimg  zerfallt  in  drei  Teile:  Der  erste  enthält  die  auf 
Planimetrie,  der  zweite  die  auf  Stereometrie ^  der  dritte  die  auf  ebene 
Trigonometrie  bezüglichen  Aufgaben.  Die  Lösung  jeder  Aufgabe  wird  voll- 
ständig mitgeteilt;  wo  die  Aufgabe  eine  Determination  erfordert,  wird  auch 
diese    ausführlich    entwickelt;   wo    die  Aufgabe    eine  numerische  Rechnung 
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verlangt,  wird  diese  gleichfalls  ansgeführt,     Ferner  sind  zu  jeder  Aufgabe 
die  zugehörigen  Figuren  gezeichnet. 

Von  den  Aufgaben  sind  besonders  die  der  Planimetrie  angehörigen 
zum  Teil  hochinteressant.  Referent  kann  die  Sammlung  den  Fachgenossen 
aufs  wärmste  empfehlen.  ji  j^jj^j^j, 

Annnaire  ponr  Fan  1899,  public  par  le  bureau  des  longitudes.    Avec  des 
notices  scientifiques.    Paris,  Gauthier -Villars.    658  S.  Prix:  fr.  1.50. 

Das  am  25.  Juni  1795  gegründete  Bureau  des  longitudes  veröffent- 
licht alljährlich  ein  Jahrbuch,  welches  eine  grosse  Menge  von  Tabellen 
enthält,  wo  man  sämtliche  wissenswerten  Zahlen  aus  der  Physik,  Chemie, 
Astronomie,  Zinsrechnung,  Statistik  und  Münzkunde  findet.  Diese  Zahlen 
werden  jährlich  auf  Grund  der  neuesten  Untersuchungen  korrigiert.  Ausser 
diesen  Korrekturen  weist  das  diesjährige  Annuaire  gegen  das  vorjährige  noch 
andere  Veränderungen  auf.  So  hat  Comu  dem  ICapitel  über  das  metrische 
System  eine  sechs  Seiten  lange  Note  „Sur  les  unit^s  C.  G.  S.^',  in  der  Optik 
verschiedene  Angaben  bezüglich  der  Photometrie  und  Wellenlängen,  in  der 
Elektrizität  eine  wichtige  Note  über  die  in  den  Anwendungen  der  Elektrizität 
üblichen  elektrischen  Einheiten  hinzugefügt. 

Endlich  sind  noch  die  diesjährig  beigegebenen  populär  wissenschaft- 
lichen Aufsätze  aus  der  Feder  berühmter  französischer  Gelehrten  zu  er- 
wähnen: Sur  les  ballons-sondes;  par  M.  Bouquet  de  la  Grye.  —  La  Geo- 
desie  moderne  en  France;  par  M.  Bassot.  —  Sur  le  siderostat  a  lunette  de 
60  m  de  foyer  et  de  1,25  m  d'ouverture  en  construcüon  chez  M.  Gautier.  — 
Sur  les  travaux  execut^s  a  Tobservatoire  du  mont  Blanc  en  1898;  par 
M.  J.  Janssen. 

Die  Mannigfaltigkeit  des  Inhalts  und  die  leiohtfassliche  Darstellung  in 
Verbindung  mit  dem  erstaunlich  niedrigen  Preise  machen  es  erklärlich, 
dass  man  das  Annuaire  in  Paris  in  den  Händen  von  Vertretern  der  ver- 
schiedenartigsten Berufsklassen  findet.  -^  Jahnke 


M.  GiRMDT.  Ranmlelire  fBr  Bangewerkschnlen  und  verwandte  gewerb- 
liche Lehranstalten.  Erster  Teil:  Lehre  von  den  ebenen  Figuren. 
Leipzig  1897,  B.  G.  Teubner.     98  S. 

Bei  der  Abfassung  des  vorliegenden  Leitfadens  hat  sich  der  Verfasser 
die  Aufgabe  gestellt,  im  mathematischen  Unterricht  an  niederen  und  mitt- 
leren Fachschulen  erstens  alles  auszuscheiden,  was  in  keiner  Beziehung  zu 
der  fachlichen  Praxis  sowie  zu  den  übrigen  auf  den  Fachschulen  gelehrten 
Unterrichtsfächern  steht,  und  was  für  die  Herstellung  eines  genetischen 
Zusammenhanges  zwischen  den  einzelnen  Teilen  des  theoretischen  Lehr- 
gebäudes entbehrlich  ist,  zweitens  auf  die  BedürMsse  des  bautechnischen 
Unterrichts  und  der  baugewerblichen  Praxis  beständig  Bücksicht  zu  nehmen. 
Dementsprechend  sind  diejenigen  Kapitel,   welche  im  bautechnischen  Leben 
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biBSondere  Wichtigkeit  haben ,  mit  grösserer  Breite  behandelt  worden, 
als  es  meistens  geschieht.  So  ist  die  Symmetrie  in  einem  besonderen 
Kapitel  behandelt  mid  auch  in  den  übrigen  Teilen  des  Lehrgebäudes  ge- 
bührend berücksichtigt  worden.  Ebenso  ist  den  Inhaltsbestimmmigen  von 
ebenen  Figuren  ein  angemessener  Platz  eingeiHmnt  worden. 

Was  die  Beweise  zu  den  Lehrsätzen  anlangt,  so  beschränkt  sich  der 
Verfasser  auf  diejenigen  Sätze  ganz  kurz  hinzuweisen,  mit  deren  Hilfe  der 
Beweis  zu  fElhren  ist« 

Besonderes  Literesse  verdient  das  Aufgabenmaterial  des  vorliegenden 
Leitfadens.  Die  400  Aufgaben  betreffen  grossenteils  den  Hochbau,  zum 
kleineren  Teile  den  Tief-,  Wege-  und  Kanalbau,  sowie  die  Mechanik  und 
das  Feldmessen.  Yor  allen  Dingen  werden  eine  grosse  Anzahl  von  mit 
sauberen  Meßskizzen  versehenen  Aufgaben  beigebracht,  die  den  Übungfi- 
stoff so  bringen,  wie  er  später  in  der  Praxis  an  den  Bautechniker  heran- 
tritt. Sie  umfassen  alle  Gebiete  des  Hoch-,  Tief-  und  Strassenbaues,  sie 
behandeln  Eisenprofile,  Pfeilerquerschnitt,  Futtermauem,  Erdkörper  im 
Auftrag  und  Einschnitt,  Hinterfüllungen,  Baugruben,  Rampen,  Zelt-, 
Walm-  und  Mansard- Dächer  gleicher  und  ungleicher  Neigung,  Grundrisse 
von  Gebäuden,  Kanalprofile,  Treppenhäuser,  Querschnitte  durch  Gewölbe- 
körper u.  a.  m. 

Dieses  Übungsmaterial  ist  ausserordentlich  wertvoll  und  bietet  eine 
grosse  Anzahl  von  Aufgaben,  die  auch  für  nichtfachliche  Lehranstalten 
mit  Erfolg  verwendet  werden  können.  -^  Jahnkb 


Fr.  Bussler.    Die  Elemente  der  Mathematik.    Teil  I.    Pensum  fOr  die 

Mittelklassen  (Quarta  bis  Untersekunda).  151  S.  M.  1.50.  — 
Teil  n.  Pensum  für  die  Oberklassen  (Obersekunda  und  Prima). 
Zweite    Auflage.      Dresden -Berlin   1897,    L.  Ehlermann.       234  S. 

M.  2. 60.   Fb.  Büssler.  Mathematisches  Übungsbuch.   Erster  TeO. 

Für  den  Gebrauch  in  den  mittleren  Klassen  (Untertertia  bis  Unter- 
sekunda). 88  S.  M.  1.  —  Zweiter  Teil.  Für  den  Gebrauch  in  den 
oberen  Klassen  (Obersekunda  und  Prima).  Zweite  vermehrte  Auf- 
lage.    Dresden -Berlin  1897,  Ehlermann.    206  S.    M.  2.80. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  zerfällt  in  zwei  Teile,  deren  erster  für  das 
Untergymnasium,  der  zweite  fELr  das  Obergymnasium  bestimmt  ist.  Der 
erste  Teil  schliesst  mit  einer  Einleitung  in  die  ebene  Trigonometrie  und 
Stereometrie  und  sucht  hierin  einen  gewissen  Abschluss  zu  erreichen. 

Bemerkenswert  ist,  dass  die  einzelnen  mathematischen  Zweige  nicht 
gesondert  für  sich  behandelt,  sondern  dass  nach. dem  Vorgänge  von  Holz- 
müUer  für  jede  Klasse  die  Pensen  aus  jeder  einzelnen  Disziplin  zusammen- 
gesetzt worden  sind.  An  geeigneten  Stellen  des  Textes  sind  historische 
Kotizen  beigefügt. 

Sonstige  Eigenheiten,  die  einen  Fortschritt  in  der  Lehrbuchlitteratur 
kennzeichnen,   sind  dem  Beferent^n  an   dem  Buche  nicht  entgegengetreten. 

Hist.  - Utt.  Abt. d.  Zeitschr.  f.  Mftth.  n.  Phys.  44.  BAnd.  1899.  5.  a.  6.  Heft.  14 
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Das  mathematische  Übungsbuch  besteht  entsprechend  dem  Lehrbuch 
ebenfalls  aus  zwei  Teilen,  wo  die  Aufgaben  nach  den  Pensen  der  einzelnen 
Klassen  geordnet  sind.  Ausserdem  sind  die  Aufgaben  durchweg  in  Gruppen 
zu  je  vier  gleichartigen  und  ziemlich  gleich  schweren  zusanmiengestellt, 
einmal  um  die  Übersicht  zu  erleichtem,  dann  auch  um  bei  Elassenarbeiten 
neben  einander  sitzenden  Schülern  verschiedene  Beispiele  geben  zu  können. 
Auch  Anwendungen  sind  in  grosser  Menge  vorhanden,  und  teils  der  Geo- 
metrie, teils  der  Physik  entnommen.  In  bezug  auf  die  rein  algebraischen 
Aufgaben  sei  noch  folgendes  bemerkt.  Verschiedentlich  finden  sich  Auf- 
gabengruppen, von  denen  sich  kaum  behaupten  lässt,  dass  Aufgaben 
ähnlicher  Art  bei  mathematischen  Problemen  häufig  auftreten  werden. 
Es  wäre  daher  bei  einer  neuen  Auflage  vielleicht  zu  erwägen^  ob  derartige 
Aufgaben  nicht  besser  unterdrückt  würden.  Dem  Referenten  sind' in  dieser 
Hinsicht  besonders  die  Aufgaben  zur  Anwendung  der  Wurzelregeln  und 
fo  die  Einübung  des  Verfahrens  zur  Ausziehung  der  Kubikwurzel  aufgefallen. 

E.  Jahkke. 


A.  Richter.    TrigoBometrische  Aufgaben   mit  besoBderer  Berücksich- 
tigung der  Anwendungen.    Leipzig  1898,  B.G.Teubner.    41  S. 

Die  vorliegende  Sammlung  bringt  Aufgaben  aus  der  Goniometrie, 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie.  Es  verdient  hervorgehoben  zu 
werden,  dass  u.a.  das  Gebiet  der  Nautik  sowohl  in  der  ebenen  wie  in 
der  sphärischen  Trigonometrie  eingehende  Berücksichtigung  gefunden  hat. 
Dem  gegenüber  sind  die  Aufgaben  aus  der  praktischen  Geometrie  wohl  nicht 
in  solcher  Menge  vorhanden,  dass  „der  Lehrer  nicht  genötigt  wäre,  jedes 
Jahr  dieselben  Aufgaben  durchzunehmen.'^  Sonst  aber  bietet  auch  diese 
Sammlung  des  Verfassers  den  Fachgenossen  wertvolles  Material  und  kann 
denselben  angelegentlichst  empfohlen  werden. 

Auch  zu  dieser  Sammlung  ist  ein  besonderes  Besultatenheft  erschienen. 

E.  Jahnke. 
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C.  Roussiane.     Mathem.  Annal.  L,  247. 
278.  Sur  les  dörivees  dune  fonction  alg^brique.    D  Sintsof.   N.  ann. math.  S^r. 3, 
XVII,  411. 
Vergl.  Thetafunktionen  474. 

Piff erengenreoh  mi  ti  g. 

274.  General  summation    —   formulae  in  infinite  differences.   J.  W.  L.  Glaisher. 

Quart.  Journ.  math.  XXIX,  303. 

275.  On  the  sums  of  the  series  l^-\-2n^ 1-  aj«  und  1»  —  2'«  -| ±  aj».    J.W.  L. 

Glaisher.    Quart.  Journ.  math.  XXX,  166. 

Drelecksgeometrie. 

276.  Ein  Beitrag  zu   den  Beziehungen   des  Umkreises   zu   den  Beriihrungskreisen 

eines  Dreiecks.    Konst.  I^aramata.     Grün.  Archiv,  2. R. XVI,  113. 

277.  Die  Seitensymmetriegeraden  des  Dreiecks,  als  besonderen  Fall  die  Steiner'sche 

Kurve  des  Dreiecks.    Bücking.    Grün.  Archiv,  2.  R.  XVI,  271. 

278.  Sur  les  segments  des  cöt^s  d'un  triangle  d^termin^s  par  trois  droites  issues 

des  sommets  opposes.    Franc.  Ferrari.    N.  ann,  math.  S^r,  3,XVn,  94. 

279.  Propridt^  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  points  d'intersection  des  trois 

perpendiculaires   aux   cöt^s   d'un   triangle   donn^   avec  une  transversale 
queiconque.     H.  Lez.     N.  aun.  math.  Sär.3,  XVII,  336. 


Elastizität. 

280.  Sur  les  dquations  de  la  th^orie  de  Tölasticit^.     E.  et  F.  Cosserat.     Compt. 

Rend.  CXXVI,  1089. 

281.  Sur  les  fonctions  potentielles  de  la  theorie  de  Tälasticit^.    E.  et  F.  Cosserat. 

Compt.  Rend.CXXVI,  1129. 
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Blektrisltät. 

282.  De   r^nergie    d'un   Systeme   ^lectris^,   consid^r^e   comme    r^partie   dans   le 

di^lectrique.     H.  Pellat  et  P.  Sacerdote.     Compt.  Rend.  CXXVI,  817. 

283.  Sur  les  d^formations  quMprouve  un  di^lectrique  solide  lorsqu'il  devient  le 

ßi^ge  d'un  champ  ^lectrique.    F.  Sacerdote.  Compt.  Rend.  CXXVI,  1019. 

ISUipse. 

284.  Propriet^  des  quatre  cercles  de  Joachimsthal  d'une  ellipse.    A.  Droz-Farny. 

N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVII,  479. 
28Ö.  Ellipse   Heu   des   points   de   rencontre  des  tan^entes  communes  ä  une  cir- 
conförence  donn^e  et  une  circonf^rence  vanable.   H.  Lez.   N.  ann.  math. 
S^r.3,  XVII,  386. 

Mllpsoid. 

286.  Relation  entre  les  axes  d'une  section  centrale  d^un  ellipsolde  et  la  distance 

du  centre  au  plan  tangent  de  Tun  des  sommets  de  la  section.  Lacour. 
N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVII,  272. 
Vergl.  Astronomie  226.     Obeiiächen  zweiter  Ordnung  441. 

Elliptisohe  Transoendenten. 

287.  Sur  les  fonctions  elliptiques  de  premifere   espfece.    E.  Jaggi.    N.  ann.  math 

S^r.3,  XVII,  367. 

288.  Zur    Theorie    der    Zweiteilung    elliptischer    Funktionen.     B.  Igel.      Grelle 

CXrX,  60- 

289.  Die  kubische  Involution  und  die  Dreiteilung  und  Transformation  dritter  Ord- 

nung  der   elliptischen   Funktionen.     0.  Bolza.    Mathem.  Annal.  L,68. 
(Vergl.  Nr.  203.) 

F. 

Faktorenfolge. 

290.  Über  die  Darstellung  von    reellen  Funktionen  mit  unendlich  dicht  liegen- 

den Nullstellen  durch  unendliche  Produkte,  deren  Faktoren  ganze  ana- 
lytische Funktionen  sind.    T.  Broden.    Mathem.  Annal.  LI,  299. 

291.  Sur  la  däcomposition  de   sin.i?  en  facteurs.    H.  Padö.    N.  ann.  math.  S^r.  3, 

XVn,  312. 

Formen. 

292.  Sur    les    formes    arithmätiques   Unfaires   ä    coefficients    r^els    quelconques. 

A.  Hurwitz.     N.  ann.  math,  Sör.  3 ,  XVII,  64. 

293.  Sur  les  faisceaux  de  formes  binaires  cubiques,  pour  lesquels  on  donne  une 

forme  du  faisceau  syzygötique  d^terminä  par  la  jacobienne.    L.  Berzo- 
Jari.    Mathem.  Annal.  LI,  473.  (Vergl.  Nr  289.) 

294.  Über  die  ZerfäUung  einer  Temärform  in  Linearfactoren.   A.  Brill.   Mathem. 

Annal.  L,  167. 

295.  Resultanten  tem'arer  Formen.    P.  Gordan.    Mathem.  Annal.  L,  113. 

296.  über   bilineare   Formen   mit   conjugiert  imaginären  Variabein.     A.  Loewy. 

Mathem  Annal.  L ,  557. 

297.  Zur  Theorie  der  zu  einem  algebraischen  Gebilde  gehörigen  Formen.    G.  Pick. 

Mathem.  Annal.  L,  381. 
Vergl.  Invariantentheorie.    Oberflächen  424. 

Fnnktionalgleichnns. 

298.  Über   rationale   Auflösungen    einer   Funktionalgleichung.     L.   Saalschütz. 

Grelle  OXrX,  291. 
Vergl.  Iterationen  378. 

Funktionen. 

299.  Über  die  Verzweigung  der  dreiblätterigen  Riemann'schen  Flächen.   L.  Baur. 

Grelle  CXIX,  171. 

300.  Sur  la   repr^sentation   des   fonctions   analytiques  uniformes.    P.  Painlev^. 


Compt.  Rend.  CXXVI,  200. 

le   d^veloppement   des   fonctions   umiormes   ou   noiomorpi 

domaine  quelconque.    P.  Painlev^.    Compt.  Rend.  CXXTl,  318. 


301.  Sur    le   d^veloppement   des   fonctions   uniformes   ou   holomorphes   dans    un 
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302.  Sur  le   d^veloppement   des   fonetions   analytiques   pour  les  valeurs  röeelles 

des  variables.    P.  Painlevä.    Compt.  Rend.  CXXVI,  386. 

303.  Sur  le  döveloppement  des  fonetions  reelles  non  analytiques.    P.  Painl^ve. 

Compt.  Rend.  CXXVI,  459. 

304.  Sur  les  fonetions  discontinues  d^veloppables  en  särie  de  fonetions  continues. 

R.  Baire.    Compt.  Rend.  CXXVI,  884. 

305.  Sur   les    fonetions   discontinues  qui   se  rattachent  aux  fonetions    continues. 

R.  Baire.    Compt.  Rend.  CXXVI,  1621. 

306.  Sur  les  tjpes  de  croissance  et  sur  les  fonetions  enti^res.    E.  Borel.    Compt. 

Rend.  CXXVI,  321. 

307.  Sur  la  forme  que  prend,  par  la  suppression  de  certains  termes,  un  döveloppe- 

ment  en  särie  entiöre.    Riquier.    Compt.  Rend.  CXXVI,  1558. 

308.  Algebraische  Untersuchungen  über  den  Biemann-Rochschen  Satz.    G.  Lands - 

b  e  r  g.    Mathem.  Annal.  L ,  333. 

309.  Über  das  Analogen  des  Riemann-Roch'schen  Satzes  in  der  Theorie  der  alge- 

braischen Zahlen.    G.  Landsberg.    Mathem.  Annal.  L,  577. 

310.  Sur    les  groupes    qui    se    pr^sentent  dans   la  gändralisation   des    fonetions 

anal^iques.    P.  Medolaghi.    Compt.  Rend.  CXXVI,  1188. 

311.  Sur  un  problöme  de  Riemann.    L.  Schlesinger.    Compt. Rend.  CXXVI,  723. 

312.  Über  die  Entwickelunffskoeffizienten  der  lemniscatischen  Funktionen.   A.  Hur- 

witz.  Mathem.  Annal.  LI,  196. 

313.  The  BemouUian  function.    J.  W.  L.  Glaisher.    Quart.  Joum.math.  XXIX,  1. 
814.  On  the  relations  between  Bernoulli's  und  Euler's  numbers.  W.F.  Sheppard. 

Quart.  Joum.  math.  XXX  ,18. 

315.  Sur    les   expressions   dites    surpuissances.     D.  Grav^.    N.  ann.  math.  S^r.  3, 

XVn,  80.  —  E.M.  Lömeray  ibid.  139.  [Vergl.  Bd.  XLH  Nr.591.] 

316.  Sur  une  relation  entre  7  fonetions  algäbriques  enti^res.    P.  Sondat.    N.  ann. 

math.  S(5r.3,  XVU,  190. 

317.  Über   die  Theorie   der  symmetrischen   Ä- Funktionen   mit    einem   einfachen 

Nebenpunkte.    Fr.  Schilling.   Mathem.  Annal.  LI,  481. 

318.  The  conditions  that  a quadri - quodric  relation  may  be  poristic.  G.  B.  Mathews. 

Quart.  Joum.math.  XXX,  16. 

319.  Sur  la  transfonnation  d'Euler.     S.  Pincherle.    CrelleCXIX,  347. 

Vergl.  Abelsche  Transcendenten.  Bestimmte  Integrale.  Determinanten. 
Differentialgleichungen.  Differentialquotient.  Elliptische  Transcendenten. 
Faktorenfolge.  Formen.  Funktionalgleichungen.  Gleichungen.  Inte- 
gration (unbestimmte).  Invariantentheorie.  Iterationen.  Maxima  und 
Minima.  Reihen.  Substitutionen.  Thetafunktionen.  Trigonometrie  477. 
Variationsrechnung. 

Gteometrie  (descriptive). 

320.  ün  Parallelogramme  ^tant  projett^  orthogonalement  suivant  un  carr^  trouver 

la  diagonale  du  carr^  en  fonction  des  cöt^s  et  de  T angle  du  parall^lo- 
gramme.    Dulimbert.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  XVH,  192. 

321.  Construction  de  la  perspective  conique  d'une  sph^re.    M.  d'Ocagne.   N.  ann. 

math.  Ser.  3,  XVII,  44. 

Gfreometrie  (höhere). 

322.  Sur  le  fondement  de  la  göom^trie  projective.    H.  G.  Zeuthen.    Compt.  Rend. 

CXXM,  218.    [Verg.  Bd.XLIH  Nr.  522.] 

323.  Über  den  Fundamentalsatz  der  projectiven  Geometrie.    Fr.  ßchur.    Mathem. 

Annal.  LI,  401. 

324.  Sur  le  principe  de  correspondance.  H.  Burkhardt.  Compt. Rend. CXXVI,  1854. 

325.  Sur  la  correspondance  quadratique  et  rationnelle  de  deux  figures  planes  et 

sur  un  d^placement  remarquable.  E.Duporcq.  Compt. Rend. CXXVI,  1405. 

326.  Sur  l'application  du  principe  de  dualit^  aux  th^or^mes  de  g^ometrie  plane. 

L.  Ripert.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  XVU,  446. 

327.  Sopra  le  figure  polari  delle  curve  piane  del  terzo  ordine.  G.  Scorza.  Mathem. 

Annal.  LI,  154. 

328.  Some  polar  constnictions.    F.  Morley.    Mathem.  Annal.  LI,  410. 
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329.  Studies  in  transformation  of  plane  algebraic  curves.    Miss  C.  A.  Sott.   Quart. 

Joum.math.XXIX,  829. 

330.  Sul  gruppo   semplice   di   360  collineazioni   piane.    F.  Gerbaldi.    Mathem. 

Annal.L,  473. 

331.  Sur  les   relations  entre  les  Clements   infinitäsimaux  de  denz  fiffures  homo- 

graphiques  ou  corrälatives.   A.  Demouli n.   Compt.  Rend.  CXXVl,  390. 

332.  Sur  rinterprätation  g^ometrique  des  racines  d'nn  polynome  M{x)  du  quatri^me 

degrd.    E.  Malo.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVII,  128. 
338.  Reclamation  de  prioritä  pour  plusieurs  th^orämes  relatifs  ä  Thypocyclolde  ä 

trois  rebrouBsements.    S.  Kantor.    Compt.  Rend.  CXXVI,  928.    [Vergl. 

Bd.  XLin,  Nr.  634.] 
334.  Sur   le  däplacement   d'un  triangle  variable  semblable  k  un  triangle  donn^. 

M.  d  'Ocagne.  N.  ann.  math.  Ser.  3,  XVII,  47.   [Vergl.  Bd.  XLlU  Nr.632j 
835.  Sur  une  certaine  famille   de   courbes   alg^briques.    H.  £.  Timer  ding.    N, 

ann.  math.  S^r.  3,  XVII,  351. 
386.  Sur  une  nouvelle  m^thode  de  recherche  des  centres  dans  les  courbes  et  sur- 

faces   alff^briques.     S.  Mangeot.     N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVU,  215.  — 

Kipert  ibid.  333. 

337.  Memoire  sur  les  cubiques  gauches.    £.  Duporcq.   N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVII, 

63.  —  Gallucci  ibid. 422. 

338.  Sur  la  däfinition  de  t^tra^dres  semblablement  situ^s.    C.  A.  Laisant.   N.  ann. 

math.  S^r.8,  XVII,  186. 
Vergl.  Determinanten    in    geometrischer   Anwendung.     Dreiecksgeometrie, 
Geschichte  der  Mathematik  339. 


GtoBohiohte  der 

339.  Desargues*  Verdienste  um   die   Begründung   der  projektivischen  Geometrie. 

St.  Chrzaszczewski.    Grün.  Archiv  2. R.  XVI,  119. 
840.  Sur  rhistoire  Celeste   du  XVU«  si^cle  de  Pingr^.    G.  Bigourdan.    Compt. 

Rend.  CXXVI,  712.  —  Callandreau  ibid.  941. 

341.  Schleiermacher  als  Mathematiker.  H.  Borko  wski.  Grün.  Archiv  2.R.  XVI,  337. 

342.  James   Joseph   Sylvester  8.  IX.  1814  —  16.  III.  1897.    M.  Noether.    Mathem. 

Annal.L,  183. 

343.  Ernst  Christian  Julius  Schering  13.  VII.  1838  —  2.  XI.  1897.     Grelle  CXTK,  86. 

344.  Francesco  Brioschi  22.  XII.  1824  — 13.  Xu.  1897.  Crelle  CXIX,  259. 

346.  Francesco  Brioschi  22.  XII.  1824  —  13.  XII.  1897.  M.  Noether.    Mathem.  Annal. 
L,  477. 

346.  Alb.  Gauthier-Villar8t,Ch.  Wolf,  J.  Bertrand,  G.  Darboux.   Compt.Rend. 

CXXVI,  483. 

347.  J.  A.  Gauthier- Villars  t,  6.  II.  1898.    Laisant  et   Antomari.    N.  ann.  math. 

S^r.3,  XVII,  100. 
848.  Souillart  t.    0.  Callandreau.    Compt.  Rend.  CXXVI ,  1465. 
349.  N^crologue  de  Charles  Brise  f  1898.    Antonari  et  Laisant.    N.  ann.  math. 

S^r.  3,  XVII,  633. 

360.  Über  den  Stand  der  Herausgabe  von  Gauss'  Werken.    F.  Klein.    Mathem. 

Annal.  LI,  128. 

361.  Les  membres  du  comit^  d' Organisation  du  Congr^s  international  des  mathe- 

maticiens  de  1900.  N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVQ,  246. 

352.  Über  eine  besondere  Gattung  von  singulären  Stellen  analytischer  Funktionen. 

A.  Frings  heim.    Mathem.  Annal.  L,  442. 

353.  Notes  bibliographiques  sur  quelques  courbes.    Haton  de  la  Goupilli^re. 

N.  ann.  mafli.  Ser.  3,  XVII,  153. 

354.  Sur    Tagrandissement    des    disques    du    soleil   et   de   la   lune    k   Thorizon. 

D.  figinitis.    Compt.  Rend.  CXXVI,  1326. 
Vergl.  Absolute   Geometrie  205.   Astronomie    226.    Geometrie  (höhere)  333. 
Mechanik  396. 

Qleiohuiigen. 

355.  Anwendungen   von  Dührings's  Begriff  der  Wertigkeit.    K.  Wessely.    Grün. 

Archiv.  2.  R.  XVI,  225. 

356.  Sur  les  ^quations  k  coefficients  rationeis.   R.  Dedekind.    N.  ann.  math.  Sär.3, 

XVn,  201. 

Hiit.  -  litt  Abt.  d.  Zeittchr.  f.  Math.  n.  Phys.  44.  Band.  1899 .  5.  n.  6.  Heft.  1 5 
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357.  Über   die   verschiedenen  Wurzeln   einer  algebraischen  Gleichung.    L.  Baur. 

Mathem.  Annal.  L,  241. 
868.  Sur  le   calcul   des   racines    des    ^quations    par    approzimations   successives. 

E.  M.  L^meray.    N.  ann  math.  S^r.  3,  XVII,  534. 

859.  Sur  r^quation  du  troisifeme  degr^  ä  coefficients  fonctions  de  t*  =  a;*-|-y •+;?*, 

qui  admet  u  conune  racine,  ätant  donnäes  des  ^quations  diff^rentielles 
entre  x^  y,  e  et  une  variable  t.    N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVII,  225. 

860.  Le  thäorfeme  de  Jerrard.     C.  A.  Laisant.    N.  ann.math.  Sär.  8,  XVÜ,  179. 

861.  Die   Differentialresolventen  einer  algebraischen  Gleichung   sechsten  Grades 

mit  einer  Gruppe  860.  Ordnung.    L.L  achtin.    Mathem.  Annal.  LI,  463. 

862.  On  the  Solution  of  certain  equations  of  the  seventh  degree.    E.M.  Radford. 

Quart.  Joum.  math.  XXX,  263. 
368.  Conceming    the    general   equations    of   the    seventh    and    eighth    degrees. 
E.  H.  Moore.    Mathem.  Annal.  LI,  417. 

364.  Sur  une  äquation  du  degrä  2nayant  toutes  ses  racines  reelles.  C  A.  Laisant. 

N.  ann.math.  S^r.8,  XVII,  187. 

365.  Sur  un  Systeme  remarquable  de  n  relations  entre  deux  syst^mes  de  n  quan- 

tit^s.    G.  Fönten^.    N.  ann. math.  Sdr.  3,  XVÜ,  317. 
866.  Sur  les  probl^mes  qui  se  rapportent  ä  la  r^solution  des  Equations  alg^briques 
renfermant  plusieurs  inconnues.    F.  Enriques.    Mathem.  Annal. LI,  134. 
Vergl.  Geometrie  (höhere)  832.    Iterationen. 

H. 

Hydrodynamik. 

367.  Über  eine  Klasse  hydrodynamischer  Probleme  mit  besonderen  Grenzbeding- 

ungen.   P.  Rudzki.    Mathem.  Annal.  L,  269. 

368.  Note  on  a  problem  in  hydrodynamics.    A.  E.Love.    Mathem.  Annal.  LI,  158. 

369.  Sur  un  cas  particulier  du  mouvement  des  liquides.   E.  Fontane  au.    Compt. 

Reud.CXXVI,630. 

Hsrperbel. 

370.  Sur  un  triangle  inscrit  dans  une  hyperbole.    A.  Droz-Farny.   N. ann. math. 

S^r.  8,  XVII,  94.    [Vergl.  Bd.  XLU  Nr.  604.] 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  211. 

I. 

Integ^ration  (unbestiminte). 

371.  Sur    1er    probleme    de   Fintägration   par   changement   des   variables  reelles. 

R.  Baire.    Compt.  Rend.  CXXVI,  1700. 

372.  Demonstration  dMn  thdor^me  relatif  k  Tintägration  d'expressions  difP^rentielles 

algäbriques   et   d' Equations   diff^rentielles  alg^briques  sous  forme  finie. 
J.  r  e  t e  r  8  e  n.    N.  ann.  math.  S^r.  3 ,  XVII ,  6. 

Invariantentheorie. 

373.  Representation   g^om^trique   de   Tinvariant   absolu   et   des  covariants  d'une 

forme  biquadratique.    Lacour.    N.  ann.  math.  Sär.  8,  XVH,  341. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale  217.    Differentialgleichungen  271.    Optik  446. 

Iteration. 

374.  L'integration   par  Tit^ration  et   le   calcul  des  fonctions  iteratives.    F  erb  er. 

N.  ann.  math.  Sär.  3,  XVÜ,  509. 

375.  Sur  nteration.     C.  Boulet.    Compt.  Rend.  CXXVI,  583. 

376.  Sur  la  convergence  des  substitutions  uniformes.     E.  M.  L^meray.    N.  ann. 

math.  Ser.  8,  XVÜ,  75.    [Vergl.  Bd.  XLin,  Nr.  516.] 

377.  Sur  quelques   algorithmes   g^n^raux  et  sur  Tit^ration.     L^meray.    Compt. 

Rend  CXXVI,  510. 
878.  Sur  certaines   Equations  fonctionnelles  lineaires.     L^meray.     Compt.  Rend. 
CXXVI,  949. 
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EegelBchnitte. 

379.  Sur  la   discussion  de  l'equation  des   coniques.     L.  Ripert.     N.  ann.  math. 

S^r.3,  XVII,  329. 

380.  Sur  une  propri^t^  focale  des  coniques.    G.  Gallucci.    N.  ann.  math.  Sär. 3, 

XVir,  74.  —  P.H.Schoute  ibid.  648. 
881.  Conique  inscrite   ä  un   triangle  donnä  et   circonscrite  ä  un  autre,   les  six 

sommets  se  trouvant  sur  une  conique.    A.  Droz-Farny.    N. ann. math. 

Sär.3,XVII,  478. 
382.  Coniques  osculatrices  ä  une  circonf^rence.    A.  Droz-Farny.    N.  ann.  math. 

Sär.8,  XVn,  481. 
388.  Sur  un  quadrangle  mobile.    G.  Fönten^.    N.  ann.  math.  S^r.  8,  XVII,  101. 

384.  Sur  les  coniques  qui  sont  les  projections  d'une  cubique  gauche.    Ch.  Bio  che. 

N.  ann.  math.  S^r.  8 ,  XVII,  541. 

385.  Enveloppe   des   coniques  semblables   qui  ont  m@me  corde   normale.     E.  N. 

Barisien.   N.  ann.  math.  Sär.3,  XVII,  676.  —  Cl.  Servals  ibid.  679. 
886.  Sommet  d'un   angle  droit  dont  les  cöt^s  touchent  deux  coniques  confocales 
situ^es  dans  le  m^me  plan.    Donon.    N.  ann. math.  S^r.  3,  XVII,  182. 

387.  Lieu  du  centre  d'une   Sphäre   variable.     Gross t§te.     N.  ann.  math.  Ser.  3, 

XVII,  130. 
Vergl.  Ellipse.    Hyperbel. 

H. 

Magnetismus« 

388.  Sur  la  g^om^trie   des  champs  magn^tiques  et  le  mouvement  ä.  deux  degr^s 

de  libert^   dans   le   plan  ou  sur  la  sph^re.     R.  de  Sausure.    Compt. 
Rend.  CXXVI,  325. 

Mazima  und  Minima. 

389.  Zur  Theorie  der  Maxima  und  Minima  einer  Funktion  von  n  Veränderlichen. 

V.  V.  Dantsc  her.    Mathem.  Annal.  LI,  227. 
Vergl.  Oberflächen  422.   Variationsrechnung. 

Mechanik. 

390.  Über   die   Prinzipien   der  Mechanik.    L.  Königsberger.    Crelle  CXIX,  25. 

[Vergl.  Bd.  XLUI  Nr.  581.  | 

391.  Über  die  Erniedrigung  der  Anzahl  der  unabhängigen  Parameter  Lagrange- 

scher  Bewegungsgleichungen  durch   Erhöhung  der  Ordnung  des  kine- 
tischen Potentials.    L.  Königsberger.    Mathem.  Annal.  LI,  584. 

392.  Klassifikation  der  Kreiselprobleme  nach  der  Art  der  zugehörigen  Parameter- 

gruppe.   H.  Liebmann.    Matiiem.  Annal.  L,  51. 
893.  Die    Existenzbedingungen    des     verallgemeinerten     kinetischen    Potentials. 
A.Hirsch.    Mathem.  Annal.  L,  429. 

394.  Sur  une  transformation  de  l'equation  d'Hamilton.    W.  Ebert  etJ.  Perchot. 

Compt.  Rend.  CXXVI,  1017. 

395.  The   theory  of  perturbations   and  Lie's  theory  of  contact  transformations. 

E.  0.  Lovett.    Quart.  Journ.math.  XXX,  47. 

396.  A  theorem  in  vortex  motion.    0.  W.  Walker.    Quart.  Jo um.  math.  XXIX,  382. 

397.  Elementare   Berechnung    der  Trägheitsmomente   von   Linien,   Flächen   und 

Körpern.    E.  Rehfeld.    Grün.  Archiv.  2.  R. XVI,  86. 
898.  Sur  le  mouvement  d'un  Corps  grave  de  rävolution  suspendu  par  un  point  de 
son  axe.    E.  Jahnke.    Compt.  Rend.  CXXVI,  1126. 

399.  Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  unter  dem  Einflüsse  einer  Central- 

kraft.    U.  Bigler.     Grün.  Archiv  2.  R.  XVI,  358. 

400.  Sur  un  Systeme  de  forces  en  ^quilibre  dans  un  plan.    C.  A.  Laisant.    N 

ann.  math.  Sär.  8 ,  XVII  ,188. 

401.  Sur  certaines  integrales  premi^res   des  ^quations  de  la  dynamique  ä  deux 

variables;  application  ä,  un  cas  particulier  du  probltoe  des  trois^corps. 
J.  Perchot  et  W.  Ebert.     Compt.  Rend.  CXXVI,  725. 

402.  Sur  une  integrale  d'un  probl^me  sur  l'^quilibre  d'un  fil  flexible  et  inexten- 

sible.    Lagoutinsky.    N.  ann.  math.  S(^r.  3,  XVII,  149. 
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403.  Sur  le  mouvement  d'un  certain  Systeme.    N.  ann.  math.  S^r.  XVII,  169. 

404.  Sur   un   disque   circulaire  fixe  dans   un  plan  vertical.     E.  Fouy^.    N.  ann. 

math.Sär.3,  X\TI,  237. 

405.  Sur  le  Systeme  d'une  plaque  carr^e  et  d'un  disque  de  m^me  poids  pouvant 

?^li8ser  le  long  d'une  droite.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVII,  467. 
es   raccordements   par   arcs   de   cercle.     M.  d'Ocagne.    N.  ann.  math. 
S(?r.  3,  XVn,  314.    [Vergl.  Bd.  XLIH  Nr.  590.] 

407.  Sur  la  stabilite  de  l'^quilibre.    L.  Lecornu.    Compt.  Rend.  CXXVI,  1777. 

408.  Rapport  sur  un  memoire  de  M.  Lecornu  intitul^:  sur  Täquilibre  d'une  enve- 

loppe  ellipso\'dale  soumise  k  une  pression  int^rieure  uniforme.    M.  Lövy. 
Compt.  Rend.  CXXVI,  1844. 

409.  Mouvement  d'une  barre  qui  toume  librement  autour  d'un  de  ses  points  fixes. 

N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVII,  175. 

410.  Sur  le  mouvement  d'une  barre  qui  s'appuie  sur  deux  droites  d^polies.    A.  de 

Saint-Germain.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVII,  307. 

411.  Sur  la  l^gitimit^  de  la  rhgle  dite  du  trap^ze  dans  T^tude  de  la  r^sistance 

des  barrages  en  ma9onnerie.    M.  L^vy.    Compt.  Rend.  CXXVI,  1236. 

412.  Les  lignes  de  forces   et  les  surfaces  äquipotentielles  dans  la  nature.    G.  M. 

Stanoidvitch.     Compt.  Rend.  CXXVI,  640. 

413.  Sur  la  flexion  des  pifeces  ^paisses.    Ribi^re.    Compt. Rend.  CXXVT,   402. 

414.  Sur  la  r^sistance  des  massifs  ^pais.    Ribiere.     Com^t.  Rend.  CXXI,  1190. 
416.  Loi  des  döformations  des  m^taux  industriels.    M.  Brillouin.    Compt.  Rend. 

CXXVI,  328. 

416.  Sur  la   d^formation  des  pi^ces  comprim^es  et  la  stabilite  des  grandes  char- 

pentes.    A.  B^rard.    Compt.  Rend.  CXXVI,  1008. 

417.  The  stability  of  the  motion  of  a  bicycle.    F.  J.  W.  Whipple.    Quart.  Joum. 

math.  XXX,  312. 

418.  La  chronophotographie   appliqude   ä  T^tude   des   actes  musculaires  dans  la 

locomotion.    Älarey.    Compt.  Rend.  CXXVI,  1467. 
Vergl.  Astronomie.     Ausdehnungslehre.    Elastizität.     Elektrizität.    Hydro- 
dynamik.    Magnetismus.     Optik.     Schweri^unkt.     Thetafiinctionen  473. 

Wärmelehre. 

am 

Nomog^raphie. 

419.  Sur   la  methode    nomographique    la  plus  g^närale  r^sultant  de  la  position 

relative  de  deux  plana  superpos^s.  M.  d'Ocagne.  Compt.  Rend.  CXXVI, 
397,  560. 

Oberflächen. 

420.  Sur  l'impossibilit^  de   certaines   s^ries  de  groupes  de  points  sur  une  surface 

algebrique.     E.  Picard.     Compt.  Rend.  CXXVI,  1383. 

421.  Sur  les  surfaces  qui  admettent  un  groupe  infini  discontinu  de  transformations 

birationnelles.    P.  Painlev^.     Compt.  Rend.  CXXVI,  512. 

422.  Sur  les  surfaces  minima.    C.  Guichard.     Compt.  Rend.  CXXVI,  1487. 

423.  Sur  les   surfaces  a  courbure  totale  constante.     C.  Guichard.     Compt.  Rend. 

CXXVI,  1556. 

424.  Determination  d'une  surface  par  ses  deux  formes  quadratiques  fondameutales. 

L.  R  affy.     Compt.  Rend.  CXXVI,  1852. 
426.  Trouver  la  surface  focale  d'une  congruence.     N.  ann.  math.  S($r.  3,  XVII,  219. 

426.  Evolution   gc^om^trique    de    l'ordre    de   la   surface    r^gl^e    d^finie   par   trois 

directrices  d'ordres  wi,  n,  p.     E.  Bally.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XVH,  608. 

427.  On   the    construction   of  modeis    of  cubic    surfaces.     W.  H.  Blythe.     Quart. 

Journ.  math.  XXIX,  206. 

428.  Sur  l'une    des   formes  canoniques  de  l'^quation  des  surfaces  cubiques.    Du- 

mont.     X.  ann.  math.  S^r.  3,  XVII,  603. 

429.  Sur  une   certaine   surface    du  troisi^me    ordre.     Ch.  Bioche.    N. ann. math. 

Ser.3,  XVII,  111. 

430.  Sur  la  surface  de  Steiner.    Lacour.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  XVII,  487. 

431.  Reduction  ä  la  forme  canonique  des  fonnules  qui  donnent,  en  fonction  ration- 

nelle  de  deux  parametres,    les  coordonnees  d'uu  point  de  la  surface  de 
Steiner.     Lacour.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  XVH,  499. 
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432.  Snr  la  surface  de  Tonde.    Lacour.    N.  ann.  math.  S^r.  3 ,  XYII,  266. 

433.  Sur  les  g^od^siques  du  cone.    H.  Piccioli.    N.  ann.  math.  Sär. 3 ,  XVII,  207. 

434.  Sur  les  surfaces  applicables  sur  une  surface  de  r^volution.   A.  Pellet.    Compt. 

R«nd.CXXVI,  392. 
436.  Projection   orthogonale   sur   une  surface   de   r^volution.    Gem.  Pirondini. 
N.ann.math.S^r.3,  XVII,  246. 

436.  Surfaces  engendr^e  par  des  h^ices.    N.  ann  math.  S^r.  3,  XYII,  616. 

437.  Sur  les  sjstämes  de  surfaces  triplement  orthogonales,  oü  les  surfaces  d'une 

mtee   famille   admettent   la  m^me   repr^sentation   sphärique    de  leurs 
liffnes  de  courbur^.    M.  Pouche.    Compt.  Rend.  CXXVI,  210. 
Veigl.  Abbildung.     Analytische    Geometrie    des    Baumes  214.    Bestimmte 
Integrale  217.    Mechanik  412.    Thetafunktionen  476. 

Oberfl&ohen  swelter  Ordnimg. 

438.  Sur  la  discussion  de  T^quation  des  quadriques.    L.  Ripert.    N.  ann.  math. 

Sär.  3,XVn,  413. 

439.  Die   algebraischen  Grundlagen  der  Fokaleigenschaften  der  Flächen  zweiter 

Ordnung.    O.Staude.   Mathem.  Annal.L,  398. 

440.  Zusammenstellung   der   Formeln    des   Herrn   Gundelfinger   zum   Hauptaxen- 

problem  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  bei  Zugrunde- 
legung von  projektiven  Koordinaten.  Ph.  Brücke  1.  Grelle  CXIX, 
210,  313. 

441.  Le  Heu  des  foyers  des  sections  faites  dans  un  ellipso'ide  de  rävolution  aplati 

par  un  Taisceau  de  plans  ^assant  par  une  m^me  droite  parallele  k  l'axe 
de  r^volution  est  une  podaire  d'ellipse.  E.  Bally.  N.  ann.  math.  Sär.  3, 
XVn,  48. 

442.  Le  Heu  des  foyers   des  sections  faites  dans  un  cylindre  parabolique  par  un 

faisceau  de  plans  passant  par  une  meme  droite  perpendiculaire  au'plan 
diametral  principal  est  une  podaire  de  parabole.  E.  Bally.  N.  ann. 
math.Sör  3,  XVII,  49. 

443.  Sur  Thyperboloide  osculateur  ä  une  surface  r^gl^e  le  long  d'une  g^n^ratrice. 

E.  Dupor  cq.    N.  ann.  math.  S6r.  3,  XVII,  106. 

444.  Sur  une  sphfere  et  un  paraboloYde  mis  en  relation  Tune  avec  Tautre.    Philb. 

du  Plessis.     N.  ann.  math.  Sör.  3,  X^TI,  522. 
Vergl.  EUipsoid. 

Optik. 

445.  Les  invariants  intägraux  et  Toptique.  Hadamard.  Compt.  Rend.  CXXVI,  811. 

446.  The  scattering  of  light  by   small  particles.    G.W.Walker.    Quart.  Joum. 

math.X^,  204. 

P. 

Philosophie  der  Mathematik. 

447.  Apropos   de   la   d^finition   du   nombre.    H.  Laurent.    N.  ann.  math.  S^r.  3, 

XVII,  277. 

U. 

Reihen. 

448.  Sur    la    convergence   des   s^ries    repr^sentant  les    integrales   des    ^quations 

diff^rentielles.    P.  Staeckel.    Compt.  Rend.  CXXVI,  203. 

449.  Sur  la  transformation  d'Euler  et  la  dötermination  des  points  singuliers  d'une 

fonction  d^finie  par  son  d^veloppement  de  Taylor.  E.  Lindelöf.  Compt. 
Rend.  CXXVI,  632. 

450.  Sur  deux  s^ries  divergentes  en  meme  temps.    A.  Buhl.    N.  ann.  math.  S^r.  3, 

XVn,  338.  —  J.  Franel  ibid.  339. 
Vergl.  Astronomie  224,  225.     Differentialgleichungen  265.    Differenzenrech- 
nung.    Funktionen  300,  301,  302,  303,  304,  307,  312. 

s. 

Schi^erpunkt. 

451.  Sur  le  centre  de  gravit^  d'un  octa^dre  dont  les  diagonales  concourent  en  un 

point.    E.Brand.    N.  ann.  math.  Sdr.  3 ,  XVII ,  50.  —  G.  F  o  n  t  e  n  e  ibid.  93. 
Vergl.  Ausdehnungslehre. 
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Stereometrie. 

452.  Drei  gegebene  Gerade  im  Räume  nach  einem  Dreieck  mit  vorgeschriebenen 

Winkeln  zu  schneiden.    Ed.  Salfner.    Grün.  Archiv  2.  R.  XVI,  347. 

453.  Quelques    remarques    sur    le    th^oräme    d'Euler    concemant    les  poly^dres. 

E.  Weill.    N.  ann.  math.  Sär.  3,  XVII,  120. 

454.  Über  das  gleichseitige  und  das  Höhenschnittstetraeder.    R.  Hoppe.    Grün. 

Archiv  2.  R.  XVII,  257,  833. 

Substitutionen. 

455.  Grundlagen    einer    analytischen    Behandlung    der     Gruppierungsaufgaben. 

P.  Hoyer.    Mathem.  Annal.  L,  499. 

456.  Neue   Grundlagen    der   Gruppen    und    Substitutionentheorie.      P.  Hoyer. 

Mathem.  Annal.  LI,  445. 

457.  Über  discrete  Scharen  von  continuierlichen  Transformationen.   W.  Ahrens. 

Mathem.  Annal.  L,  518. 

458.  Thäor^me    fondamental  sur   les  transformations  birationnelles  ä  coefficient 

entier.    S.Kantor.    ComptRend.  CXXVI,  946. 

459.  An  universal  invariant  for  finite  groups  of  linear  substitutions  with  appli- 

cation   in  the  theory   of  the  canonical  form  of  a  linear  Substitution  of 
finite  period.     E.  H.  Moore.    Mathem.  Annal.  L,  213. 

460.  Conceming  Abeliaii  regulär  transitive  triple- Systems.    E.H.Moore.    Mathem. 

Annal.  L,  225. 

461.  Über  metacyklische  Gruppen  und  Nachbarconfigurationen.  L.Heffter.  Mathem. 

Annal.  L,  261. 

462.  A  triply  infinite  System  of  simple  groups.    L.  E.  Dickson.    Quart.  Joum. 

math.  XXIX,  169. 

463.  The  first  hypoabelian  group  generalized.   L.E.  Dickson.    Quart.  Joum.  math. 

XXX,  1. 

464.  Simplicity  of  the  Abelian  group  on  two  pairs  of  indices  in  the  Galois  field 

of  Order  2»,  n  >  1.    L.  E.  Di  ckson.    Quart.  Joum.  math.  XXX ,  383. 

465.  On  the  transitive  Substitution  groups  of  degrees  thirteen  and  fourteen.  G.A. 

Miller.     Quart.  Journ.  math.  XXlX,  224. 

466.  On  the  Operation  groups  whose  order  is  less  than  64  and  those  whose  order 

is  2p\  p  being  any  prime  number.    G.A.Miller.    Quart. Journ. math. 
XXX,  248.    [Vergl.  Bd.  XLH  Nr.  705.] 

467.  Sur  les  groupes  d' ordre  fini.    Ed.  Maillet.    Quart.  Joum.  math.  XXIX ,  250.  * 

468.  Über  den  arithmetischen  Charakter  der  Koefficienten  der  Substitutionen  end- 

licher linearer   Substitutionsgruppen.     H.  Maschke.     Mathem.  Annal. 
L,  492. 

469.  Bestimmung   aller  temären   und  <)uatemären  Eollineationsgruppen,   welche 

mit  symmetrischen  und  alternierenden  Buchstabenvertauschungsgruppen 
holoedrisch  isomorph  sind.    H.  Maschke.    Mathem.  Annal.  LI,  253. 

470.  On  the  transitive  Substitution  groups  of  24  letters  that  admit  of  two  difPerent 

imprimitive   Systems   of  degrees  3  and  4.     A.  C.L.  Wilkinson.    Quart. 
Journ.  math.  XXX,  157. 

T. 

Thetafunktionen. 

471.  Sur  la  d^composition  des  fonctions  6  en   facteurs.    G.  Humbert.    Compt. 

Rend.  CX^VI,  394. 

472.  Über  ein   allgemeines   aus  Thetafunktionen  von  zwei  Argumenten  gebildetes 

Orthogonalsystem  und  seine  Verwendung  in  der  Mechanik.    E.  Jahnke. 
Grelle  CXIX,  234.  [Vergl.  Bd.  XLH  Nr.  710.] 

473.  Nouvelles  expressions  des  elements  d'un  Systeme  orthogonal  par  les  fonctions 

theta  de  deux  arguments  et  leur  application  ä  ladynamique.   E.  Jahnke. 
Compt.  Rend.  CXXVI,  1013. 

474.  Expressions   des   deriv^es   des  fonctions  theta  de  deux  arguments  au  moyen 

des  carr^s  des  fonctions  theta.    E.  Jahnke.    Compt.  Rend.  CXXVI,  1083. 
[Vergl.  Bd.  XLUI  Nr.  632.] 


Abhandlungsregister.  207 

475.  Sur  les  syst^mes  d^^quations  diff^rentielles  auquels  satisfont  les  fontions  qua- 

dniplement  p^riodiques  de  seconde  esp^ce.    M.  Krause.     Compt.  Rend. 
CXXVI,  1086,  1489,  1619. 

476.  Über  Thetafanktionen  mit   zwei  Variabeln  und  die  zugehörige  Eummersche 

Fl&che.    L.  Schleiermacher.    Mathem.  Annal.  L,  188. 

TrifiTonometrle. 

477.  Sur  la  r^gle  des  analogies  de  M.  £.  Lemoine.    Ch.  Michel.    N.  ann.  math. 

S^r.3,  XVn,  24.  —  G.Fonten^  ibid.  92. 

478.  Über  eine  Erweiterung  der  Gauss'schen  Pentagramma  mirificum  auf  ein  be- 

liebiges sphärisches  Dreieck.     D  z  i  o  b  e  k.    Grün.  Archiv  2.  R.  XVI ,  820. 

479.  Geometrical    proof    of   spherical    formulae    and   application   to    astronomj. 

E.G.  Hudson.    Quart.  Joum.  math.  XXIX ,  202. 

480.  Über  goniometrische  Relationen,  die  bei  der  Ereisteilung  auftreten.  B.  Sporer. 

Grün.  Archiv  2.  R.  XVI,  68. 

V. 

VariatioiiBreolmtms:. 

481.  Zur  Variationsrechnung.    Ad.  Eneser.    Mathem.  Annal.  L,  27. 

482.  Ableitung  hinreichender  Bedingungen  des  Maximums  oder  Minimums  einfacher 

Integrale  aus  der  Theorie  der  zweiten  Variation.   Ad.  Eneser.   Mathem. 
Annal.  LI,  321. 

W&rmelehre. 

488.  Über  die  sogenannte  If- Kurve.    L.  Boltzmann.    Mathem.  Annal.  L,  325. 

484.  Sur  un  probl^me  de  la  thäorie   analytique   de  la   chaleur.     W.  Stekloff. 

Compt.  Rend.  CXXVI,  1022. 

485.  Sur  le  potentiel  thermodynamique.    A.  Ponsot.    Compt.  Rend.  CXXVI,  226. 

486.  Sur   les   propri^täs   thermiques   des   fluides   satur^s.     £.  Mathias.    Compt. 

R«nd.  CXXVI,  1096. 

487.  Sur  le  problöme  de  refroidissement  d'une  barre  h^terog^ne.    W,  Stekloff. 

Compt.  Rend.  CXXVI,  216. 

Z. 

Zahlentheorie. 

488.  Über  Zahlengruppen  in  algebraischen  Eörpem.   III. Abhandlung.   H.Weber. 

Mathem.  Annal.  L,  1.    [Vergl.  Bd.  XLIÖ,  Nr.  643] 

489.  Über  die  Theorie  des  relativquadratischen  Zahlkörpers.  D.  Hilbert.  Mathem. 

Annal.  LI,  1. 

490.  Über  Abelsche  Gruppen.    L.  Heffter.     CrelleCXIX,  261. 

491.  Sur  les  groupes  hamiltonien.    G.  A.  Miller.    Compt.  Rend.  CXXVI.  1406. 

492.  Canonical  forms  for  the  unique  representation  of  Eronecker's  modular  Systems. 

H.  Hancock.     Crelle  CXIX,  148. 
498.  Über   die   Zurückführung    der   Divisorensysteme    auf  ihre   reduzierte   Form. 
E.  Kens el.     Crelle  CXIX,  114.   [Vergl.  Bd.  XLIH  Nr.  645.] 
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Verehrter  Meister,  werter  Kollege  und  Freund! 

Ein  schönes  und  seltenes  Fest  ist  Ihnen  heute  zu  feiern  vergönnt. 
Wohl  mancher  erreicht  das  Alter  des  Psalmisten,  aber  es  in  solch 
jugendlicher  Frische,  ohne  Zeichen  irgendwelchen  Nachlassens  der 
geistigen  und  körperlichen  Kräfte,  zu  erreichen,  das  ist  eine  seltene 
Qabe,  über  die  sich  mit  Ihnen  Alle  freuen  dürfen,  welche  Ihnen  nahe 
stehen.  Schon  seit  achtundvierzig  Jahren  wird  Ihr  Name  litterarisch 
genannt;  aber  erst  als  reifer  Vierziger  gingen  Sie  an  jene  gewaltige 
Arbeit,  deren  schönen  Abschlufs  wir  vor  kurzem  erleben  durften,  und 
in  einem  Alter,  welches  wohl  eher  zur  Entlastung  nach  schaffensreichem 
Leben  auffordern  würde,  schufen  Sie  das  grofse,  auf  zahlreiche  vor- 
bereitende Veröffentlichungen  gestützte  Werk,  welches  als  umfassendes 
Handbuch  eines  noch  niemals  in  dieser  Weise  behandelten  Wissens- 
zweiges für  aUe  Zeiten  den  Jüngern  der  exakten  Wissenschaften  zeigen 
wird,  welch  eine  Fülle  auch  der  Vergangenheit  innewohnt.  Eine  un- 
ermefsUche  Anregung  geht  von  Ihren  „Vorlesungen  über  die  Geschichte 
der  Mathematik^'  aus,  und  alle  anderen  Völker  sehen  sich  auf  das 
Standard  Work  des  deutschen  Forschers  hingewiesen,  ebenso  wie  auch 
Ihnen  alleia  die  Einbürgerung  unserer  Disziplin  als  eines  selbständigen 
akademischen  Lehrgegenstandes  an  den  Hochschulen  —  und  zwar  nicht 
blofs  an  solchen  deutscher  Zunge  —  zu  danken  ist. 

Diese  Gemeinsamkeit  der  wissenschaftlichen  Interessen,  keine 
Trennung  der  Länder  und  Völker  kennend,  spricht  sich  auch  aus  in 
der  vorliegenden  Schrift;,  welche  eine  Anzahl  Ihrer  dankbaren  Freunde 
und  Verehrer  Ihnen  an  Ihrem  Ehrentage  überreichen  möchte.  Nehmen 
Sie  dieselbe  freundlich  auf  als  einen  sprechenden  Beweis  der  Thatsache, 
dafs  Ihr  Beispiel  und  Ihre  Thätigkeit  allenthalben  ia  der  gebildeten 
Welt  zur  Nacheiferung  erzogen  haben. 

Thorn  und  München,  im  August  1899. 

Die  Heransgeber. 
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DfiVELOPPEMENT  DES  PBOCEDÄS  SEßVANTS 
Ä  DfiCOMPOSER  LE  QUOTIENT  EN  QUANTifiMES. 


PAB 


V.  V.  BOBTMIN 

A    MOSCOU. 


/ 


Abb.  zur  aeieh.  d.  Mftthem.    Tt.  \ 


Apr^s  Temploi  exclnsif  dn  calcul  fractionnaire  sons  la  forme  des  nom- 
bres  concrets  la  phase  suivante  dn  calcul  des  fractions  abstraites  est  repre- 
sent4e  par  les  quanti^mes.  ^)  II  n'y  a  qne  celles-ci  qni  soient  a  la  portee 
des  calctQateors  de  ces  temps  Ik  de  tont  le  domaine  des  fractions  abstraites. 
Tontes  les  antres  se  fondant  ponr  la  forme  ayec  les  nombres  entiers,  si 
elles  apparaissent  meme  an  calcnlatenr  de  F^poqne  en  qnestion,  c'est  sons 
nne  forme  si  yagne  ponr  la  raison  qn'elle  exclne  tonte  poBsibilit6  d'op^rer 
dessns  des  r^gles  d'arithm^tiqne,  en  dehors  dn  calcnl  des  nombres  concrets. 
II  en  resnlta  le  besoin  d'exprimer  le  qnotient  en  qnanti&mes,  en  cas  d'nn 
reste  obtenn.  Alors  qn'on  en  4tait  a  la  connaissance  primitive  des  fractions 
abstraites  sons  la  forme  qni  lenr  4tait  propre  et  qni  ne  dependait  pas  dn 
calcnl  des  nombres  concrets,  le  proces  seryant  a  exprimer  la  partie  fraction- 
naire dn  qnotient  an  moyen  des  qnanti^mes  ne  ponyait  avoir  lien  qne 
d'apres  nn  schäme  fonmi  par  le  calcnl  des  nombres  concrets.  Tel  fdt  le 
proc4d^  de  la  diyision  d'nn  nombre  concret  par  nn  nombre  abstrait.  üne 
fois  qn'on  j  arriye  a  nn  reste  moindre  qne  le  diyisenr  on  est  bien  force 
de  r^nire  ce  reste  en  nnites  concretes  des  ordres  inferienrs,  afin  de  pon- 
yoir  continner  l'op^ration.  Le  meme  proc^d^  appliqne  a  la  diyision  des 
nombres  entiers  abstraits  en  rendait  4yidemment  possible  la  suite  dn  proces 
apr^s  qn'on  eut  obtenn  nn  reste  moindre  qne  le  diyisenr.  Dans  ce  cas  le 
proc^de  examine  consistait  a  transformer  le  reste  obtenn  en  des  snbdiyisions 
de  Tnnit^  dont  le  nombre  exc^derait  le  diyisenr.  Nons  chercherions  en 
yain,  a  Fappni  de  ces  reflexions,  des  indications  directes  dans  le  pen  de 
docnments  qne  nons  o£&e  la  litt^ratnre  mathematiqne  des  4poqnes  cor- 
respondantes.  Nons  croyons  tontefois  ponyoir  les  admettre  comme  les  senles 
qni  s'imposent  imp^riensement  a  qniconqne  ait  obserye  le  calcnl  fraction- 
naire dans  sa  marche  primitive  et  d^taillee. 

La  forme  dn  procM4  en  qnestion  etait  donc  ainsi  con9ne:  le  diyidende 
infSrienr  an  diyisenr  on  le  reste  obtenn  par  l'action  de  diyiser,  ^tait  mnl- 
tipli4  par  le  moindre   des  nombres  dont  les  prodnits  ayec  Ini  exc^dent  le 


1)  y.  BoBTimr,  Esquiflse  de  rhistoire  du  calcul  fractionnaire.    Bibliotheca 
Mathematica  1896,  p.  97—101. 
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4  V.  V.  Bobynin: 

diviseur.  H  n'est  pas  difficile  de  constater  que  ce  nombre  est  toujours  la 
partie  enti^re  da  quotient  augmentee  d^une  nnite  et  provenant  de  la  divi- 
sion  du  diviseur  par  le  dividende  ou  par  le  reste.  Le  produit  de  ce  nombre 
avec  le  dividende  une  fois  divise  par  le  diviseur  donne  toujours  pour 
quotient  une  unite  et  un  reste.  Cette  unite  devant  etre  encore  divisee  par 
le  nombre  qui  a  servi  de  multiplicateur  au  dividende  primitif,  la  division 
operee  donnera  pour  la  fraction  examinee  la  premi^re  des  fractions  de  la 
decomposition  cherch^  ou  du  quotient  en  quantiemes.  La  seconde  partie 
en  sera  formee  par  la  fraction  dont  le  num^rateur  fait  le  reste  obtenu  et 
le  denominateur  —  le  produit  du  diviseur  avec  le  nombre  dont  le  divi- 
dende avait  ^te  multipli^.  Si  ce  reste  est  l'unite,  la  seconde  partie  du 
r^sultat  de  la  division  repondant  egalement  au  but  poursuivi  fera  la  seconde 
fraction  de  la  decomposition  cherch^e  en  la  terminant.  Si  au  contraire  le 
reste  n'est  pas  l'nnit^  11  est  soumis  auz  memes  Operations  que  le  dividende. 
On  agit  de  meme  avec  les  restes  suivants  jusqu'a  ce  qu'on  en  obtienne  un 

qui  ^quivale  a  1,  ou  qui  rende  possible  l'applica- 
tion  de  quelque  autre  procede.  En  voici  un 
exemple  mis  en  pratique,  tel  que  nous  le  pre- 
sente  la  decomposition  en  quantiemes  du  quotient 
13  :  17.  Nous  en  trouvons  le  resultat  dans  les 
tables  du  papjrus  greco-^gjptien  d'Akhmim  datant 
du  VII  ou  VIII  s.  de  Vhre  chretienne.  *)  Le  pro- 
c^d^  en  quesüon  appHqu^  60  fois  dans  les  calculs 
de  ces  tables  atteste  la  largeur  de  son  emploi  en 
antiquite.  II  devient  de  moins  en  moins  frequent 
dans  les  äpoques  suivantes  ainsi  que  le  prouvent  les  50  problemes.  du 
papyrus  d'Akhmim  datant  d'une  epoque  posterieure  a  ses  tables,  et  dont 
les  Solutions  ne  le  prisentent  que  6  fois.  Nous  nous  convaincons  de  son 
abandon  final  par  ce  fait  notable  que  Leonardo  Pisano  en  d^crivant  en 
d^tails  tous  les  procedes  servant  a  decomposer  les  fractions  en  quantiemes 
et  connus  a  la  fin  du  XII  s.,  n'en  fait  aucune  mention  dans  le  cä^bre 
Liber  Abbaci.*) 

C'est  aussi  le  calcul  des  nombres  concrets  qui  contribua  a  trouver 
une  autre  m^thode  fondamentale  pour  decomposer  les  fractions  en  quan* 
tiemes.  Elle  eut  d'abord  un  caract^re  tout  privi  et  ne  se  gen&ulisa 
qu'apr^s  une  application  lente  et  vari^  a  des  cas  toujours  nouveauz.  Les 

2)  J.  Baillet,  Le  papyrus  math^matique  d^Akhmim.  Mdmoires  publica  par 
les  membres  de  la  mission  arch^ologique  fran9ai8e  au  Caire.  Tome  neuvi^me. 
1-er  fascicule.    Paris  1892,  p.  1 — 89. 

3)  Scritti  di  Leonardo  Pisano  I,  p.  77 — 83. 
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rapports  existant  entre  les  di£f&*ent6S  unites  des  mesures  homogenes  et  per- 
mettant  d'en  remplacer  les  equivalents  d'un  ordre  inferieur  par  les  unites 
correspondantes  d'un  ordre  superienr,  donnerent  les  premiers  exemples 
nombreux  des  quotients  r^duits  a  des  quanti^mes  et  obtenus  a  la  suite  de 
la  division  d'un  nombre  quelconque  par  son  multiple  ou,  ce  qui  en  dit 
autant,  par  des  fractions  dont  les  denominateurs  sont  les  multiples  de  leurs 
numerateurs.  Repräsentant  la  conversion  des  mesures  inferieures  en  mesures 
superieures  dans  son  ensemble  cette  methode  avait  un  charactere  tout 
gen^ral  a  Fepoque  oh.  le  calcul  fractionnaire  ^tait  exclusivement  figure  par 
celui  des  nombres  concrets.  Lorsque  l'emploi  exclusif  de  cette  forme  eut 
disparu  et  que  le  calcul  des  fractions  abstraites  apparut  en  se  developpant 
en  dehors  d'elle,  le  proc^de  en  question  se  trouva  seulement  appliquä  aux 
fractions  dont  le  d^nominateur  est  le  multiple  du  numerateur.  Dans  son 
Liber  Abbaci  en  decrivant  les  methodes  servant  a  reduire  les  fractions  en 
quantiemes,  Leonardo  Pisano  met  cette  forme  primitive  et  fondamentale 
en  premier  lieu  sous  le  nom  sousentendu  de  „prima  differentia^\  Le  meme 
liyre  la  cite  comme  indispensable  en  affaires  de  commerce.  Nous  la  trou- 
Yons  employee  dans  tous  les  cas  qui  s'y  rapportent  dans  le  papjrus 
d'Akhmim. 

Les  cas  nombreux  de  la  r^duction  ascendante  ayant  pour  resultat  un 
nombre  complexe  reprisentirent  les  premiers  exemples  de  Fextension  de  la 
methode  pr^cedente  au  cas  ou  le  dividende  peut  etre  decompose  en  parties 
äquivalentes  aux  facteurs  du  diviseur  ou  leurs  multiples.  Üne  teile  ac- 
ception  de  ces  exemples  aura  pu  echapper  toutefois  aux  anciens  calculateurs 
et  dut  rester,  par  consequent,  sans  influence  notable  sur  Torigine  et  le 
progres  de  l'extension  citee.  La  simplicit^  de  Tidee  fut  la  force  de  cette 
extension,  en  permettant  de  la  decouvrir  directement  sans  d'autres  indica- 
tions.  C'est  la  aussi  que  nous  devons  chercher  la  cause  principale,  Funique 
peut-etre,  de  son  origine  et  de  son  progres  successif.  L'emploi  en  ayant 
atteint  un  degre  consid^rable,  Fextension  citee  en  devint  un  nouveau 
moyen  independant  servant  a  exprimer  le  quotient  dans  Oes  quantiemes. 
O'est  dans  ce  sens  que  nous  le  trouvons  decrit  dans  le  Liber  Abbaci  sous 
le  nom  de  la  „secunda  differentia^^  Le  papyrus  d'Akhmim  nous  donne  aussi 
une  indication  detaiU^e  sur  la  mani^re  de  proceder  dans  les  calculs  d'apres 
cette  methode  appliqu4e  a  chaque  cas  particulier. 

Excepte  Fapplication  pure  et  direete  dans  les  cas  qui  la  reclamaient, 
la  nouvelle  methode  servit  encore  largement  le  premier  des  procedes  fon- 
damentaux  primitifs  et  decrit  plus  haut  toutes  les  fois  que  le  reste  obtenu 
par  la  division  n'etait  pas  1  et  qu'il  ne  realisait  point  les  conditions  du 
second  procede  fondamental.     Parmi  les  cas  nombreux  que  nous  foumit  a 
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ce  sajet  le  papynis  d'Akhmim  citons  comme  ezemple  la  multiplication  de  15 
par  jr  (voyez  cidessus). 

Le  premier  des  proc^des  fondamentauz  piimitifs  cit^s  plns  haut  et 
qa'on  pourrait  appeler  celui  de  la  division  n'est  pas  toujours  employe 
dans  la  simplicite  de  sa  forme  originaire.  Les  ecartements  en  consistent  a 
mnltiplier  le  dividende  par  an  nombre  plus  grand  que  ne  le  reclamait  le 
procede.  Hs  s'expliquent  tont  d'abord  par  la  conception  vague  qu'on  avait 
de  sa  nature  et  de  ses  qnalites.  Plus  tard  les  calcnlateurs  qai  avaient 
compris  la  obose  earent  recours  a  ces  ecartements  dans  le  but  d'obtenir 
des  decompositions  du  qnotient  en   quantiemes  plus  commodes   pour  eux. 

s 

Or  la  decomposition  etait  a  cette  epoque  d'autant  moins  commode  que  les 
dänominateurs  de  plusieurs  ou  de  Tune  des  fractions  en  etaient  plus  grands. 
ün  trop  grand  nombre  de  membres  formant  la  decomposition  etait  aussi 
envisage  comme  un  empechement  quoique  moindre  que  le  premier.  Le 
papyrus  d'Akbmim  nous  presente  16  cas  d'^cartements  semblables  et  tous 
15  ayant   pour   but   de  trouver   des  decompositions  mieux 

X  2  adaptables.     A  quel  point  cependant  un  grand  nombre 

de    membres    ätait   considere   comme    un    empechement 
moindre    pour   la   decomposition  que  ne  T^tait  la  pre- 
2  sence  d'une    fraction  a  un  grand  denominateur,  le  pa- 

pyrus d'Akhmim  le  prouye  sufEsamment,  dans  Texemple 

donne  par  la  decomposition  provenant  de  la  multiplica- 
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16       1111    diyision  dans  la  simplicite  de  sa  forme  originaire,  ainsi 
19       2    4  38  76  qu'on  le  voit  dans   l'ezemple  ci-joint,  la  decomposition 

n'a  que  3  membres  dont  le  moindre  est  -rj^*    Operee  suivant  recartement 

admis  dans  le  papyrus,  eile  en  a  5  dont  le  moindre  est  rrrj-   Les  nombres 

servant  a  multiplier  le  diyidende  ou 
Tun  des  restes  dans  ces  ecartements 
ezcedent  ceux  qu'en  exige  la  forme 
pure  de  la  metbode  ordinairement 
de  1,  et  seulement  dans  trois  cas 
sur  seize  de  2.  Une  augmentation 
si  insignifiante  du  nombre  employe 
comme  multiplicateur  fait  que  le 
quotient  a  trouver  n'excede  pas  2, 
et  que  dans  6  cas  il  est  1.  Les  fractions  des  decompositions  foumies 
par  les    quotients    equivalents  a   2    sont  tantot  reduites  en   quantiemes  a 
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Taide  de  la  seconde  des  denx  methodes  fondamentales  citees  plus  haut  et 
qni  peut  etre  appell^  (tout  court)  celle  de  la  reduction  par  le  nume- 
rateur  (on  celle  de  la  division  des  tennes  de  la  fraction  par  le  numera- 

teur),  tantot  elles  eqniyalent  a  -^,  c'est-a-dire  a  la  seule  des  fractions  au 

numeratenr  excedant  1,  qui  ait  ete  a  la  portee  des  calcnlateors  anciens  et 
par  la  admise  dans  les  däcompositions  cherchees. 

En  comparant  les  procis  des  calcnls  exig^s  par  la  d^mposition  du 
seul  et  meme  quotient  suiyant  la  methode  de  la  division  employee  dans 
sa  forme  pure  et  simple,  ayec  Tadmission  des  ecartements  cites  plus  haut, 
on  ne  peut  s'empecher  de  remarquer  que  ces  demiers  diminuent  le  nombre 
des  diyisions  successives  et  abregent  ainsi  le  proces.  Non  obstant  le  desir 
bien  natnrel  d'obtenir  dans  la  decomposition  des  formes  plus  commodes, 
cette  circonstance  devait  pousser  les  calculateurs  a  une  admission  toujours 
plus  frequente  et  plus  consciente  des  ecartements  en  question.  Le  besoin 
de  d^composer  a  leur  tour  les  quotients  obtenus  avec  ces  ecartements  et 
repr^sentes  par  les  ^ctions  aux  num^rateurs  excedant  1,  en  attenuait 
toutefois  le  profit,  dans  certains  cas  jusqu'a  Fan^antir.  Les  cas  oh,  il  etait 
possible  d'appliquer  a  ces  quotients  la  methode  de  la  reduction  par  le 
numerateur,  des  cas  analogues  a  ceux  que  nous  trouvons  dans  le  papyinis 
d'Akhmim,  for9aient  les  calculateurs,  afin  de  realiser  cette  possibilite, 
d'employer  pour  multiplier  le  dividende  et  les  restes,  des  nombres  non 
Premiers  et  cela  avec  un  succ^s  d'autant  plus  grand  que  le  nombre  de 
facteurs  premiers  qui  les  composaient  iialt  plus  considerable.  Avec  plus 
de  clarte  et  a  cause  d'un  emploi  frequent  dans  la  methode  de  la  division 
sous  toutes  ses  formes,  avec  plus  de  force  encore,  la  methode  de  decom- 
poser  le  numerateur  en  parties  equiyalentes  aux  facteurs  du  d^nominateur, 
demontrait  Tutilit^  et  le  besoin  urgent  d'employer  dans  le  but  indique  les 
nombres  non  premiers  renfermant  le  plus  grand  nombre  possible  de  facteurs 
Premiers.  Parfois  quand  le  nombre  non  premier  ^tait  adroitement  choisi, 
toute  la  decomposition  du  quotient  suiyant  la  methode  de  diyision  se 
reduisait  dans  son  proces  a  l'action  de  diyiser  toute  seule.  La  methode 
de  diyiser  par  le  numerateur  et  celle  de  decomposer  le  numerateur  en 
parties  equiyalentes  aux  facteurs  du  denominateur  4taient  alors  appliquees 
au  quotient  et  aux  restes  obtenus.  Ces  cas  de  plus  en  plus  frequents 
eurent  pour  resultat  final  de  donner  a  la  methode  de  diyision  une  forme 
nouyelle  et  exterieurement  bien  differente.  D'apres  la  description  donnee 
par  Leonardo  Pisano  dans  son  Liber  Abbaci,  non  sous  une  forme  gene- 
rale, mais  dans  des  exemples  priyes,  cette  forme  qu'il  nommait  „regula  uni- 
versalis   in   disgregatione   partium    numeronim'^,    etait    ainsi   con^ue.     On 
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choisissait  an  nombre  non  premier  renfermant  le  plus  poasible  de  factenrs 

Premiers   (par  exemple  12,  24,  36,  48,  60  etc.)  et  restant  compris  entre 

la  moiti^  du  d^nominateur  de  la  fraction  a  decomposer  et  le  meine  deno* 

minateur  double.    Ce  nombre  est  multiplie  par  le  numerateur  et  le  produit 

obtenu  divise  par  le  d^nominateur.    Le  quotient  qui  suit  est  divise  par  le 

nombre  non  premier  pris  comme  multiplicateur,    et   le   nouveau    quotient 

decompos^    en    quantiemes    d'apres    celle    des    methodes   examinees   qui  s'y 

prete  le  mieux.     Cette  regle  de  Leonardo  Pisako  ezprimee  a  Taide  des 

signes  algebriques  actuels  represente  la  nonvelle  forme  de  la  methode  de 

diyision  ainsi  con^ue: 

a         am  /      t     r\  ^     i      r 

b  b  \     *     6/  m    ^    bm' 

m  etant  un  nombre  tire  de  la  suite  des  nombres  contenus  entre  v"  et  26 

et  pouvant  se  decomposer  en  le  plus  grand  nombre  de  facteurs  premiers. 
Cette  forme  fut  developpee  dans  une  antiquite  profonde,  quelques  mille- 
naires  avant  Leonardo  Pisano.  Dans  le  Papyrus  de  Bbind^)  nous  trou- 
vons  en  effet  que  tous  les  quotients  provenant  du  nombre  2  divise  par  les 
impairs  de  5  a  99  sont  decomposes  en  quantiemes  au  moyen  de  la 
methode  de  division  dans  cette  forme  ci.  Les  autres  methodes  qui  j 
sont  employees  en  meme  temps  se  trouvent  ezclusivement  limit^es  a 
celle  de  la  division  par  le  numerateur  et  a  celle  de  la  decomposition 
du  numerateur  en  parties  äquivalentes  aux  facteurs  du  d^nominateur. 
La  seule  difference,  insignifiante  toutefois,  qui  existe  entre  Fapplication 
de  la  forme  examinee  dans  le  Papyrus  de  Bhind  et  la  description 
que  nous  en  donne  Leonardo  Pisano,  consiste  en  cela,  que  les 
nombres  non  premiers  employes  dans  le  premier  sont  toujours  contenus 
entre  le  denominateur  entier  de  la  Lotion  a  decomposer  et  la  moitiä  de 
celui-ci.  La  methode  de  la  division  est  employ^e  dans  cette  forme  a  cote 
de  sa  forme  primitive  a  Tepoque  du  Papyrus  de  Rhind  et  meme  beaucoup 
plus  tard.  Par  exemple,  nous  la  notons  8  fois  dans  les  tables  du  papyiiis 
d'Akhmim.  Ainsi  que  dans  celui  de  Bhind  eile  s'y  trouve  appliqu^e  toutes 
les  fois  que  le  nombre  2   est    divise   par    les   impairs    de  5  a  19,    en  en 

exceptant  deux  ( 2  •  -^  et  2  •  ~)  ,  oü  la  decomposition  suit  la  forme  pri- 
mitive de  la  methode  de  la  division,  c'est-a-dire  dans  6  cas  seulement.  Les 
deux  demiers  cas  sont  figur^s  par  la  multiplication  du  nombre   3  par   -y- 

et  -Tö'     Dans   Tespace    de   temps  ecoul^  entre  les  tables  d'Akhmhn  et  le 


4)  A.  EisEMLOHK,  Ein  mathematisches  Handbuch  der  alten  Aegypter.   (Papyrus 
Bhind  des  British  Mosenm.)    Erster  Band  (Leipzig  1877),  p.  80—48. 


D^yeloppement  des  procädäs  seryant  ä  d^oomposer  le  quotient  en  qaanti^mes.        9 

Liber  Abbaci  Temploi  de  la  methode  de  la  division  dans  sa  forme  examinee 
en  avait  fait  disparaitre  la  forme  primitive  au  point  que  Leonardo  Pisano 
dut  Fignorer.  C'est  la  senle  raison  du  reste  qui  en  explique  Tabsence  dans 
son  Liber  Abbaci. 

Ainsi  que  la  methode  de  la  division  elle-meme,  sa  forme  examinee 
tout  a  rheure  et  pouvant  s'appliquer  egalement  a  tous  les  quotients  ou 
fraetions,  possede  une  generalite  parfaite.  C'est  pourquoi  Fepithete  ,,d'uni- 
verseUe"  qui  lui  a  ete  donn^  par  Leonardo  Pisano  la  caracterise  entierement. 
Nous  ne  savons  pas  que  la  methode  de  la  division  ait  fait  des  progres 
au  dela. 

Les  deux  methodes  fondamentales  servant  a  decomposer  le  quotient  en 
quanti^mes,  voire  celle  de  la  division  et  eelle  de  la  reduction  par  le  nume- 
rateur,  ont  une  difference  essentielle  dans  le  caractere  tout  general  de  la 
premiere  et  tout  prive  de  la  seconde.  A  la  suite  de  cette  diffi^rence  cha- 
cune  des  deux  methodes  se  developpa  a  sa  maniere,  dans  une  direction 
dissemblable  a  Fautre.  Effeetivement,  tandis  que  le  progres  de  la  premiere 
consistait  a  simplifier  et  a  abreger  le  proces  du  calcul,  celui  de  la  seconde 
s'occupait  exclusivement  a  repandre  son  procede  sur  de  nouveaux  genres  de 
fractions,  afin  d'arriver  a  une  formö  egalement  applicable  a  toutes  les 
fractions.  C'est  dans  cette  direction  que  se  developpa  la  seconde  methode 
elle-meme  et  le  premier  cas  de  son  extension  ou  la  methode  de  la  di- 
composition  du  numerateur  en  parties  equivalentes  aux  facteurs  du  de- 
nominateur.  Nous  suivrons  d'abord  le  progr&s  de  la  methode  elle-meme 
pour  passer  ensuite  a  son  extension  premiere.  H  est  a  remarquer  pour  le 
premier  cas  que  nous  pouvons  en  observer  le  developpement  exclusivement 
a  Taide  des  connaissances  foumies  par  le' Liber  Abbaci,  c'est-a-dire  dans 
les  formes  du  calcul  fractionnaire  qui  en  ont  remplace  la  forme  primitive, 
reprisentee  par  le  calcul  des  nombres  concrets. 

Le  moyen  le  plus  grave,  le  seul  peut  etre,  de  repandre  la  methode 
de  la  reduction  par  le  numerateur  sur  les  groupes  des  fractions  qui  ne 
donnent  pas  lieu  a  son  application  immediate,  fut  foumi  par  une  Observa- 
tion toute  simple.  Elle  montrait  qu'en  augmentant  le  denominateur  de  1, 
la  difference  entre  la  premiere  fraction  et  la  seconde  est  toujours  equi- 
valente  au  quotient  provenant  de  la  division  de  Tune  par  le  denominateur 
de  Fautre.  Dans  des  cas  particuliers,  lorsque  le  denominateur  augmente 
de  1  devient  le  multiple  du  numerateur,  la  fraction  transformee  ainsi  que 
la  difference  entre  eile  et  sa  premiere  forme  sont  representees,  une  fois  la 
reduction  par  le  numerateur  operee,  comme  des  quantiimes.  De  cette 
maniere  Fobservation  indiqu^  pennet  de  decomposer  la  fraction  en  une 
somme  de  deux  quanti^mes  amenes  a  cette  forme  par  Fapplication  de  la 
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methode  de  la  r^duction  par  le  numerateur.  Autrement  dit,  eile  en  repand 
rapplication  sur  tont  le  groupe  des  fractions,  dont  les  denominateurs 
augment^  de  1  deviennent  les  multiples  de  leurs  niimeratears.  Leonardo 
PiSANO  d^crit  la  regle  exprimant  cette  nonyelle  forme  de  la  methode  de  la 
reduction  par  le  nnmäratenr  en  troisieme  lieu  et  sous  le  nom  de  la  „tertia 
jiifferentia  disgregationis^'. 

Cette  nouvelle  extension  de  la  methode  de  la  rMnction  par  le  nume- 
rateur appliquee  aux  fractions  n'appartenant  point  au  groupe  qui  en  ad- 
mettait  l'application  aboutit  natnrellement  a  des  calculs  manques.  Les 
calculateurs  firent  alors  connaissance  des  fractions  qu'on  amenait  a  ce 
groupe  en  en  diminuant  le  num^teur  de  n'importe  quel  nombre,  ou,  ce 
qui  veut  dire  la  meme  chose,  d'un  groupe  de  fractions  dont  les  denomina- 
teurs augmentes  de  1  deviennent  les  multiples  de  la  difference  entre  le 
numerateur  et  un  nombre  quelconque.  En  siparant  de  cbacune  des  fractions 
de  ce  groupe  la  part  qui  ayait  le  nombre  indiqui  pour  numerateur,  on 
decomposait  la  fraction  primitive  en  deux,  nommement  celle  qui  repr^sentait 
la  partie  separee  et  celle  qui  avait  pour  numerateur  la  difference  entre  le 
numerateur  primitif  et  celui  de  la  partie  separee.  La  seconde  de  ces 
fractions,  appartenant  aux  fractions  du  groupe  examine  plus  haut,  admet 
toujours  l'application  de  la  methode  de  la  reduction  par  le  numerateur. 
Quant  a  la  premiere  eile  ne  Fadmet  que  dans  les  cas  oii  son  numerateur 
equiyaut  a  Tun  des  facteurs  du  denominateur.  Les  fractions  possedant  cette 
qualite  particuliere  forment  evidemment  un  groupe  nouveau,  admettant 
rapplication  de  la  methode  de  la  reduction  par  le  numerateur  a  leur  com- 
pl^te  decomposition  en  quantiemes,  c'est-a-dire  sans  recourir  a  Taide  des 
autres  methodes.  Cependant,  a  l'epoque  de  la  phase  du  calcul  fractionnaire 
en  question,  les  calculateurs  ne  connaissaient  pas  encore  ce  groupe  de 
fractions  dans  sa  forme  generale,  teile  que  nous  yenons  de  la  representer. 
Hs  n'en  connaissaient  que  les  plus  simples  representants,  et  ceux-la  aussi 
dans  un  nombre  fort  limite,  trois  a  peine,  ainsi  que  le  prouye  l'oeuyre  de 
Leonardo  Pisano.  Suiyant  ce  demier  ils  sayaient  qu'en  augmentant  le 
denominateur  de  1  on  le  rendait  multiple:  1)  de  la  difference  entre  le 
numerateur  et  l'unite  au  denominateur,  represente  par  un  nombre  premier; 
2)  de  la  difference  entre  le  numerateur  et  le  nombre  2  au  denominateur 
qui  est  un  nombre  pair;  3)  enfin  de  la  difference  entre  le  numerateur  et 
le  nombre  3  au  denominateur  qui  est  le  multiple  de  3.  Les  regles  seryant 
dans  ces  cas  a  decomposer  les  fractions  en  quantiemes  a  Taide  des  pro- 
cedes  indiques  tout  a  Theure  sont  exposees  dans  le  Liber  Abbaci  sous  les 
titres  correspondants  de  „quarta  differentia  disgregationis^',  „quinta  differentia^' 
et  „sexta  differentia". 
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Des  observatioDS  du  meme  genre  sur  les  qualites  des  firactions  ont  pu 
amener  a  itendre  la  methode  de  la  rednction  par  le  nomerateur  senlement 
sur  an  petit  nombre  de  groupes  des  fractions,  qoi  n'en  admettaient  point 
l'application  immediate.  Us  n'etaient  pas  a  meme  de  donner  a  la  methode 
de  la  r^duction  par  le  nnmÄraieur  la  generalite  desiree,  et  Ton  obtint 
oelle-ci  a  Taide  d'one  toute  antre  voie.  Les  cas  de  Tapplication  manquee 
de  la  methode  de  la  rednction  par  le  nnm^rateor  avaient  montre  aux  cal- 
cnlatenrs  attentifs  qu'en  diyisant  le  nomerateur  et  le  d^nominateur  d'une 
fraction  inf^rieure  a  Tunite  par  son  numerateur,  on  obtient  1  pour  nume- 
rateur,  et  pour  d^ominateur  un  nombre  entier  avec  une  fraction  införieure 
a  Tunite.  £n  rejetant  celle*ci  on  avait  une  fraction  plus  grande  que  la 
premiire,  au  contraire,  en  Faugmentant  jusqu'a  1,  on  en  avait  une  plus 
petite.  Cette  demi^re  ayant  Tunite  pour  numerateur  pouvait  etre  envisagee 
comme  le  premier  membre  de  la  decomposition  en  quantiemes  de  la  fraction 
donn^e.  Pour  en  obtenir  les  autres  membres  il  n'y  avait  qu'a  soumettre  a 
la  meme  decomposition  la  diffirence  entre  la  fraction  donn^  et  celle  qu'on 
acceptait  comme  le  premier  membre  de  sa  d^omposition.  Le  meme  proces, 
definissant  comme  nous  venons  de  le  voir,  le  premier  membre  de  la  de- 
composition aura  evidemment  pu  etre  applique  a  cette  diff^rence  d'abord, 
a  1&  diff^rence  suivante  plus  tard,  etc.  jusqu'a  ce  qu'on  en  arrivät  enfin  a 
la  diffiirence  representee  par  un  quantieme,  ou  r^duite  a  cette  forme  a 
l'aide  de  Tune  des  methodes  prealablement  connues.  Le  nouveau  proc^de 
de  decomposer  les  fractions  en  quantiemes,  d^couvert  ainsi  par  les  calcula- 
teurs  attentifs,  conduit  possible  d'appliquer  k  toutes  les  fractions  sans  ex- 
ception  la  methode  de  la  rednction  par  le  numerateur  —  ou,  ce  qui  est 
plus  pr^cis,  le  proces  du  calcul  qui  la  composait  —  et  r^pondait  de  cette 
maniere  au  but  d'en  gen^raliser  Tapplication,  auquel  tendait  le  progr^s 
de  la  methode  elle-meme.  Leonardo  Pisako  dans  son  Liber  Abbaci  repre- 
sente  ce  nouveau  proc^de,  ou  plutot  la  regle  qui  en  ezprime  le  proces  du 
calcul,  dans  une  description  d^taill^e  et  sous  le  nom  de  la  „septima  diffe- 
rentia^^  Nous  j  trouvons  d'abord  la  remarque  qu'il  faut  Temployer  dans 
les  cas  ou  les  proc^des  qui  le  prec^dent  dans  le  cours  du  livre  se  trouvent 
inapplicables.  Nous  lisons  ensuite  que  son  application  aux  fractions  d^- 
compos^es,  suivant  les  r^gles  du  deuxieme,  quatri^me,  cinquieme  et  sixieme 
de  ces  proc^des  nous  amene  a  de  meilleurs  resultats  que  n'en  donne  Tap- 
plication  de  ces  memes  r&gles.  A  r^poque  de  Leonardo  Pisako,  ces  proc^des  ci 
epuisaient  justement  pour  la  methode  de  la  rednction  par  le  numerateur  tous 
les  cas  connus  de  son  extension.  Par  consequent,  on  ne  peut  s'empecher 
de  voir  que  Tendroit  cit^  du  Liber  Abbaci  t^moigne,  par  le  fait  meme  de 
son  existence,   que    si  la  decomposition   des  fractions  en  quantiemes  n'est 
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pas  abandonnee  dans  Tavenir,  tous  ces  procedes  seront  remplaces  dans  la 
pratique  du  calcul  par  la  septieme  regle  toute  seule,  comme  donnant  les 
resultats  les  plus  commodes.  La  generalite  de  son  application  n'aurait 
Sans  doute  fait  qne  d'en  häter  racoomplissement. 

Le  progres  initial  du  procede  de  d^composer  le  numerateur  en  parties 
equivalentes  auz  facteu^s  du  denominateur,  suivant  la  maniere  citee  plus 
haut  et  representant  le  premier  cas  de  la  reduction  par  le  numerateur  dans 
son  extension,  ne  nous  est  donn^  que  par  le  papjrus  d'Akhmim.  Tout  en 
etant  tres  complet  le  Liber  Abbaci  ne  contient  pas  d'indications  a  ce  sujet. 
Cela  tient  peut-etre  a  ce  que  les  resultats  du  progres  en  question  ont  ete 
abandonn^s  a  Tepoque  oü  ce  livre  fut  ecrit,  ou  a  ce  que  Temploi  en  devint 
si  rare,  que  Leonardo  Pisano  ne  fut  pas  a  meme  de  les  connaitre. 
Quoiqu'il  en  soit  nous  constatons  le  manque  de  ces  resultats  dans  des 
manuscrits  anterieurs  au  papyrus  d'Akhmim,  et  nous  en  constatons  la  pre- 
sence  justement  dans  celui-ci,  appartenant  a  la  litterature  mathematique 
grecque  et  posterieur  de  deux  ou  trois  siecles  seulement  a  Diophante 
d'Alexandrie  dont  Tactivite  marque  le  point  culminant  du  progres  de 
rarithm^tique  en  Gr^ce.  Cela  nous  am^ne  a  croire  que  ces  resultats  ne 
sont  pas  atteints  d'une  maniere  empirique,  c'est-a-dire  en  faisant  la  con- 
naissance  des  proprietes  des  quotients  ou  des  fractions,  comme  la  plupart 
des  procedes  cites  plus  haut,  mais  par  une  voie  sp^culative,  a  Taide  des 
transformations  du  quotient  ou  de  la  fraction  dans  un  but  determine.  C'est 
ce  qui  arriye  en  effet.  La  methode  servant  a  d^mposer  le  dividende  en 
parties  equivalentes  aux  facteurs  du  diviseur  dans  les  deux  cas  de  son 
extension  employes  dans  le  papyrus  d'Akhmim  pour  les  sortes  de  la  division 
qui  n'en  admettent  point  Tapplication  immediate,  est  facilement  deduite  de 
rinvariabilite  du  quotient  alors  que  le  dividende  et  le  diviseur  sont  mul- 
tipli^s  par  un  seul  et  meme  nombre.  Le  premier  et  le  plus  grave  de  ces 
cas  se  rapportait  a  la  forme  de  la  division  ou  la  somme  des  facteurs  du 
diviseur  faisait  le  multiple  du  dividende.  Afin  que  celui-ci  Tegalät,  autre- 
ment  dit:  afin  d'amener  la  division  dans  le  cas  examine  a  la  forme  qui 
permettrait  Tapplication  du  procede  que  Von  voudrait  repandre,  il  n'y  avait 
qu'a  multiplier  le  dividende  et  le  diviseur  par  le  quotient  provenant  de  la 
somme  des  facteurs  du  diviseur,  divisee  par  le  dividende.  Cette  transfor- 
mation  et  celles  qui  la  suivent  exprimees  dans  les  signes  algebriques  actuels 
nous  donnent  les  identites  que  voici,  representant  le  cas  de  Textension  a 
examiner: 

a:hc^aq:hcq  =  {b'\-  c):hcq  =  —  +  ^^, 

oü  6  +  c  =  ag.     Le    second    cas    de    Fextension,    cite    dans   le   papyrus 
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d'Akhmim,  consiste  dans  Tapplication  inunediate  du  proc^s  des  calcnls  fixe 
par  le  premier  cas,  a  la  transformation  des  cas  de  la  division,  dans  les- 
quels  le  nombre,  provenant  de  Taddition  de  quelques  facteurs  du  diviseur 
aux  multiples  de  ses  autres  facteurs,  deyient  le  multiple  du  dividende. 
Cette  application  figuree  en  signes  algebriques  actuels  nous  donne  les  iden- 
tites  suivantes 

a  :  bc  =^  aq  :  hcq  =  (2>  +  mc)  :  hcq  =»  - — !"(♦**•  ^O)  i 

eq 

ovi  b  -}-  mc  =^  aq,  La  seconde  partie  de  l'ezpression  obtenue  demande  a 
son  tour  la  decomposition  en  quantiemes  d'apres  Tun  des  procedes  connus. 
Le  calcul  ne  peut  se  passer  de  cette  Operation  que  dans  le  cas  particulier, 
lorsque  le  nombre  m  est  un  des  facteurs  du  diviseur  bq.  Dans  les  exemples 
que  nous  foumit  ce  cas  particulier  dans  le  papyrus  d'Akhmim,  m  est  tou- 
jours  l'un  des  diviseurs  du  nombre  b,  Ezcepte  ces  exemples  le  memo 
papjrus  nous  en  donne  d'autres  ponr  le  cas  gen^ral. 

Appartenant  a  T^poque  oii  les  mathematiques  grecques  se  trouvaient 
en  decadence,  le  papyrus  d'Akbmim  ne  renferme  aucune  description  des 
procedes  que  nous  j  trouvons  employes  pour  ezprimer  le  quotient  en  quan- 
tiemes. On  n'y  yoit  que  des  Operations  successives  faisant  partie  des  proces 
du  calcul  qui  repr^sentent  ces  procedes,  mais  sans  explications.  D  faut 
ajouter  que  les  exemples,  auxquels  est  appliqu^e  dans  les  deux  cas  de  son 
extension  donn^s  par  le  papyrus,  la  decomposition  du  num^rateur  en  parties 
equivalentes  aux  facteurs  du  d^nominateur,  doivent  etre  cit^s  au  nombre 
des  plus  simples.  Cela  tient  a  ce  qu'ils  ne  fönt  usage  que  de  la  decom- 
position du  d^nominateur  en  deux  facteurs,  ainsi  que  nous  Tavons  introduit 
dans  les  formules  g^nerales  prec^dentes,  afin  de  les  faire  accorder  ayec 
l'original. 
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HeiT  M.  Cantor  hat  an  mehreren  Stellen^)  seiner  Geschichte  der 
Mathematik  darauf  aufmerksam  gemacht,  welche  Bedeutung  die  Methode 
der  Prosthaphäresis  vor  Erfindung  der  Logarithmen  für  die  Astronomen 
besafs,  und  ihre  geschichtliche  Entwickelung  in  allgemeinen  umrissen  mit 
gewohnter  Meisterschaft  gezeichnet.  Vielleicht  bietet  es  daher  etwas  Inter- 
esse, wenn  ich  hier  einige  spezielle  Bemerkungen  über  ihren  Gebrauch,  so- 
wie einige  Belege  zu  ihrer  Entstehungs-  und  Entwickelungsgeschichte  mit- 
teile, die  mir  bei  einem  eingehenden  Studium  der  trigonometrischen  Me- 
thoden jener  Zeit  begegneten. 

In  einer  kleinen  Abhandlung,  die  1896  in  der  BibUotheca  mathemaUca 
(105 — 108)  erschien,  glaube  ich  den  Nachweis  gefuhrt  zu  haben,  dafs  der 
Erfinder  dieser  Methode  im  Abendlande  der  bekannte  Johann  Werker  von 
Nürnberg  ist,  wie  dies,  allerdings  ohne  zwingenden  Beweis,  schon  Montucla  ^ 
behauptete.  Da  aber  Werner's  Schrift  „De  tricmgulis  per  maximorum  cur- 
culorum  segmenta  comb'uctis  libri  V",  in  deren  drittem  Buche  er  die 
Prosthapharesis  auseinandersetzte,  nie  im  Drucke  erschien,  so  geriet  die 
Methode  in  Vergessenheit  uud  tauchte  erst  am  Ende  des  16.  Jahrhunderts 
wieder  von  Neuem  auf,  wo  sie  ihre  yolle  Ausbildung  erfuhr.  Über  diese 
Wiedererfindung  wollen  wir  uns  etwas  näher  verbreitg^. 

Um  das  Jahr  1584  kam  an  den  Hof  des  Landgrafen  Wilhelm  IV. 
von  Hessen,  der  Kassel  zu  einem  Zentralpunkt  astronomischer  Forschung 
gemacht  hatte,  ein  gewisser  Paul  Wittich  (1555? — 1587)  aus  Breslau, 
welcher  sich  von  1580 — 1581')  bei  Tycho  Brahe  auf  der  Insel  Hveen 
aufgehalten   hatte,  und   blieb    daselbst   längere    Zeit.     Von    ihm   berichtet 


1)  Bd.  II,  417,  690,  658. 

2)  Histaire  des  Mafhematiques.  1,  584.  Im  Cod.  lat.  mon..  24101,  t.  18  finde 
ich  nachtrftglich  noch  eine  Bestätignng  meiner  Ansicht,  indem  daselbst  Joh. 
Prabtoriüb  Wbbnsb  direkt  als  den  Erfinder  bezeichnet. 

8)  Diese  Datumsbestimmong  ergibt  sich  aus  dem  Briefwechsel  Ttcho^s  mit 
Haobcius  und  Scitltbtüb.  Fsns,  Ttchomib  Brahe  epistolae  ab  anno  1568  usque 
ad  €Mnwm  1587,  Hauniae  1876 — 86  in  4^  Ans  dem  Briefe  Ttcho'b  vom  4.  Nov. 
1580  an  Haobotob  geht  (p.  56)  hervor,  dafs  Witticb  um  diese  Zeit  schon  auf 
üranienbnrg  war,  und  ans  dem  Schreiben  an  Scültetub  vom  12.  Okt.  1581  (p.58— 59), 
dafs  er  die  Insel  Hveen  bereits  wieder  verlassen  hatte, 
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Baymabus  ürsus^)  (Beihers),  „er  habe  den  ersten  Fall  der  sogenannten 
prosthaphäretischen  Methode  den  Kasseler  Astronomen  als  eine  Rechnungs- 
methode  gezeigt,  welche  schon  längere  Zeit  auf  der  üranienburg  bei  astro- 
nomischen Rechnungen  angewendet  werde,  ohne  jedoch  einen  Beweis  dafQr 
anzugeben.  Jobst  Bürgi,  der  damals  Hofuhrenmacher  des  Landgrafen  war, 
habe  dann  daf&r  einen  so  fruchtbaren  Beweis  gefunden,  dafs  aus  ihm  die 
anderen  prosthaphäretischen  F&lle  und  sein  (des  ürsus)  Beweis,  ja  die  Auf- 
lösung aller  Dreiecke  durch  diese  Methode  vermittelst  der  Sinusse,  Tan- 
genten und  Sekanten  hergeleitet  werden  können.  Hiervon  habe  dann  Jacob 
CuRTiüS  dem  Clavius  Nachricht  gegeben,  der  diese  Erfindung  erweitert 
und  auch  dem  Tycho  1590  darüber  geschrieben  habe." 

untersuchen  wir  die  Bichtigkeit  dieser  Erzählung  etwas  genauer,  so 
haben  wir  zuerst  die  Erfindung  der  Prosthaphäresis  auf  der  üranienburg 
zu  besprechen.  Die  Stelle^),  an  welcher  Werner  mit  Hinweis  auf  seine 
Dreiecksbücher  die  prosthaphäretische  Methode  anwendet^  um  die  Länge  der 
Spica  virginis  zu  finden,  kannte  Tycho  Brahe  nachweisbar,  denn  er  spricht 
oft  von  Werner's  Schrift  „l)e  tnotu  octuvae  spTioerae*'  und  greift  speziell 
dessen  Beobachtung  der  Spica  an^).  Doch  konnte  ihn  der  Wortlaut  jener 
Stelle  nur  auf  die  Existenz  eines  praktischeren  Bechnungsverfahrens,  als 
das  gewöhnliche  ist,  aufmerksam  machen,  das  Verfahren  selbst  war  absolut 
nicht  daraus  zu  entnehmen.  Dagegen  ist  es  nicht  unmöglich,  dafs  Tycho 
in  die  Dreiecksbücher  Werner's  direkt  Einsicht  bekam,  als  er  1575  Deutsch- 
land durchreiste  und  speziell  in  Wittenberg  war.  Denn  dieselben  waren 
nach  Werner's  Tode  in  die  Hände  Hartmann's  in  Nürnberg  und  von 
diesem  an  G.  J.  Bhaeticus  gekommen,  der  längere  Zeit  in  Wittenberg 
gelehrt  hatte,  und  üf  dessen  Nachlasse  (er  starb  1576)  sie  sich  noch  fan- 
den, als  sie  Christmakn  in  Heidelberg  erhielt.^)  Doch  abgesehen  von 
dieser    wohl    kaum    mehr    beweisbaren   Vermutung   ist   es    sicher,   dafs 


4)  ScHEiBEL  teilt  in  seiner  Einleitung  zur  mathem.  Bücherkenntnis,  7.  Stück, 
Breslau  1785  mit  (p.  17  ff.),  dafs  Reimbbs  das  Angeführte  in  dem  Werke  Tractatus 
de  astronomicis  hypothesiJms,  Pragae  1697  in  4^  angebe;  aber  auch  in  desselben 
Autors  Schrift  Fundamentum  astronomicum  1588  in  4^  finde  ich  p.  16  den  Wittich 
erwähnt. 

5)  Dieselbe  steht  in  Jo.  Weknbbi  de  motu  ocUuvae  sphaerae  tractatus  pritnus, 
Propositio  IL  Norimbergae  1622.  Vgl.  Cantob,  Geschichte  der  Mathematik  IL  418  ff. 

6)  Z.  B.  in  seinem  Briefe  vom  20.  Januar  1687  an  Rothmanh.  T.  Bbahei 
Epistolarum  astronom.  libri.  Norimb.  1601  in  4^  p.  76,  femer  in  Astronomiae  in- 
staurcUae  Progymnasmata  1602.  p.  221. 

7)  M.  Caitior,  Geschichte  der  Mathematik.  11  417  und  566,  sowie  CmasTMANM, 
Theöria  hmge  ex  novis  hypotheaihus  et  observatiombus  demonstrata.  Heidelbergae 
1611  fol.  p.  124. 


Zur  GeBchichte  der  prosthaphäretischen  Methode  in  der  Trigonometrie.     19 

Tyoho  im  Verein  mit  Wittigh  schon  1580  die  prosthaph&retische 
Methode  ausarbeitete. 

Dies  geht  zonächst  aus  jenem  Briefe  desselben  vom  4.  November  1580 
an  Hageoius  hervor,  der  den  Wittioh  an  Ttcho  empfohlen  hatte,  indem 
hier  Tycho  ausdrücklich  sagt,  dafs  er  sich  im  Verein  mit  Wittich  {com- 
municata  opera)  viel  mit  der  Ausbildung  der  Frosthaphäresis  beschäftigte, 
die  von  der  unangenehmen  Multiplikation  und  Division  befreie,  und  dafs 
jener  die  Grundlagen  hierzu  gelegt  habe,  allerdings  auf  Mitteilungen 
hin,  die  er  seiner  Zeit  von  Tvcho  erhalten  habe,  als  dieser  mit  ihm  in 
Wittenberg  zusammen  war  (1575).^)  Auch  Kepler  nennt  die  Prostha- 
phäresis  einmal  ein  „artificium  Tpchonicum"^) ,  dann  wieder  „negotium 
Wittickianum*'  und  „regula  WitMchicma" ;  er  nahm  also  wohl  auch  an,  dafs 
sie  durch  Zusammenwirken  beider  zustande  kam,  wie  es  auch  am  wahr- 
scheinlichsten ist.  Übrigens  war  Tyoho  bekanntlich  viel  weniger  gewandt 
im  Bechnen,  als  im  Beobachten  und  verdankte  daher  ohne  Zweifel  dem 
Wittioh  nach  dieser  Richtung  viel.  In  der  That  bezeichnet  er  ihn  auch 
wiederholt  als  sehr  geschickt  in  der  Mathematik  ^^).  Ein  weiteres  Zeugnis 
dafür,  dalüs  Tyoho  und  Wittioh  in  gemeinsamer  Arbeit  die  fragliche  Me- 
thode ausbildeten,  gibt  uns  Tygho's  langjähriger  Schüler  Lonqohontan, 
indem  er  in  seiner  Astronomia  Danica  beide  ausdrAcklich  als  die  Erfinder 
derselben  bezeichnet.  ^^) 

8)  FBns,  a.  a.  0.  66.  ,^am  et  ego  tdltbus  (iriangtdorum  compendiis)  instuUivi 
atque  in  posterum  idterius,  voltmte  wwmine,  inmdabo,  quo  haec  ratio  quae  per 
^QOö^cctpalQsciv  procedit  absque  taediosa  multiplicaUone  et  divisione  plenius  ex- 
colatur  et  locuptecutwr^  in  qu%b%u  tarnen  ille  necdum  saHs  est  versaiue  sed  assueeeet 
aucceseive.  Vicus  enim  is,  quod  et  sponte  fatetur,  saUem  initia  quaedam  hie  ieciase 
€idinonit%ts  iis  verbis  quae  se  a  me  audivisse,  dum  aemel  Wittembergam  ipso  illic 
studente  trasirem  et  me  horum  studiorum  caussa  convenisset,  licet  ego  eorum  recor- 
dari  non  potuerim," 

9)  Opera  ornnia.    Ed.  Frisch  II.  439  Anmerkung  94. 

10)  So  sagt  er  in  jenem  Schreiben  an  Bothicann  vom  20.  Jan.  1687  „.  ,  ,  ob 
ingeniosam  in  Maiihematicis  praeeertim  quoad  Geometriam  attinet  soUertiam  .  .  *' 
und  in  einem  Briefe  vom  16.  August  1688  an  denselben  (p.  113  ebenda)  „,  .  .  in 
Geometria  et  Triangulorum  ac  numerorum  tractaiione  eocpeditior  et  felidor  erat" 
als  im  Beobachten  nämlich;  endlich  kommt  er  am  14.  Jan.  1696  Bothican»  gegen- 
über noch  einmal  auf  ihn  zu  sprechen,  indem  er  sagt,  er  habe  Wittich's  Ehre  in 
keiner  Weise  verletzt  (indem  er  ihn  nämlich  beschuldigt,  dem  Landgrafen  vieles 
als  seine  eigene  Erfindung  mitgeteilt  zu  haben,  was  Ttcho  angehöre)  sondern. 
„ubi  laude  dignus  erat  Wittid^ius,  videlicet  in  Geometricis,  et  compendiis 
quibusdam  triangulorum  latidavi  etc.",  a.  a.  0.  296.  > 

11)  A.  a.  0.  p.  10  heifst  es:  „8i  owtem  de  huius  compendii  ifwentore  opm 
quaerat  .  .  .;  neminem  certe  habeo^  Tyehone  nostro  et  Vitichio  VratisUwiensi  anti- 
quiorem:  quorum  acilicet  mutua  opera  primum  anno  1582,  in  Huaena,  sphaerica 
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In  der  von  mir  mitgeteilten  Erzählung  heifst  es  weiter,  Burgi  habe 
für  den  ersten  Fall  der  prosthaphäretischen  Methode  einen  Beweis  er- 
dacht n.  s.  w.  BüRGi  selbst  hat  hierüber  nichts  veröffentlicht,  aber  Bbimers 
teilt  in  seinem  Fundamentum  astronomicum.  1588.  16^  und  l?'^  die  beiden 
wichtigsten  Regeln  mit,  indem  er  bezüglich  ihrer  Ableitung  auf  beistehende 
Diagramme   verweist,    von    denen    er   das    erste  dem  Paul  Wittich,  das 
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zweite  dem  Bartholomäus  Scültetus  widmet,  der  ein  Werk  über 
Sonnenuhren  geschrieben  hatte.  Es  sei  in  beiden  Figuren  arc^F=a, 
arc  SF  =  arc  MN  =  /?,  dann  ist  in  der  ersten  a  +  /3  <  90^,  in  der  zweiten 
cc  +  ß>  90^  Femer  sei  FDM  ±  AB  und  BC,  DE,  FG,  MH  ±  A  V 
gefällt,  HK  =  FG  =  MB,  bezügHch  HB  =  FG  gemacht,  und  MO  und 
FQ  XNS  gezogen,  das  \\  MF  läuft;  macht  man  dann  noch  JDL  \\  A  F, 
dann  ist  in  der  ersten  Figur  arc  VM  =  90^—  /3  +  a,  arc  VF=  90°  —  /S  —  a, 
MJT=  sin  (90°  —  ß^a),  FG  =  HK=  MB  =  sin  (90°  —  ß  —  a). 
Aber  LH  =  DE  =  ^BH  ^  i(MH  —  MB)  =  ^  {sin  (90°  —  jJ  +  a) 
—  sin  (90°  —  ß  —  a)].  Ferner  ist  -BC  =  sin  a,  AD  =  FQ  —  sin  ß  und 
AB'.AD^BC:  DE,  somit  fui  AB  =  sin  tot. 

(I)  Sin  tot:  sin/3  =  sina:i{sin(90°-/3  +  a)  — 8in(90°— /S  — a)}, 
und  aus  der  zweiten  Figur  folgt  durch  analoge  Überlegungen 

(II)  Sin  tot:  cos ß  =co8a ^  { sin  (/3  +  90°  —  «)  —  sin {ß  —  90°  +  a) ) . 
Nach  dem  von  R.  Wolf  beigebrachten  Beweismaterial  ^*)    glaube   ich, 

quaedam  triangula  tali  pi-agmatriae  pro  studioins  üranicis  sunt  subiecta"  Das 
Datum  1682  ist  nach  dem  oben  Bemerkten  nicht  richtig. 

12)  Astronomische  Mitteilungen  XXXII  56—59.   Vgl.  auch  Pitiscus,  TrigofUH 
metriae  Ubri  guinque  Ed.  secunda.  Aug.  Vind.  1608.   in  4«.   Hb.  V  169—168. 
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dafs  diese  beiden  Beweise  auf  Bechnung  BüRGfs  zu  setzen  sind,  der  sicher 
auch  den  HI.  Fall  kannte,  welcher  für  a  +  /?  =  90®  eintritt  und  aller- 
dings erst  von  Clavius  publiziert  wurde.  Dieser,  hellet  es  in  unserer  Er- 
zählung, habe  von  Jacob  Curtius  Nachricht  erhalten  und  die  Erfindung 
erweitert.  In  der  That  hat  er  nicht  nur  den  eben  erwähnten  Zwischenfall 
angemerkt,  sondern  zum  erstenmale  in  einer  Druckschrift,  in  seinem 
Astrolabium  von  1593^)  eine  ausführliche  Darstellung  der  prosthaphäre- 
tischen Begeln  und  ihrer  Anwendung  auf  die  Berechnung  des  ebenen  Drei- 
eckes und  auf  alle  sechs  Fundamentalgleichungen  des  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreieckes  gegeben. 

Kamen  dabei  Tangenten  vor,  wie  z.  B.  in  der  Formel  sin  tot :  tg  d 
s»  tg  9  :  o;,  so  setzte  er  tg  d  «  sin  er,  ig  (p  =  sm  ß  und  wandte  die  prostha- 
phäretische  Methode  auf  diese  Funktionen  an.  Dies  ging  aber  natürlich 
nur  so  lange,  als  der  Zahlenwert  der  Tangente  den  Sinus  totus  nicht  über- 
schritt; war  dies  der  Fall,  also  etwa  tg  ^  >  10",  so  diyidierte  er  das 
betreffende  Glied  mit  10",  setzte  den  Best  =  sin  ^  und  mufste  dann  nach 
Anwendung  der  Prosthaphäresis  auf  das  Produkt  sin  a  sin  ß  noch  das  Produkt 
aus  sin  a  und  dem  Quotienten  addieren.  Ähnlich  im  Falle  beide  Faktoren 
den  Badius  der  Tafel  überstiegen.     Stand  femer  der  Sinus  totus   nicht  an 

der  ersten  Stelle  der  Proportion,  z.B.  a:  10*  =  feix,  so  dafs  a?=10"  — 

zu  berechnen  war,   so  setzte  er  a  =  cosec  a  =  — ,    &  ==  sin  ß,    woraus 

'  .  am  a  '  '^' 

sich  wieder  x  =  10"  sin  a  sin|3  ergab,  das  auf  die  angefahrte  Weise  weiter- 
behandelt wurde.  Erst  durch  diese  beiden  Erweiterungen,  die  Clayius^^) 
zuerst  veröffentlichte,  womit  jedoch  nicht  gesagt  sein  soll,  dails  sie  nicht 
auch  BüRai  und  andere  schon  in  Erwägung  gezogen  hatten,  erhielt  die 
Methode  jene  Allgemeinheit,  die  sie  zur  bequemeren  Ausführung  von  Multi- 
plikationen und  Divisionen  grofser  Zahlen  beföhigte  und  namentlich  für 
den  rechnenden  Astronomen  zu  einem  unentbehrlichen  Hilfsmittel  machte, 
bis  sie  durch  Erfindung  der  Logarithmen  langsam  verdrängt  wurde.  ^^) 


13)  Opera  imUhematica  Chb.  Clayii.  Moguntiae  1612.  2°.  t.  R  94  ff. 

14)  Clavius  verhehlte  sich  jedoch  keineswegs,  dafs  die  Methode  durch  das 
Umrechnen  an  Genauigkeit  verliert,  wenn  statt  der  Sinusse  die  übrigen  Funk- 
tionen eintreten;  man  sachte  jedoch  hierbei  durch  Benutzung  vielstelliger  Tafeln 
abzuhelfen. 

16)  Dafs  auch  andere  diese  Ausdehnung  der  Methode  vor  der  YerOffent- 
lichuDg  des  Clavius  schon  vornahmen,  geht  ans  einem  Schreiben  des  früheren 
kais.  Prokanzlers  Jacob  Curtius  an  Ttcho  vom  Jahre  1590  hervor  {Astronomiae 
vMtawraiae  meehanica  1602  in  fol.).  Es  heifst  daselbst:  „Ex  N.  N,  Plagiarii  tut 
(nämlich  des  Ubsus)  UbeUo,  quem  Fundamentum  (Ktronomicum  inscripsit  tmicoque 
eins    diagrammate ,    quod  Paulo   Wittichio    dedicavit,    canstrtuüi    ego   praeteritis 
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Etwas  später  als  Clavius,  nämlich  1698*^),  hat  ein  gewisser  Melchior 
JoESTEL,  der  aus  Dresden  ^'^)  stammte  und  in  Wittenberg  Mathematik  lehrte, 
diese  Methode  für  alle  möglichen  Fälle  durchgearbeitet  und  sie  auf  die 
Behandlung  aller  Dreiecke  angewandt.  Ob  sein  ausfOhrlicher  Traktat  im 
Drucke  erschienen  ist,  weiüs  ich  nicht,  halte  es  aber  nicht  f&r  wahrschein- 
lich; dagegen  ist  er  noch  handschriftlich  in  der  Hofbibliothek  zu  Wien 
{Cod,  pälat  10686  Nr.  67)  vorhanden^®),  worauf  mich  Herr  Max  Curtze 
gütigst  aufmerksam  machte.  Diese  Handschrift  habe  ich  eingesehen  und 
mache  daraus  folgende  Mitteilungen.  Der  erste  Traktat,  der  in  dem  an- 
gefClhrten  Codex  enthalten  ist,  führt  den  Titel  ^^elohiobis  JosTELn  Lo- 
gistica  ProsthapJiaeresis  Ästronamica"  und  umfafst  drei  Regeln  (auf  16  Folio- 
seiten). Die  erste  (p.  1  —  12)  gibt  in  einem  Wortlaut  für  die  drei  Fälle 
er  -f.  |5  =  90^,  a  +  /5  <  90^  und  a  +  /3  >  90^  die  prosthaphäretische  Um- 
setzung des  Produktes  sin  a  •  sin  ß.  Die  Beweise  stimmen  mit  denen,  die 
ich  oben  mitgeteilt  habe,  überein,  werden  an  schön  und  exakt  gezeichneten 
Figuren  geftLhrt  und  durch  Zahlenbeispiele  erläutert.  Dabei  mag  vorüber- 
gehend bemerkt  werden,  dafs  Joestel  sich  im  Gegensätze  zu  anderen 
zeitgenössischen  Schriftstellern,  die  alles  in  extenso  ausschreiben,  der  ab- 
kürzenden Schreibweise  st  =  sinus  totus,  sr  =3  sin.  rectus,  T  =  tangens 
bedient  und  dieselbe  konsequent  beibehält.  An  die  erste  Kegel  schliefst 
sich  unter  „Notandum**  die  Behandlung  der  Fälle  an,  in  welchen  an  zweiter 
oder  dritter  Stelle  der  aufzulösenden  Proportion  eine  Tangente,  Sekante, 
ein  Sinusversus  oder  sonst  eine  beliebige  Zahl  steht.  Hierbei  werden  wie- 
der drei  Fälle  unterschieden,  je  nachdem  jedes  dieser  Glieder  kleiner  ist 


diehua  .  .  .  nwam  sphaericarum  trianguUynvm  docMnam,  in  qua  per  täbulaim 
sinuum  tangentium  et  aecantium  omnes  tarn  reetangulorum  quam  ohUquangti- 
hrum  caatts,  sine  ulla  multipUcatione  vel  divisiane  per  solam  additionem  et  sub- 
tractionem  facilUme  perficitmtur.  Eam  quoque  ad  te  mitterem,  nisi  scirem  te  rmi 
totam,  solo  eo  diagramma  inspecto  fädle  executwrum/'  Davon  wird  Cubtius  in 
jenem  in  nnserer  ErzäbluDg  erwähnten  Briefe  wohl  dem  Culviub  Mitteilung  ge- 
macht haben. 

16)  Dieses  Datum  gibt  LoNaoMOHTijr,  a.  a.  0.  10  ^,.  .  .  Ouius  rei  (der  Prostha- 
phäresis)  documentum  mihi  primum  amto  1598  vir  iUe  humaniasimus ,  coram  velut 
amico  intimo  oatendif 

17)  G.  Ehsstböm,  Biblioiheca  mathematica.  Anmerk.  *)  zu  meiner  Beant- 
wortung der  Anfrage  68. 

18)  ScHEiBEL  teilt  in  seiner  Einleitung  zur  mathem.  Bücherkenntnis,  7.  Stück, 
Breslau  1776  in  8^.  p.  19  mit,  dafs  er  sich  im  Besitze  einer  Abschrifb  dieses 
Traktates  befinde.  Da  aber  am  Ende  derselben  steht:  Descripta  haec  aunt  ex 
ipstua  JoESTELn  Manuacripto  Prid.  Idua  Äug,  CIOIOCIX.  m.  DRSS.  Wittebergae, 
das  mir  vorliegende  Manuskript  aber  gar  keine  Datumsangabe  enthält,  so  sind 
sie  jedenfalls  nicht  identisch. 
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als  der  Sinns  tottis,  oder  eines  derselben  oder  beide  den  Sinus  totus  über- 
treffen. Überall  werden  Beispiele  beigefügt  und  die  Bechnung  wird  an 
geometrischen  Figuren  erläutert.  Die  zweite  Regel  (p.  12 — 15)  erstreckt 
sich  auf  den  Fall,  dafs  das  zweite  oder  dritte  Proportionsglied  den  Sinus 
totas  enthält,  wofQr  wieder  Beispiele  gerechnet  und  an  Figuren  demonstriert 
werden.  Kommt  endlich  der  Sinus  totus  in  keinem  Oliede  der  Proportion 
vor,  so  mufs,  wie  die  dritte  Regel  (p.  15 — 17)  lehrt,  die  Prosthaphäresig 
doppelt  angewendet  werden.  Hat  man  z.  B.  x  aus  der  Proportion  zu  be- 
rechnen a  :  h  =  c  :  x^  so  bildet  man:  a  :  &  =  sin  tot :  ^  und  dann 
sin  tot :  ^  =  0 :  o;,  und  bestinmit  zuerst  y  und  dann  x  mit  den  vorher- 
gehenden Regeln. 

Auf  die  Anwendungen,  die  Joestel  von  dieser  bis  ins  Detail  aus- 
gearbeiteten Methode  macht,  werde  ich  weiter  unten  zu  sprechen  konmien, 
wenn  wir  seine  Vorläufer  darin  kennen  gelernt  haben. 

Nachdem  die  Methode  einmal  als  praktisch  erkannt  war,  wurde  sie 
auch  sofort  auf  die  verschiedensten  Probleme  der  sphärischen  Astro- 
nomie angewendet,  selbst  wo  es  sich  um  die  Behandlung  schiefwinkliger 
Dreiecke  handelte,  und  Reimers  behauptet , ^^)  die  Anwendung  auf  die 
letzteren  rühre  ebenfalls  von  Bürgi  her.  Sodann  löst  er  „mit  der  Methode 
von  BüRai^^  die  beiden  Aufgaben,  die  Winkel  aus  den  drei  Seiten  und  aus 
zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  die  dritte  Seite  zu  be- 
rechnen.**) 

Diese  Methode  ist  nichts  anderes  als  die  direkt  aus  der 
Figur  des  Analemmas  entnommene  Umgestaltung  des  Cosinus- 
satzes  mittelst  der  Prosthaphäresis.  Durch  Projektion  der  Kugel  auf 
die  Meridianebene  gewinnt  er  direkt  aus  der  Figur  als  primtmh  mventum  den 
Ausdruck*^)  ^  { sin  (90®  —  &  +  c)  +  sin  (c  —  90®  +  h) }  und  als  secundum 
inventumi  \  { sin  (90®  -—  6  +  c)  —  sin  (c  —  90®  +  Z;) } ,  denen  sich  als  in- 
verUum  tertium  sin  (90®  —  a)  —  -J-  {sin  (90®  —  & -f- c)  —  sin  (c—  90®  +  t)} 
anreiht. 

Der  gesuchte  «^  A  folgt  dann  aus  der  Proportion: 

cos  Ä  :  sin.  tot.  =  inomt,  tertitdm  :  inoetU,  primum, 
6L  h.  also  in  unserer  Schreibweise,  es  wird  Ä  aus 

19)  Fimäamentum  astr,  19^ 

20)  Es  heifät  dort:  „Eodemque  Byrgiano  modo,  verumque  Byrgianum  tnyro- 
theciwn  veramque  ac  genuinam  Cassellanam  seu  Ham<icam  Astronomiam  redolente 
artefieio  solvere  docebimas'^,  und  22'  preist  er  Bubgi  in  der  überschwenglichsten 
Weise,  indem  er  sagt:  „.  .  .  atque  admirare  (lector)  Byrgianam  söhrtiam  .  .  .  oe 
demqtie  agnosce,  qwmtis  molestiis  ac  tedüs  ab  ipso  summa  artefice  liheraH  swnw . . . 

21)  Das  sphärische  Dreieck  ist  hier  mit  ABC  bezeichnet,  seine  Seiten,  wie 
gebräuchlich,  mit  a,  &,  c. 
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.  coa  a  —  {  { cos  {b  --  c)  -\-  cos  (fi  -{-  c)} 

^  { coß  (5  —  c)  —  COB  (6  +  c) } 


(1) 


berechnet.  Um  die  Einfachheit  der  Rechnung  zu  erkennen,  beachte  man 
den  Gang  derselben:  Man  schlägt  zuerst  die  Sinusse  der  Summe  und  der 
Differenz  von  c  und  90^  —  h  auf,  der  erste  zum  zweiten  addiert  und  die 
Summe  halbiert,  gibt  das  inv.  primum,  dieses  von  dem  ersten  Sinus  ab- 
gezogen, gibt  das  inventum  secwndum,  welches  wieder  von  sin  (90^  —  a) 
abgezogen,  das  inv.  tertium  liefert.  Die  Auflösung  der  Proportion  gibt  dann 
sin  (90^  —  Ä\  zu  dem  man  mittelst  der  Tafel  Ä  bestimmt. 

Bei  der  Lösung  der  zweiten  Aufgabe,  welche  die  Berechnung  der  Formel 

cosa=  J  {cos(&  — c)  +  cos(5+c)}  +^{cos(& — c)  — cos(&+c))coSil       (2) 

involviert,  ist  aber  Bürgi,  wie  Wolf**)   und   nach  ihm  Herr  Cantor**) 

mitgeteilt  haben,  noch  weiter  ge- 
gangen, indem  er  auch  die  letzte  noch 
nötige  Multiplikation  zu  ersparen 
lehrte  und  hierzu,  wie  wir  heute 
sagen,  einen  Hilfswinkel  einf&brte. 
Wie  dies  geschah,  ist  in  dem 
Werke  des  Bartholomabüs  Pitiscub 
\9  ausgeführt,  der  die  Methode  aus- 
drücklich als  von  Bürgi  herstammend 
angibt.^)  Wir  wollen  seine  Rech- 
nung an  dem  von  ihm  mitgeteilten 
Beispiel  erläutern,  wobei  wir  uns 
genau  an  die  dort  gegebene  Schreib- 
weise halten,  um  zu  zeigen,  wie 
man  damals  verfuhr.  Es  sei  in 
Figur  3  gegeben  ilJ9  =  c  =  26^20',  BC=a^  59^58',  ^  5  =  50^4', 
gesucht  AC  ^^'b. 

26^  20'  (=ajccGN^  c) 
30^    2'  (=  arc  FJ  =  arc  GD  =  90®  —  a) 
Summe:  56®  22'  (=  arc  DN),  Sin.=  DP  =  8325991 
Diff.  3®  42'  (=  arc  FC)     Sm.=  PB=    645323  (=  J)r) 

SummePr  =  8971314 
Hälfte  TP  =  4485657  =  Invent,  I 
PR^I)r=    645323 


Diff.      DT=  3840334  (=  sin  x), 

22)  Astronomische  Mitteilungen  XXXII.  61.  23)  Cantob  IL  690. 

24)  B.  Pmsci,  Triganonietria.    Aufl.  v.  Jahre  1608.    139.  Aufl.  v.  1612.  173 
Wolf  kannte  diese  Mitteilung  des  Pitiscub  nicht. 
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Hieraus  mittelst  der  Tafel: 

^^=22^  35'  1,5'' 
Summe:  =  72«^  39'  1,5"        Sin.=  9545031 

Diff.    =  27^  28'  58,5"        Sin.=  4614841 

Diff.=  4930190 

Hälfte  =  CO  =  iT  =  2465095  =  Inv&nJt,  IL 

4485657  =  Invmt.  L 
Summe  LP  =  6950752  =  Sin.  des  Compl.  der 

der  dritten  Seite. 

Die  Rechnung  wird  in  unserer  Schreibweise  durch  die  Formel 
cos  &  =  -^  { cos  (a  —  c)  +  cos  (a  +  c) }  +  i  ( sin  (5  +  x)  —  sin  (B  —  x)\    (3) 
dargestellt,   indem    sin  a;  =  ^  { cos  (a  —  c)  —  cos  (öt  +  c) }     gesetzt    wird. 

M.  JoESTEL  hat  diese  Methode  auch  noch  auf  den  Fall  der  Gleichung  (l) 
S.  10  ausgedehnt, ^^)    indem  er  daselbst  den  Zähler  =  sin  o?,  den  Nenner 

=  cosec  y  setzte  und  dann    =  sin  a?  sin  y   wieder  prosthaphäretisch 

behandelte. 

So  unzweifelhaft  es  mir  ist,  daüs  diese  letzten  endgiltigen  Ver 
besserungen,  d.  h.  die  Einführung  der  Hilfswinkel  Bübgis,  beziehungsweise 
JoESTELS  Eigentum  sind,  ebenso  bin  ich  überzeugt,  dafs,  trotz  Beimers' 
gegenteiliger  ausdrftcklicher  Behauptung,  die  Anwendung  der  Prosthaphäresis 
auf  die  schiefwinkligen  Dreiecke,  schon  von  Wittich  und  Ttcho  voll- 
zogen  wurde.  Um  diese  Ansicht  zu  begründen,  müssen  wir  zuerst  einen 
Blick  auf  ein  von  Tygho  hinterlassenes  Manuskript^)  über  Trigonometrie 
werfen,  das  zwischen  1591  und  1595  niedergeschrieben  wurde.  Dasselbe 
ist  nach  Angabe  des  Herausgebers  dem  sogenannten  kleinen  Kanon  des 
Bhäticus  von  1551'^  angebunden,  und  schon  dieser  Umstand  weist  darauf 


26)  In  dem  oben  zitierten  Kodex  folgt  nämlich  nach  der  Prasthaphaeresis 
AstrononUca  noch  ein  Traktat:  ^^slchiobis  Jobstelu  Triangula  Astronomiea  tum 
sphaerica,  tum  rectilineaf^  (p.  17—58).  Obige  Methode  findet  sich  daselbst  p.  S5 
und  39  angewendet 

26)  Es  fährt  den  Titel:  Triangularum  pJanorwn  et  sphaericorum  praxis 
mathematiea,  befindet  sich  in  der  k.  k.  Universitätsbibliothek  zu  Prag  und  ist  von 
F.  J.  SsTüDNicsA  1886  in  Fhotographotypie  herausgegeben  worden.  Vgl.  auch 
Cantob  n  566. 

27)  Von  diesem  Kanon,  in  welchem  sich  zum  erstenmale  alle  sechs  trigono- 
metrischen Funktionen  tabellisiert  finden,  und  der  schon  bald  nach  seinem  Er- 
scheinen zu  den  gröfsten  Seltenheiten  z&hlte,  besitzt  die  Münchener  Hof-  und 
Staatsbibliothek  ein  Exemplar. 
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hin,  dafs  es  nur  Notizen  enthält,  die  Tycho  für  sieh  und  seine  Schüler 
zum  Gebrauche  dieses  Kanons  machte,  ohne  zunächst  an  eine  Publikation 
der  Schrift  zu  denken.  Diese  Ansicht  wird  noch  dadurch  bestätigt,  dafs 
die  Figuren  nur  angedeutet,  Beweise  aber  nirgends  ausgeführt  sind.^) 

In  dieser  Schrift,  die  auch  sonst  manches  Interessante  enthält,  wendet 
Tycho  seine  prosthaphäretische  Methode  auf  die  Lösung  der  beiden  Auf- 
gaben an,  die  wir  bei  Baymabus  Ursus  fanden  (Dogma  VI  und  IX  der 
sphärischen  Dreiecke)  und  zwar  ganz  in  derselben  Weise,  wie  es  dieser 
dem  BüRGi  zuschreibt,  nur  kennt  er  die  endgiltige  Verbesserung  des 
letzteren  noch  nicht  und  behält  deshalb  die  letzte  Multiplikation  bei.  Auch 
behandelt  er  in  gleicher  Weise  den  einen  der  polaren  Fälle,  wobei  er  jedoch 
ein  falsches  Zeichen  angibt,  da  er  einfach  nur  Seiten  und  Winkel  ver- 
tauscht (Dogma  VII). 

Da  das  vorliegende  Manuskript  Tycho's  frühestens  von  1591  stammt, 
so  hätten  wir  keinen  Grund  gehabt,  oben  die  von  Reimers  behauptete 
Priorität  Bimai's  inbezug  auf  die  prosthaphäretische  Umgestaltung  des 
Cosinussatzes  in  Frage  zu  stellen,  wenn  nicht  verschiedene  Stellen  in  dem 
uns  noch  erhaltenen  Briefwechsel  des  dänischen  Astronomen  darauf  hin- 
wiesen, dafs  er  schon  lange  im  Besitze  jener  Anwendungen  war,  ja  dafs 
Exemplare  seines  Heftes  schon  früher  existierten  und  sich  in  den  Händen 
seiner  Schüler  befanden.  Was  ich  über  diesen  Punkt  auffinden  konnte, 
will  ich  im  Folgenden  zusammenstellen. 

Anschliefsend  an  eine  Bemerkung  Tychos  im  zweiten  Buche  seines 
Werkes  „De  Aetherei  mundi  recentioribus  pha^mommis",  wo  er  p.  281  an- 
gibt, dafs  man  aus  zwei  Seiten  und  dem  Zwischenwinkel  die  anderen  Winkel 
und  die  dritte  Seite  in  einem  ebenen  Dreieck  auch  ohne  Zerfällung  des- 
selben in  zwei  rechtwinklige  berechnen  könne,  ersucht  Maoini'^)  den  Gellius 
Sascerides,'^)  er  möge  ihm  dieses  Verfahren  übermitteln.  In  seiner  Ant- 
wort auf  diesen  Briefe)  teilt  ihm  Sasgerides  mit,  an  diese  Methode  könne 
er  sich  nicht  mehr  erinnern,  dagegen  schreibt  er  ihm  „aus  dem  G^dächtnis'^ 
gerade  jene  prosthaphäretische  Lösung  der  beiden  Aufgaben,  aus  zwei  Seiten 


28)  In  einem  Briefe  an  seinen  Schüler  Gellius  Sasgerides  vom  l./n.  1691  sagt 
Ttcho  allerdings,  dafs  er  diese  seine  Methode  im  ersten  Teile  seiner  Astronomie 
veröffentlichen  werde.  (An.  Favabo.  Carteggio  inedito  dt  Ticone  Brahe  €tc.  con 
G.  A.  Magiiti.    Bologna  1886.  in  8^.  204.)    Das  ist  aber  nicht  gescheh^i. 

29)  Brief  vom  16.  Juli  1690.    A.  Favabo,  Carteggio.  387. 

80)  Gellius  Sascesidbs  (1662—1612)  studierte  1681—87  in  Wittenberg  und 
kam  dann  zu  Tycho,  wo  er  bis  1688  blieb.  1689  lernte  er  Maqimi  in  Padua 
kennen,  mit  dem  er  in  lebhaften  Briefwechsel  trat. 

31)  Carteggio,  p.  368  ff. 
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nnd  dem  eingeschlossenen  Winkel  und  ans  drei  Seiten  in  einem  sphä* 
rischen  Dreiecke  die  übrigen  Stücke  zn  finden,  die  Tycho  in  seinem  VI. 
und  IX.  Dogma  gibt  und  sagt,  daiÜB  er  sie  früher  einmal  bei  Tycho  gelernt 
habe.'^  Im  weiteren  Texte  seines  Briefes  sagt  er  dann,  daüs  diese  Regeln 
wohl  1588  von  übsus  veröffentlicht  worden  seien,  aber  dem  Tycho  an- 
gehörten; Ubsus  habe  sie,  wenn  nicht  durch  Tycho  selbst,  bei  dem  er  sich 
früher  ebenfalls  aufgehalten,  so  doch  durch  den  Landgrafen  von  Hessen 
erfeJiren,  dem  sie  ein  gewisser  Paul  Wittich  mitgeteilt  habe.  Endlich 
verspricht  er  Magini,  sich  wegen  der  fraglichen  Angabe  über  das  ebene 
Dreieck  an  Tycho  selbst  zu  wenden.  Das  thut  er  denn  auch  und  teilt 
Tychos'  Antwort  dem  Magini  in  einem  Briefe  vom  l./II.  91  wörtlich 
mit.^)  Die  für  uns  wichtige  Stelle  in  diesem  Antwortschreiben  lautet: 
„Wie  man  aus  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  in  einem 
(ebenen)  Dreieck  das  Übrige  ohne  Benützung  der  Höhe  leichter  findet,  als 
gewöhnlich,  kannst  du  ihm  aus  meinem  (Tycho's)  IY.  Dogma '^)  über  die 
ebenen  Dreiecke  erklären,  damit  er  zufrieden  ist.  Auch  ist  es  mir  nicht 
unangenehm,  wenn  du  ihm  die  Operationen  mittelst  des  VI.  und  IX.  Dogmas 
unserer  Sätze  mitteilst,  zumal  da  ich  sehe,  dafs  gegenwärtig  die  Beweise 
fOr  diese  und  ähnliche  Sätze  von  anderen,  die  sich  mit  fremden  Federn 
schmücken,  verbreitet  werden.  Die  Sache  verhält  sich  nämlich  so,  dafs 
jener  Plagiator  Ursus^)  jene  Beweise  und  kompendiosen  Zahlenrechnungen 
inbezug  auf  die  Dreiecke,  welche  er  für  die  seinigen  ausgab,  von  dem 
Automatenverfertiger  des  Landgrafen  Just  Bübgi  erhielt,  der  sie  von  Wittich 
erlangt  hatte.  Dem  Wittich  aber  hatte  ich,  als  er  vor  deiner  (Sasoerides) 
Ankunft  bei  mir,  einige  Zeit  hier  verweilte,  über  diese  und  andere  auf 
leichtere  Behandlung  der  Mathematik  bezüglichen  Dinge  rückhaltlos  Mit- 
teilungen gemacht,  und  dieser  verbreitete  manche  derselben  .  .  .,  als  er 
von  hier  zu  dem  Landgrafen  von  Hessen  sich  begeben  hatte.  Diese  werden 
nun  von  anderen  schamlos  mit  frecher  Stirn  als  ihre  eigenen  Erfijidungen 
ausgegeben,  so  daib  dem  eigentlichen  Erfinder  fast  keine  Ehre  mehr 
bleibt  >.  ." 

Da  nun  bekanntlich  Tycho  kein  sehr  glaubwürdiger  Zeuge  ist,  wenn 


32)  ,^t  cum  mihi  de  rdiguis  nan  canstet,  iUam  aupputoHonem  triangtdarem, 
cuius  faeit  menUonetn  (Ttcho  nämlich),  qucun  ipse  cUiquando  a  elarissimo  Ttghohe 
accepi,  lübens  tecum,  qtumtum  memoria  sitppeditat,  communieabo,  a.  a.  0.  888. 

33)  A.  a.  0.  200—204. 

34)  Dieses  Dogma  enthält  den  von  Thomas  Fotk  in  seiner  Geameiria  rotundi 
1583  p.  282  und  292  zum  erstenmale  veröffentlichten  Tangentensatz. 

35)  Auf  ÜB8U8  war  Ttcho  schon  deshalb  sehr  erbost,  weil  jener  behauptete, 
das  Tychonische  Weltsystem  zuerst  erfunden  zu  haben. 
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es  gilt,  seinem  eigenen  Bahme  zu  dienen,  so  möchte  ich  die  Richtigkeit 
der  hier  ausgesprochenen  Behauptung,  seine  Sätze  seien  ganz  seine  eigene 
Erfindung,  in  Zweifel  ziehen,^)  zumal  diese  Behauptung  mit  jener  weiter 
oben  angeführten  Briefstelle,  nach  welcher  Wittigh  nicht  nur  die  Grund- 
lagen der  Theorie  schuf,  sondern  auch  bei  ihrer  Ausarbeitung  stark  be- 
teiligt war,  nicht  übereinstimmt.  Dagegen  gestattet  die  angezogene  Stelle 
im  Zusammenhalt  mit  den  Aussagen  des  Saacerides  wohl  den  Schlufs, 
dafs  seit  Wittioh's  Anwesenheit  auf  TJranienburg  jene  vereinfachenden 
Bechnungsmethoden  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung,  also  auch  auf  die  schief- 
winkligen Dreiecke,  daselbst  in  Anwendung  kamen,  und  die  Aufzeichnungen 
schon  existierten,  die  wir  aus  Ttcho's  Manuskript  kennen. 

Zum  Schlüsse  meiner  Betrachtungen  will  ich  noch  kurz  auf  jenen  in 
Anmerkung  25  zu  S.  11  erwähnten  zweiten  Traktat  des  Melchior  Joestel 
eingehen,  weil  dieser  die  vollkommenste  Durcharbeitung  der  Anwendung  der 
Prosthaphäresis  auf  die  Lösung  sämtlicher  Dreiecksfälle  bietet,  die  damals 
geleistet  wurde,  und  überdies  noch  keine  Besprechung  von  Seite  eines  Ge- 
schichtsschreibers erfahren  hat. 

Anschliefsend  an  Bhaetigus  (das  Opu^  Palatinum  desselben  war  1596 
erschienen)  gibt  er  zunächst  (p.  18 — 21)  eine  Unterscheidung  der  ver- 
schiedenen „Spezies"  oder  „Formae'*,  wie  sie  Rhaeticus  nennt,  der  sphä- 
rischen Dreiecke,  indem  er  für  die  rechtwinkeligen  sechs,  für  die  schief- 
winkeligen  10  Fälle  unterscheidet.  Es  war  dies  damals  noch  nötig,  da 
man  ja  die  Funktionen  negativer  Winkel  oder  von  Winkeln  gi'öfser  als  90^ 
(mit  Ausnahme  des  Sinus  eines  Winkels  im  zweiten  Quadranten)  nicht  zu 
bilden  verstand.  Zur  Lösung  der  bekannten  Fundamentalaufgaben  der 
Dreieckslehre  gibt  er  dann  13  Theoreme  an,  wobei  er  sich  bestrebt,  nur 
die  Funktion  Sinus  zu  benützen,  da  er  alle  Lösungen  mit  der  prostha- 
phäretischen  Methode  behandelt  und,  wie  Clavius,  sehr  wohl  weifs,  dafs 
hierzu  die  Sinusse  am  verwendbarsten  sind.  Die  von  ihm  mitgeteilten 
Theoreme  waren  damals  sämtlich  längst  bekannt,  neu  war  nur  ihre  Formu- 
lierung im  Sinne  der  Prosthaphäresis  mit  Einschlufs  aller  möglichen  Fälle. 
Gerade  dieses  Hineinpressen  aller  Möglichkeiten  in  den  Wortlaut  eines  ein- 
zigen Satzes  macht  aber  die  Theoreme  äufserst  schwerfällig.  So  nimmt  z.  B. 
der  Wortlaut  des  Cosinussatzes  eine  ganze  Folioseite  (34)  ein,*')  Dagegen 
sind  die  zahlreichen  numerischen  Beispiele,  die  jeder  Begel  beigegeben  sind. 


36)  Wittich  gegenüber  brauchte  sich  Tycho  damals  auch  nicht  mehr  in  Acht 
zu  nehmen,  da  derselbe  bereits  1587  gestorben  war. 

37)  Das   Gleiche  gilt  von   dem   CoBinusBatze   für   die   Winkel   (p.  38),  der 
übrigens  im  Gegensätze  zu  Tycho  für  alle  ein^selnen  Fälle  richtig  angegeben  wircl. 
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in  eleganter  und  übersichtlicher  Weise  durchgerechnet,  ähnlich  wie  wir  das 
in  dem  Beispiele  aus  Prrisous'  Trigonometrie  sahen.  ^) 

Joestel's  Abhandlung  ist  weit  über  die  Grenzen  Wittenbergs  hinaus 
bekannt  geworden,  wenn  sie  auch  kaum  jemals  im  Drucke  erschienen  sein 
dürfte,  und  hat  jedenfalls  dazu  beigetragen,  dafs  sich  die  Prosthaphftresis 
noch  lange  nach  Erfindimg  der  Logarithmen  erhielt.  So  schlofs  sich 
LoNQOMONTAK  in  Seiner  schon  erwähnten  Astronomia  Danica  1622  völlig 
an  JoESTEL  an  und  gab  der  Methode  in  dieser  ausgebildeten  Form  noch 
den  Vorzug  vor  den  ihm  wohlbekannten  Logarithmen,  „weil  nach  seiner 
Ansicht  die  Lehre  von  den  Logarithmen  zu  sehr  von  dem  beständigen  Ein- 
blick in  den  Gang  des  Beweises  ablenke,  der  doch  den  Lernenden  ganz 
besonders  notwendig  sei"  (ebenda  p.  10).  Dieses  urteil  stand  damals  nicht 
vereinzelt  da  und  hatte  auch  eine  gewisse  Berechtigung,  da  die  Theorie 
der  Logarithmen  noch  keineswegs  so  fest  fundiert  war,  wie  es  heute  der 
Fall  ist. 

Ein  Beweis  dafür,  wie  schwer  sich  die  Astronomen  von  der  lieb- 
gewonnenen Methode  trennten,  ist,  da£s  noch  1634  der  Hamburger  Frobenius 
in  seinem  „Ciavis  universae  ingonometnae*'  neben  den  Logarithmen  sich 
ihrer  bedient,  und  1636  der  jüdische  Astronom  Emanuel  Porto  in  Padua 
in  seinem  „Porto  Astronomico*'  an  Joestel's  Abhandlung  sich  anschliefsend 
die  prosthaphäretische  Methode  in  extenso  entwickelt.*^) 


38)  Die  drei  Theoreme,  mit  denen  die  ebene  Trigonometrie  behandelt  ist, 
bieten  kein  weiteres  Interesse. 

39)  Vgl.  Werthbim,  Monatsschrift  für  Geschichte  und  Wissenschaft  des  Juden- 
thams.    41.  Jahrgang.  616  ff. 
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ON  THE  HISTORY  OF  LOGARITHMS 
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FLORIAN  CAJORI, 

COLOKADO    SPBIN08  ,    COLO. ,   U.  8.  A. 


In  this  paper  we  shall  consider  two  points  in  the  bistorj  of  logaxithms: 

(1)  the  origin  and  prevalence,  during  ihe  seyenteenth  and  eighteenih 
Centimes,  of  the  error  regarding  the  identity  of  natural  logarithms  and  those 
pnblished  by  Napier  in  bis  Mirifici  logariihinorum  ccmoms  descriptio  of  1614; 

(2)  the  earliest  pnblication  of  a  table  of  natural  logarithms. 

The  (keory  of  natural  (^'byperbolic'')  logarithms  apparently  first  sug- 
gested  itself  to  matbematicians  engaged  in  the  mensuration  of  Spaces 
between  the  hyperbola  and  its  asymptotes.  About  a  quarter  of  a  Century 
later,  in  1695,  Edmükd  Hallet  discarded  geometrical  figures  and  published 
a  remarkable  artide  containing  a  purely  arithmetioal  theory  of  logarithms.^) 
In  tbis  original  and  meritorious  investigation  he  lays  great  stress  upon 
wbat  we  now  call  the  "modulus'^  By  Napier's  logarithms  Halley  under- 
Stands  those  which  give  Briggs's  logarithms,  wben  diyided  by  2.302  585 
or  wben  multipUed  by  0.43429448.  From  tbis  statement  it  appears  that 
Hallet  considered  Naposr's  logarithms  to  be  identical  with  natural  loga- 
rithms, and  we  must  look  upon  bim  as  one  of  the  first  (perhaps  the  first) 
to  commit  tbis  error.   That  the  two  Systems  are  not  identical  is  shown  by 

the  foUowing  formula^): 

10^ 
logjir  Ä  =  10'  log,  — - ,  I. 

During  the  eighteenth  Century  this  misunderstanding  regarding  the  two 
Systems  does  not  appear  to  baye  been  as  wide-spread  as  it  was  later.  On 
Consulting  matbematical  dictionaries  and  other  books  of  the  seyenteenth 
and  eighteenth  centuries,  which  are  accessible  to  me,  I  find  that  Vitali') 
and  OzANAM^)  do  not  toucb  the  point  in  question,  for  the   former  directs 

1)  Phil,  Trans,,  1696,  No.  216.  His  article  is  known  to  me  only  tbrongb 
the  acconnt  of  it  giyen  in  Hütton,  Ma(h,  Tahles,  6^  ed.,  London,  1811,  pp.  107—110; 
M.  CiJiTOB,  Oeseh,  d.  Maih.,  EI.,  pp.  80—82;  B.  Rbiff,  Cresch.  d.  unendlichen 
Beihen,  Tübingen,  1889,  pp.  88—40;  E.  Stone,  New  Maihematiecd  Dtctionary, 
2»d  ed.,  1748,  article  "Logarithms''. 

2)  Consolt  S.  GüNTHBB,  Vermisse  Untersuch.,  Leipzig,  1876,  pp.  271—278. 
S)  HiERoimco     ViTALi,     Lexieon    McUhemcsUcum,    Parisiis,    1668,     article 

"Logarithmi". 

4)  M.  OsBANAif,  Dietionewre  mathemaUque,  Paris,  1691,  p.  50. 
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bis  remarks  to  common  logaritbms,  while  the  latter  devotes  onlj  siz  lines 
to  the  wbole  subject  of  logaritbms.  A  faller  treatment  is  given  by  E.  Stone.^) 
He  speaks  of  Napeer's  and  of  natural  logaritbms  witbout  confasing  tbe 
tv70,  tbougb,  to  be  sure,  be  nowbere  distinctlj  contrasts  tbe  two  Systems. 
Saverien^)  briefly  describes  Napier's  logaritbms.  ^'Neper  appelle  0  le  sinns 
entier,  de  Sorte  que  les  logaritbmes  vont  en  decroissant,  pendant  que  les 
sinus  vont  en  croissant,  &  qn'ils  deyiennent  par-la  negatifs,  c'est-a-dire 
moins  que  rien,  pendant  que  les  tangentes  deyiennent  plus  grundes  que 
le  raIXon,  c'est-a-dire  qu'elles  vont  au  dessus  de  45  degres.  Ainsi  ces  loga- 
ritbmes sont  tous  differens  de  ceux  dont  nous  neos  servons  aujourd'bui.''  But 
the  autbor  contradiets  bimself,  for  on  tbe  very  same  page  be  says  that 
tbe  '^logaritbmes  de  Neper  . .  .  ont  une  forme  differente  de  ceux  de  Brigge 
dont  on  fait  communement  usage.  Cependant  un  de  ces  logaritbmes  est  a 
un  logarithme  correspondant  de  Brigge,  comme  2.302585092994^)  est  a 
1000000000000".  Tbe  autbor  does  not  explain  bow  it  is  possible  for 
Napier's  logaritbms  to  increase  as  tbe  sine  decreases,  and  at  tbe  same 
time  to  be  derivable  from  Brigos's  in  tbe  manner  specified.  Tbe  confasion 
appears  to  have  arisen  from  tbe  desire  to  associate  Napier's  name  witb 
logaritbms,  at  a  time  wben  logaritbrns  of  tbe  kind  publisbed  by  bim  were 
becoming  obsolete  and  bis  books  on  logaritbms  were  very  scarce,  wbile 
tables  of  natural  logaritbms  were  not  usually  accessible. 

The  confusion  marked  in  tbe  writings  of  Halley  and  Saverien  spread 
among  Frencb  writers.  Montuola,  tbe  great  m^itbematical  bistorian  of  tbe 
eigbteentb  Century,  made  tbe  same  mistake;^)  Bossut  belped  to  perpetaate 
tbe  error. ^)  In  England  Charles  Hutton,  wbo  in  1785  publisbed  the 
first  edition  of  bis  Mathematicäl  Tables  (wbicb  includes  an  elaborate  and 
in  many  respects  excellent  bistory  of  logaritbms)  describes  Napier's  loga- 
ritbms correctly,^®)  but  subsequently  (p.  85)  be  speaks  of  **the  rigbt-angled 
byperbola,   tbe   side  of  wbose   Square  inscribed  at  tbe  Vertex  is  1,  gives 

5)  pp,  cit,  article  *^Logarithnifi^\ 

6)  Monsieur  Saverien,  DicHonnaire  Universel  de  MathSmatique  et  de  Phygique, 
t^ariB,  1763,  Tome  second,  article  "Logarithme".  In  Cantob*8  Oesdi.  d.  Math., 
III.,  p.  490,  the  date  of  this  dictionary  is  erroneouely  g^iven  as  1752. 

.  7)  The  decimal  point  in  this  number  is  evidently  a  misprint.  It  sbould 
have  been  omitted.  Saverien^b  inaccuracy  as  a  writer  is  illustrated  ^y  bis  State- 
ment that  Kapier  took  the  sinus  totns  equal  to  zero.  As  a  matter  of  fact,  Nafier 
took  the  logarithm  of  the  sinus  totus  equal  to  zero. 

8)  MoNTüCLA,  Histoire  des  maihinuUiques,  Tome  II.,  Paris,  1758,  p.  21. 

9)  Charles  Bobsüt,  Essai  sur  Vhistoire  generale  des  mathematiques ,  Paris, 
1802,  Tome  L,  pp.  268—271. 

10)  Hütton,  op.  cit.y  6*^  ed.,  pp.  25—27,  42—49. 
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Napier's  logarithms".  De  Morgan  carefally  explains  the  differenoe  between 
Napier's  and  natural  logarithms  in  the  article  "Tables"  in  the  English 
Cyclopaedin,  but  in  De  Morgai^s  Budget  of  Paradoxes  (p.  70)  Günther 
has  found  a  passage  which  is  inaccurate.  ^i) 

Of  german  books,  we  have  consnlted  Christian  Wolpf/^)  who  speaks 
of  Napier's  and  Briggs's  logarithms,  but  does  not  mention  the  natural. 
It  is  a  pleasure  to  find  that  Kästner  presents  the  subject  in  a  way  free 
of  error.  In  bis  Geschkhte^^)  he  refers  to  an  article,  which  he  had  written, 
setting  forth  the  exact  relation  between  the  two  Systems.  Nevertheless 
the  misconception  became  preyalent  in  Germany  also.  So  wide-spread  was 
this  error  in  Europe  that  Wackersarth  was  induced  to  make  the  following 
Statement  :^^)  ''Dans  presque  tous  les  ouvrages  elementaires  anglais,  fran9ais 
et  allemands,  dont  on  fait  usage  dans  Tenseignement  des  mathematiques, 
il  est  dit  que  les  logarithmes  naturels  ou  hyperboliques  sont  identiques  aux 
logarithmes  n^p^riens." 

Proceeding  to  the  question  relating  to  the  earliest  publication  of  tables 
of  natural  logarithms,  we  meet  the  name  of  John  Speidell,  who,  in  1619, 
brought  out  his  New  Logarithmes,  only  fiye  years  after  Napier's  publication 
of  the  Deseriptio,  Spbidbll's  book  received  little  attention,  either  during 
his  life-time  or  since.  It  would  seem  as  if  the  earliest  publication  of  a 
table  of  natural  logarithms  should  be  mentioned  in  histories  of  mathematics, 
but,  so  far  as  I  know,  no  general  history  by  a  German,  French,  or  British 
author,  takes  notice  of  Spbidell.  The  great  English  Bictionary  of  National 
Biography,  now  being  completed,  does  not  giye  his  name,  although  it  men- 
tions  old  writers  of  elementary  arithmetics,  such  as  Hodder  and  Hunt. 
However,  Speidell's  New  LogarWimes  has  been  described  in  at  least  three 
special  historical  articles.  Hutton  speaks  of  it  in  the  ''Introduction^'  to 
his  Tables ;^^)  Augustus  de  Morgan  makes  a  carefal  study  of  his  book  in 
the  article  "Tables"  in  the  English  Cyclopaedia;  J.  W.  L.  Glaisher  gives 
a  brief  account  of  Speidell's  work  in  the  report  on  "Tables"  in  the 
British  Association  Beport,  1873,  pp.  1 — 175. 

I  have  tried  for  a  long  time  to  secure  a  copy  of  Speidell's  work, 
but  have  failed.  Through  the  kindness  of  Dr.  Garnett  of  the  British 
Museum  I  have  before  me  photographs  of  the  title -page  of  the  edition  of 
1622  and  of  one  page  of  the  tables.     The  title-page  is  as  follows: 


11)  QiJHTHEB,  op,  dt,  p.  273. 

12)  Mathematisches  Lexicon,  Leipzig,  1716,  article,  ^^Logarithmus'V 
18)  KXsTNKB,  Gesch.  d.  Math.  3*«'  Band,  1799,  p.  87. 

14)  Les  Mondes,  Tome  XXVJ,  p.  626. 

15)  Op.  dt,,  1811,  p.  30, 

8^ 
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The  title  of  this  book  is  of  interest  because  it  contains  about  all  the 
infonnation  we  possess  regarding  Speidell's  profession,  place  of  residence 
and  motive  in  modi^Ting  Napieb's  logarithms.  His  sole  object  was  to 
simplify  matters  for  persons  tmacquainted  with  the  use  of  negative  quan- 
tities.  Just  what  changes  were  made  may  be  seen  best  by  companng  the 
following  specimens  of  Napieb's  and  Speibbll's  tables. 

Gr.  Front  Napier's  Tables. 

0  0  +1- 


min. 

Sinus 

Logarithmi 

Differentiae 

Logarithmi 

Sinus 

0 

1 
2 

0 
2909 
5818 

Infinitum 
81425681 
74494218 

Infinitum 
81425680 
74494211 

0 
1 
2 

10000000 

10000000 

9999998 

60 
59 
58 

3 
4 
5 

8727 
11636 
14544 

70439564 
67562746 
65331315 

70439560 
67562739 
65331304 

4 

7 

11 

9999996 
9999993 
9999989 

57 
56 
55 

27 
28 
29 

78539 
81448 
84857 

48467431 
48103763 
47752859 

48467122 
48103431 
47752503 

309 
332 
336 

9999692 
9999668 
9999644 

33 
32 
31 

30 

87265 

47413852 

47413471 

381 

9999619 

30 

Deg.  0. 


89 


From  Speidell's  Tables, 
Nombers  for  the 


M. 

Sine. 

Comp. 

Tangent.^«) 

Comp. 

Secant. 

Comp. 

30 
31 
32 

525861 
529140 
532315 

999996 
999996 
999996 

525865 
529144 
532320 

474135 
470856 
467680 

4 
4 
4 

474139 
470860 
467685 

30 
29 
28 

83 

34 
35 

635892 
538377 
541276 

999995 
999995 
999995 

585897 
588382 
541281 

464603 
461618 
458719 

5 
5 
5 

464608 
461623 
458724 

27 
26 
25 

i         ;         ;         :                 i 

1                                :                 ;                :               i 

i                                 \                                :                                  •                                 ■■                               :         _   _ 

57 
58 
59 

589934 
591783 
598492 

999986 
999986 
999985 

589947 
Ö91797 
598507 

410058 
408203 
406493 

14 
14 
15 

410066 
408217 
406508 

3 
2 

1 

60 

595172 

999985 

595188 

404812 

15 

404828 

0 

Ck)mp. 

Sine. 

Comp. 

Tangent. 

Comp. 

Secant. 

M. 

Nombers  for  the 


89.  Deg. 


16)  This  period  is  omitted  in  the  original  work. 
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Speidell  did  not  advance  a  new  theory.  He  simply  aimed  to  make 
all  the  logarithms  in  bis  table  positive.  To  achieve  this  he  subtracted 
Napier's  numbers  from  10^  and  then  discarded  the  last  two  digits.  Napier 
gave  sin.  30'=  87265  (the  radius  being  taken  10''  nnits)  and  the 
/o^.  ^m.  30'=  47413852.  Subtracting  this  logarithm  from  10^  leaves 
52586148.  Speidell  gives  in  bis  table  log.  sin.  30'=  525861.  In  both 
Napier's  and  Speidell's  tables  the  logarithms  appear  as  integral  numbers. 
The  same  is  tme  of  the  values  for  the  sines  in  Napifr's  tables:  Sin.  30' 
is  really  equal  to  0.0087265.  The  natural  logarithm  of  this  fraction  is 
5.25861.  Hence  it  foUows  that  Speidell's  number  is  the  natural  logarithm 
of  0.0087265  with  10  added  to  the  characteristic,  the  decimal  point  being 
omitted.  That  Speidell's  process  of  subti*acting  Napier's  logarithms  from 
10^  will,  in  all  cases,  yield  natural  logarithms  of  x'  with  the  charakteristic 

in  excess  by  10  and  with  the  decimal  point  left  out,  follows  at  once  from 

10' 
the    examination    of  Equation   I.     For,    subtracting    10'  log,  —  from  10® 

giyes  10' (10  +  log,  a?'),  where   ^'=Tqt'     Strictly   speaking    Speidell's 

logarithms,  as  they  stand,  are  not  logarithms  to  a  constant  quantity  taken 
as  a  base.  But,  if  the  decimal  point  is  inserted  afker  the  characteristic, 
then  we  have  natural  logarithms  to  the  base  e=  2.718...,  with  the 
characteristic  (in  all  cases  except  for  the  secants  and  the  latter  half  of 
the  tangents)  increased  by  10. 

The  later  editions  of  Speidell's  tables  include  also  logarithms  (to 
six  places)  of  numbers  1  (l)  1000.  As  before,  the  decimal  point  is  left 
oui  In  this  table,  as  none  of  the  characteristics  are  negative,  he  did  not 
add  10.  For  770  he  gives  6646388,  the  natural  logarithm  being  6.646388. 

Editions  of  Speidell's  tables  appear  to  have  been  issued  in 
1620,  1621,  1622,  1623,  1624,  1627,  1628.  Baron  Maserbs,  in  bis 
Scriptores  Logarithmid,  1791 — 1807,  reprinted  the  logarithms  of  numbers 
from  the  "tenth  inpression^',  dated  1628.  De  Morgan  says  that  Speidell, 
in  his  Briefe  Treatise  of  SphaericoM  Tricmgles,  mentions  and  complains  of 
those  who  had  printed  his  work  without  an  atom  of  alteration,  and  yet 
dispraised  it  in  their  prefaces  for  want  of  alterations.    To  them  he  says: 

"If  thou  canst  amend  it, 
So  shall  the  Arte  increase: 
If  thou  canst  not:  commend  it, 
Else,  preethee,  hould  thy  peace". 

This  unfair  treatment  of  himself  Speidell  attributes  to  his  not  having 
been  at  Oxford  or  Cambridge  —  "not  hauing  seene  one  of  the  Vniuersities.'' 


Notes  on  the  History  of  Logarithms.  39 

De  Morgan  was  not  able  to  find  a  trace  of  the  smallest  reproduction  by 
another  hand  and  he  doubts  the  truthfcüness  of  Speidell's  statement 

The  question  to  what  extent  Speidell  influenced  later  writers  is  an 
interesting  one.  According  to  De  Morgan,  he  was  very  little  known;  Con- 
tinental writers  seldom  niention  him;  Wallis  knows  nothing  of  him.  I  myself 
have  examined  the  works  (previously  mentioned  in  this  article)  by  Vitali, 
OzANAM,  WoLPP,  Stonb,  Saverien,  Montucla,  Bossut  without  finding 
Speidell's  name.  His  influence  seems  indeed  to  have  approached  the 
limit  zero. 

An  inspection  of  the  list  of  tables  in  the  article  "Tables'^  in  the 
English  Oydopaedm,  as  well  as  the  list  in  the  British  Association  Beport 
of  1873  has  failed  to  reveal  the  publication  of  tables  of  natural  logarithms 
between  the  time  of  Speidell  and  that  of  J.  H.  Lambert.  The  latter  in- 
clnded  in  his  Zusätze  fsu  dm  Logarithmischm  und  Trigonometrischen  Tabellen, 
1770,  natural  logarithms,  to  seven  places,  of  1  (l)  100  and  1  (.01)  10; 
also  of  1  (l)  10,  to  25  places.  The  smaller  ränge  of  these  tables  and  the 
larger  number  of  decimal  places  to  which  they  are  computed  lead  us  to 
believe  that  they  were  constructed  independently  of  Speidell's.  Directly 
after  the  publication  of  Wolfram's  elaborate  tables  of  natural  logarithms, 
in  1778,  such  tables  became  more  fashionable. 

Colorado  College,  Colorado  Springs,  Colo. 


DEß  TMCTATUS  aUADRANTIS  DES  ßOBEETUS  AN6LICUS  ^ 
IN  DEUTSCHER  ÜBEBSETZÜNG  AUS  DEM  JAHRE  1477. 


HEBACSGBOEBEM  TON 

MATTTMTT.TAK  CXTRTZE 

IN  THOBH. 


Herr  Paul  Taiineby  hat  Ende  1897  das  lateinische  Original  einer 
Ahhandlung  über  den  Quadranten  eines  gewissen  Bobertus  Anglicub  ans 
Montpellier  zugleich  mit  einer  mittelgriechischen  Übersetzung  derselben  in 
den  „Notices  et  extraits  des  manuscrits  de  la  BihUofh^ue  Nationale"  ver- 
öfifentlicht.  ^)  Er  hat  darin  nebenbei  darauf  hingewiesen,  daiüs  ich  im  Codex 
germa/nicus  Monacensis  326  eine  deutsche  Übersetzung  dieses  Tractatus  ge- 
fanden habe.')  Diese  Übersetzung  dürfte  etwa  aus  der  Zeit  von  1477 
stammen,  von  welcher  andere  gleichartig  geschriebene  Stücke  der  Hand- 
schrift datiert  sind.  Mathematische  deutsche  Handschriften  sowohl  wie 
Druckschriften  aus  so  früher  Zeit  gehören,  wie  allgemein  bekannt  ist,  zu 
den  gröDsesten  Seltenheiten,  und  ich  glaube  daher  der  Kenntnis  deutscher 
Mathematik  des  XV.  Jahrhunderts  einen  Dienst  zu  erweisen,  wenn  ich  im 
Nachfolgenden  einen  Abdruck  dieser  Übersetzung  veröffentliche. 

Der  Cgm.  328  ist  ein  Folioband  von  285  nun  Höhe  und  200  mm  Breite 
und  enthalt  ein  ungezähltes  und  174  gezählte  Bl&tter.  unsere  Abhandlung 
umfafst  davon  Blatt  62'  bis  73^  Dem  Übersetzer  ging  es  mehr  um  die 
praktischen  Anwendungen  des  Quadranten  als  um  die  Beschreibung  der 
Einrichtung  eines  solchen.  Als  er  nämlich  in  seiner  Übersetzung  zu  dieser 
Darlegung  gelangt,  schreibt  er  sehr  naiv:  „Wie  man  den  quadrantten 
machen  sol,  das  hat  vil  geschrift,  die  ich  vnder  wegen  lasz  vmb  kürcz 
willen,  wann  die  figur  des  quadranten  jn  dem  buch  gemalt  das  aigentlichen 
auszweist."  Nach  dem  Schlüsse  des  Textes  der  Arbeit  Bobebt's  fügt  unser 
Autor  aber  noch  die  Übersetzung  eines  weitem  Traktates  hinzu,  welcher 
sich  mit  der  Messung  der  Gröfse  der  Hinunelskörper:  Mond,  Sonne,  Planeten 
und  Fixsterne  beschäftigt,  die  Gröise  des  Erdhalbmessers  als  Einheit  ge- 
nommen. Hierbei  erwähnt  er  PTOiiEMAEUs,  Geber,  Alfbaoanus  und  einen 
gewissen  Maxihones,  der  nach  dem  Zusammenhange  des  Chalif  Mahun  (um 


1)  Le  traüi  du  quadrant  de  Maitre  Robert  Amoles  (Montpellier,  XIII*  sihele). 
Texte  laHn  et  ancienne  traduetion  greeque.  Publies  par  M.  Paul  Takhrrt.  (Tird 
des  Notices  et  Extraits  des  Manuscrits  de  la  BibliolMque  Nationale  et  autres  Biblio- 
tMques  Tome  XXXV,  2*  partie),  Paris  Itnprimerie  Nationale.  MDCCCXCVII. 
2  Bltt.,  80  S.  4^ 

2)  A.  a.  0.,  p.  10,  Anm.  2. 
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800  n.  Chr.)  sein  mnTs.  Seine  Mafse  sind  eben  die  des  Chalif  Mamun,  nach 
welchen  ein  Grad  des  Himmels  auf  der  Erde  einer  Entfernung  von 
56y3  Meilen  a  4000  Ellen  entspricht,  so  dafs  der  Oesamtumfang  der  Erde 
20  400  Meilen  betr&gt.  Daraus  ergiebt  sich  der  Durchmesser  nahezu  zu 
6500  Meilen,  „vil  nach'^  sagt  unser  Übersetzer. 

Die  Angaben  über  die  Durchmesser  der  Himmelskörper  und  ihres  In- 
haltes lassen  sich  nicht  gut  mit  einander  yereinigen.  Sie  scheinen  aus  ver- 
schiedenen Quellen  genommen  zu  sein.  Interessant  ist  jedenfalls  die  Be- 
merkung, man  könne  rings  um  die  Erde  von  Ost  nach  West  oder  umgekehrt 
herumfahren,  aber  nicht  nach  Norden  oder  Süden.  Nach  der  einen  Bichtung 
hindere  die  grofse  Eftlte,  nach  der  andern  die  grofse  Hitze.  Auch  die 
Notiz  über  die  Oegenfftfsler  ist  der  Beachtung  wert. 

Die  Übersetzungen  der  mathematischen  Eunstausdrücke  ist  ebenfaUs 
nicht  ohne  Interesse.  So  übersetzt  unser  Verfasser  gradua  mit  Staffel, 
differeniia  und  distamHa  mit  Z wiestand,  cursar  mit  Lo-uffer,  perpen- 
diculum  in  der  Bedeutung  Bleiloth  mit  Bichtklocz,  cemih  mit  gleich - 
mafs  der  Nacht,  polus  mit  des  Himels  Nah.  Linea  circumfermiialis 
ist  ihm  die  „umfürige"  Linie;  radius  visualis  wird  durch  Schein  des 
Gesichts  gegeben.  Ganz  natürlich  ist  'ijmbra  recta  und  versa  für  ihn  der 
rechte  und  der  yerkehrte  Schatten;  conus  giebt  er  einmal  durch  Knopf 
ein  andermal  durch  Ort,  d.  h.  Ecke,  wieder.  SaUs  curidlUer  übersetzt  er 
mit  gar  hoffentlichen;  muUipUcare  heifst  ihm  gemert;  drcwnferenäa 
die  umbgebende  Zarg;  area  ist  die  hofstat;  Unea  perpendicularis  eine 
gericht  lini;  capaeitas  aber  die  begrifflichkeit.  Durch  eine  Saul  wird 
cohmma  wiedergegeben,  ein  modit^  rotundus  ist  ein  schibloten  schefel, 
wie  denn  auch  die  Rundung  des  B[immels  und  der  Erde  durch  schiblechti- 
keit  wiedergegeben  wird.  Dolium  ist  eine  kuf,  dagegen  wird  vas  durch 
yasz  übersetzt. 

Nachdem  P.  Taknbry  die  nötigen  Erklärungen  des  Textes  auch  in 
mathematischer  Hinsicht  gegeben  hat,  erübrigt  es  sich  für  mich^  hier  noch- 
mals auf  dieselben  zurückzukommen.  Besseren  Verständnisses  halber  habe 
ich  jedoch  die  Figuren  des  Codex  lai,  mon.  10662,  welcher  das  lateinische 
Original  der  Abhandlung  enthält,  einfügen  zu  müssen  geglaubt. 

Thorn,  13.  Dezember  1898. 

M.  Cartse. 
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Q^ometria  ist  ain  kimst  von  messnng  des  ertfcriclis,  ynd  hat  zwai  tail  69,i. 
theoricam  vnd  prcuMcam.  Theoricam  (I)  ist,  die  allain  mit  der  ge- 
dechtüsse  bescbawimg  die  gleichnnsse  der  grösze  ynd  ir  messnng  ansieht; 
practica  ist,  wann  wir  ains  dings  Tnbekannten  grolSs  mit  begriflicher  be- 
w&mng  messen.  Aber  der  künstlichen  messnng,  die  genant  ist  pracUca, 
synt  drei  gestaltnns:  alHmetria,  plammetria,  steriametria  Altimetria  ist, 
wann  wir  allein  ains  hochen  dings  leng  snchen;  planimetria  ist,  wann 
wir  ains  eben  dings  praite  snchen;  steriametria  ist,  wann  wir  ains  dings 
lenge,  praite  vnd  tieffe  snchen.    Mit  der  ersten  masz  suchen  wir  ynd  messen 


Destirujm  UUu^ 


._  J- 


Pig.  1. 


die  linigischen  messnng;  mit  der  andern  die  b6dinischen  messnng;  mit  der 
dritten  die  leiplichen  messnng. 

Dammb  tailen  wir  das  püch,  darjnn  wir  aller  ding  messnng  leren,  ja 
zwai   tail,    nachdem   ynd  es  zu  der  inf&mng  der  kunst  gehört.     In  dem 


46  Maximilian  Cartze: 

ersten  tail  lernen  wir  yon  ains  quadranien  zusamensecznng,  der  genant  ist 
von  ainem  yierden  tail  ains  zifckels,  den  er  hat.  In  dem  andern  tail  yon 
dem  werck,  das  dadurch  geAbt  wirt,  vnd  seiner  nnczung. 

Danunb  ain  qnadrant  ist  ain  werk  gezüg,  der  da  hat  ain  vierden  tail 
ains  zirckels  md  etlicher  buchstab  zflge,  dadurch  wir  staffel')  der  sannen 
vnd  jr  naigong  ynd  der  steren  h5che  mügend  genemen,  stund  der  zeit  ent- 
schräden,  der  ding  h5che,  der  stette  zwjstand^),  der  lamd  lengerong  ynd  der 
brnnnen  tiefnng  erfindung.    Wie  man  den  quadrantten  machen  sol,  das  hat 

6S,n.  Iyü  geschrift,  die  ich  ynder  wegen  lasz  vmb  kurcz  willen,  wann  die  figor 
des  quadranten  jn  dem  buch  gemalt  das  aigenlichen  auszweist.  (Fig.l  a.T.S.) 

er,  L  1 1.  Wann  du  den  quadranten  hast,  ynd  wilt  wissen  die  höchin  der  sunnen 

dadurch  in  aller  stund,  secz  den  punct  des  quadranten  a  gen  der  sunnen, 
ynd  den  punct  c  gen  dir,  ynd  lasz  dein  schein  durch  baide  löcher  der  zwair 
tabeln,  die  gelöchert  sind,  schinen,  ynd  sich,  wölchen  Staffel  ausz  den  stafeln 
in  dem  saum^)  des  quadranten  die  meszschnür  abschnid,  ynd  sich  die 
zal  des  stafels  darob  genomen,  ynd  die  selb  zal  der  stafel  weiset  die  hoche 
der  sunnen  etc. 

In  welchem  stafel  die  sunn  sej. 

2.  Wiltu  wissen,   in    wie  mängen    stafel    des    zaichens   die  sunn   sey 
es',  II.  durch  den  louffer,^)   sich,  jn  |  welchem  monat  ynd  jn  wie  mangem  tage 

des  selben  monacz,  ynd  leg  den  faden  mit  dem  richtklocz^)  auf  den  tag  jn 
dem  louffer,  ynd  merck  auf  welches  zeichen  ynder  demselben  monat  ynd 
auf  welchem  staffeis  des  Zeichens  der  yelt,  wann  in  dem  zaichen  ynd  jn 
dem  Staffel  ist  dye  sunn. 

Von  der  naigung  der  sunnen. 

3.  Wiltu  wissen  die  neigung  der  sunnen,  ynd  wie  jr  zwystaud  sey  yon 
der  glychnusz  der  nacht  durch  den  louffer,  so  leg  den  faden  auf  den  an- 
fang  des  widers  ynd  der  wage,  ynd  merck  den  Staffel  jn  den  säum,  darauf 
der  richtklocz  yelt.  Damach  leg  anderweit  den  faden  auf  den  Staffel,  dar 
jnn  die  sunn  ist,  nach  der  gecz  gesagten  kunst,  ynd  merck  aber  den  Staffel 

68, 1.  jn  dem  säum,  darauf  der  richtklocz  |  yelt,  ynd  rechen  in  dem  säum,  wie 
manch  Staffel  sey  yon  dem  ei*sten  gemerckten  bisz  zu  dem  andern  ge- 
mercktcD,  denn  also  grolz  wirt  die  naigung  der  sunnen  die  selben  zeit. 

Von  der  praite  des  landes. 

4.  Wyltu  wissen  die  praite  des  lands,  das  ist  der  zwistand®)  des 
puncten  ob  deinem  haubt  yon  der  gleichnufze  der  nacht ^)  oder  die*  höchin 

3)  gradus.  4)  differentia.  5)  limbus.  6)  cursor,  7)  perpendiculnm. 
8)  distantia.        9}  cenith. 
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des  hymeLs  nab^®),  das  des  gleichen  ist,  so  nim  die  höchin  der  snnnen  jn 
mittemtage,  als  sj  in  dem  wider  oder  in  der  wage  ist,  vnd  dieselben  hoch 
zencb  ab  von  90  staffeln,  und  das  ybrig  wirt  braite  des  lands  oder  höcbin 
des  hjmels  nab. 

5.  Oder  also:  Nim  die  höchin  der  sunnen  in  mitemtag  als  vor,  vnd 
von  der  höchin  der  sannen  wirt  abgezogen  jr  naignng  desselben  tages,  ist 

sy  jn  wester  zaichen,  oder  wirt  hin  z&  |  getan,  ist  sy  jn  mittags   zaichen,  es.n. 
vnd  was  nach  dem  abziechen  oder  zu  tun  vber  pleibt,  sol   abgezogen  wer- 
den  von    90  staffeln,   so    hastu    die  praite  des  lands  oder   die    hoch  des 
hymels  nab. 

6.  Oder  also:  Nim  die  höchy  ains  stäten  steren  der  merklich  sey  bei 
des  hymels  nab,  wann  er  ist  in  der  grasten  hoch  des  nachtes,  vnd  die 
hoch  desselben  steren,  wann  er  ist  in  der  minsten  hoch  der  selben  nacht 
oder  ainer  andern,  vnd  die  minder  hoch  sol  abgezogen  werden  von  der 
gröfsem  höchin,  vnd  der  halbtail  des  vnderschaids  sol  zu  getan  werden  der 
mindern  hoch,  vnd  was  davon  bek6mbt,  ist  die  hoch  des  hymels  nab  oder 
braite  des  landes. 

Von  den  stunden. 

7.  Wiltu  aber  wissen  die  stunden  des  tags  jn  allem  land,  so  sich  die 
braite  des  |  lands  oder  höchy  des  hymels  nab,  als  vorgesagt  ist,  die  ist  auf  68',  i. 
dem  perge  pesselan^^)  44   Staffel  vil  nach  vnd  gleich  im  48   Staffel,  und 
rechen  also  vil  Staffel  jn  dem  säum  des  quadranten  anzeheben  an  der  syteD, 

do  die  gelöcherten  tabeln  aufgeheft  synd,  vnd  wa  dy  zal  ain  end  hat  bey, 
bewege  den  louffer  bisz  der  anfang  des  widers  velt  gerichcz  vnder  den 
richtklocz,  vnd  die  selb  stat  der  zeit  jn  dem  quadranten  wirt  des  lands. 

8.  Oder  also:  Nym  die  höchin  der  sunnen  in  mittemtage  vnd  bewege 
den  richtklocz  nicht  von  der  stat,  darein  er  velt,  vnd  bewege  den  louffer 
als  lang,  bisz  der  tag,  in  des  mittage  du  genomen  hast  die  höchi,  velt  vnder 
den  richtklocz,  vnd  das  die  ewig  stat  des  landes.    Darumb  wann  der  louffer 

also  geschickt  ist  |  so  leg  den  richtklocz  auf  den  tag,  des  stund  wilt  haben,  68,11. 
und  zAch  den  margariten  als  lang,  bisz  das  er  velt  auf  die  umbfQrigen 
lingen,  die  letzten,  die  da  ist  ain  end  der  6  stund.  Damach  lasz  den 
schein  der  sunnen  gen  durch  beide  I6cher,  vnd  merck  die  stat  des  mar- 
gariten jn  den  stunden,  wann  die  zaigt  dir  die  stand  des  tags,  darin  du 
bist.  Wann  velt  sy  auf  die  ersten  vmf&rigen  linigen,^^)  so  vnrt  die  erst 
die  stund  erfült,  auf  der  andern  ^ie  ander,  vnd  also  fär  sich  aus. 

9.  Wiltu  aber  das  haben  durch  den  quadranten  an  den  louffer,  nim 
in  4  tafeln  des  quadranten  stafel  der  sunnen,  vnd  mit  stafel  der  sunnen 

10)  polus.       11)  In  Mantepessolano,        12)  linea  circumferentidlis. 
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in  der  tabeln  der  naigiing  nym  jr  naigong  vnä  zaich  die  ab  von  praite 
des  lands,  dar  jnn  da  bist,  ob  die  sann  ist  in  wester  zaichen,  oder  da 
64,1.  die  byn  zu,  ob  die  |  sonn  ist  in  mittags  zaieben;  vnd  was  nacb  dem  ab- 
ziechen  oder  zu  tun  yber  pleibt,  das  behalt,  ynd  also  vil  stafel  rechen  in 
dem  sanm  yon  der  sayten  des  qnadranten,  darauf  die  gelöcherten  tabeln 
gehefb  sind,  vnd  leg  den  richtklocz,  da  die  zal  ain  end  hat,  and  bewege 
den  margariten  zu  sölichem  tage.  Dann  lasz  den  schein  der  sannen  gen 
durch  baide  löoher,  vnd  merck  die  stat,  da  der  margariten  hin  velt,  so 
chastu  die  stund  als  vor. 

Von  der  hOchin  ze  messen. 

Nachmöglichen  ^^)  ist  zesagen  von  den  messungen,  des  ersten  der  ding 
die  erhöcherung. 

10.  Darumb  wiltu  wissen  die  hoch  ains  grofsen   dings,    da  man   zu 
64,  n.  komen  mag,  sich  die  höchin  des  dings  dui-ch  beide  löcher  mit  ainem  |  äuge, 

vnd  gang  zu  dem  ding  oder  von  dem  ding   als  vil,  bis  der  richtklocz  yelt 

auf  die  mitein  linigen  des  quadranten,  das  ist 
auf  45  stafel.  Damach  nym  die  höchin  deins 
äugen  bis  zu  der  solen  des  fusz  ynd  nim  als  vil 
hinder  dich,  als  yil  die  höchin  deins  äugen  ist 
zu  der  erden,  vnd  merck  die  stat.  Damach  misz, 
wie  yil  schüch  seyen  zwischen  dem  selben  maixsk 
ynd  der  grundfest  des  dums  oder  ains  andern 
dings,  das  du  messen  wilt,  so  hastu  die  höchin. 
(Fig.  2.) 

11.  Ist  aber  das  ding  nicht  auf  ainer  eben  stat,  so  sych  ainen  puncten 
an  des  dings,  das  du  messen  wilt,  das  der  richtklocz  yall  auf  die  linigen 

ahj  die  ist  in  der  lingen  syten  des  qua- 
dranten, ynd  merck  den  pxmcten,  den  du 
angesechen  hast,  ynd  nim  denn  nicht  die 
höchin  yon  deinem  |  äugen  zu  der  erden, 
sunder  für  dieselben  höchin  sol  sein  die 
höchi  des  gemerckten  puncten  yon  der  erden. 
Denn  als  yil  ist  zwischen  deinem  fusz  ynd 
dem  ding,  das  du  messen  wilt,  als  yil  ist 
die  höchin  yon  dem  gemerckten  puncten 
yber  sich  auf  zerechen  z&  der  selben  höchin. 

Tu  dazu  die  höchin  des  gemerckten  puncten  yon  der  erden,  so  hastu,  das 

gesucht  ist.     (Fig.  3.) 


mg.  2. 


64',  I. 


Fig.  8. 


18)  consequenter. 
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12.  Oder  also:  Sich  an  die  höchin  ains  dings  dnrch  beide  löcher  als 
vor,  ynd  merck  auf  welche  stat  des  quadranten  der  richtklocz  vall;  ynd 
bestätt  er  auf  der  seitten  des  rechten  schatten,  das  ist  in  der  rechten 
sejtten,  so  nym  die  zal  des  rechten 
schatten  ^^)  anzusehen,  auf  wie  manig 
punct  der  richtklocz  yelt.  Ist  aber, 
das  er  yelt  auf  die  sjten  des  ver- 
kerten  schaten,^^)  so  nim  die  |  zal 
des  yerkerten  schaten,  ynd  mit  der- 
selben puncten  zal  tail  144,  ynd 
was  darausz  get  nach  der  tailung, 
das  nim.  Damach  misz  den  zwistand 
zwischen  dir  ynd  dem  turen,  ynd  was  in  dem  zwystand  wirt,  das  mer  mit 
zwölfen,  ynd  was  dauon  wirt,  das  tail  mit  der  zal  der  schaten  puncten 
yorgenomen,  ynd  was  darausz  get,  auf  das  tu,  wie  yil  deiner  höchin  ist, 
ynd  was  also  pleibt,  das  wirt  die  hoch  des  durens.     (Fig.  4.) 


64',  II. 


Fig.  4. 


Von  der  sunnen  höchin. 

13.  Item  das  selb  wirt,  wann  die  sunn  scheint,  durch  den  schatten 
also.  Du  solt  baiten,  bis  die  sunn  wirt  jn  der  höchin  45  staffel,  so  ist 
der  schatt  ain  yetlichen  dings  dem  ding  gleich.  Den  misz  den  schatten, 
so  hastu  die  höchin  des  dings. 

14.  Aber  in  den  andern  stunden,   so  wirt  die   gleichnüs  des  schaten 

ain  yetlichen  dings  zu  |  dem  ding,  als  in       65,  i. 

derselben  stund  ist  die  gleichnüs  der  zal 
der  punct  des  rechten  schatten  zu  12.  Also 
wer  es  6  puncten  in  dem  rechten  schatten, 
die  sind  der  halbtail  yon  12,  denn  wirt 
der  schatt  das  halbtail  des  dings  in  der 
höchin,  ynd  also  yon  der  andern  zal. 
(Fig.  5.) 

14.  Aber  darzu,  das  du  wissest  alle 
stund   die    schatten    zenemen,  so    mustu 

den  rechten  schaten  in  den  yerkerten  ynd  herwider  ymb  yerwechseln. 
Darumb  wiltu  aus  dem  yerkerten  schatten  hab  die  zal  der  zal  puncten  des 
rechten  schaten,  so  tail  mit  der  zal  des  yerkerten  schaten  in  144,  ynd  was 
daraus  get  nach  der  tailung,  das  wirt  die  zal  der  puncten  des  rechten 
schatten.     Wiltu  wissen  die  yerkerten  schatten  durch  die  rechten,   so  tail 


Pig.  6. 


14)  umbra  reda,        16)  unibra  versa. 

Abb.  sur  Gesch.  d.  Mathem  IX. 
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65,  n.  144  mit  der  zal  der  pnncten  des  rechten  schatten  |  so  get  ausz  der  tailong 
die  zal  der  pnncten  des  verkerten  schaten. 

Von  der  turen  höchin. 

15.  Ist  aher  der  turen,  das  man  nicht  dar  zu  komen  mag,  den  man 
messen  will,  so  sich  sein  höchin  durch  heide  löcher  der  quadranten,  ynd 
sich  an  die  zal  der  puncten  des  rechten  schatten  als  vor,  ynd  leg  ain  zaichen 
an  die  stat,  da  du  gestanden  bist  in  stund  der  merckung;  ynd  wiss,  das  die 

löcher  gar  eng  sollen 
sein,  durch  die  der  schein 
des  gesichts**)  zu  be- 
griffung ^^  des  dings  gen 
sol,  oder  es  wirt  bald 
irmng  in  der  knnst. 
Damach  ge  femer  von 
dem  turen  oder  nftcher 
hin    zu    nach    der 


le 


.primaHaUo  i 

Fig.  6. 
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rechten  linigen,  ynd  sich  die  höchin  des  turens  anderwet  an,  ynd  such  die 
zal  der  puncten  des  rechten  schaten  zu  dem  stand,  da  du  zu  dem  andern 
65',  I.  mal  I  stest,  ynd  leg  aber  ain  zaichen  an  die  selbe  stat,  ynd  misz,  wie  yil 
schuch  seien  zwischen  der  zwaier  zaichen,  ynd  behalt  dieselben  zal.  ükc- 
nach  zeuch  die  mynnem  zal  des  rechten  schaten  yon  der  grösseren  ynd 
behalt  die  ynderschaid,  ynd  den  zwjstant  zwischen  der  zwair  zaichen  gemer 
mit  12,  ynd  was  dayon  kompt,  das  tail  mit  der  ynderschaid  yorgenomen^ 
ynd  dem,  das  darausz  get,  dii  dein  höchin  zu,  ynd  was  da  bleipt,  wird  die 
höchin  des  dums.     (Fig.  6.) 

16.  Ist  aber,  das   du   stest  in  ainem  tal  ynd  ains  turens  höchin,  die 
auf  ainem  perg  stet,  messen  wild,  so  merck  des  ersten  die  höchin  des  bergs 


Fig.  7. 

mitt  zwain  stenden  jn  masz,  als  vor  gesagt  ist.     Damach  merck  die  böcbin 
des  berges   ynd   des   tums   mit   ainander,    ynd  züch   die  höchin   des   bergs 

16)  radius  Visual is,         17)  conipreliensio. 
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von  I  der  gansz  gesammten  höchin  mit  ainander,  vnd  was  vbrig  bleibt,  das  W,  n. 
ist  die  höchin  des  durns  anf  das  genewest     (Fig.  7.) 

An  den  quadranten. 

17.  Ist  aber,  das  dn  nit  ainen  qnadranten  hast,  vnd  uilt  mesen  die 
hoch  ains  dings,  so  nim  ain  ruten,  die  aufgericht  werd  an  ainer  eben  stat 
krad  yber  sich,  vnd  das  sj  hab  ain  mercklich  leng,  vnd  leg  dich  denn  mit 
deinem  angen  z&  der  erden  vnd  ruck  dich  mit  dem  haupt  her  vnd  dar, 
bisz  der   schein  des  gesichts  vber  die 

hochin  der  ruten  get  vber  die  höch- 
sten stat  des  durns.  Damach  merck, 
wie  vil  ist  zwischen  der  stat,  da  dein 
aug  gelegen  ist,  als  du  die  höchin 
gemerckt  hast,  bis  an  die  vndersten  stat 
des  turens,  vnd  die  selben  gemer  mit 
der   zal  der  ruten  leng,    darüber  du 

gesechen  hast,   vnd  das  alles,  |  was  davon  kompt,   tail  mit  dem  zwistand  gc,  i. 
zwischen  des  äugen  vnd  der  ruten,  das  sind  die  zwu  stet,  ain  da  dein  aug 
auf  der  erden  ist  gelegen,  vnd  die   ander,   da  die  rut  gesteck  ist  in  der 
abmerckung,   so  get  daraus  die  hoch  des  turDS  durch  die  zal  die  da  haist 
quociens,  das  ist,  wie  oft  in  dem  tail  ain  zal  von  der  andern  gezogen.    (Fig.  8.) 

Von  dem  schatten. 

18.  Item  das  selb  anders  durch  der  ding  schatten.     Wann  ain  ding, 
des  höchin  du  uilt  wissen,  schatten  macht  auf  ainer  eben,  so  nim  ain  auf- 
gereckt ruten  auf  ainer  eben  gerad  vber  sich  bei  dem  end  des  schatten  des 
dings,  das  du  messen  wilt,  jn  völlicher 
nächi,  das  ain  tail  der  ruten  velt  in 
den  schaten  vnd  das  ander  tail  ausz 
dem  schatten,  vnd  merck  die  stat  in 
der  ruten,    da  der  |  schatt  an   hebt 
die  ruten  zerüren,  vnd  mit  der  leng 
der  ruten,  die   da  ist  zwischen  der 

r&rung  des  schaten  vnd  der  eben,  sol  gemert  werden  die  leng  des  ganczen 
schatten,  der  da  ist  zwischen  dem  vndertail  des  dings,  das  du  messen  wilt^ 
vnd  den  knöpf  ^^  des  schatten,  vnd  was  davon  kompt,  das  tail  mit  der  leng 
des  schatten,  die  da  ist  zwischen  den  knöpf  des  schatten  vnd  der  ruten, 
vnd  darausz  get  die  höchin  des  dings,  das  zemessen  ist.     (Fig.  9.) 


6«,n 


Fig.  9. 


18)  Conus. 
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Fig.  10. 


Von  dem  Spiegel. 

19.  Item   anders  vnd  gar  hoif liehen  ^^).     Es  werd  ain   Spiegel  gelegt 

auf  ainer  eben,  ynd  gang  her 
vnd  dar,  bis  dn  sichest  die  hoch 
des  dings  jn  dem  Spiegel;  ynd 
mit  der  höchin  dains  äugen  von 
der   eben   sol  gemert^)   werden 

66,1-    ,  ^VXY^  der zwistand Ewischen den yndern  1 

tail  des  dings  vnd  dem  Spiegel, 
ynd  was  dayon  kumpt,   sol  ge- 
tailt  werden  mit  der  zwistand  zwischen  deinem  fusz  ynd  dem  Spiegel;  ynd 
daraus  get  die  höchin  des  dings,  das  man  miszt.     (Fig.  10.) 

D'as  ander  tail  der  messungkunst,  die  da  häist  planimetria, 
hat  zwai  tail.  Das  erst  yon  der  kunst  zemessen  das  eben  allein 
jn  die  leng,  das  ander  ist  yon  der  kunst  zemessen  jn  die  leng 
ynd  jn  die  braite.     Von  dem  ersten  ist  vor  ze  sagen. 

Von  der  leng. 

20.  Wann  du  wilt  messen  die  leng  ains  eben  dings  mit  dem  quadranten, 
so   stand   an   ainem   end  des  eben  ynd  sich  an  das  ander  end  durch  baide 

lecher,  ynd  halt  das  ort*^)  des 
quadranten,  daran  der  faden  mit 
dem  nagel  geheft  ist,  gen  dir  zu 
den  äugen,  ynd  das  ort,  da  des 
laufers  tabel  jnn  get,  halt  gen 
C6',  n.  "  ^^     der  eben,  die  ze  |  messen  ist,  ynd 

^'  ^^'  so    das    end    also    gesechen   ist, 

dann  wirt  genomen  die  zal  des  rechten  schatten,  ynd  die  höchin  yon  deines 
äugen  zu  dem  fusz  wirt  gemert  mit  12.  Was  dauon  kompt,  das  wirt  ge- 
taut mit  der  zal  des  rechten  schatten  yorgenomen,  so  get  darausz  die  leng 
der  eben,  die  zemessen  ist.     (Fig.  11.) 

Von  ainer  rlitt. 

21.  Oder  also  on  quadranten.  Es  wirt  ain  rüt  gerad  auf  gericht  an 
ainem  ende  der  eben,  es  sei  erttrich  oder  waser,  vnd  zu  ainem  ebenbild, 
das   es   dester  pas   verstentlich   wird,   so  si  die  eben  geheisen  he^   ynd  die 


19)  CHiicUiter.        20)  mtdfiplicaUir,        21)  conus. 
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67,1 


Fig.  12. 


anfgericht   ab.     Ynd    an    der  auf   gerichten  riiten  sei  ain  ander  rut  mit 

geleicher  zwistand  dem  eben,  die  da  machent  sy  ainen  rechten  winckel  mit 

der  rüt  a&,  ynd  sy  die  ander 

rut  cd.    Damach  bei  der  auf- 

gerichten   ruten  |  wird  gehabt 

dein  aug,  ynd  wird  angesechen 

do    ander  end  der  eben,    vnd 

wirt  gemerckt  der  punct  jn  der 

riiten  cd^  darnach  der  schein 

des  gesichts  get,   vnd  derselb 

punct  in  der  lini  der  rüten  cd  sy  der  punct  d^  durch  den  get  der  schein. 

Damach  mit  der  leng  cd  gemer  die  leng  ab,  ynd  was  dauon  kompt,  das 

tail  mit  der  leng  ac,  ynd  daraus  get  eb^  die  leng,  die  gesucht  ist.    (Fig.  12.) 

Von  dem  spiegel« 

22.  Dasselb  wirt  mit  ainem  Spiegel,  der  yor  ward  yerstanden  die  ober 
figur  ligend  in  der  eben,  wird  hir  yerstanden,  die  aufgerecht  sei,  ynd  |  die  67,  ii 
lini,  die  dort  bedeit  hat 
die  hoch,  wird  nu  bedeiten 
die  lengi  der  eben,  ynd 
die  ander  die  bedeit  yor 
hat  die  eben,  sy  nun  die 
lini,  die  gerichcz  an  stat 
der  leng  in  der  eben. 
Darein  sei  gelegt  werden 
der  Spiegel  aufgericht  auf 
sainer  Seiten  ein;  ynd  du 
wirst  sten  zwischen  dem 
Spiegel  ynd  dem  end  der 
eben,    ynd  wirst    darnach 

wircken  als  yor.     Vnd  merck,  das  der  Spiegel  sol  ciain  sein,  ynd  sol  alweg 
mitten  in  dem  Spiegel  sechen  das  end  der  hoch  oder  der  leng.     (Fig.  13.) 

Von  eben  ynd  praite. 

23.  Wiltu  aber  messen  die  eben  in  leng  ynd  jn  praite,  so  wirt  denn 
die  eben  aintweders  zircklis^^)  oder  wincklis.^)  Ist  sy  zircklis,  so  wirt  das 
halbtail  des  dyameters  gefiert  in  den  halbtail  der  ymbgenden  zarg,**)  ynd 


O' 


Fig.  IS. 


22)  circiUare.        23)  angtUare.        24)  circumferentia. 
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das  davon  ktunpt,  gibt  die  hoffstat  der  ganczen  zircklichen  eben.     Aber  die 
67,1.  grösz  der  vmbgenden  zarg  |  Wirt  als  gehabt.    Der  dyametter  sol  getriblieii 


ierus 
pleunu 


67',  IL  «. 


Fig.  14. 

werden^  vnd  der  sibendtail  sol  jm  zugetan  werden;  was  dauon  kumpt,  gibt 
die  gr^sz  der  vmbgenden  zarg.     (Fig.  14.) 

24.  Ist  aber  der  boden  triwincklis,*^)  sint  dan  dy  sytten  glich,  so 
wirt  also  gemessen,  ain  tail  des  drjangels  wird  getailt  in  zwai  glich  tail, 
vnd  von  dem  puncten  der  tailung  wirt  gezogen  ain  recht  lini  zu  dem 
winckel  da  gen  vber,  vnd  die  lini  also  gezogen  wirt  mit  der  zal  irer  leng 

gefürt  jn  den  ainen  tail  der  sytten,  die  ge- 
dailt  ist,  so  hat  man  die  grösz  des  tnangels. 
(Fig.  lö.) 

25.  Ist  aber,  das  der  driangel  allain  zwo 
glych  Seiten  hat,  vnd  die  dritt  vnglich  ist,  so 
tail  die  selben  in  zwai  glyche  tail,  vnd  von 
dem  puncten  der  tailung  züch  ain  lini  zu  dem 
gegen  vber,  vnd  der  ain  halbtail  der  getauten 
seyten  sol  gefllrt  werden  jn  die  |  lini,  die  ge- 
zogen ist  von  dem  puncten  in  dem  winckel, 
vnd  was  davon  kumpt,  gibt  die  hoflfstat.^^) 
(Fig.  16.) 

26.  Ist  aber  der  dryangel  von  dry  vn- 
glychen  seitten,  so  sol  aus  ainem  winckel  ain 
glich  gericht  lini*^  gezogen  werden  zii  der 
Seiten  dar  get  gegen  vber,  vnd  die  selb  seit, 
darauf  die   gleich  gericht  Uni  feit,   sol  gef&rt 

werden  jn  die   selben  lini,   vnd  was   dauon  kumpt,    des  halbtail  gibt  d*e 
hoffstat.     (Fig.  17,) 


Fig   17 


25)  triangUla,        26)  area.        27)  Unea  perpendicularis. 
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Von  der  fierung. 

27.  Wiltu  aber  ainen  geuirten  boden^^  messen,  so  für  ain  seyten  in  die 
ander,  vnd  dauon  kompt  die  hofstat,  das  ist,  so  die  vier  soiten  gleich  sind.  (Fig.18.) 


a 


Fig.  18. 


Fig.  19. 


68.1. 


Von  den  wincklen. 

28.  Sint  sy  aber  winklis,'^)  so  fier  die  mindern  Seiten  in  die  merern, 
vnd  was  davon  kompt,  gibt  die  hofstat.     (Fig.  19.) 

Von  den  5  orten. 

29.  Wiltu  aber  ains  5  orten  **)  boden 
hofstat  haben,  ist  er  gljcher  sjten,  so  sol  | 
ain  seit  in  sich  selber  gefürt  werden,  vnd  das 
dauon  kompt,  sol  mit  drejen  gemert  werden, 
vnd  von  der  summ,  die  darausz  kompt,  sol 
abgezogen  werden  ainest  die  gröfz  ainer  seiten, 
vnd  der  halbtail  der  vbrigen  gibt  die  hofstat. 
(Kg-  20.)  „g.  «. 

Von  der  prunnen  messung. 

Es  ist  gesagt  von  der  messung  der  ding  hoch  vnd  eben,  nun 
wollen  wir  von   der  prunnen  tief  vnd  jr  be- 
grifflichait  sagen. 

30.  Darumb  ob  du  ains  prunnen  tief  wilt  mes- 
sen, so  sich  mit  dem  quadranten  von  der  ainen  syten  c 
des  brunnen  oben  hin  ab  das  end  der  andern  Seiten 
gegen  v'ber  jn  der  tieffi  des  prunnen,  vnd  vor  an 
sol  gemerckt  werden  grösz  des  djameters  der  praite 
des  prunnen.    Darumb  jn  der  stund  der  merckung  sol 

genomen  werden  die  zal  der  puncten  des  schat  |  ten  in  /  e«,  n. 

der  Sitten  des  quadranten;  vnd  gemer  die  gröfz  des  dja- 
meters braite  des  prunnen  mit  12,  vnd  tail  das  mit  der 
zal  der  puncten  des  schatten,  vnd  daraus  get  die  tiefe  b 
des  prunnen.     (Fig.  21.) 


Fig  21. 


28)  quaärattm.       29)  quadrcmgulum.       30)  pentaganum 
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31.  Wiltu  aber  des  prunnen  begriff lichhait**)  haben,  dnrch  die  hof- 
stat  also  funden,  als  vorgesagt  ist,  gemer  die  tiefe  des  pnmnen,  vnd  was 
dauon  kiimpt,  gibt  sein  begriffenlichhait,  dz  ist,  wie  vil  dann  get,  das  er 
vol  werd. 

Von  ainer  saul. 

32.  Wiltu  aber  grösz  ainer  sanl'*)  suchen,  so  nym  die  grösz  der 
praite  der  saul  vnd  für  die  jn  sich  selber,  so  hastu  die  hofstat.  Mit  der- 
selben hofstat  gemer  ain  seyten  der  saul,  vnd  waz  dauon  kompt,  gibt  die 
grösz  der  saul.     (Fig.  22.) 

• 

Von  der  synwel. 

68,1.  33.  Wiltu  aber  aines  schibloten  schefels^^)  begrif  |  lichenbait  wiszen, 

so   sol  genomen  werden  der  dyameters  des  boden  jn  dem  schefel  vnd  der 
dyameters  oben  an  dem  brait,  vnd  süUen  geljcht  werden,  vnd  der  halbtail 


Fig.  ii. 


Fig.  23. 


des  vbertreffens  an  dem  groszem  getan  zu  dem  clainem,  so  wirt  den  funden 
die  hofstat  des  boden,  als  vor  gesagt  ist  von  dem  zirckel;  vnd  wie  vil  die 
hofstat  hat,  damit  sol  gemert  werden  die  hoch  des  scheffeis,  so  hastu,  das 
gesucht  ist.     (Fig.  23.) 

Von  der  masz. 

34.  Ist,  das  du  hast  ain  ciain  masz,  dz  das  ains  pfenning  oder  zwaier 
wert  weins  fassent  ist,  so  sol  die  grösz  des  schöffels  tailt  werden  mit  der 
zal  des  clainen  masz  grösz,  vnd  die  zal  quociens  wist,  wie  oft  die  ciain 
masz  in  dem  schöffel  begrifen  ist.  Vnd  also,  ob  dz  ciain  hat  ains  pfennings 
wert  weins,  so  wirt  man  wisen,  wie  fil  pfennings  wert**)  in  dem  schöffel 
ß8',n.sint.  I  (Fig.  23.) 


31)  capacitas.        82)  columpna,        83)  modii  rottMdi.        84)  denariiUtu, 


Der  Tractatus  Quadrantis  des  Robertus  Anglicus. 
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Von  ainer  kuf. 

35.  Wiltu  aber  ainer  kuf'^)  begriffenlicbait  baben,  so  soltu  des  ersten 
vinden  die  bofstat  des  bodens  der  kufen  mit  seinem  dyameter,  als  vor  ge- 


Fig.  24. 

sagt  ist.  Darnach  njm  die  leng  nacb  des  weins  begriffenlicbait,  vnd  mit 
der  leng  sol  gemert  werden  die  bofstat,  vnd  was  davon  kompt,  gibt  der 
kufen  begrifenlicbait     (Fig.  24.) 

Von  ainer  masz. 

36.  Ist  aber,  das  du  bast  ainen  scbeffel,  vnd  wilt  wisen,  wie  oft  die 
kuf  den  scbefel  begrif,  so  nim  sein  grösz  durch  das  vorgesagt,  vnd  die 
grösz  der  kufen  so  getailt  werden  mit  der  grösz  des  scheffeis,  so  wiszt  die 
zal  quociens,  wie  oft  der  schöffel  in  der  kufen'  begrifen  wirt.  Also  ob  der 
scbeffel  ains  pfenning  wert  begryft,  so  waistu  dabei,  wie  vil  pfenning  wert 
in  der  kufen  synd. 


Vieregget. 

37.  Wiltu  aber  ains  vier  |  winckligen  vasses**)  begriffung  wissen,  so6»,i. 
sol   genomen  werden  die  bofstat  des  bodens  nach  der  vorgesagten  kunst, 


vnd  die  bofstat  sol  gemert  werden  mit  der  höche  des  fases,  vnd  was  dauon 
kompt,  das  gibt  sein  begrifang.     (Fig.  25.) 


35)  doUum.        36)  vas. 
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Von  ainem  yasz. 

38.  Wiltu  aber  wisen  ains  fases  begrifiPdng,  das  nicht  rechter  Seiten 
hat,  das  in  der  mitti  weiter  ist,  so  sol  die  mittel  braite  gelycht  werden 
mit  der  braite  der  äussern  tail  mit  der  yorgenanten  knnst.  Die  selb  brait 
also  gelycht  ynd  jn  die  leng  des  fasz  gef&rt  gibt  sein  begriffdng. 

Von  dem  messen  des  erttrichs  ynd  des  gstirens. 

39.  Ptholomeus  ynd  die  andern  weisen  haben  geseczt  den  Ijb'^  der 
erden  ain  gemain  masz,   dar  mit  der  planeten  Ijb  gemesen  wurden,  ynd 

69,  n.  haben  geseczt  den  halben  tail  der  erden  djamet  |  ters  ain  gemain  mas, 
damit  sj  die  dieselben  steren  zwistand  yon  dem  center  der  erden  mesen  haben. 

Von  dem  erttrich. 

40.  Es  was  möglich  mit  der  erden  djameter  ze  messen,  wann  erklärt 
sej,  das  der  erden  center  jn  der  sper  ist  des  himels  center.  Daromb  ist 
notturft,  das  die  schyblechtigkait^)  der  erden  sei  in  gleichem  zwistand  mit 
der  schyblechtigkait  des  hymels.  Darymb  so  wir  giengen  auf  dem  boden 
der  erden  ynder  aines  mittaglichen  gemerck  für  war,  so  wurd  dem,  der  da 
gieng  gen  den  tail  yor  dem  zu  getan  in  der  erhöchung  des  hymels  nab 
yon  dem  orizon,  ynd  dem,  der  da  gieng  gen  den  tail  des  mittags,  wurd 
dauon  gemindert.     Vnd   durch  das   also  haben  wir  funden  die  grösz  ynsz 

es',!,  abnemung  |  auf  der  erden  die  ^ychsamkeit  sey  der  glaichung  ains  stafels 
yon  der  schy blech tikait  des  hymels,  ob  wir  weren  meszen  ain  spacium 
zwischen  zwaier  stet,  die  an  der  erhöchung  mit  ainer  stafel  ynderschaid 
hatten.  Wann  du  die  selben  gröfz  gemerst  mit  360,  das  ist  die  zal  der 
stafel  des  hymels,  so  get  darausz  ain  zirckel,  der  tailen  ist  die  sper  der 
erden  in  zwai  halb.  Und  wenn  wir  dz  halb  tailen  mit  37^,  das  ist  die 
gleichung  der  ymbf&rung  zu  dem  dyameter,  was  darausz  get,  wirt  der 
dyameter  der  erden  sper. 

41.  Es  ist  bewärt  zu  den  zyton  Maximonis  ^^),  das  glichung  ains  stafels 
yon  der  schyblechtikait  der  erden  hat  56  mil  ynd  2  tercz  ainer  mil,  mit 
dem  masz,  da  durch  die  mil  hat  4000  elenpogen  nach  der  geometry,  der 

er»',  lt.  yetlicher  hat  ainen  schuch  ynd  ainen  halben ,  |  darymb  wann  du  gemerst 
die  glichung  ains  stafels  mit  360,  das  ist  die  sum  der  schyblechtikait  des 
himels,  so  wirt  gesamdt  schyblechtikeit  der  erd,  die  hat  20400;  ynd  wann 
die  schyblechtikait  getailt  wirt  mit  sy^,  so  get  daraus  die  grölz  des  dya- 
meters  der  erden,  der  hat  6500  myl  yil  nach. 


37)  corpus.        38)  rotunditas,        39)  Soll  den  Ohalif  Mamin  bedeuten. 
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Von  dem  maun. 

42.  Ftholomeus  beweist  von  dem  maun,  das  der  dyameter  seins  leibs, 
wann  er  stet  jn  der  leogem  leng  seiner  kraisz,  ist  glich  dem  dyameter 
des  libs  der  snnn  in  dem  angesicht.  Er  beweist  auch,  das  der  dyameter 
des  libs  der  sunnen  bekomet  von  dem  zirckel  31  minut  vnd  ainen  drittail 
ains  minuts,  das  ist  20  secund  vil  nach.  Damach  spricht  er,  das  die  leng 
der  sunnen  von  dem  halbtail  |  des  dyameters  der  erden  ist  ains,  vnd  die7o,  i 
leng  der  ausern  tails  der  schul  des  schaten  von  dem  zenter  der  erden  ist 
368  mit  der  selben  grösz,  vnd  das  die  leng  des  zenters  in  dem  kurczen 
zirckels  des  mauns  von  dem  zenter  der  erden,  wann  der  selb  zenter  wer  jn 
dem  aux  seins  epizickels,  ist  59  der  selben  gröfz. 

43.  Darumb  spricht  Geber,  es  ist  dadurch  bewyst  die  glychung  yet- 
licher  zwaier  Rechter  dyameter  zu  dem  dyameter  der  erden.  Darumb  ist 
die  glichung  des  mauns  diameter  zu  dem  dyameter  der  erden  ain  gleichuDg 
fünfer  ynd  ains  halben  zu  ainem.  Aber  die  glichung  der  sunnen  dyameter 
zu  des  mauns  diameter  ist  18  vnd  35  vnd  ains  halben  zu  ainem. 

44.  Es  hat  auch  Geber  gesproch,  |  das  aus  den  glidmasen,   da  durch  70,  u 
glychung   des  mauns  lib  zii  dem  lib   der  erden  ist  als  ain  glichung  ains 

zu  39  vnd  ainen  viertail  vil  nach,  vnd  glichung  der  sunnen  lib  zii  dem 
lib  der  erden  ist  glichung  166  zu  ainem  vil  nach,  vnd  glichung  der  sonnen 
lib  zu  des  mauns  lib  ist  glichung  6644  vnd  ains  halben  zu  ainem. 

45.  Ptolomeus  hat  bewyszt  das  mas  zwaier  lib,  als  ist  der  sunnen 
vnd  des  mauns,  aber  er  hat  nicht  gesagt  das,  was  der  andern  steren  der- 
selben avisen  ist  licht  nach  der  glichnis,  damit  er  gewirckt  hat  jn  der 
sunnen  vnd  jn  dem  maun,  als  ist  auch  licht  ze  wissen  von  den  andern 
stem  ir  lib. 

Von  den  7  üben  der  7  planeten. 

46.  Der  diameter  des  libs  mercurii  jn  dem  angesicht,  nach  dem  als 

be  I  wert  ist  vnd  wirt,  ist  das  15tail  der  sunnen  dyameters;  vnd  der  dya-  70,1. 
meter  veneris  ist  das  lOtail  der  sunnen  dyameters;  vnd  der  dyameter  marcis 
ist  dz  20tail  der  sunnen  dyameters;  vnd  der  dyameter  jouis  ist  das  12tail 
der  sunnen  dyameters;  vnd  der  dyameter  saturni  ist  das  18tail  des  sunnen 
dyameters;  vnd  ains  yetlichen  stäten  steren  15tail  des  dyameters  der  erden 
ist  das  20tail  des  dyameters  jn  angesicht  der  sunnen. 

Von  den  7  diameter  der  7  planeten  zu  dem  erttrich  zemesen. 

47.  Aber  irrer  dyameter  gröfz  nach  dem  dyameter  der  erden  sint  also. 
Der  dyameter  des  libs  mercurii  ist  das   18tail  der  erden  dyameters;   des 
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70',  n.  veneris  ist  dz  3tail  ains  3tails;  ynd  der  dyameter  |  marcis  ist  glich  der 
erden  dyameter  vnd  das  6  ynd  vil  nach  ains  7tails.  Der  dyameter  jouis 
ist  glich  der  erden  dyameter;  saturni  ist  glich  dem  dyameter  der  erden 
ainen  4tail  vnd  ain  halbes  ynd  ain  ciain  minder;  der  dyameter  ain  yet- 
lichen  stäten  stären  der  gröszem  ist  glich  der  erden  diameter  ynd  ain  yier- 
tail  ynd  ain  halbs. 


Aber  yon  den  üben  der   7   planeten. 

48.  Daramb  ist  dz  mas  der  lyb  derselben  steren  also.  Der  lib  mer- 
curii  ist  ain  tail  yon  21000  des  libs  der  erden;  der  lib  yeneris  ist  das 
37tail  der  erden;  der  lib  jouis  ist  glich  der  erden  zu  95  malen;  ynd  sa- 
tumus  ist  glich  der  erden  90mal  ynd  ainest.  Aber  der  steten  steren  ain 
yetlicher  der  grösten  ist  glich  der  erden  108  mal.    Aller  stäten  steren  leng 

71, 1.  yon  I  dem  zenter  der  erden  ist  ain,  aber  ir  grösz  sind  ynglich. 

49.  Von  der  ersten  grösz  15  steren.  Die  grösz  ist  gesagt  15  der 
groszen,  die  in  der  ersten  grösz  sint. 

In  der  andern  grösz.  Daramb  der,  die  da  sint  jn  der  andern  grösz, 
ist  yetlicher  glich  der  erden. 

In  der  driten  grösz.  Und  yetlicher  der,  die  da  sint  jn  der  dritten 
grösz,  ist  glich  der  erden  70mal  zwirnd. 

Die  yierd  grösz.  Und  yetlicher  der,  die  da  sint  in  der  yierden 
71,  u.  grösz,  ist  glich  der  erd  50mal  yierstund.  | 

Die  fünft  grösz.  Und  yetlicher  der,  die  da  sint  in  der  fünften 
grösz,  ist  glich  der  erden  80mal. 

In  der  sechsten  grösz.  Und  yetlicher  der,  die  da  sint  in  der 
sechsten  grösz,  ist  glich  der  erden  IBmal,  ynd  welcher  clainer  sind,  werden 
nit  gesechen. 

Von  dem  diameter  der  stillstenden  steren  zemesen  zu  den 

diameter  der  erden. 

50.  Dauon  mag  gehabt  werden  das  masz  irer  dyameter  zu  dem  dia- 
meter der  erden.  Darumb  wirt  der  dyameter  der  steren,  die  da  sind  in 
der  andeni  grösz,  zu  dem  dyameter  der  erden  zeglichen  als  der  erden  dya- 

71,1.  meter  zu  |  molen  ynd  ein  halbs,  ynd  das  ist  ains  clainen  dings  minder 
denn  des  satumus  dyameter.  Aber  der  steren  in  der  dritten  grösz  zu  yier- 
malen  ynd  ain  6tail  yil  nach;  der  jn  der  yierden  zu  3  ynd  4  molen  vnd 
ain  5teil  vil  nach;  der  in  der  fünften  zu  3  vnd  4  vnd  18  ains  mals  vil 
nach;  der  sechsten  zu  2  vnd  4  vnd  8  ains  mals. 
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Von  den  mjlen. 

51.  Der  halbtail  der  erden  dyameters,  damit  der  steren  leng  gevrsacht 
wirt,  ist  3250  meil,  wann  die  nächer  leng  des  mauns  von  der  erden  sj 
33mal  vnd  ain  halbs  gljch  dem  halben  tails  der  erden  dyameters,  daz  ist 
10937  myl  vnd  ain  halb  mil,  vnd  die  lenger  leng  des  mauns  ist  66  mal 
vnd  ain   6tail  ains  mals  glich  dem   halben  tail  der  erden  dyameters,  das 

ist  542750  meil.  Aber  |  die  leng  veneris,  die  da  ist  die  n&cher  gen  der  71,  n. 
langem  leng  der  sunnen,  ist  608  mal  glych  dem  halben  tail  der  erden  dya- 
meters vnd  ain  halbs  vil  nach,  das  ist  1966000  myl;  vnd  die  lenger  leng, 
die  da  ist  die  nächer  leng  marcis,  ist  1220  mal  glych  den  halben  tail  der 
erden  dyameters,  das  ist  3965000  meil;  vnd  die  länger  leng  marcis,  die 
da  ist  die  nächer  leng  jouis,  ist  8876  mal  glich  den  halben  tail  der  erden 
dyameters,  das  ist  2887000  meil;  aber  die  lenger  leng  jouis,  das  ist  die 
n&cher  leng  satumi  ist  410045  mal  glich  dem  halben  tail  der  erden  dya- 
meters, das  ist  46816250  myl;  vnd  die  lenger  leng  saturni,  die  da  glich 
ist  den  stäten  steren  lengerung,  ist  zu  2000100  malen  glich  dem  halben 
tail  der  erden  dyameters,  das  ist  65357500  stafel,  die  werden  |  milen  von  72,1. 
AiiFRAQANO  auszgezogen  in  dem  9  capitel,  wann  daselbst  hat  er  gesprochen 
dz  56  meil  vnd  2  tercz  ainer  mil  antworten  glych  ainem  yetlichen  stafel 
des  himels. 

Von  den  7  climat. 

52.  Darumb  wirt  gesechen,  wie  vil  stafel  sind  in  der  braite  des 
ersten  lantschafts.  Also  wirt  erhöcht  des  hymels  nah,  als  gesagt  wirt 
in  dem  Anfang  des  ersten,  mit  12  staffeln  vnd  aines  halben  vnd  ainem 
viertail  ains  staffeis.  Aber  jn  dem  end  mit  20  stafeln  vnd  ainem  halben. 
Nun  so  wir  daz  miner  von  dem  grössern  ziechen,  so  werden  in  der  vnder- 
schaid  7  Staffel  vnd  ain  halber  vnd  ain  viertail,  das  ist  die  leng  des  ersten 
lantschafte  nach  den  stafeln  des  hymels;  darnach  yetlichs  stafel  56  meil, 
mit  7  zu  gemeren,  so  bekomen  392  |  meil.  Damach  von  ietlichs  stafels79,n. 
terczen  werden  14  quart,  vnd  der  halbtail  des  stafels  gewint  28  myl  vnd 

ain  tercz,  die  werden  zu  den  ersten  getan,  myl  zu  mylen  vnd  tercz  zu 
terczen,  so  werden  darausz  420  meyl  vnd  15  terczen,  vnd  ist  vbrig  14  mail 
vnd  ain  halb  tercz,  der  wirt  nicht  geacht.  Aber  die  myl  werden  zu  den 
ersten  getan,  so  wirt  dar  ausz  434  myl,  vnd  wann  15  tercz  tünd  5  gancz, 
so  werden  dafür  genomen  5  myl  vnd  zu  den  ersten  getan,  so  wirt  dar  ausz 
439  myl,  die  sind  in  rechter  warhait  jn  dem  ersten  lantschaft.  Aber  so 
nicht  mer  denn  ains  gebricht  von  440,  das  ain  gerumpt  zal  ist,  so  tut 
man  das  ain  darczü,  vnd  wirt  vollkomenlich  die  selb  zal. 


I 
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Von  der  andern  lantschaften. 

2',i.  53.  Von  den  andern  |  lantschaften  wirck  desglichen  alweg  ainen  stafel 

zegeben  56  vnd  2  tercz,  den  halben  tail  28  vnd  ain  tercz,  den  viertail  14 
vnd  ain  halb  tercz,  vnd  dem  dritt  ains  stafels  19  in  masz  als  vor,  so  ge- 
winnest du  jetlich  braite. 

Aber  des  andern  lantschafts  braite  ist  in  dem  hymel  allain  7 
Staffel,  den  sayen  glich  nach  der  vorgeschrieben  1er  392  mil,  die  recht  ze- 
glichen  mit  den  terczen  gebricht  nicht  mer  denn  3  von  400,  das  ain  ge- 
rümpt  zal  ist,  die  wirt  vollkomenUch  aufgelegt. 

Die  dritt  lan tschaft.  Aber  die  braite  des  dritten  lantschafts  in  dem 
hymel  ist  6  stafel  vnd  ain  halb  tercz  ains  staffeis,  die  thün  auf  der  erden 
350  myl. 

Die  vierd  lantschaft.  Aber  die  braite  des  vierden  lantschafts  ist 
72, II.  in  dem  hymel  5  stafel  vnd  ain  tercz,  die  thünd  auf  der  erd  |  en  293. 
Das  ist  nicht  ain  gerümpt  zal,  aber  mit  den  terczen  zeglichen  gebricht  mit 
7  von  300;  die  wirt  aufgelegt. 

Die  fünft  lantschaft.  Aber  die  braite  des  fünften  lantschafts  ist 
in  dem  hymel  4  Staffel  vnd  ain  halber,  die  thund  auf  der  erden  252  meil. 

Die  sechst  lantschaft.  Aber  die  braite  des  sechsten  lantschafts 
ist  in  dem  hymel  3  stafel  vnd  ain  halber,  thund  auf  der  erden  196  myl; 
so  die  mit  den  terczen  gelichet  werden,  seczt  man  die  verümpten  zal  200. 

Die  sybend  lantschaft.  Aber  der  7  lantschafts  braite  ist  in  dem 
hymel  3  stafel  vnd  ain  viertail,  die  thünd  auf  der  erden  184  myl.  Aber 
die  zal  ist  nicht  jn  der  schrift,  sunder  die  nächst  gröser  zal  darnach,  das 
ist  185,  wann  es  was  ain  ciain  vber  bleiben. 

Von  den  leiten  von  Orient  vnd  occident. 

73,1.  54.  Merck,  das  die  leit  by  dem  aufgang  sint  widerfüszig  |  den  leiten 

bei  dem  vndergang.    Dort  get  die  sunn  allweg  auf,  da  get  sie  allweg  vnder. 

Von  dem  center  der  weit. 

55.  Es  ist  wunder,  zu  dem  center  der  weit  velt,  was  swer  ist,  wann 
da  schecz  ich,  sey  dz  vnderst  jn  der  grösern  zwystand,  dauon  ist  müglich, 
dz  kain  bosz  smack  zu  den  höchsten  müg  vberfaren,  so  das  swer  ab  velt. 
Aber  zu  dem  firmament  auf  stigen  die  allerlychtesten  ding,  wann  zu  dem 
vndersten  ist  der  fal  lychtlich  zu  tun,  aber  zu  dem  obersten  ist  swarlich 
aufzstygen.  Darumb  ist  der  weg  zu  der  hell  lycht  vnd  eben,  vnd  der 
weg  zu  dem  himel  eng  vnd  swer;  gar  vil  gand  hyn  ab,  es  stigen  aber  gar 
wenig  hinauf. 
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Von  dem  vmbgang  des  ertricbs. 

56.  Der  menscb  möcbt  von  dem  anfgang  der  sunnen  vmb  gen  von 
ainem  end  |  zu  dem  andern  ynd  b jn  wider  an  die  selben  stat  auf  dem  land  7S,  n. 
oder  ze  wasser  jn  scbiffen,  dz  er  jn  gljcber  masz  des  wasers  kern  von 
Orient  gen  occident  vnd  des  glycb  bin  wider  vmb;  aber  nicbt  gen  norden, 
wann  da  vönier  die  ewigen  kelti,  vnd  ocb  nicbt  gen  mittemtage,  wann  «da 
fünd  er  die  ewigen  bicze. 

Von  dem  bimel  äcbsen  oder  naben. 

57.  Die  bimelsnaben  sind  nicbt  vest  noeb  stet;  wann  sj  wancken  vnd 
zittern  auf  vnd  ab  als  ain  scbif  auf  dem  mer,  als  dz  an  der  sper  mag  ge- 
secben  werden. 

Das  hat  ain  end. 


ZUR  GESCHICHTE 
DER  PRINZIPIEN  DER  INFINITE SIMiLRECHNÜNG. 

DIE  EMTIKER 
DER  „THlfcORIE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES"  VON  LAGRANÖE 

VON 

S.  DICKSTEIN 

IN    WARSCHAU. 
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Die  Grundlagen  der  höheren  Analjsis  nach  den  verschiedenen  Anf- 
fassnngen  von  Leibniz,  Newton^  Euler  und  d'ALEMBERT  schienen  den  nach 
Klarheit  der  Prinzipien  strebenden  Mathematikern  des  XYIIL.  Jahrhunderts 
von  der  Strenge  der  Alten  sehr  entfernt  und  in  eine  dunkle  Metaphysik 
eingehüllt  zu  sein.^)  Man  suchte  eine  Methode  und  glaubte  eine  solche 
finden  zu  können,  welche  von  Infinitesimal-  oder  Grenzbetrachtungen  ganz 
frei  wäre,  und  die  Grundlagen  der  höheren  Analjsis  auf  dieselbe  Weise  ent- 
wickele, wie   die  gewöhnliche  Analjsis  ihre  Sätze  über  endliche  Gröisen.^) 

Den  ersten  Gedanken  zu  einer  solchen  Umbildung  erfafste  Lagranob 
in  einer  Abhandlung,  die  in  den  Memoiren  der  Berliner  Akademie  unter  d. 
Titel:  ,J3ur  tme  nauveUe  espdce  du  cäleul  rdatif  ä  la  diffSrenMaUian  et  VinU- 
gration  des  quavditis  varidblcs"  im  Jahre  1772')  erschien.  Hier  giebt 
Lagrange  einen  neuen  ^   rein  formalen  Beweis  für  die  Tajlor'sche  Reihe  ^), 


1)  S.  M.  Caktor,  Vorlesungen  Über  Geschichte  der  Mathematik  III.  B.  1898. 
p.  714 — 718;  M.  Simon  ,  Zur  Geschichte  und  Philosophie  der  Differentialrechnung 
in  den  „Abhandinngen  zur  Geschichte  der  Mathematik"  VUI.  Heft.  1898.  — 
Laobanob  bespricht  in  der  Einleitung  zu  seiner  „Theorie  des  fonctions  anaHytiguet^^ 
die  oben  genannten  Methoden  und  auch  Labdbv's  „Residual  AncHysis^  nnd  sagt: 
,fies  varialtwns  dans  la  manüre  d'itdblir  et  de  präsenter  les  principes  du  caleul 
diff6rentiel  et  mime  la  dinominatian  de  ce  caicül  montrent,  ee  me  semble,  qu'on 
n'a/vait  pas  saisi  la  vMtable  tfUarie  quoiqu'on  eüt  trottvS  d'abord  les  rhgUs  les  plus 
simples  et  les  plus  commodes  pour  le  meeanisme  des  opSrations^'  (3.  ed.  1847.  p.  4.  5). 
Vgl.  auch  Laobanob's  „Legons  swr  le  cdlcuil  des  fonctions,  Legon  premieref*  (Anagabe 
vom  J.  1806.  p.  1—3). 

2)  S.  CdUsul  des  fonctions  S.  6 
8)  Oeuvres,  t.  Vü,  p.  324—328. 

4)  Der  Beweis  besteht  in  der  Annahme,  dafs,  wenn  u  eine  Funktion  von 

X  ist,  dann: 

u{x  +  i)^u{x)+pi+p'^'+--- 

Setet  man  erstens  d;  -|-  <"  ^'^  Stelle  von  a;,  zweitens  m  -{-  i  BSi  Stelle  von  |,  so 
erhält  man  zwei  Entwickelungen  für  u  (o;  -f- 1  -f-  a>).  Der  Vergleich  derselben 
fahrt  zu  Relationen  zwischen  den  Goefficienten  der  Reihe  für  u  {x  -\-  |),  aus  wel- 
chen sich  die  erwünschte  Form  ergiebt.  Vgl.  Rbiff,  Geschichte  der  unend- 
lichen Reihen  1889.  p.  160. 
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und  macht  die  Bemerkung,  dafs  dieselbe  zur  Grandlage  einer  neuen  Methode 
der  Infinitesimalrechnung  gemacht  werden  könne.^) 

Die  Ausführung  dieses  Gedankens  schien  damals  so  wichtig,  dafs  mehrere 
Mathematiker  durch  diese  Bemerkung  von  Lagrange  angeregt  oder  vielleicht 
auch  unabhängig  von  ihm,  dieses  Ziel  zu  erreichen  bestrebt  waren.  Bekannt 
sind  die  bezüglichen  Versuche  von  Condorcet^,  Arbogast'),  Pasquich^), 


6)  ,^  coHeiä  differcntiel  considere  dam  tatUe  sa  generalitS  consiste  ä  trauver 
direetement  et  par  des  proced^s  simples  et  faciles  les  fondions  p,  i>'  1>"  •••  2,  g ',?"••  • 
derivies  de  la  fonctian  u,  et  le  cälcül  intSgral  consiste  ä  retrouver  la  fonction  u  par 
le  moyen  de  cette  demiere  fonction.  Cettc  notion  des  calculs  differentiel  et  integral 
me  paraU  la  pltis  clairc  et  la  plus  simple  qu'on  n^avait  encore  donnee;  eile  est  comme 
on  voit,  independante  de  toute  metaphysique  et  de  toute  thSorie  des  quantites  infini- 
ment  petites  ou  SvanouissanteS"  (Abhandl.  aus  d.  J.  1772). 

6)  Über  Condorcet^s  Yerauch  berichtet  Lacroix  in  seinem  Tratte  du  cai.  diff. 
et  int.  (3°  ed.  p.  XXII). 

7)  Abbooast  bat  der  Pariser  Akademie  im  Jahre  1789  eine  Abhandlmig  vor- 
gelegt, die  den  Titel  hatte :  „Essai  sur  des  nouveaux  principes  du  calcul  differentiel 
et  integral,  ind^pendants  de  la  theorie  des  infifiem^nt  petits  et  des  limiteff'  (s.  die 
Vorrede  zu  dem  „Calcul  des  derivations"  desselben  Verfassers,  Strafsbqrg  1800). 
Laorakqb  erwähnt  diese  Arbeit  in  der  Einleitung  zu  seiner  „Theorit  des  fondions 
analytiquesf' ;  sie  wurde  nicht  gedruckt.  Vgl.  Lacboiz,  Traite  de  calcul  differentiel 
et  integral.   Priface  p.  XXIX. 

8)  Pasqüich,  Anfangsgründe  einer  neuen  Exponentialrechnung,  im 
Vm.  Hefte  des  Hindenburg'schen  Archivs  der  reinen  und  angewandten  Mathematik 
1798.  S.  386 — 424.  Diese  Schrift  war  uns  nicht  zugänglich,  aber  die  Hauptzüge 
der  darin  entwickelten  Methode  von  PASQmcn  entnehmen  wir  aus  dem  kurzen 
Berichte  über  dieselbe,  der  in  der  Schrift  v.  Johakh'Sohuus:  „Sehr  leichte 
und  kurze  Entwickelung  einiger  der  wichtigsten  mathematischen 
Theorien"  (Königsberg  1803)  enthalten  ist.  PASQinoH  postuliert  die  Form  der 
Entwickelung  y  =  u4;5"  +  -ß^  +  ^^  +  •  •  * ;  wenn  man  in  dieser  Reihe  jedes 
Glied  mit  seinem  Exponenten  von  z  multipliziert,  so  hat  man  das  sogenannte 
Ezponential  von  y^  welches  durch  sy  bezeichnet  wird.    Es  ist  also: 

By  =  a^iß°  +  6J5/  +  cCV  H 

Hieraus  ergeben  sich  die  Hauptsätze: 


I                          n            n-i-1                    ^       y  '  BX  — X  •  sy 
B  '  xy  ^=  y  '  Bx  +  X  '  By:    b  -  x    ^^  nx  ^    •  bx\    e  .  —  =»  2 ; ^ 

y  y 


Die  Grundoperationen  der  Exponentialrechnung  uind  also  mit  denen  der  Differential- 
rechnung einerlei.  Allein  PASQmcH  —  so  lesen  wir  weiter  —  ist  von  der  Absicht 
durch  seinen  Calcul  den  Leibnizischen  verdrängen  zu  wollen,  selbst  so  weit  ent> 
femt,  dafs  er  im  „Intelligenzblatte  der  Allg.  Litt.  Zeitung"  1798,  N.  99 
ausdrücklich  erklärt,  wie  er  jeden  neuen  Calcul,  wodurch  man  dae  zu  ersetasen 
suche,  was  der  schlecht  abgehandelten  Differentialrechnung  fehlt,  für  ganz  ent- 
behrlich halte.  —  Aus  derselben  Quelle  entnehmen  wir  noch,  das  Gbüson's  neue 
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Servois^)  u.  a.  Die  „Theorie  des  fonctions  cmalytigues"  ist  aber  die  be- 
deutenste  auf  diesem  Gedanken  fuTsende  Arbeit,  in  welcher  Lagrange  nicht 
nur  das  Ganze  der  Differential-  und  Integralrechnung  nach  einer  einheit- 
lichen Methode  darlegt,  sondern  auch  die  Anwendungen  der  Analysis  auf  geo- 
metrische und  mechanische  Probleme  nach  derselben  Betrachtungsweise  be- 
handelt.io) 

Den  Prinzipien  der  Lagrange'schen  Methode  liegen  folgende  zwei  Be- 
hauptungen zu  Grunde: 

1)  Eine  jede  Funktion  ist  im  allgemeinen  in  eine  unendliche  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  des  Arguments  fortschreitende  Eeihe  entwickelbar. 

2)  Infinitesimal-  oder  Grenzbetrachtungen  sind  zur  Begründung  der 
höheren  Analysis  gar  nicht  nötig;  dieses  ganze  Gebiet  der  Wissenschaft  kann 
man  sehr  einfach  auf  algebraische  Weise  aus  dem  in  der  ersten  Behauptung 
ausgedrückten  Satz  entwickeln. 


„Expositionsrechnung**  {Memoire  sur  le  CcUcul  d'Exposition  invente  par  Jbaw  Phi- 
lippe Gbüsom,  professeur  royäl  des  malhematiques,  Berlin  1802)  mit  der  Pasquich'- 
Bchen  Exponentialrechnung  im  Wesentlichen  übereinstimmt. 

9)  Sebyois  hat  zwei  Abhandlungen  über  die  Prinzipien  der  höheren  Analysis 
der  Pariser  Akademie  in  den  Jahren  1805  und  1809  überreicht.  Dieselben  wurden 
nicht  gedruckt.  Der  in  den  ,yAnndle8  de  Maihematique^'  Y,  p.  93 — 141  (1814 — 1815) 
publizierte  Aufsatz:  „Essai  sttr  un  nouveau  mode  d'exposition  des  principes  du 
cälcül  differentieV  ist  ein  Auszug  aus  jenen  Arbeiten.  Die  Differenzen  und  Diffe- 
rentiale von  Funktionen  werden  hier  vom  Standpunkte  der  Theorie  der  Operationen 
betrachtet  {fyLa  diffirence  et  la  differentielle  poss^nt  deux  proprietes  en  commtm: 
d'etre  distributives  et  commutOftwes  entre  ellesf*).  Sebtois*  Standpunkt  in  Betreff  der 
Infinitesimalmethode  charakterisiert  der  folgende  Passus,  den  wir  aus  seinem 
zweiten  in  demselben  Bande  der  ,yA.nnales  de  MaiMtMxUqueff'  (p.  141 -*  170)  und 
hauptsächlich  gegen  Wbonski's  Philosophie  des  Unendlichen  (s.  unten)  gerichteten 
Artikel:  ,ßiflexion8  sur  les  divers  systhnes  d'exposition  des  principes  du  cälcul 
diffirentiel  et  particulibrement  sw^  la  doetrine  des  infiniment  petits^*  entnehmen: 
,yJe  suis  convaincu  que  la  mühode  inßnitisimcAe  n'a  ni  ne  pewt  avoir  de  thdorie 
qu'en  praUique;  c'est  wn  Instrument  dangereux  entre  les  mains  des  eommenga/nts  gui 
imprime  nieessairement  et  pour  longtemps  wn  cartxct^re  de  gaucMrie,  de  pussilanimite 
ä  leurs  recherches  dans  la  carri^e  des  applications,  Enfin  anticipant  ä  mon  towr 
sur  le  Jugement  de  la  posterite  fose  prendre  que  cette  methode  sera  un  jour  accusSe 
et  avec  raison  d'avoir  retarde  le  progres  des  sciences  mathematiques/' 

10)  Das  Werk  erschien  im  Jahre  1797  unter  dem  Titel:  „Theorie  des  fonctions 
analytiques  contenant  les  principes  du  cälcul  differentiel,  ddgagis  de  toute  consideration 
dHnßniinents  petits^  d'evanouissants,  de  limites  et  de  fluxions,  et  riduits  ä  Vanälyse 
aigibrique  des  quantitis  finieff'  (2<^  Aufl.  1813,  3^  besorgt  durch  Sebbet  im  Jahre 
1847,  auch  Oeuvres  IX).  Ein  wichtiger  Kommentar  dazu,  zum  Teil  auch  ein  selb- 
ständiges Werk  sind  die  „Legons  «ur  U  cälcul  des  fonctionsf'  (zweite  Auflage  1806, 
Oeuvres  X). 
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Die  erste  Behauptung  sucht  Laorange  auf  folgende  Weise  zu  recht- 
fertigen. Ist  f{x)  eine  Funktion  der  Yariahlen  x  und  setzt  man  x  -|-  t, 
wo  i  eine  heliebige  Oröfse  ist,  an  Stelle  von  x^  so  wird  die  Funktion  /'(x  -{-  t) 
in  der  Form  einer  Beihe  f{pi)  -^  pi  -^  qi^  -^  ri^  '\-  -  -  -  darstellbar;  i?,  g',  r  •  •  • 
sind  Funktionen  von  x^  die  von  %  unabhängig  sein  sollen.  Diese  Voraus- 
setzung, sagt  er,  wird  durch  die  Entwickelungen  bekannter  Funktionen  be- 
stätigt, aber  niemand  suchte  bisher  dieselbe  a  priori  zu  begründen.  Die 
Begründung  soll  darin  bestehen,  dafs  für  allgemeine  (unbestimmte)  Werte 
von  X  und  i  obige  Beihe  keine  gebrochenen  und  negativen  Potenzen  Yon  i 
enthalten  dürfe.  Enthielte  sie  nämlich  gebrochene  Potenzen,  so  würde  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Werte  der  Beihe  für  f{x'\-i)  —  Lagrange  hat 
hier  mit  Wurzelgröfsen  behaftete  Funktionen  im  Auge  —  gröfser  sein  als 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Werte  der  Funktion  f{p^\  was  ungereimt  ist.^^) 
Enthielte  aber  die  Entwickelung  für  f{x  -^  t)  negative  Potenzen  von  t,  so 
würde  fix-^-  i)  für  i  =  0,  also  die  Funktion  f{x)  selbst,  unendlich,  was 
nur  für  einzelne  Werte  von  x  stattfinden  kann. 

Ist  die  Entwickelung  der  Funktion  f{x  -|-  i)  in  die  Beihe 

•    f(x)  -|-  pi  -|-  (yi^  4"  ***'  H"  *  •  • 

auf  diese  Weise  begründet,  so  ist  damit  auch  die  zweite  Behauptung  ge- 
rechtfertigt. Die  Coeflicienten  l>,  ^,  r,  •  •  •  der  Beihe  sind  Funktionen  von  or; 
nennt  man  den  ersten  Coefficienten  p  die  deri vierte  Funktion  der  pri- 
mitiven Funktion  f(x)  und  bezeichnet  sie  durch  f{x)^  so  wird  —  wie 
leicht  zu  beweisen  ist  —  2  q  gleich  der  Derivierten  von  p^  S  r  gleich  der 
Derivierten  von  q  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  erhält  man  die  aufeinander 
folgenden  Derivierten  der  gegebenen  Function:  die  erste  f(x)^^p^  die 
zweite  f  (x)  =  2  g,  die  dritte  /*'"  (rc)  =  2  •  3  •  r  u.  s.  w.  Diese  Derivierten 
oder  Ableitungen  der  gegebenen  Funktion  sind  mit  den  nach  der  Infinitesimal- 
oder Grenzmethode  erhaltenen  Differentialquotienten  identisch,  aber  schein- 
bar ganz  ohne  Grenzbetrachtungen  hergeleitet.  Somit  werden  nach  Lagrange 
in  der  weiteren  Entwickelung  der  ganzen  Lehre  Infinitesimalbetrachtungen 
entbehrlich. 

Die    groDse   Autorität   des  Namens  Lagrange   hat   der   „ThSorie   des 
foncäons  cmal/ytiques*'  schnelle  Verbreitung  und  grofsen  Einflufs  gesichert 


i^^^v.>) 


11)  „Cette  dSmanstraiHon'*  —  sagt  Lagranob  —  ,^  ginSräle  ei  rigaureuse, 
tont  que  x  et  %  demeurent  inditerminees;  mais  eUe  cesseraü  de  VHre,  si  Van  dannait 
ä  X  des  valewrs  düenmnies;  car  ü  serait  possibJe  que  ces  valeurs  däruissent  quel- 
ques radicaux  dans  f(x)  qui  pourraient  neantnoins  subsister  dans  fi^o^*'  {Thiorie 
des  f.  3^.  ed.  p.  9.)  Eisige  Fälle,  in  welchen  ,]Uk  rigle  g^nSräle  est  en  dSfautf*  nnter- 
aucht  liAQUANOB  im  Kapitel  V  seines  Werkes. 


Zur  deachichte  der  Prinzipien  der  Infinitesimalrechnung.  71 

Man  bewunderte  den  Beichtnm  des  Inhalts  nnd  die  Vorzüge  der  vortreff- 
lichen Darstellung,  w&hrend  man  der  Begründungsweise  der  Prinzipien  der 
Methode  zuerst  weniger  Aufmerksamkeit  schenkte.  ^^) 

Carnot  in  seiner  bekannten  Schrift:  „Edfleocians  sur  la  nietapkysique 
du  cäkul  infinitesimal"  betrachtet  die  Lagrange'sche  Methode  als  eine 
Art    der    „Methode    des    indäerminees".      Ihre    Grundlage    ist    ihm    ganz 


12)  In  dem  „Bapport  historique  swr  le  progrks  des  sciences  depuis  1789  et 
sur  lewr  Hat  adueV  (Paris  1810)  lesen  wir  folgendes:  ,^.  Laorange  dans  son 
memoire  c^übre  avait  deposi  une  de  ces  idüs  ficondes  qui  n'appartiefinent  gu'aux 
genies  de  premier  ordre;  ü  avait  indiquS  Us  moyens  de  ramener  au  ealeul  pwremewt 
aigehrique  Us  procidis  du  caAcul  infinitesimal  en  ^artant  soigneiisement  toute  Vidie 
de  Vinfini.  Frappis  de  ee  trau  de  lumikre  plusieurs  g4omHres  cherchaient  des 
dSveloppemewts  gue  nul  ne  pouvait  downer  aussi  hien  que  l'inventeur.  M.  Laorangb 
ayant  tieeepti  les  fonctions  d'institutettr  de  Vikole  pölytechnique  y  eria  sous  les  yeux 
de  ses  at^diteurs  toutes  Us  parHes  dont  il  a  depuis  composi  son  Traitd  des  fonctions 
andlytigues,  ouvrage  classique  dont  il  serait  Inen  superflu  de  faire  aujowrd'hui 
Vüoge  et  qu'ü  suffit  d'a/voir  ciU  etc.'*  Gbbllb  (Darstellung  der  Rechnung 
mit  veränderlichen  Gröfsen,  Bd.  I  1813  p.  89  u.  ff.)  schreibt:  „In  dem 
ganzen  umfange  der  Prinzipien  der  Entwickelung,  ja  selbst  der  Anwendung  der 
Rechnung  mit  veränderlichen  Gröfsen  innerhalb  des  Galculs  findet  sich  auch  nicht 
eine  Spur  von  der  Notwendigkeit  der  Idee  des  sogenannten  unendlichen,  die  die 
Dunkelheit  in  diesem  Teile  des  Galculs  hervorgebracht  zu  haben  scheint . . .  Zwar 
giebt  es  allerdings  einen  Grt,  wo  die  Idee  des  Unendlichen  notwendig  gewesen, 
oder  vielleicht  noch  jetzt  mehr  oder  weniger  notwendig  sein  kann  (nftmlich  die 
Anwendung  des  Galculs  auf  BaumgrOfsen),  allein  dieser  Ort  liegt  nicht  innerhalb 
des  Galculs . . .  Was  die  Schwache  auf  der  Stelle  der  Anwendungen  des  Galculs 
betrifft,  so  ist  bekanntlich  auch  diese  in  der  That  schon  gehoben,  denn  derselbe 
grofse  Maun,  dem  man  die  Berichtigung  der  Ideen  über  die  Rechnung  des  Ver- 
änderlichen überhaupt  verdankt,  hat  auch  hier  bewiesen,  dafs  die  Ideen  des  Un- 
endlichen wenigstens  entbehrlich  und  der  Übergang  vom  Galcul  zur  Anwendung 
vermittelst  Vorstellung  möglich  sei,  die  an  Strenge  und  Eigentümlichkeit  den 
g^metrischen  Vorstellungen  der  Alten  gleichen.'* 

Über  Laoranob^s  Methode  haben  auch  früher  Johann  Schulz  (1.  c),  £.  G.  Fischer 
(Über  den  eigentlichen  Sinn  der  höheren  Analysis,  Berlin  1808)  sehr 
günstig  geurteilt. 

Um  auch  Philosophen  zu  eitleren,  sagen  wir,  dafs  Gomtb  in  seinem  „Cowrs 
de  phüosophie  positive^*  (I  vol.  1829)  die  Lagrange'sche  Methode  „la  plus  ration^ 
ndU  et  la  plus  phüosophique  de  touteff'  nennt;  nur  für  die  Anwendungen  scheint 
sie  ihm  zu  kompliziert  zu  sein.  Hegbl*8  Logik,  (nach  G.  Fbantz:  „Die  Philoso- 
phie der  Mathematik  1842)  erklärte  die  Methode  von  Lag&ange  als  die  am 
meisten  wissenschaftliche. 

Den  Taylor*schen  Satz,  welcher  die  Grundlage  der  Lagrange'schen  Methode 
bildet,  suchte  man  auf  verschiedene  Weise  zu  begründen.    Die  bezügliche  Litte- 
ratur  findet  man  in  Elügels  Mathem.  Wörterbuch,  6^'  Teil  l***  Band  1831 
Artikel  „Taylor*s  Lehrsatz**;  vgl.  auch  Reiff  L  c  p.  156  u.  ff. 
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sicher  ^^),  die  eigentliche  Schwierigkeit  zur  Annahme  dieser  „lichtvollen 
Methode"  sieht  er  nur  in  der  Neuheit  des  Lagrange'schen  Algorithmus,  dessen 
Anwendung  eine  völlige  Umarheitung  der  gesamten  bezüglichen  liitteratur 
nach  sich  ziehen  müfste.^^)  Eine  eigentliche  Kritik  der  Prinzipien  der 
Lagrange' sehen  Methode  finden  wir  bei  Carnot  nicht. 

Lacroix  sucht  in  seinem  grofsen  „Traite  du  calcul  differentiel  et  inte- 
gral" den  Tajlor'schen  Satz  auf  induktive  Weise  d.  h.  für  besondere  Klassen 
von  Funktionen  zu  begründen.  Die  ihm  bekannten  Beweise  des  Satzes  be- 
friedigen ihn  nicht,  weil  sie  zu  abstrakt  sind  und  nicht  von  der  Pflicht 
befreien  die  Ausnahmefälle  einer  besonderen  Betrachtung  unterziehen  zu 
müssen. ^^)  Im  dritten  Bande  seines  Werkes,  vielleicht  durch  einige  da- 
zwischen erschienene  Kritiken^  von  welchen  gleich  die  Eede  sein  wird,  be- 
einflufst,  scheint  er  manche  Zweifel  an  der  Begründungsweise  der  ersten 
Behauptung  von  Lagrange  zu  hegen  ^^),  aber  ein  bestimmtes  und  sicheres 
Prinzip  an  deren  Stelle  giebt  er  nicht. 

Merkwürdigerweise    sind    die    ersten    Zweifel    an    der    Richtigkeit   der 


13)  „Afin  de  conseivcr,  dans  tout  le  cours  de  ses  Operations,  VexactituJe 
rigoureuse  dont  ü  s'est  fait  la  loi  de  ne  jamais  s'ecarier^  Laora^ok,  qui  faxt  aussi 
usage  des  diffirentielles^  sous  une  atUre  denomination  et  sous  ime  autre  notation,  Us 
considhrc  comme  des  guantites  finies,  indeterminees,  En  cons^guence ,  il  ne  neglige 
aucun  terme  et  prend  ses  differentielles  comme  on  Ic  fait  dans  le  calciU  atix  differenccs 
finies.  (Test  ä  quoi  il  parvie^it  par  le  Üheorhne  de  Taylor,  dont  il  fait  la  base  de 
sa  doctriney  et  qu'il  dSmontre  directement  par  Vanälyse  ordinaire,  tandis  qu'avant 
lux  on  ne  Vavait  encore  demontrS  gue  par  le  seeoitrs  meme  du  Calcui  diff4rentie¥' 
(6.  Aufl.  S.  166). 

14)  Äinsi,  par  exemple,  il  faudrait  refondre  toutes  les  collectians  acctdemigues, 
tous  les  ecrits  <2'Eulsr  et  ceux  de  LAOsANaE  lui-meme"  (1.  c.  p.  158). 

16)  Seconde  Edition  1810. 1  Vol.  p.  XXI.  „Ces  propositions^',  sagt  er,  ,^t  gene- 
röses en  apparence,  ont  plus  d'ecUxt  gue  d'utilit^y  puisgu'elles  ne  dispensent^  par  de 
Vexamen  des  cas  oü  elles  sont  en  defaut;  il  vaut  mieux  ne  montrer  ces  cos  gue 
succesivement^  ä  mesure  qu'ils  se  prSsentent  d^eux-mimes,  gue  de  les  faire  prevoir 
d'avance  et  comme  des  accessoires,  au  moment  ou  le  lecteur  n'embrasse  gu'aivec  peine 
le  petit  nombre  d'idees  principales  qu>e  vous  lui  presenteg" 

16)  „En  rapportant  ici  (Cbap.  III  du  1  Vol.  p.  339)  le  raisonnement  sur  lequd 
s'appuie  LAosANaE  pou/r  protwncer  gue  le  d^veloppement  general  de  Vaccroissement 
d*une  fonction  ordonnee  suivant  les  puissances  de  celui  de  la  variable  independante 
ne  doit  point  contenir  de  puissances  fractionnaires  de  ce  dernier,  c'est  ä  dessin  gue 
je  me  suis  serm  du  mot  „paraxt"  (ligne  II  en  remontamt),  parce  gu*en  effet  ce  n'est 
la  gu'un  apergu  qui  awrait  besoin  d'etre  justifie  par  des  preuves  gue  Vauteur  de  la 
„Thiorie  des  fonctionsf*  n'a  point  donnees.  Le  principe  gu'il  emploie  est  tres  ad- 
missible  comme  explication  de  la  circonstance  gui  rend  la  serie  de  Taylob  inappU- 
cabU^  inais  non  pas  comme  un  principe  evident  par  lui  meme  dans  Vetat  gine  red  c^.es 
choses''  (Laceoix,  TraitS  etc.  Ul  1819,  p.  629—630). 
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Lagrange'schen  Prinzipien  von  uichtfranzösischen  Mathematikern  erhohen 
worden:  von  Burja,  Wronski,  Sniadecki,  Bolzano. 

In  einer  Ahhandlung  unter  dem  Titel:  ,^ur  le  developpement  des  foncüons 
en  scries'*  (Memoires  de  TAcademie  de  Berlin,  1801,  S.  21)  sagt  Burja, 
dafs  zwar  der  Versuch  Lagbange's  Behauptung  für  einfachere  Funktionen 
bestätige,  aber  man  sehe  nicht  ein,  warum  dieselbe  auch  für  verwickeitere 
Funktionen  wahr  sein  müsse.  Der  zweite  Teil  der  Lagrange'schen  Beweis- 
führung (nämlich  die  Relationen  zwischen  den  Coefßcienten  betreffend)  sei 
zwar  ganz  richtig,  aber  es  bleibe  doch  eine  Schwierigkeit,  nämlich  die  Be- 
gründung der  Möglichkeit  der  Entwickelung.  Burja  glaubt  dieser  Schwierig- 
keit auf  folgende  Weise  aus  dem  Wege  zu  gehen:  „Man  sage  nicht,  dafs 
jede  Funktion  in  eine  unendliche  nach  ganzen  positiven  Potenzen  des  Ar- 
guments fortschreitende  Beihe  entwickelbar  sein  müsse,  sondern  nur,  dafs 
man  jede  Funktion  so  behandeln  könne,  als  wenn  sie  in  eine  solche  Potenz- 
reihe entwickelbar  wäre.  Der  weitere  Fortgang  der  Rechnung,  nämlich  die 
Bestimmung  der  Coefficienten,  wird  dann  zeigen,  wann  diese  Annahme  als 
begründet,  wann  aber  als  unzulänglich  zu  betrachten  ist".^') 

Tiefer  wurde  die  Sache  von  Wronski  erfafst.  Als  eifriger  Anhänger 
der  Leibnizischeu  Differentialmethode  und  der  Eantischen  Philosophie  pro- 
testiert er  energisch  gegen  die  Verbannung  des  unendlichen  aus  der  Analysis. 
In  seinem  Werke:  „Philosophie  der  Mathematik"  erklärt  er  die  Grundlage 
der  Lagrange'schen  Methode  als  wissenschaftlich  falsch,  weil  dieselbe  ein  all- 
gemeines theoretisches  Gebiet,  d.  h.  die  Differentialrechnung,  auf  eine 
spezielle  technische  Form,  als  welche  er  die  Taylor'sche  Reihe  betrachtet, 
zu  begründen  sucht. ^®)  In  einer  besonderen  Schrift  u.  d.  T.:  „Befutation 
de  la  Theorie  des  fonäions  analyüques  de  Lagrange"  (Paris  1812)^^)  werden 


17)  Einen  ähnlichen  Gedanken  scheint  Ohm  in  seiner  Schritl  „Geist  der 
Differential-  und  Integralrechnung  1846:  —  wie  wir  den  Worten  von 
Hankel  (Art.  Grenze  in  der  „AUgem.  Encykl.  der  Wiss.  n.  d.  E.  von  Ebsch  und 
Gbubek*^  XG.  1871)  entnehmen  können  —  ausgesprochen  zu  haben. 

18)  Irdroduction  ä  la  philosophie  des  mathematiques  et  Tech/nie  de  l'dlgorithmie 
par  M.    HoENiä  de  Wbonski  Paris  1811. 

19)  Die  Schrift  besteht  aus  drei  Stücken.  Das  erste  (p.  1 — 40)  auch  unter 
dem  Titel:  „liefutation  etc/'  wurde  der  Pariser  Akademie  vorgelegt,  aber  durch 
die  Berichterstatter  Leoendbe  und  Abaoo  abgelehnt.  Das  zweite  Stück  (p.  41 — 81) 
handelt  über  die:  „Insufissance  de  la  demonstration  du  theorhne  de  Taylob,  tentee 
par  M.  Poisson'^  Das  dritte  (p.  83 — 110):  „Quelques  ohservations  concernant  le 
rapport  fait  ä  la  Glosse  des  sciences  de  VInstitut  powr  le  premier  de  ces  mimoiresf' 
ist  eine  in  sehr  gereiztem  Tone  geschriebene  Beplik.  In  den  Noten  behandelt 
Wbonski:  Algorithmische  Fakultäten,  progressive  und  regressive  Differenzen  und 
giebt  einen  rein  formalen  Beweis  der  allgemeinen  Entwickelung  nach  Fakultäten. 
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die  Prinzipien  der  Lagrange'schen  Methode  einer  ausführlichen  Analyse  unter- 
worfen.    Den  Ausgangspunkt  bei  Lagrange  bilden  die  Formeln: 

1)  f{x  +  i)  =  Ä  +  Bi  +  Ci*  +  --  •;     2)  f{x  +  0  =  /■(«)  +  iP- 

Woher,  fragt  Wronski,  kommt  uns  die  Kenntnis  der  Form  l),  wie  kann 
man  ihre  Möglichkeit  begründen,  ist  eine  jede  Funktion  /'(x  -|~  0  ^^  solche, 
mit  der  Reihe  l)  identisch  oder  nur  gleichwertig?  Lagrange  behauptet, 
dafs  die  Entwickelung  im  allgemeinen  nur  ganze  positive  Potenzen  von  i 
enthalten  müsse,  und  dafs  nur  für  spezielle  Werte  von  x  gebrochene  und 
negative  Potenzen  in  der  Beihe  vorkommen  können.  Nach  Wronski  kann 
eine  jede  Funktion  g)  (i)  im  allgemeinen  in  eine  Beihe  nach  Potenzen  z.  6. 

von  a  -j^  Y^  entwickelt  werden ,  und  das  wechselseitige  Kompensieren  der 
Glieder  mit  gebrochenen  Exponenten  von  t,  von  welcher  bei  Laqrange  die 
Bede  ist,  kann  sich  nur  als  Besultat  der  Ausrechnung  des  Wertes  für 
spezielle  Werte  von  x  ergeben.  Die  Lagrange'schen  Prinzipien  könnten 
also  höchstens  hypothetischen  Wert  und  daher  die  Methode  selbst  nur 
problematische  Oewifsheit  besitzen,  während  doch  die  Differentialrechnung 
apodiktisch  sein  soll.  W&re  aber  auch  die  Begründung  bei  Lagrange 
ganz  fehlerfrei,  so  würden  doch  seine  Prinzipien  zur  Darlegung  der  Lifini- 
tesimalrechnung  unzureichend  sein.  Denn  niemals  könnten  die  Sätze  l)  und 
2)  eine  unabhängige  und  absolute  Erklärung  der  Coefficienten  A^B^C-- 
ergeben.  Die  Natur  derselben  kann  keineswegs  durch  die  Bezeichnung  der 
Stelle,  welche  sie  in  der  unendlichen  Beihe  einnehmen,  präzisiert  werden. 
Würden  wir  eine  allgemeinere  Entwickelungsreihe,  z.  B.  die  nach  den  Fakul- 
täten von  g>{x)  fortschreitende  Beihe 

F(x-{-i)  =  F(x+  j)  +  r  (x)  q,  (x)  V.^  +  F"  (x)  tp  (xy/^  H 

zum  Ausgangspunkte  nehmen,  so  würden  wir  zu  ganz  anderen  Derivierten 
geführt  werden.     Dieselben  hätten  im  betrachteten  Falle  die  Form 

und  für  unendlich  kleine  Werte  von  |  und  für  g>  (i)  =  i  würden  diese 
Derivierten  die  Gestalt 


20)  Die  Ausdrucke  W  im  Zähler  sind  die  zuerst  von  Wboi^ski  eingeffihrten 
Differenz-  (und  Differential •)-Determinanten,  die  bei  ihm  „fonctions  achin'*  heifsen 
und  jetzt  oft  „Wronskiaue'^  genannt  werden.  Für  t  mufs  eine  der  Wurzeln  der 
Gleichungen  (p  (1)  ==  0  genommen  werden. 
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r(,)-^i<^.  j^(.)_£;?:ä+s,...o_o) 

annehmeD,  wo  d  die  unendlich  kleinen  Differenzen  bezeichnen.  Erst  die  Be- 
trachtung dieser  durch  die  unendlich  kleinen  Inkremente  definierten  Gröfsen 
erklärt  nach  Wronski  die  Bedeutung  der  Derivierten  F\x)^  F'' (x)  -  - - 
Zwei  Jahre  nach  der  „Befutation''  erscheint  wieder  eine  neue  Schrift 
von  Wronski:  „Fhüosophk  de  Vinfini,  contenant  des  contre-rc'flexions  et  re- 
flexions  sur  la  mäaphysique  du  calctd  infinitesimal"}^)  In  ihrem  kritisch- 
polemischen Teile  ist  dieselbe  hauptsächlich  gegen  Carnot's:  „ReflexUms 
sur  la  metaphysique  du  cälcul  infinitesimal**  und  auch  gegen  die  zweite  Auf- 
lage der  Lagrange'schen  „Theorie  des  fanctions  analytiques"  gerichtet.  Wronski 
wiederholt  hier  ausführlich  seine  früheren  Einwände  gegen  die  Prinzipien 
von  Lagrange.  In  dem  positiv-historischen  Teile  der  Schrift  unterzieht  er 
alle  bekannten  Methoden  der  Begründung  der  höheren  Analysis  einer  ver- 
gleichenden Betrachtung  vom  Standpunkte  seiner  Philosophie.^^    Als  Schlufs 


21)  Die  Schrift  besteht  aus  folgenden  Stücken:  1)  Contre-rSflexians  sur  la 
mitaphysique  du  ealcul  infinitesimal  (p.  1-  30).  2)  Phüosaphie  de  cälcul  infinitesi- 
tnal  (32—68).  3)  lUponse  ä  la  seconde  editioti  de  la  Th6orie  des  fonctions  analyti- 
ques  de  Lagrasoe''  (p.  69 — 98).  4)  Sur  Veloge  de  M.  le  comte  de  Laobanqe  (p.  99—121). 
In  den  Noten  behandelt  Wbonski:  „die  allgemeine  Methode  der  Approximation 
oder  die  algorithmische  Exhaustionsmethode  (p.  121 — 166)  und  die  primitive  Bil- 
dung der  Differentiale"  (p.  167—171).    Die  Behandlung  ist  rein  formal. 

22)  Um  den  Leser  eine  Einsicht  in  Wronski's  Betrachtungsweise  zu  gewähren, 
geben  wir  hier  einen  kurzen  auf  die  Metaphysik  der  Infinitesimalrechnung  sich 
beziehenden  Auszug  aus  dieser  Schrift  (p.  34  u.  ff.) :  „Avant  tout,  il  faut  reconnattre  gue 
Videede  Vinfini  est  unproduit  inteUectuel  tout  ä  fait  diff6rent  de  celui  qui  constitue  la 
conception  d'une  guantite  finie.  Ce  sont  deux  fonctions  de  notre  savoir  tout  ä  fait 
hüirogh^es.  i*u«e,  Va  conception  d'une  quantiti  finie  est  un  produit  de  l'enten- 
dement  qui,  sous  ks  conditiona  du  temps  qui  lui  sont  propres,  introduit  wne  unitd 
intelleetueUe  ou  une  significaiion  dans  Vetre  opposd  au  savoir,  L'autre,  Vidie  de  Vin- 
fini est  un  produit  de  la  raison  qui,  en  hU-meme,  se  trou/ve  hors  des  conditüms 
du  temps  et  par  consiquent  inapplicable  ou  transcendentale  dans  Vusage  constitutif 
que  nous  faisons  du  savoir  pour  la  connaissanee  de  Vetre.  Employi  au  moins  d'une 
manidre  regulative,  en  le  soumettant,par  Vinfluence  du  jugement,  aux  eonditions  du 
temps  qui  lui  sonb  itrangh^es,  ee  produit  de  la  raison,  Vid6e  de  Vinfini,  transformie 
a4nsi  en  Vidie  de  Vindifini  sert  ä  lier  les  conceptions  mime  que  nous  avons  de  la 
qucmtitS  .  .  .  (Test  cette  importante  distinction  transcendentale,  qui  est  le  noeud  de 
la  mStaphysique  du  cälcul  infinitesimal  ...  Le  premier  r^sultat  que  nous  ohtenons 
de  ceHe  dinstinction  transcendentale  est  le  precepte  nigatif  de  ne  pas  eonfondre 
dans  VÄlgoriihmie  Us  lois  objectives  des  quantiti.s  finies  avee  les  lois  pure- 
ment  suhjectives  des  quantitis  infinitesimales  .  .  .  Or,  ee  principe  des 
lois  suhjectives  faisant  Vobjet  du  cälcul  infinitesimal  n*est  autre  rien  que  le  grand 
principe  meme  du  cälcul  infinitesimal,  savoir:  „Deux  quantitis  qui  ne  diffirent 
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dieser    Betrachtung    erscheint    die    Behauptung    der    Unzulänglichkeit    der 
Lagrange'schen  Methode. 

Sniadecki,  der  seine  Einwände  gegen  die  Grundprinzipien  der  „Theorie 
des  fancüons''  Laüran(je  persönlich  (1804)  vorgelegt  haben  soll,  erklart  in 
seiner  Schrift  ^^),  dafs  dessen  Methode  im  Grunde  genommen  mit  der  Grenz- 
niethode  identisch  ist.  Lagrange  dividieit  die  Gleichung  für  die  entwickelte 
Differenz  /*(jJ  +  t)  —  fix)  durch  den  Zuwachs  i  und  betrachtet  den  Quo- 
tienten für  i  =  0;  es  wird  dann  die  eine  Seite  der  Gleichung  ^,  die  zweite 

aber  enthält  ein  von  i  freies  Glied  d.  i.  den  Wert  des  Differentialquotienten. 
Während  aber  die  Grenzmethode  ganz  klar  ist,  läfst  uns  die  Begründung 
bei  Lagrange  unbefriedigt,  weil  sein  Hauptsatz,  dafs  man  e  so  klein  wählen 
könne,  dafs  jedes  Glied  der  (konvergenten)  Reihe  f{x)  +  ip  -\-  i^q  +  •  • 
gröfser  sei  als  die  Summe  aller  darauf  folgender  Glieder  in  der  Reihen- 
theorie zwar  unzweifelhaft  wahr,  aber  in  der  Differentialrechnung,  die  nicht 
blofs  approximativ  verfährt,  als  Prinzip  nicht  gelten  darf 

Wenn  -auch  die  meisten  Einwände  der  oben  genannten  Kritiker  nicht 
unberechtigt  waren,  eine  definitive  Lösung  der  Frage  konnten  sie  doch  nicht 
erbringen.  Dieselbe  konnte  nur  von  einer  tieferen  Auffassung  des  Funktions- 
begriffes, von  einer  strengeren  Behandlung  der  Stetigkeits-  und  Eonvergenz- 
fragen  ausgehen.  Bolzano  ist  vielleicht  der  erste  Mathematiker  im  XIX.  Jahr- 
hundert, der  ein  feineres  Gefühl  für  eine  strenge  Behandlung  der  Grund- 
probleme der  Mathematik  besafs.  In  seinen  von  den  Zeitgenossen  leider 
nicht  gehörig  beachteten  oder  schief  beurteilten  Schriften,  bemühte  sich 
Bolzano  ein  strengeres  Verfahren  für  die  Beweise  mehrerer  Grundsätze  der 
höheren  Analysis  zu  schaffen.  Er  hat  den  richtigen  Begriff  der  Stetigkeit 
der  Funktionen  eingeführt*'),  einen  wichtigen  Satz  über  die  Grenze  der  ver- 


entre  elles  que  d'une  quantite  indefiniment  plus  jjetite,  sont  rigoureusement  egales."' 
Es  folgt  dann  die  „metaphysische  Deduktion^*  dieses  Prinzips.  Geboonne  und 
Sebvoib  haben  diese  Philosophie  der  Mathematik  von  Wboi^ski  sehr  scharf  an- 
gegriffen. 

23)  J.  Sniadecki:  0.  Jozefie  Ludwiku  de  LAORAjaoE^ pierwszym  geometrze  naseego 
toieku,    Wilno  1816  (polnisch). 

24)  ,,Nach  einer  richtigen  Erklärung  versteht  man  unter  der  Redensart, 
dafs  eine  Funktiou  f{x)  für  alle  Werte  von  x^  die  inner-  oder  aufserhalb  gewisser 
Grenzen  liegen,  nach  dem  Gesetze  der  Stetigkeit  sich  lindre,  nur  so  viel,  dafs 
wenn  x  irgend  ein  solcher  Werth  ist,  der  Unterschied  /"(a;  +  ca)  —  f  (x)  kleine: 
als  jede  gegebeDe  GröCse  gemacht  werden  könne,  wenn  man  to  so  klein,  als  mai. 
nur  immer  will,  annehmen  kann^^  („Rein  analytischer  Beweis  des  Lehr- 
satzes, dafs  zwischen  je  zwei  Werten,  die  ein  entgegengesetztes  Re- 
sultat gewähren,  wenigstens  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  liege", 
Prag  1817,  p.  11} 


Zar  Geschichte  der  Prinzipien  der  Infiniiesimahrechnung.  77 

änderlichen  Grö&e  formtdiert^^)  und  der  Beihentheorie  einen  allgemeinen 
Konvergenzsatz  zu  Grunde  gelegt.^®)  Schon  aus  diesen  Sätzen  würde  sich 
eine  strengere  Kritik  der  Lagrange'schen  Methode  als  hisher  ergeben  können. 
Was  den  Taylor'schen  Satz  betrifft,  so  kann  Bolzano  nicht  verbergen,  dafs 
er  ihn  nicht  ganz  in  dem  Sinne  und  in  der  Allgemeinheit  zugebe,  wie  man 
ihn  gewöhnlich  darstellt.  Er  hatte  sich  blofs  zum  Gesetze  gemacht  den 
Satz  nur  unter  solchen  ümschränkungen  und  auf  eine  solche  Art  zu  ge- 
brauchen, wie  er  es  nach  seinen  eigenen  Begriffen  glaubt  rechtfertigen  zu  können 
und  zu  seiner  Zeit  thun  will.^^  Ob  er  das  gethan  und  seine  Betrachtungen  über 
den  Tajlor'schen  Satz  niedergeschrieben  hat,  wissen  wir  nicht.^  Jedenfalls 
haben  die  Gedanken  Bolzako's  den  Beifall  der  damaligen  Mathematiker  nicht 
erworben  und  blieben  ohne  Einfluis  auf  die  Entwickelung  der  Analysis.^) 
Es  war  Cauchy  vorbehalten  die  Beformperiode  der  Wissenschaft  zu  beginnen. 
Über  die  von  Caüchy  in  seinen  grundlegenden  Werken  {Cowrs  d'ana- 
lysc  cdg^hrique  1821,  Resume  des  IcQons  donn^es  ä  Vicole  polytechnique  1823, 
Leqans  swr  le  caleul  diff&enfiel  etc.  1829  etc.)  aufgestellten  Prinzipien  der 
Methode  der  unendlich  kleinen  Gröfsen,  über  die  Giiindlage  seiner  Funktionen 
und  Reihentheorie    brauchen  wir    hier   nicht    näher  zu  berichten*^),    denn 


25)  „Wenn  eine  Eigenschafb  M  nicht  allen  Werten  einer  veränderlichen 
Gröfse  X,  wohl  aber  allen,  die  kleiner  sind,  als  ein  gewisses  u,  zukömmt,  so  giebt 
es  allemal  eine  Gröfse  U,  welche  die  gröfste  derjenigen  ist,  von  der  behauptet 
werden  kann,  dafs  alle  kleineren  x  die  Eigenschaft  M  besitzen^*  (daselbst  p.  41). 
Dieser  Satz  wurde  von  Weiebstrass  in  seinen  Vorlesungen  verwendet. 

12  n  n-fr 

26)  „Wenn  eine  Reihe  von  Gröfsen  F(x),  F(x)    -  •  F(x)    -  -  F{x)  von  der 

n 

Beschaffenheit  ist,  dafs  der  Unterschied  zwischen  ihrem  n-ten  Gliede  F{x)  und 

n  -f-  r 

jedem  späteren  F  (x\  sei  dieses  von  jenem  noch  so  weit  entfernt,  kleiner  als  jede 
gegebene  Gröfse  verbleibt,  so  giebt  es  jedesmal  eine  gewisse  beständige  Gröfse, 
und  zwar  nur  eine,  der  sich  die  Glieder  dieser  Reihe  immer  mehr  nähern,  und 
der  sie  so  nahe  kommen  können,  als  man  nur  will,  wenn  man  die  Reihe  weit 
genug  fortsetet^*  (daselbst  p.  36). 

27)  Die  drei  Probleme  tler  Rektifikation,  der  Complanation  und 
der  Cubirung  u.  s.  w.  Leipzig  1817,  p.  11. 

28)  S.  auch  Bolzaho,  „Paradoxien  des  Unendlichen"  (1860).  Zweite  unver- 
änderte Auflage.  Berlin  1889.  p.  69.  Vielleicht  werden  noch  manche  Arbeiten  von 
Bolzano  in  seinem  Nachlasse  aufgefunden  werden.  Vgl.  F.  J.  Studnicka,  Bericht 
über  die  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Publikationen 
der  kg.  böhmischen  Ges.  d.  Wiss.  während  ihres  hundertjährigen  Be- 
standes, Prag  1884.  p.  119. 

29)  Eine  Würdigung  der  Leistungen  Bolzano's  geben  Hankel  (Art.  Grenze 
in  der  Allg.  Encykl.  von  Ersch  und  Gbuber)  und  0.  Stolz  (Bolzano^s  Bedeutung 
in  der  Geschichte  der  Infinitesimalrechnung,  Math.  Ann.  XIX). 

30)  Wir  citieren  nur  folgende  Worte  aus  den  Vorreden  zu  den  Cours  d'ana* 
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diese  Leistungen  beherrschen  noch  gegenwärtig  das  gesamte  (Gebiet  der 
Analjsis.  Durch  diese  Arbeiten  von  Cauchy  sind  die  Infinitesimal-  und 
Grenzmethoden  von  jener  gefürchteten  Metaphysik  befreit  und  die  Frage 
über  die  Giltigkeit  der  Prinzipien  der  Lagrange'schen  Methode  yollkommen 
erledigt  worden. 

Die  späteren  Kritiker  und  Historiker,  wie  Coubnot^^),  Haiikel'^, 
Peeycinbt**),  Mansion**),  Vivanti*^)  u.  a.  konnten  schon  in  den  Be- 
sprechungen der  Lagrange'schen  Methode  die  von  den  älteren  Eritikem  er- 
hobenen Einwände  durch  mathematisch  überzeugende  Belege  verstärken. 

Das  unmittelbare  Ziel,  welches  Lagrange  durch  seine  Methode  zu  er- 
reichen suchte,  wurde  zwar  nicht  erreicht  ^^),  aber  die  Potenzareihe,  der  Aus- 

lyse  und  den  Leg.  sur  U  calcul:  „En  partant  de  la  continuiU  des  fonctions  je  Wai 
pu  me  dispenser  de  faire  connattre  les  proprietes  principdles  des  guantites  infiniment 
petites,  proprUUs  qui  servent  de  hase  au  calcul  infinitesimcU  .  .  .  Qtumt  aux  me- 
thodes  fax  chercM  ä  leur  donner  taute  la  riffueur  qu'on  exige  en  giomStrie,  de  mawi^ 
ä  ne  jamais  recaurir  aux  raisons  tir^es  de  la  geniraliU  de  l'alg^hre.  Les  raisons 
de  cette  espice,  quoique  assez  communement  admises  .  ,  ,  ne  peuvent  etre  eansidSrees, 
ee  me  senible^  que  eomme  des  inductians  propres  ä  faire  pressentir  guel^piefois  la 
virite  mais  qui  s'accordent  peu  avee  Vexaciitude  si  vantie  des  sciences  tncUhimaHques. 
On  doit  meme  ohserver  qu'elles  tendent  ä  faire  aUrtbuer  aux  formules  aJgSbriques  une 
itendue  indSfinie^  tandis  que  dans  la  riälitS  la  plupart  de  ees  formules  subsisterU 
uniquement  sous  certaines  conditions  et  pour  certaines  valeurs  des  quantit^  qu'eUes 
renferment/* 

,^a  formule  de  Taylor  ne  pewt  pUs  etre  admise  eomme  genSraU,  qy^autant 
qWelle  est  r^duite  ä  tm  nombre  fini  de  termes  et  completSe  par  un  reste.  Je  n'ignore 
pas  qu*en  faisant  d'äbord  äbstraction  de  ce  reste  riüustre  auteur  de  la  ,ß£eeanique 
analytique**  a  pris  la  formule  dont  il  s'agit  pour  hase  de  sa  theorie  des  fonctions 
denvees.  Mais  mdlgri  tout  le  respect  que  commande  wne  si  grande  aulorite,  la 
plupart  des  gSometres  s'ciccordent  maintenant  ä  reconnaitre  Vineertitude  des  r^sultats 
auxquels  on  peut  etre  conduit  par  Vempioi  des  series  divergentes.  II  y  a  plus,  U 
thiorhme  de  Tatlob  semhle  dans  certains  cos  fournir  le  devehppement  d'ttne  fonction 
en  Serie  convergente  quoique  la  somvte  de  la  sirie  diffhre  essentieilement  de  la  fonction 
proposee.^'  Das  klassische  von  Cauchy  gegebene  Beispiel  einer  solchen  Funktion 
Ut  wohlbekannt.  S.  Stolz,  Grnndzüge  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung T.  Bd.  p.  106. 

31)  CouBNOT,  TraitS  SUmentadre  des  fonctions  et  du  cdl,  inf  1841. 

32)  Hankel,  Art.  Grenze  1.  c. 

33)  Fbbycinet,  De  Vanalyse  infinitesimale.    Paris  1881,  2  6d,  p.  228. 

34)  Majksion,  Besume  du  cours  d'anälyse  infinit^male.  Paris  1887,  p.  290. 
36)  G.  ViYANTi,  II  concetto  d*  infinitesimo  e  la  sua  applicaeione  neUa  matematiea, 

Mantova  1894,  p.  97,  124. 

36)  Der  Einflufs  der  in  der  „TMorie  des  fonctions  analytiquesf'  enthaltenen 
Gesichtspunkte  und  Methoden  ist  noch  jetzt  merkbar.  Eine  Würdigung  ihrer  ge- 
schichtlichen Bedeutung  findet  man  bei  Bbill  u.  Nöther:  „Die  Entwickelung 
der  Theorie   der   algebraischen  Funktionen   in   älterer  und   neuerer 
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gangspuukt  seiner  Betrachtungen,  wurde  bekanntlich  in  einer  neuen  durch 
Cauchy's  Vorarbeiten  vorbereiteten  präziseren  Auffassung  das  Fundament  der 
modernen  Theorie  der  analytischen  Funktionen,  wie  sie  uns  in  den  Schöpfungen 
von  Weeekstrass'^  und  Märay*®)  jetzt  fertig  dasteht 

Es  ist  auch  nicht  zu  verkennen,  dals  die  Tendenz,  welche  Lagrange 
in  seiner  Schöpfung  leitete,  nämlich  die  Algebraisierung  der  höheren  Ana- 
lysis,  nicht  ohne  Einwirkung  geblieben  ist.  Dieselbe  Denkweise  hatte  auch 
in  unserer  Zeit  zwei  grofse  Vertreter:  einen  Weierstrass  und  einen 
Eronecker.  Ob  diese  algebraisierende  oder  gar  arithmetisierende  Eichtung 
wissenschaftliche  Resultate  in  völliger  Unabhängigkeit  von  jener  zweiten 
Denkweise  —  wir  nennen  sie  intuitiv  —  hervorzubringen  im  stände  sei, 
ist  eine  Frage,  die  wir  hier  nicht  erörtern  können.'^)  Es  scheint  aber  das 
Zusammenwirken  beider  Bichtungen  ein  mächtiger  Faktor  der  Förderung 
der  Wissenschaft  zu  sein.  Die  „ThSorie  des  fondions  cmdlytiques'*  hat  zu 
beiden  Eichtungen  beigetragen,  indem  sie  die  schöpferischen  Geister  je  nach 
Individualität  zur  Erweiterung  und  Vervollständigung  der  in  ihr  liegenden 
Ansätze  in  der  einen  und  in  der  anderen  Eichtung  anregte. 


Zeit**  im  III.  B.  des  „Jahresberichtes  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung** 
Berlin  1894»  p.  160—166. 

87)  „Nous  sommes  dibofrassis  (pa/r  la  conception  de  Weierstrass/*  —  sagt 
PoiNCAKä  in  seiner  neuesten  Arbeit,  L'oetMjre  maiMmatique  de  Weiebstrass'^  (Acta 
mathematica  XXII  p.  7)  ,/2es  doiites  ^  au  sücle  demier  et  dana  la  premüre  moitii 
de  ce  eiiele  assaülaient  souvent  les  penseurs  ä  propoa  des  principes  du  calcul  infifU- 
Usimal  et  ausei  de  ceux  que  pouvaü  provoquer  par  ses  hicunes  la  ihiorie  des  fonctions 
anälytiques  de  Laoranoe.  Toute  cela  n'est  plus  auQOwrd'hui  que  de  Vhistoire  an- 
cienne''  Ein  Bruchstück  dieser  ,^isi(nre  ancienntf*  haben  wir  versucht  im  gegen- 
wärtigen Artikel  zu  geben. 

88}  MibiAT,  ,^gons  nouveUes  sur  VÄnalyse  infinitesimale  et  ses  applications 
g^omitriquaif'  4  Bde.  1894—98.  Seinen  Standpunkt  erklärt  M^rat  in  der  Vorrede 
zum  I.  Bande,  insb.  p.  XIV — XVIII. 

89)  Vgl.  Klein,  The  Evanston  Golloquium.  1894.  p.  41  und  Ober  Arithmeti- 
sierung  der  Mathematik  (Kachrichten  der  kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaft 
in  Gtöttingen,  1895  S.  82 — 91).  Vgl.  auch  die  oben  citierte  Arbeit  von  Poincabi§ 
p.  16 — 18  und  Prinosheim,  „Irrationalzahlen  und  Gonvergenz  unendlicher 
Prozesse**  in  der  Encyklopädie  der  mathem.  WisseDSchafben,  I  Bd.  1®"  Heft  p.  64. 

Warschau,  im  Dezember  1898. 

S.  Dickstein. 


P.  W.  WAMENTIN 

UND  DIE  SOGEMMTE  HALLEY'SCHE  METHODE. 

Em  BEITBAG 
ZUR  GESCHICHTE  DER  MATHEMATISCHEN  STATISTIK 


VON 

O.  ENESTRÖM 

IN    STOCKHOLM. 


Abh.  iiir  Getoh.  d.  MAthem.    IX. 


In  der  Bey(Slkenmgsstatistik  sind  bekanntlich  verschiedene  Methoden 
angewendet  worden  tun  Sterblichkeitstafeln  herzustellen.  Von  theoretischem 
Gesichtspunkte  ans  ist  es  offenbar  am  einfachsten  eine  Anzahl  von  Per- 
sonen während  ihres  ganzen  Lebens  zn  beobachten  nnd  dabei  zn  notieren, 
wie  Tiele  von  ihnen  1,  2,  3,  n.  s.  w.  Jahre  erfüllen;  hierdurch  erhält  man 
nämlich  ohne  jeden  Calcnl  unmittelbar  die  gewünschte  Tafel.  Indessen 
kann  dieses  Verfahren,  das  bei  Leibrentnem  anwendbar,  wenn  anch  nicht 
immer  empfehlenswert  ist,  nnr  ansnahmweise  für  eine  ganze  Bevölkerung 
benutzt  werden,  teils  wegen  der  Ein-  und  Auswanderung,  teils  weil  die 
Sterbelisten  oft  nur  das  Alter,  aber  nicht  zugleich  das  Geburtsjahr  der 
Verstorbenen  enthalten,  so  dafs  man  nicht  im  Stande  ist,  das  Absterben 
der  besonderen  Jahresgenerationen  zu  verfolgen.  Darum  ward  man  ver- 
anlafst,  sich  nach  anderen  Methoden  umzusehen,  und  in  der  That  sind 
deren  viele  ersonnen  worden;  ein  zu  empfehlendes  Verfahren  ist  z.  B.  zuerst 
mit  Hilfe  der  Volkszählungs-  und  Sterbelisten  Sterblichkeitswahrscheinlich- 
keiten fOr  die  verschiedenen  Altersstufen  zu  bestimmen,  und  dann,  nach- 
dem man  eine  beliebige  Anfangszahl,  z.  B.  100,000  gewählt  hat,  durch 
wiederholte  Multiplikation  die  successiven  Zahlen  der  Überlebenden  zu 
berechnen.^) 

Im  achtzehnten  Jahrhundert  gab  es  aber  in  den  meisten  Ländern 
keine  Volkszählungen,  und  man  bediente  sich  darum  einer  anderen  Methode, 
die  gewöhnlich  die  HALLEY^sche  genannt  wird.  Nach  dieser  Methode  brauchte 


1)  Andere  Methoden  sind  z.  B.  die  HKBBMANH'sche  und  die  sogenannte  An- 
haltische, welche  beide  nnr  von  Sterbelisten  und  Geburtenzahlen  Gebranch  machen 
(siehe  Ehapp,  über  die  ErmitÜung  der  Sterblichkeit  aus  den  Aufzeichnungen  der 
Beio^tkerungistabistik,  Leipzig  1868,  S.  84 — 97).  Diese  Methoden,  von  denen  letztere 
besonders  auf  die  Gebnrtenverteilmig  Bücksicht  nimmt,  würden  zwar  empfehlens- 
wert sein,  wenn  die  Sterblichkeit  während  einer  längeren  Zeit  unveränderlich 
wäre;  da  aber  dies  im  Allgemeinen  nicht  zutrifft,  kann  man  ihnen  keinen 
grOfseren  Wert  beimessen;  jedenfitlls  sind  sie  nnanwendbar,  wenn  man  die  Sterb- 
lichkeit in  einem  bestimmten  Zeiträume  näher  untersuchen  will.  Der  Ansicht 
£napp*8  (a.  a.  0.  8.  97),  die  Anhaltische  Methode  sei  nicht  nur  die  strengste,  sondern 
anch  die  einsige  strenge  unter  den  bisher  bekannten  indirekten  Methoden,  kann 
ich  übrigens  nicht  beistimmen. 

6* 
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man  nur  die  Zahlen  der  Verstorbenen  eines  Zeitraums,  geordnet  nach  Alters- 
klassen, zu  kennen,  um  durch  allmähliche  Summation  dieser  Zahlen,  vom 
höchsten  Alter  ab,  die  Absterbeordnung  einer  Generation  herzuleiten. 
Wenn  also  im  beobachteten  Zeitraum  mx  Personen  im  Alter  von  x/x  -{-  1 
Jahren  gestorben  waren,  und  wenn  co/co  4*  1  clas  höchste  beobachtete  Sterbe- 
alter war,  so  folgerte  man,  dafs  aus  einer  Generation  von 

»»0  +  Wj  +  w»2  -| ^-  w«, 

Personen  die  Anzahl  derer,  die  ein  Alter  von  x  Jahren  erreichen  würden, 
gleich 

nix  +  ^»*+i  +  ^'*«+2  H h  w»« 

war,  und  um  die  Absterbeordnung  einer  Generation  yon  z.  B.  100,000  Per- 
sonen zu  erhalten,  genügte  es,  die  ursprünglichen  Zahlen  mit 

100,000 

zu  multiplizieren. 

Es  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dafs  im  allgemeinen^)  das  soeben 
geschilderte  Verfahren  nur  dann  gültig  ist,  wenn  man  von  der  Voraus- 
setzung einer  stationären  Bevölkerung  ausgeht,  und  d^s  es  also  in  den 
meisten  Fällen  ein  mehr  oder  weniger  fehlerhaftes  Resultat^)  giebt;  folg- 
lich ist  es  eigentlich  als  ein  Notmittel  zu  betrachten,  dessen  Anwendung 
beschränkt  werden  mufs  auf  Fälle,  wo  die  Verteilung  der  Bevölkerung 
nach  Altersklassen  entweder  gar  nicht,  oder  wenigstens  nicht  mit  Genauig- 
keit ermittelt  werden  kann. 

Bekanntlich  war  Schweden  das  erste  Land,  wo  die  statistischen  Er- 
hebungen nicht  nur  Geborene  und  Verstorbene,  sondern  auch  Lebende,  nach 
Altersklassen  geordnet,  umfafsten,  und  man  könnte  darum  vermuten,  dafs 
die  sogenannte  HALLEY'sche  Methode  in  diesem  Lande  zuerst  verworfen 
werden  würde,  besonders  als  die  erste  wissenschaftliche  Bearbeitung  des 
schwedischen  Bevölkerungsmaterials  in  die  Hände  des  vorzüglichen  Astronomen 
P.  W.  Wabgentin  (1717 — 1783)  fiel.  Indessen  ist  Knapp  in  seiner  Theorie 
des  Bevölkenmgswechsels  zu  dem  Resultate  gelangt,  dafs  Wabgentin  in 
seinen  bevölkerungsstatistischen  Arbeiten  nicht  nur  diese  Methode  ohne  Vor- 
behalt benutzte,  sondern  auch  dieselbe  zuerst  als  von  Halley  herrührend 
bezeichnete,  und  dadurch  zu  einem  literarhistorischen  Lrrtum  Anlafs  gab; 
nach  Knapp's  Untersuchung  hat  nämlich  EUlley  selbst  die  Methode  nicht 
benutzt.     Zugleich  hat  sich  Ej^app  über  Wargentin  als  theoretischen  Be* 


2)  In  seiner  soeben  citierten  Arbeit  hat  Ehapp  (S.  83 — 84}  die  Bedingungen, 
unter  welchen  die  sogenannte  EL^LET'sche  Methode  gültig  ist,  untersucht. 

8)  Vgl.  Knapp,  Theorie  des  Bevölkerungswechsels  (Brannschweig  1874),  S.  66 — 66. 
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YÖlkemngsstatistiker  sehr  ungünstig  ausgesprochen.  Zwar  beruft  er  sich 
dabei  nur  auf  die  erste  Abhandlung,  in  der  Wargentin  die  Ermittelung 
der  Sterblichkeit  behandelt  hat,  und  da  es  schon  von  einigen  Verfassern^) 
bemerkt  worden  ist,  dafs  dieser  in  seiner  späteren  Abhandlung  über  den- 
selben Gegenstand  sich  einer  ganz  anderen  Methode  als  der  sogenannten 
HALLEY^schen  bediente,  so  könnte  es  scheinen,  als  ob  es  unnötig  wftre,  auf 
Knapp's  wesentlichste  Bemerkung  gegen  Wargentin  Bücksicht  zu  nehmen. 
Da  aber  diese  Bemerkung  von  anderen  Verfassern  wiederholt  worden  ist,^) 
und  da  es  jedenfalls  von  Interesse  sein  kann,  zu  entscheiden,  in  wieweit 
Knapp's  harte  Bearteilung  der  WARGENTiN^schen  bevölkerungsstatistischen  Ar- 
beiten berechtigt  ist,  so  werde  ich  mir  erlauben,  an  dieser  Stelle  n&her  auf  sie 
einzugehen.  Besonders  beabsichtige  ich  die  zwei  folgenden  Fragen  zu  be- 
antworten: 

1)  Hat  Wargentin  ohne  Vorbehalt  die  sogenannte  HALLEY'sche  Me- 
thode benutzt,  um  die  Absterbeordnung  einer  ganzen  Beyölkemng  zu  er- 
mitteln? 

2)  Hat  Wargentin  diese  Methode  als  von  Halley  herrührend  be- 
zeichnet? 

I. 

Schon  in  einer  1754  veröffentlichten  bevölkerungsstatistischen  Abhand- 
lung^) hatte  Wargentin  Gelegenheit  im  Vorübergehen  die  Frage  nach  der 
Ermittelung  der  Sterblichkeitsverhältnisse  einer  ganzen  Bevölkerung  zu  be- 
rühren. Es  handelte  sich  aber  dort  nicht  um  die  Bestimmung  der  Absterbe- 
ordnung, d.  h.  wie  eine  gegebene  Anzahl  von  Altersgenossen  sich  im  Laufe 
ihres  Alters  vermindern,  sondern  um  die  Sterblichkeitsziffer,  d.  h.  das  Verhältnis 


4)  Siehe  z.  B.  Nicandbr,  TabeU-värkets  tälstand  ifircm  1772  UU  95.  VII:  Om 
de  lefvandes  förJtallande  tili  hvarandra  och  tili  de  döda,  i  cdla  aidrar,  samt  den 
sarvnolika  för  dem  äterstäende  lifstiden.  [Svenska]  vetenskapsakademiene 
nya  handlingar  22,  1801,  S.  57—68.  —  Jansb,  Over  de  constructie  en  afronding 
van  sterftetafels  (Amsterdam  1886),  S.  10 — 14.  —  Westebgaabd,  StatisHkens  Theori 
%  Grundrids  (Kjöbenhavn  1890),  S.  284. 

6)  Siehe  z.  B.  die  Yon  Lifpbet  verfafste  Notiz  über  Wargentin  im  Hand- 
wörterhueh  der  Staatstoissenschaften,  herausgegeben  von  J.  Conbad,  W.  Lezis,  L.  Elstbb, 
£.  LoENiNO,  B.  VI  (Jena  1894),  S.  603—604. 

6)  Wabobntin,  Anmärkningar  om  nyttan  af  ärliga  förtekningar  pa  födda 
och  dödatetland;  Svenska  vetenskapsacademiens  handlingar  15,1764, 
S.  161—172,  241—264.  —  Anmerkungen  vom  Nutzen  der  jährlichen  Verzeichnisse 
der  Gebohmen  und  Verstorbenen  in  einem  Lande;  Der  schwedischen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  Abhandlangen,  übersetzt  von  A.  G.  Ejlstneb 
16,  1764  (Leipzig  1756),  S.  163—174,  246—266. 
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zwischen  der  Anzahl  der  jährlichen  Sterbefälle  und  der  Anzahl  der  Leben- 
den. Wargentin  bemerkte  nämlich,  dafs  in  einem  nnd  demselben  Lande 
dies  Yeiliältnis  jedes  Jahr  nahezu  dasselbe  ist,  nnd  dafs  es  selbstverständlich 
unmittelbar  berechnet  werden  könne,  wenn  sowohl  die  Anzahl  der  Sterbefälle 
als  die  Anzahl  der  Lebenden  bekannt  wären,  dafs  aber  das  Verhältnis  auch 
auf  einem  anderen,  von  Hallet  angewiesenen  Weg  allein  aus  den  Zahlen 
der  Verstorbenen  eines  Zeitraums,  geordnet  nach  Altersklassen,  zu  bestimmen 
sei.  Halley  hätte  nämlich  ein  Verfahren  angegeben,  um  die  Anzahl  der 
Lebenden  aus    den  soeben  erwähnten  Zahlen  zu  berechnen.^) 

Im  folgenden  Jahre  ^)  entwickelte  Waroektin  dies  Verfahren  und  wen- 
dete es  auf  schwedisches  Bevölkerungsmaterial  an;  aus  den  Sterbelisten 
erhielt  er  unmittelbar  die  Zahlen  der  im  Jahre  1749  in  Schweden  Ver- 
storbenen, geordnet  nach  Altersklassen,  und  durch  gewöhnliche  Proportions- 
rechnung leitete  er  dann  eine  Tafel  her,  welche  zeigte,  wie  1000  Verstorbene 
sich  auf  die  verschiedenen  Altersklassen  verteilten.  Aus  dieser  Tafel  be- 
rechnete er  femer  durch  successive  Additionen  eine  andere,  welche  sich  auf 
eine  Anzahl  von  1000  Geborenen  bezog  und  die  Anzahl  der  Lebenden  in 
verschiedenen  Altersstufen  angab.  Aus  der  Überschrift  der  ersten  Tafel  ^) 
geht  nicht  deutlich  hervor,  ob  diese  Tafel  die  in  einem  Zeitraum  oder  die 


7)  WABOEirriN,  Änmärkningar  am  nytta/n  af  arliga  förtekningar  pa  födda  ocfi 
döda  i  et  land;  a.  a.  0.  15,  1764,  S.  246.  —  Awmerhwngen  vom  Nutzen  der  jähr- 
lichen Verzeichnisse  der  Gebohmen  und  Verstorbenen  in  einem  Lande;  a.  a.  0.  16, 
1754,  S.  249 — 260:  „Die  Zahl  derer,  die  jährlich  in  einem  Lande  sterben,  ist  ein 
bestimmter  Theil  der  Anzahl  aller  Lebenden,  der  also  durch  Verseiohnisse  der  Ver- 
storbenen kann  berechnet  werden,  wenn  man  nur  zuvor  weifs,  was  ftlr  ein  grofser 

Theil  die  erste  Zahl  von  der  letztem  ist,  welche  Verhältniss auf  zwejerley 

Art  kann  entdecket  werden.  Die  eine  ist  ihrem  Grunde  nach  einfacher,  aber  in 
der  Bewerkstelligong  schwerer,  nnd  bestehet  darinnen,  dafs  man  Verzeichnisse 
nicht  nur   aller  jährlich  Gebohmen,  Verheiratheten  nnd  Verstorbenen,  sondern 

auch  aller  Lebenden  einfordert. Aber  Hallet  hat  (Phil.  Trans.  196  N.) 

einen  sinnreichen  Weg  zu  Erhaltung  eben  der  Absicht  gewiesen,  nämlich  blofs 
ans  den  Verzeichnissen  der  Verstorbenen,  wenn  sie  jedes  Alter  hejm  Tode  an- 
geben, die  Menge  der  noch  Lebenden  zu  berechnen.  Diese  letztere  Art  will  ich 
ein  anderesmal  erklären.*' 

8)  WABeEHTnr,  Änmärkningar  om  nyttan  af  arliga  förtekningar  pa  födda 
och  döda  i  et  land;  Svenska  vetenskapsacademiens  handlingar  16,  1756, 
S.  1-15,  81—96,  161—170,  241—258.  —  Anmeirkwngen  vom  Nutsm  der  jährliehen 
Verzeichnisse  Gebohmer  tmd  Verstorbener  in  einem  Lande;  Der  schwedischen 
Akademie  der  Wissenschaften  Abhandlungen,  übersetzt  von  A.  6. 
Kästner  17,  1755  (Leipzig  1757),  S.  8—16,  81—94,  169—167,  239—250. 

9)  Wabgbntiw,  Änmärkningar  etc.;  a.a.  0.  16, 1765,  S.  88.  —  Anmerkungen  etc.; 
a.  a.  0.  17,  1755,  S.  87:  „Erste  Tafel,  welche  zeiget,  wie  viel  Menschen  in  jedem 
Alter  sterben,  wenn  aus  allen  Altem  zusammen  1000  sterben." 
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im  Laufe  des  Absterbens  einer  Oeueration  stattfindenden  SterbeftUe  betreffen 
sollte,  aber  aus  einer  Stelle/^)  welche  der  Tafel  vorangeht,  kann  man 
schliefsen,  dafs  es  sich  für  Wabgbntin  zunächst  nur  um  Sterbefftlle  in  einem 
Zeitraum  handelte.  Auf  der  anderen  Seite  erhellt  aus  der  Erklärung 
zur  zweiten  Tafel,  ^^)  dafs  diese  sich  auf  eine  Generation  beziehen  mufs. 
Wargeniik  leitete  also  wirklich  aus  den  Zahlen  der  in  einem  Zeitraum 
Verstorbenen  die  Zahlen  der  Lebenden  in  der  Sterblichkeitstafel  her,  und 
dies  ist  ja  nur  für  eine  stationäre  Bevölkerung  zulässig.  Er  berechnete 
auch  aus  der  zweiten  Tafel  Sterblichkeitsprozente  (eigentlich  reciproke 
Werte  der  Sterblichkeitsprozente)  für  verschiedene  Altersklassen/')  was 
noch  deutlicher  zeigt,  dafs  er  wirklich  eine  Generation  und  nicht  gleich- 
zeitig Lebende  in  Betracht  nahm.  Knapp's  erste  Anmerkung  scheint  also 
wirklich  zuzutreffen,  aber  man  darf  nicht  ohne  Weiteres  daraus  schliefsen, 
dals  Wasgentin  die  Bedingtheit  des  angewendeten  Verfahrens  nicht  kannte. 
Die  schwedischen  Volkszählungslisten,  welche  Wabgentin  1755  zur  Ver- 
fftgxmg  hatte,  waren  nämlich  unzuverlässig,^')  und  wenn  man  unter  solchen 


10)  Wabgentin,  Anmärkningar  etc. ;  a.  a.  0. 16, 1765,  S.  87.  —  Änmerhimgen  etc. ; 
a.  a.  0.  17,  1765,  S.  86:  „Die  erste  Tafel  zeiget,  wenn  tausend  Menschen  an  ge- 
wöhnlichen Krankheiten  an  einem  Orte  sterben,  wie  viel  dieser  Todten  jedem  Alter 
zugehören.*' 

11)  Wabobntin,  Anmärhmngar  etc. ;  a.  a.  0. 16^  1765,  S.  90.  —  Anmerkungen  etc. ; 
a.  a.  0.  17,  1755,  S.  89:  „Die  zweite  Tafel  zeiget,  wie  viel  Menschen  von  1000, 
die  auf  die  Welt  kommen,  [ohngefähr]  ein  gewisses  Alter  erreichen,  wenn  so  viel 
in  eben  der  Zeit  und  in  der  Ordnung  sterben,  wie  die  Reihen  der  ersten  Tafel 
unter  eben  den  Ziffern  angeben/*  —  Das  eingeklammerte  Wort  findet  sich  nicht 
im  schwedischen  Original,  sondern  ist  vom  Übersetzer  hinzugefügt  worden. 

12)  Waboeüttin,  Anmärkning<xr  etc.;  a.  a.  0.  16,  1755,  S.  91—92.  —  An- 
merkungen etc.;  a.  a.  0.  17,  1755,  S.  90:  „Auch  können  wir  aus  der  anderen  Tafel 
finden,  wie  die  Lebenskraft  des  Menschen  von  der  Geburt  an  einige  Jahre  schnell 
zuninunt.** 

13)  Siehe  Waboentik,  Anmärkningar  etc.;  a.  a.  0.  16,  1755,  S.  166.  —  An- 
merkungen etc.;  a.  a.  0.  17,  1755,  S.  164:  „Ich  habe  sehr  viel  Ursache,  die  Nach- 
richten   als  unrichtig  in  Verdacht  zu  haben,  da  vermuthlich  eine  Menge 

Leute  mögen  nnbedachtsamlich  seyn  flbersehen  worden.**  —  Vgl.  Waboentin,  Mor- 
taUteten  i  Svertge,  i  anledning  af  tahell-^erket ;  [Svenska]  vetenskapsacade- 
miens  handlingar  27,  1766,  S.  2—3.  —  Von  der  Sterhlichkeit  in  Schweden, 
nach  dem  TäbeUenwerke;  Der  schwedischen  Akademie  der  Wissenschaften 
Abhandlungen,  übersetzt  von  A.  G.  Kästner  28,  1766  (Leipzig  1768), 
S.  4:  „Ausserdem  hatte  ich  auch  Ursache  zu  zweifeln,  ob  diese  einj&hrigen  Ta- 
bellen in  allen  Stücken  richtig  wären;  denn  sie  enthielten  das  Jahr  1749,  da  das 
Tabellenwerk  zuerst  eingerichtet  ward.  Vermuthlich  konnten  auch  anfangs  viel 
Fehler  eingeschlichen  seyn,  da  die  Hoch  würdige  Geistlichkeit  an  eine  so  neue, 
mühsame  und  schwere  Verrichtung  noch  nicht  gewöhnt  war". 
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Umständen  die  Absterbeordnung  za  bestimmen  wünscht,  muls  man  jeden- 
falls mit  einem  approximativen  Resultate  —  und  ein  solches  giebt  ja  die 
sogenannte  BALLEY'sche  Methode  —  sich  begnügen.  Um  den  theoretischen 
Standpunkt  Wargentin's  beurteilen  zu  können,  ist  es  also  nötig,  andere 
Belegstellen  aufzusuchen,  und  eine  solche,  welche  die  hier  yorliegende  Frage 
betrifft,  giebt  es  in  der  schon  citierten  Abhandlung  vom  Jahre  1755. 
Wargbktin  hob  hier  hervor,  dalÜB  die  HALLEY'sche  Methode  fOr  Schweden 
kein  richtiges  Resultat  geben  konnte,  weil  in  diesem  Lande  die  Zahl  der 
jährlich  Geborenen  der  Zahl  der  jfthrüch  Verstorbenen  nicht  gleich  war.  ^^) 
Femer  bewies  er  ausführlich,  dafs  in  einem  Lande,  wo  die  Zahl  der  Ge- 
borenen gröDser  ist,  als  die  Zahl  der  Verstorbenen,  die  älteren  Altersklassen 
verhältnismäfsig  geringzähliger  sind  als  die  Absterbeordnung  verlangt^  und  um- 
gekehrt.^^) Aber  auch  hier  mufs  man  sich  hüten  in  WABaEMnN's  Worte 
zuviel  hineinzulegen;  in  der  That  versteht  er  hier  wie  immer  unter  ,)HAiiLBT'8che 
Methode^'  nur  die  Berechnung  der  ganzen  Anzahl  der  Lebenden  in  einem 
Lande  mit  Benutzung  von  Sterbelisten  nach  dem  Alter,  aber  nUhl  die  Er- 
mittelung der  Absterbeordnung  aus  diesen  Sterbelisten.  Man  sieht  aber 
leicht  ein,  daJOs  die  Sterblichkeitstafel  sehr  wohl  richtig  sein  könnte,  und 
dennoch,  wegen  des  Anwachsens  der  Bevölkerung,  ihre  Summe  gröfser  als 
die  Zahl  der  Lebenden  ausfallen  kann.  Die  einzigen  Worte  der  citierten 
Stelle,  welche  sich  auf  unsere  Frage  beziehen,  sind  diese:  „Ich  habe  gewiesen, 
wie  viel  Menschen  von  1000  ein  gewisses  Alter  erreichen;  tcöb^  man  anr 

U)  Wabqsntin,  Änmärkningar  etc.;  a.  a.  0.  16,  1765,  S.  161 — 162.  —  ^h- 
tnerkwngen  etc.;  a.  a.  0.  17,  1765,  S.  159—160:  „Im  nftchstvorhergehenden  StCicke 

dieser  Anmerknngen  habe  ich gewiesen,  wie  viel  Menschen  von  1000,  die 

in  einem  Jahre  in  einem  gewissen  Lande  zur  Welt  kommen,  ein  gewisses  Alter 
erreichen;    wobey   man  annimmt,    dass   in   diesem   Lande    auch   jährlich   1000 

sterben. Wollte  man  hieraus  Berechnungen  für  jedes  Jahr  von  1  bis  90 

machen,  und  alle  gefundene  Zahlen  in  eine  Summe  zusammen  rechnen,  so  würde 
solche  die  Menge  aller  zu  einer  Zeit  lebenden  Menschen  vorstellen,  wenn  in 
jedem  der  vorhergehenden  90  Jahre  ohngef&hr  1000  sowohl  gebobren  werden,  als 
sterben.  So  berechnete  Hallst  die  Menge  der  Einwohner  in  Breslau,  welches 
auch  nach  den  angenommenen  Gnmds&tzen  völlig  richtig  ist.  Wenn  aber  ent- 
weder mehr  gebohren  werden,  als  sterben,  oder  das  Gregentheil  geschieht, 

80  kann  Balletts  Methode  mit  der  Wahrheit  nicht  vollkommen  überein  stimmen; 
denn  im  ersten  Falle  muss  die  Anzahl  von  Menschen  kleiner  und  im  letzten 
grösser  seyn,  als  die  Berechnungsart  ergiebt.  Indessen  ist  es  nütslich,  diese 
Berecbnong  als  ein  Mittel  und  als  eine  sichere  Anleitung  anzunehmen;  aus  Ver- 
zeichnissen der  Crebohmen,  Verstorbenen  und  Lebenden  auf  einige  Jahre  zu 
erforschen,  ob  sich  die  Menge  des  Volkes  in  den  vorhergehenden  90  Jahren  ver- 
mehret oder  vermindert  hat,  und  wie  viel  solches  geschehen  ist.** 

16)  Wabosmtin,  Anmärkningar  etc.;  a.  a.  0.  16,  1765,  S.  165 — 166.  —  An- 
merkungen etc.;  a.  a.  0.  17,  1755,  S.  163—164. 
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nimmt,  dafs  aucli  jährlich  1000  sterben",  und  diese  Worte  würden  ent- 
scheidend sein,  wenn  man  nicht  wüTste,  daüis  gerade  in  dem  Falle,  anf  den 
Wabgentin  hier  ansdrftcklich  verweist,  die  Annahme  nicht  zutraf;  jetzt  aber 
kann  ich  auf  die  kursiv  gedruckten  Worte  kein  eigentliches  (Gewicht  legen. 
Die  citierte  Stelle  giebt  also  meiner  Ansicht  nach  keinen  direkten  AufschluTs 
über  die  Frage,  welche  uns  hier  interessiert,  und  auf  indirektem  Wege 
kann  man  auch  nicht  zu  irgend  einem  sicheren  Schlufs  gelangen.  Zwar 
könnte  man  bemerken,  dafs  Wargentin,  der  ja  dargethan  hatte,  daüis  in 
einem  Lande  mit  nicht  stationärer  Bevölkerung  die  Altersverteilung  der  in 
einem  Zeitpunkte  Lebenden  von  der  der  Überlebenden  in  der  Sterblichkeits- 
tafel verschieden  ist,  auch  wissen  muTste,  da&  zwischen  der  Altersverteilung 
der  in  einem  Zeiträume  Verstorbenen  und  der  der  Verstorbenen  in  der 
Sterblichkeitstafel  ein  entsprechender  Unterschied  stattfindet;  aber  man 
könnte  ebenso  gut  behaupten,  Wabgentin  habe  dieser  Frage  keine  be- 
sondere Aufmerksamkeit  gewidmet.  Der  Zweck  seiner  Abhandlung  war  ja 
nur  die  Nützlichkeit  jährlicher  Verzeichnisse  von  Geborenen  und  Verstor- 
benen zu  beweisen,  und  die  Absterbeordnung  brauchte  er  eigentlich  nur, 
um  auszufinden,  ob  die  Bevölkerung  Schwedens  im  Wachsen  oder  Abnehmen 
war.  Für  die  Bichtigkeit  dieser  Ansicht  spricht  auch  die  ziemlich  unbe- 
stimmte Ausdrucksweise,  deren  Wabgentin  sich  bediente,  als  er  seine  Sterb- 
lichkeitstafel berechnet  hatte  und  dann  zur  Frage  über  die  Zahl  der  Leben- 
den überging.  ^^ 

Die  bisherige  Untersuchung  hat  also  ein  wesentlich  negatives 
Resultat  ergeben.  Auf  der  einen  Seite  hat  Wabgentin  thatsächlich  die 
sogenannte  HALLEv'sche  Methode  benutzt,  um  die  Absterbeordnung  zu 
bestimmen  y  ohne  bei  Anwendung  dieser  Absterbeordnung  ausdrücklich 
hervorzuheben,  dafs  die  Methode  in  den  meisten  Fällen  ungenau  ist;  auf 
der  anderen  Seite  aber  gab  es  in  Schweden  noch  keine  zuverlässigen 
Erhebungen  über  die  Altersverteilung  der  Bevölkerung,  und  da  Wabgentin 
nötig  hatte,  eine  wenigstens  annähernd  gültige  Absterbeordnung  zu  ermitteln, 
mufste  er  irgend  ein  Verfahren  wählen,  das  ausschliefslich  oder  vorzugs- 
weise auf  Sterbelisten  gegründet  werden  konnte. 

Ein  ganz  anderes  Aussehen  bekommt  die  Frage  über  Wabgentin's 
Standpunkt  hinsichtlich  der  sogenannten  HALLEV^schen  Methode,  wenn  wir 
seine  im  Jahre  1766  veröffentlichte  Abhandlung  über  die  Sterblichkeit  in 


16)  Waüoentih,  Ami^Ttmngivr  etc.;  a.  a.  0.  16,  1766,  S.  164.  —  An- 
merJmngen  etc.;  a.  a.  0.  17,  1766,  S.  162:  „Aus  der  ersten  Reihe  sehen  wir  hier, 
dafs,  wenn  die  Menge  in  einer  Zeit  von  neunsig  Jahren  weder  merklich  vermehret 
noch  vermindert  wird,  gegen  1000  jährlich  anf  die  Welt  kommende  Kinder, 
319  bis  33000  Menschen  leben  müssen." 
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Schweden ^^)  in  Betracht  nehmen;  auffallender  Weise  hat  Knapp  diese  Ab- 
handlung gar  nicht  erwähnt.  Hier  finden  wir  nämlich  eine  vollständig 
durchgeführte  Anwendung  nicht  nur  der  Sterbelisten,  sondern  auch  der 
VolkszählungsHsten  um  die  Sterblichkeitsprozente  für  verschiedene  (in  der 
Regel  f&nQ  ährige)  Altersklassen  zu  ermitteln.  WARaENTiN  bemerkt  aus- 
drücklich, der  kürzeste  Weg,  um  die  Absterbeordnung  zu  finden,  sei  die 
Zahlen  der  Verstorbenen  und  der  Lebenden  zu  vergleichen,^  während  er 
die  sogenannte  HALLEv'sche  Methode  weder  benutzt,  noch  erwähnt.  Für 
die  Berechnung  der  Sterblichkeitsprozente  waren  ihm  jährliche  Sterbelisten 
für  1765—1763  und  Volkszählungslisten  für  die  drei  Jahre  1757,  1760, 
1763  zugänglich,  und  dies  Material  wendete  er  so  an,  dafs  er  für  jede 
Altersklasse  die  Mittelzahlen  der  in  den  Jahren  1755 — 1757,  1758 — 1760, 
1761 — 1763  Verstorbenen  beziehungsweise  mit  den  Zahlen  der  Lebenden 
in  den  Jahren  1757,  1760,  1763  verglich;  auf  diese  Weise  erhielt  er 
verschiedene  Reihen  von  Sterblichkeitsprozenten.  Zwar  könnte  man  ein- 
wenden, dafs,  da  die  Bevölkerung  Schwedens  im  Anwachsen  war,  diese 
Sterblichkeitsprozente  zu  klein  sein  mufsten,  aber  Waroentin  machte  darauf 
aufmerksam,  dafs  die  Volkszählungen  wahrscheinlich  nicht  die  ganze  Be- 
völkerung umfafst  hatten,  also  die  Zahlen  der  Lebenden  zu  klein  waren,  ^^ 
und  vielleicht  war  eben  dieser  Umstand  für  Wabgentin's  Verfahren  be- 
stimmend. Man  hätte  erwarten  können,  dafs  Wargentin  auch  hier  eine 
gewöhnliche  Sterblichkeitstafel  hergeleitet  hätte,  aber  daran  scheint  er  nicht 
gedacht  zu  haben;  hieraus  zu  schliefsen,  dafs  er  die  Absterbeordnung  nicht 
aus  der  Tafel  der  Sterblichkeitsprozente  berechnen  konnte,  hiefse  aber  ihm 
zu  wenig  Scharfsinn  zuzutrauen.  Übrigens  hat  Waroentin  auch  später 
ähnliche  Berechnungen  mit  Hilfe  von  schwedischem  statistischen  Material 
aus  den  Jahren  1765 — 1776  ausgeführt;  ein  Auszug  daraus  ist  von 
B.  Pricb  in  der  4.  Auflage  (1783)  seiner  Observations  an  reversionary 
payments  veröffentlicht  worden.^) 


17)  Siehe  Anmerkung  13). 

18)  Wabgbntih,  MortaliteUn  i  Sverige  etc.;  a.  a.  0.  S.  3.  —  Die  SUrblickkeü 
in  Schweden  etc.;  a.  a.  0.  S.  6:  ,,Da8  leichteste  Mittel,  die  Ordnung  der  Sterblich- 
keit zu  finden,  besteht  dariDnen,  dass  man  die  Menge  der  Verstorbenen  und  der 
Lebenden  in  einem  Jahre  mit  einander  vergleicht." 

19)  WABaENTiN,  Mortaltteten  i  Sverige  etc.;  a.  a.  0.  S.  13.  —  Die  SterbUehkeit 
in  Schweden  etc.;  a.  a.  0.  S.  14:    „Aus  vielen  Ursachen  scheint  es  leichter ,  dass 

einige  Lebende  bey  der  Rechnung  sind  ausgelassen  worden; dieser  wegen 

ist  mir  sehr  wahrscheinlich,  dass  die  Menge  des  Volks in  diesen  Tabellen 

eher  zu  gering  als  zu  gross  angegeben  ist.*^ 

20)  Siehe  z.  B.  Nicandeb,  a.  a.  0.  S.  58 
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In  seiner  1693  gedmckten  Abhandlnng  über  die  Sch&tzung  der  Grade  der 
Sterblichkeit^^)  hat  Halley  die  Bevölkerungszahl  der  Stadt  Breslau  so 
bestimmt,  dafs  er  zuerst  eine  Tafel  der  Lebenden  in  jeder  einjährigen  Alters- 
stufe aufstellte  und  dann  die  sftmtlichen  Zahlen  der  Tafel  summierte,  um 
die  Tafel  selbst  zu  berechnen,  bekam  er  aus  Breslau  Aufzeichnungen,  teils 
über  die  in  den  f&nf  Kalenderjahren  1687 — 1691  Verstorbenen,  nach  Alters- 
klassen geordnet,  teils  über  die  in  denselben  f&nf  Jahren  geborenen  Kinder. 
Nach  diesen  Aufzeichnungen  waren  in  einem  mittleren  Kalenderjahre 
1174  Menschen  verstorben  und  1238  Kinder  geboren,  also  fast  ebenso  viele 
verstorben  als  geboren;  unter  den  Verstorbenen  befanden  sich  348  im  ersten 
Altersjahre  und  198  im  Alter  von  1  bis  6  Jahren.  Für  die  folgenden 
Altersstufen  teilte  Halley  eine  besondere  Tafel  mit,  welche  jedoch  an  zwei 
Stellen  Lücken  hatte.  ^^  Ohne  näher  anzugeben,  wie  er  das  ihm  vorliegende 
Material  benutzt  hatte,  stellte  er  die  zuerst  erwähnte  Tafel  auf;  die  zwei 
ersten  Zahlen  dieser  Tafel  sind  1000  und  855.  Da  1000  die  erste  Zahl 
ist,  könnte  man  glauben,  Halley  habe  diese  willkürlich  gewählt,  aber  da 
die  Summe  aller  Zahlen  in  der  Tafel  als  Zahl  der  in  Breslau  lebenden 
Bevölkerung  gelten  sollte,  muTs  man  eine  andere  Erklärung  der  Zahl  1000 
suchen,  und  Knapp  hat  bemerkt,'')  dafs  1000  das  Mittel  zwischen  1174  und 
1174—348  =»  826  ist,  das  heifst,  das  Mittel  zwischen  der  Anzahl  der  Neu- 
geborenen und  der  Anzahl  derer,  welche  das  Ende  des  1.  Altersjahres  er- 
reichen^  vorausgesetzt  dals  in  jedem  Jahre  die  Neugeborenen  genau  ebenso 
viel  wären  wie  die  Verstorbenen;  mit  Bezugnahme  hierauf  könnte  also  1000 
ungef&hr  die  Zahl  der  Lebenden  im  1.  Altersjahre  repräsentieren.  Nun  ist 
aber  Halley  ausdrücklich  von  der  Annahme  ausgegangen,  dafs  in  Breslau 
jährlich    1238    Kinder   geboren   wurden,   und    es   mufs    also    eine   bessere 


21)  Hallet,  An  estimate  of  the  degrees  of  the  morialüy  of  maiMnd  drawn 
from  ctmous  tctbles  of  the  hirths  and  ftmerals  at  the  cUy  of  Breslaw,  —  Sotne 
fwrther  consideroHons  on  ihe  Breslaw  hilk  of  mortality;  Philosophical  Trans- 
actions  17,  1698,  596—610,  664—666. 

22)  Diese  Lücken  sind  wahrscheinlich  durch  den  Druck  entstanden.  Das 
von  Hallet  angewendete  Material  ist  trotz  wiederholter  Nachforschungen  in  ver- 
schiedenen Archiven  und  Bibliotheken  noph  nicht  aufgefunden  worden,  aber  eine 
Rekonstruktion  desselben,  mit  Benutzung  der  Tauf-  und  Todtenbücher  Breslaues, 
ist  von  J.  GrItzbb  ausgeführt  worden  und  auf  den  Seiten  64 — 60  der  Monographie : 
Edmund  HdUey  und  Gaspoßr  Newnumn.  Em  Beitrag  zwr  Geschichte  der  Be- 
vaUcerungs-Statistik  (Breslau  1883)  veröffentlicht.  Die  GRÄTZBR^schen  Zahlen  stimmen 
sehr  gut,  wenn  auch  nicht  immer  genau,  mit  den  HALLET^scheu. 

23)  Knafp^  Theorie  des  Bevölkerungswechsels,  S.  129. 
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Erklämng  der  Zahl  1000  gesacht  werden.  Zu  diesem  Zwecke  ist  von 
anderen  Verfassern^)  darauf  hingewiesen  worden,  daTs,  wenn  1238  Kinder 
jährlich  geboren  werden  und  348  von  diesen  im  1.  Aliersjahre  sterben, 
wegen  der  schnellen  Abnahme  der  Sterblichkeit,  die  Anzahl  der  gleich- 
zeitig Lebenden  in  dieser  Altersstufe  nicht  etwa  ^=  1064, 

sondern  fast  genau  1000  sein  wird.  Die  übrigen  Zahlen  in  der  HAi.LET'schen 
Sterblichkeitstafel  können  dagegen  nicht  unmittelbar  aus  dem  gegebenen 
Material  hergeleitet  werden,  und  man  muls  darum  annehmen,  Hai^ley 
habe  die  ursprünglichen  Zahlen  auf  irgend  eine  Weise  korrigiert  oder  aus- 
geglichen.*^) 

Ist  es  also  wahr,  dafs  Hallet  seine  Sterblichkeitstafel  fast  aus- 
schliefslich  auf  Aufzeichnungen  über  die  Altersyerteilung  der  in  einem  Zeit- 
raum Verstorbenen  gründete,  so  steht  es  dennoch  fest,  dafs  er  gar  nicht 
die  später  sogenannte  HALLEY^sche  Methode  als  aUgemein  gültig  angegeben 
hat,  und  er  hat  sie  auch  nicht  in  ihrer  typischen  Form  benutzt  E[napp 
hat  also  Becht,  als  er  bemerkt,  dafs  diese  Methode  sich  bei  Hallet  nur 
spurenweise  findet,^  und  wenn  es  bewiesen  werden  kann,  dafs  WARGEirriN 
sie  diesem  letzteren  zugeschrieben  hat,  liegt  hierin  ohne  Zweifel  ein  literar- 
historischer Irrtum. 

Nehmen  wir  jetzt  die  schon  citierten  Abhandlungen  Wargentin's  Yon 
den  Jahren  1754  und  1755  in  Betracht,  so  finden  wir  zwar,  daüs  dort  Yon 
der  HALLEY^schen  Methode   oder  Berechnungsart*'')  gesprochen  wird,   aber, 


24)  Siehe  LmDBLöF,  Nägra  betrakUUer  öfter  de  sUUisHska  beräktUngama 
rörcmde  lifslängden,  Pramoti&mprogram  THelsingfors  1873),  S.  18 — 19.  —  Gkatzkr, 
a.  a.  0.  S.  80.  —  Webtergaard,  a.  a.  0.  S.  280. 

25)  GxATiSEB  hat  a.  a.  0.  S.  78 — 80  zu  beweisen  Yeraucht,  dafs  Hallst  daa 
ihm  vorgelegte  Material  vollBiAndig  korrekt  nach  den  Prinzipien  der  graphischen 
Ausgleichung  von  Beobachtongen  behandelte,  aber  der  Beweis  dieser  Behauptung 
scheint  mir  ein  wenig  zu  kfihn. 

26)  Ehafp,  Theorie  des  Bevölkerungswechsels,  S.  130. 

27)  Waboentin,  Anmärkningar  etc.;  a.  a.  0.  16,  1754,  S.  169,  246;  16,  1755, 
S.  162,  165.  —  Anmerkungen  etc.;  a.a.O.  16,  1754,  S.  170  (siehe  unten  Anm. 28), 
250  (siehe  Anm.  7);  17,  1755,  S.  160  (siehe  Anm.  14),  168  („Hallby'b  Art,  die 
Menge  der  Leute  in  einem  Lande  zu  berechnen").  —  Nur  an  einer  Stelle  braucht 
Wabgentui  den  Ausdruck:  „HALLET'sche  Berechnung*',  ohne  dafs  es  aus  dem  Zu- 
sammenhange deutlich  hervorgeht,  dafs  er  von  der  Berechnung  der  gansen  Zahl 
der  Lebenden  sprechen  will;  siehe  Anmärkningar  etc.;  a.  a.  0.  16,  1756,  S.  163.  — 
Anmerkungen  etc.;  a.  a.  0.  17,  1755,  S.  160:  „Ich  habe  daher  geglaubet,  recht  zu 

thun,  wenn  ich den  Ausschlag mit  demjenigen  vergliche,  was 

nach  der  HALLBTischen  Berechnung  heraus  kömmt."  —  Über  den  Ausdruck:  „Hallbt's 
Voraussetzung"  siehe  unten  Anm.  33. 
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wie  wir  schon  früher  im  Vorübergehen  bemerkt  haben,  bezieht  sich  dieser 
Ansdrack  nicht  darauf,  auf  irgend  eine  Weise  die  Absterbeordnong  ans 
den  Sterbelisten  zu  bestimmen,  sondern  nur  auf  die  Berechnung  der  ganzen 
Anzahl  der  Lebenden  aus  diesen  Listen.  Nun  kOnnte  es  zwar  scheinen, 
als  ob  der  unterschied  in  der  That  ohne  Belang  w&re,  da  man,  um  die 
ganze  Anzahl  der  Lebenden  zu  erhalten,  zuerst  die  Zahlen  der  Lebenden  in 
verschiedenen  Altersstufen,  d.  h.  gerade  die  Absterbeordnung,  berechnen 
muis,  und  es  ist  ja  nicht  unwahrscheinlich,  dafs  Wargentin,  wenn  er  der 
sogenannten  HALLET'schen  Methode  einen  Namen  h&tte  geben  wollen,  sie 
gerade  so  genannt  hätte,  aber  dies  ist  wohl  etwas  ganz  anders,  als  die 
Benennung  wirklich  benutzt  zu  haben.  Li  einem  Punkte  hat  Wargentin 
jedoch  Hallet  mifsverstanden:  jener  sagt  n&mlich,^^)  Hallet  habe  für 
Breslau  sich  nur  der  Sterbelisten  bedient,  aber  mit  dieser  Ungenauigkeit 
kann  man  um  so  mehr  Nachsicht  haben,  als  ja  Knapp  selbst  der  Ansicht 
gewesen  ist,  die  HALLBT'sche  Anfangszahl  1000  sei  nur  aus  den  Sterbe- 
listen hergeleitet  worden. 

Femer  tadelt  Knapp  bei  Wargentin,^)  dafs  er:  1)  ftlschlich  Hallet 
ein  gewisses  Verfahren  bei  der  Anwendung  des  Breslauer  Materials  zu- 
schrieb; 2)  bei  der  Umrechnung  von  KERSSEBOOif's  und  Deparcibux'  Tafeln 
den  Begriff  der  aus  einer  Generation  Verstorbenen  mit  dem  Begriff  der  in 
einem  Zeiträume  Verstorbenen  vermischte,  und  dadurch  den  Anlafs  zu  der 
sachlichen  Vermengung  der  Absterbeordnung  mit  der  Altersyerteilung  der 
in  einem  Zeitraum  Verstorbenen  gab;  3)  den  Vorbehalt,  unter  welchem 
allein  die  sogenannte  HALLET'sche  Methode  gültig  ist,  d.  h.  dafs  die  Be- 
vMkerung  als  stationär  betrachtet  werden  kann,  verschwieg.  Sein  Urteil 
über  Wargentin  als  theoretischen  Bevölkenmgsstatistiker  fa&t  Knapp  da- 
hin zusammen,^)  dafs  jener  teils  sich  mit  einer  dürftigen  Kenntnis  seiner 
Vorläufer  begnügte  und  an  den  neuen  Stoff  keinen  neuen  Gedanken  heran- 
brachte, teils  alle  von  diesen  Vorläufern  schon  gewonnenen  Unterscheidungen 
zwischen  Gesamtheiten  von  Lebenden  und  Verstorbenen  verwischte  und  eine 


88)  Waborntin,  Änmärhimgar  etc.;  a.  a.  0.  15,  1754,  S.  169,  246.  —  An- 
merkungen etc.;  a.  a.  0.  10,  1754,  8.  850  (siehe  Arno.  7).  —  Auf  Seite  170  der 
deutschen  Überaetzung  der  soeben  citierten  WABOBiiTiN*8chen  Abhandlang  findet 
sich  folgender  Passns:  ^Nachdem  Ballst  aus  der  Anzahl  der  j&hrlich  Geböhmen 
und  Verstorbenen  in  Breslau  auf  eine  Art,  die  weiter  unten  soll  erkläret  werden, 
ohngefthr  die  Menge  der  Einwohner  der  Stadt,  grosser  und  kleiner,  ausgerechnet 
hatte",  aber  die  zwei  von  mir  unterstrichenen  Worte  sind  Tom  Übersetzer  ein- 
geschaltet worden. 

39)  Kkapp,  Theorie  des  BevöUcerungstDechseU,  S.  74,  75. 

30)  Enafp,  Theorie  des  Bevölkerungswechsels,  S.  73,  75. 


94  ^-  EnestrOm: 

Disziplin,  die  in  strengster  Weise  sich  zn  entwickeln  begonnen  hatte ,  zum 
Stillstand  brachte. 

Die  erste  dieser  Bemerkungen  scheint  mir  auf  einem  Mifsyerständnis 
von  Enapp's  Seite  zu  berahen.  An  der  betreffenden  Stelle  referierte 
WARGEirriN  über  die  von  Hallet  yeröffentlichten  Zahlen  der  in  Breslau 
Verstorbenen^^)  und  bemerkte  dann,  dafs  Hallet  diese  Zahlen  „gefdnden" 
hatte, '^  womit  er  ohne  Zweifel  nur  sagen  wollte,  dafs  Hallet  sie  in  den 
ihm  übermittelten  Aufzeichnungen  gefunden  hatte;  über  Hallet's  Verfahren 
bei  der  Bearbeitung  dieser  Aufzeichnungen  äuTsert  sich  Wargentin  an  der 
citierten  Stelle  gar  nicht.'') 

Die  zweite  Bemerkung  dürft;e  zum  Teil  richtig  sein,  und  würde  zu 
befugtem  Tadel  gegen  Wargentin  veranlassen  kOnnen,  wenn  dieser  eine 
Darstellung  der  Methoden  zur  exakten  Berechnung  der  Absterbeordnung 
beabsichtigt  hätte;  da  aber  dies  nicht  der  Fall  ist,  und  da  Wargentin  für 
seinen  Zweck  nur  approzimatiye  Zahlen  nötig  hatte,  scheint  mir  die  Be- 
merkung zum  Teil  ohne  Belang,  zum  Teil  umichtig. 

Die  dritte  Bemerkung  endlich  dürfte  weniger  begründet  sein  als  die 
zweite,  da  Wargentin,  obgleich  er  keinen  eigentlichen  Anlafis  hatte,  die 
Aufmerksamkeit  auf  die  Bedingtheit  der  sogenannten  HALLET'schen  Methode 


31)  Waboentin,  Änmärkningar  etc.;  a.  a.  0.  10,  1766,  S.  85.  —  An- 
merkungen etc.;  a.  a.  0.  17,  1765,  S.  84—85. 

32)  Waboentin,  Anmärkningar  etc.;  a.  a.  0.  16,  1756,  S.  87.  —  An- 
merkungen etc.;  a.  a.  0.  17,  1765,  8.  86:  „Die  erste  Reihe  enthält  die  YerhäÜnisse 
der  Verstorbenen  für  jedes  Alter,  wie  Hallet  sie  gefanden  hat,  da  er  sich  der  bres- 
lauischen Nachrichten  bedienet.^*  Die  deutsche  Übersetzung  h&tte  korrekter  sein 
können;  in  der  That  sagt  WAsaENTiN :  „Den  fSrsta  Colnmnen  ntmärker  förhallandet 
af  de  dödas  antal  för  hvar  älder,  säsom  Hallet  det  fonnit  i  Breslau**  (die 
erste  Reihe  giebt  die  relatiren  Zahlen  der  Verstorbenen  fflr  jedes  Alter  an,  wie 
Hallet  es  in  Breslau  gefunden  hatte). 

33)  Wenn  Westeboaabd  a.  a.  0.  28^,   in  nahem  Anschlufs  an  Emapp,  sagt: 

„Waboentin opfattede  Halley*b  Methode  som  om  han  kun  haTde  fordelt 

Dödsfaldene  pro  mille  for  deraf  at  danne  en  OyerleyelsestaTle",  so  kann  er  sich 
zwar  auf  eine  Stelle  in  der  WABOENmi'schen  Abhandlung  vom  Jahre  1765  berufen, 
wo  es  S.  162  der  deutschen  Übersetsung  heifst:  „Die  erste  Reihe  zeiget,  wie  yiel 
Menseben  in  jedem  Alter  zu  finden  wären,  wenn  nadh  Hallet'«  Vorawaaetzung  jähr- 
lich 1000  Kinder  auf  die  Welt  kämen,  und  1000  Menschen  von  allen  Altem  zu- 
sammen stürben''  (vgl.  Anmärkningar  etc.;  a.  a.  0. 16,  1755,  S.  164),  aber  der  von 
mir  unterstrichene  Ausdruck  kann  wohl  auf  eine  kleine  Achtlosigkeit  von  WABaBNrni's 
Seite  beruhen.  Sonst  wäre  dies  die  einzige  Stelle,  wo  Waboentin  behauptet  hätte, 
dafs  Hallet,  um  seine  Sterblichkeitstafel  herzuleiten,  die  Summe  der  Verstorbenen 
gleich  1000  setzte,  und  dann,  mit  Benutzung  der  beobachteten  Sterbefälle,  diese 
1000  Verstorbenen  auf  die  verschiedenen  Altersstufen  verteilte. 
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zu  lenken,  wenigstens    einmal'^)    diese  Bedingtheit  im  Vorübergehen    an- 
deutete. 

In  Bezug  auf  E[napp's  zusammenfassendes  Urteil  erlaube  ich  mir  zu 
bemerken,  dafs  es  augenscheinlich  zu  hart  ist.  Es  mag  sein,  dafs  Waroentix 
die  Arbeiten  seiner  Yorlftufer  nicht  eingehend  studiert  hatte, '^)  und  es  ist 
richtig,  dafs  er  die  Ermittelung  der  Sterblichkeit  aus  Sterbe-,  Geburts-  und 
Yolksz&hlungslisten  nicht  systematisch  behandelte,  aber  auf  der  anderen 
Seite  hatte  er  sich  eine  solche  Aufgabe  gar  nicht  vorgelegt.  Dafs  die 
Theorie  der  Sterblichkeitsmessung  durch  Wabqentin's  Zuthun  ztun  Still- 
stand gebracht  wurde,  dürfte  nicht  bewiesen  werden  können,  und  dafs  er 
an  den  neuen  Stoff  wenigstens  einen  —  wenn  auch  sehr  nahe  liegenden  — 
Gedanken  heranbrachte,  geht  aus  dem,  was  ich  oben  von  seiner  späteren 
Abhandlung  angeführt  habe,  hervor. 


Auf  Grund  der  vorhergehenden  Untersuchung  können  wir  also  die  zwei 
besonders  aufgestellten  Fragen  in  folgender  Weise  beantworten: 

1)  WABaENTiN  benutzte  zwar  einmal  die  sogenannte  HALLET'sche  Me- 
thode, aber  damals  hatte  er  keine  zuverlässigen  Yolksz&hlungslisten  zur 
Verfügung;  später  als  er  solche  bekommen  hatte,  ward  diese  Methode  von 
ihm  weder  benutzt  noch  erwähnt; 

2)  Waroentin  hat  der  sogenannten  HALLEv'schen  Methode  keinen  be- 
sonderen Namen  gegeben;  dagegen  hat  er  unrichtig  das  Verfahren,  wodurch 
man  die  ganze  Bevölkerung  eines  Landes  wwr  aus  den  Sterbelisten  berechnet, 
als  von  Halley  herrührend  bezeichnet. 


84)  Siehe  Anm.  14). 

35)  Dafs  Waboentin  seine  Vorläufer  auf  dem  Gebiete  der  Bevölkemngs- 
atatistik  nicht  ganz  übersehen  hatte,  geht  aus  seinen  Abhandinngen  hervor;  siehe 
z.  B.  AnrnManingar  etc.;  a.  a.  0.  16,  1765,  S.  2 — 4,  85—87  {Anmerkungen  etc.; 
a.  a.  0.  17,  1755,  S.  5—6,  84 — 86),  wo  er  u.  A.  Qbaukt,  Petty,  Süssmilch,  Eebsse- 
BOOM,  Depabcieux  Und  Simpson  citiert. 
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Abb.  Kur  Otaoh.  d.  Hftthem.    IX. 


Narra  Yincenzio  Yivtani,  nel  racconto  istorico  ch'egli  detto  intorno 
alla  yita  del  sno  Maestro,  che,  fra  le  varie  scritture  da  Galileo  stese  „a 
contemplazione  dei  snoi  Scolari,  nel  tempo  in  cai  fn  lettore  di  matematiche 
nello  Stadio  di  Padova"  fu  „nn  trattato  di  Meccaniche  che  va  attomo 
manoscritto,  e  che  poi  nel  1634,  tradotto  in  lingoa  francese,  fu  stampato 
in  Parigi  dal  P.  Marino  Mersennio,  e  ultimamente  nel  1649  fa  pubblicato 
in  Ravenna  dal  Cavalier  Luca  Danesi."^)  In  una  bozza  antografa  di 
questo  lavoro  del  Viyiani,  la  qnale  h  arricchita  di  parecchie  ginnte  e  cor- 
rezioni,  si  rinvenne  assegnata  alla  composizione  di  questa  scrittnra  gali- 
leiana  la  data  delF  anno  1593,^  e  qnantnnque  Fautore  non  sofi&raghi  tale 
sna  incidentaJe  asserzione  con  alcun  documento,  ne  dica  in  base  a  quali 
elementi  egli  Tabbia  dedotta,  ed  ancora  il  trattato  in  questione,  il  quäle 
h,  per  importanza,  di  gran  lunga  snperiore  a  tntti  gli  altri  che  il  sommo 
filosofo  distese  per  uso  dei  suoi  Scolari,  lasci  ragionevolmente  supporre  un 
ingegno  piii  maturo  d'anni,  pure  non  mancano  argomenli  per  tenerla  esatta, 
o  per  meglio  dire  non  mancavano  prima  che  il  manoscritto  inedito  e 
sconoscinto,  il  quäle  porge  argomento  alla  presente  notizia,  avesse  con- 
tribuito  a  recare  nuova  luce  ancbe  a  questo  proposito. 

n  trovare  infatti  che  in  qualche  trattato  di  fortificazioni  del  tempo') 


1)  Fasti  Consolari  deW  Äccademia  Fiorentina  di  Salvino  SALViin  Consolo 
della  medesima  e  Bettore  generale  dello  Stadio  di  Firenze,  ecc.  In  Firenze, 
M.DCGXyiL  Nella  stamperia  di  S.  A.  R.  per  6io.  Gaetano  Tabtini  b  Santi 
Franchi,  pag.  406. 

2)  BibUoteca  Nazionale  di  Firenze.  —  Manoscritti  Galileiani.  Parte  I.  Tomo  I, 
car.  36  tergo, 

3)  Delle  fortifiecUum  di  Bugnaiuto  LoRiKt  nobile  fiorentino.  Libro  Qointo. 
Dave  con  facilisgme  dimostrattani  si  di^iarano  le  Scienge  ddle  Meccaniche  e  la 
pratica  di  fahhriea/re,  con  le  piü  certe  regoU^  ditfcrsi  strumenti  e  macehine  per 
akare  con  poca  forza  grandissimi  pesi.  -~  it  questo  il  titolo  speciale  del  libro,  il 
qnale  oocupa  le  pag.  196—248  delV  opera  intitolata:  Le  fortificcttioni  di  Büonaiüto 
LoRm,  nobile  fiorentino.  Nnovamente  ristampate,  corrette  et  ampliate  di  tutto 
qnello  che  mancava  per  la  lor  compita  perfettione  con  Faggionta  del  sesto 
libro,  ecc.  In  Yenetia,  M.DC.IX,  presso  Francbsco  Rampazzbtto.  —  D  Poooiali 
attribnisce  la  prima  edizione  di  qnest^  opera  alF  anno  JL696,  ed  il  Riccardi 
al  1697. 

r* 
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sono  comprese  le  meccaniche  come  parte  integrante,  si  giudico  potesse  in- 
vocarsi  come  docmnento  in  appoggio  della  surriferita  asserzione;  avendo  noi 
altrevolte  indotto  che,  appunto  nell'  anno  scolastico  1592  —  93,  Galileo 
insegno  pnbblioamente  le  fortificazioni,^)  ed  esistendo  nella  Biblioteca  Am- 
brosiana di  Milano  un  codice  contenente  un  compendio  di  tale  materia  con 
la  data  del  25  maggio  1593.^) 

A  questo  proposito  vogliamo  ancora  ricordare  come  fra  i  varii  argo- 
menti  delle  pubbliche  letture  di  Galileo,  registrati  nei  Botoli  delF  üni- 
versita  Artista  dello  Studio  di  Padova,  i  quali  pervennero  fino  a  noi, 
troviamo  indicate  le  „Questioni  meccaniche  di  Aristotele''^);  ma  non  si 
sarebbe  potuto  affermare  che  del  trattato  al  quäle  accenna  il  Yiviani,  e 
che  dopo  la  prima  pubblicazione  del  Danesi  fu  ristampato  in  tutte  le 
edizioni  delle  opere  di  Galileo,  egli  usasse  nel  pubblico  iasegnamento, 
mentre  invece  h  certo  che  se  ne  servi  per  quello  privato,  e  potressimo 
anche  citare  nomi  di  Scolari  che  udirono  da  Galileo  private  lezioni  in- 
tomo  a  questi  argomenti,  e  che  da  lui  ebbero  copia  della  scrittara.^) 
Anzi,  con  tutta  probabilita  appartengono  a  questa  provenienza  alcuni  degli 
esemplari  manoscritti  che  di  tale  scrittura  ci  furono  conservati,  e  dei  quali 
ci  siamo  serviti  per  la  ristampa  del  trattato  nella  Edizione  Nazionale.^) 


4)  Galileo  Galilei  e  lo  Studio  di  Pcuhva  per  Antonio  Fayaro.  Vol.  I.  Firenze, 
SnccesBori  Le  Monnieb,  1888,  pag.  173. 

5)  Mbs.  D.  328  Par.  Inf.  „Breve  trattato  del  8r.  Galileo  Galilei  lettor  di  Mathem. 
nello  Studio  di  Padova,  dove  per  via  di  compendio  insegna  il  modo  di  fortificar 
le  cittä  et  d'espugnarle.  Diviso  in  due  parti:  25  maggio  1598/^  Cfr.  Le  Opere 
di  Galileo  Galilei.  Edizione  Nazionale  sotto  gli  auspicii  di  S.  M.  il  Be  dltalia^ 
Vol.  II.  Firenze,  tip.  di  G.  Babb£:ba,  1891,  p.  9.  —  II  Dbihkwatbb  {The  life  of 
Galileo  Galilei,  vsith  ülustrations  of  the  advancenient  of  experimenUd  phHosophy. 
MDGCCXXIX.  London,  printed  by  Willum  Glowbs,  p.  78)  lo  dice,  ma  non 
sapremmo  invero  con  quäl  fondamento,  „published  in  1592.^* 

6)  Archi?io  Uni?er8itario  di  Padova.  —  Botuli  Artistarum.  Pars  Prior. 
1620—1789,  car.  43  tergo:  „Ad  Maihematicam.  —  Exe.  D.  Galileus  Galileus  Flo- 
rentinuB. . —  Leg.  Euclidis  Elementa  et  Mecbanicaa  ABiBTorncLis  Quaestiones,  hora 
terüa  pomeridiana.^^ 

7)  Porgono  in  tale  argomento  grandisBimo  aiuto  e  preziosi  elementi  i  ricordi 
autografi  di  Galileo,  nei  quali  trovansi  registrati  i  proventi  del  suo  privato  in- 
segnamento.  Cfr.  Galileo  Galilei  e  lo  Studio  di  Padova  per  Antonio  Fatabo. 
Vol.  IL    Firenze,  SucceBsori  Le  Monnieb,  1883,  pag.  194 — 195. 

8)  Le  Opere  di  Galileo  Galilei.  Edizione  Nazionale  sotto  gli  auspicii  di 
S.  M.  il  Be  dltalia.  Vol.  n.  Firenze,  tip.  di  G.  BABBiiBA,  1891,  p.  155—190.  — 
Neir  Äwertimento  premesso  alla  riproduzione  della  scrittura  sono  citati  dieci 
manoscritti  di  essa,  nessuno  dei  quali  perb  reca  data  di  sorte  alcuna.  Due  di 
questi  codici  appartengono  alla  Biblioteca  Nazionale  di  Parigi,  ed  il  Signor 
G.  Hemrt   nel    porgeme  notizia  scrive   (Galil^e,  Torricelli    Cavalibri,  Castelli. 
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Che  tale.  trattato  del  resto  sia  stato  veramente  composto  da  Galileo 
e  per  aso  dei  suoi  discepoli  nel  tempo  della  sua  lettnra  di  Padova,  lo 
afferma  egli  stesso  nei  Dicdoghi  deUe  Nuave  Scienee,  scrivendo:  „mi  fa  qui 
mestieri  esplicare  quello  che  in  an  antico  trattato  di  meccaniche,  scritto 
gia  in  Padova  dal  nostro  Accademico  sol  per  uso  de'  suoi  discepoli,  fu 
diffdsamente  e  concludentemente  dimostrato  in  occasione  di  considerare  la 
origine  e  natura  del  marayiglioso  stramento  della  vite."^)  Altra  menzione, 
e  che  non  vogliamo  passare  sotto  silenzio,  h  quella  contennta  nella  risposta 
ad  nna  lettera  di  G.  B.  Baliani,  che  sotto  il  19  agosto  1639  gli  scriveva: 
„Rispetto  alla  forza  della  percossa,  se  avro  tempo,  ne  faro  ricopiare  il 
discorso  che  e  registrato  nel  sno  trattato  delle  meccaniche  e  lo  mandero 
a  Y.  S/'^^)  A  cni  Galileo:  „La  scrittnra  intorno  alla  percossa  h  assoln- 
tamente  mia,  fatta  gia  pid  di  qnarant'  anni  sono/^^^)  Anmiesso  adnnqne 
che  Tappendice  sia  coetanea  al  trattato,  o,  com'  h  piii  verosimile,  ad  esso 
posteriore,  Galileo,  con  tale  affermazione  lo  farebbe  risalire  a  prima  del 
1599. 

!Ma,  per  quanto  fondamento  voglia  pur  riconoscersi  nelle  surriferite  in- 
duzioni,  astrazion  fatta  dall'  approssimato  riferimento  test^  addotto  e  dalle 
notizie  desunte  dagli  appunti  relativi  al  private  insegnamento  e  che, 
per  cio  che  conceme  le  meccaniche,  non  risalgono  oltre  il  1602,  nulla  di 


BocwmefnJta  nau/veaux  iiris  des  BibliotMgues  de  Paris.  [Memorie  della  Classe  di 
scienze  morali,  storiche  e  filologiche  della  E.  Accademia  dei  Lincei.  Yol.  V^. 
Seduta  del  20  gingno  1880.]  Boma,  coi  tipi  del  Salviucci,  1880,  pag.  6):  „Ces 
manuBcrits  ont  Tint^r^t  de  präsenter,  ä  cötd  de  variantes  cnrieuses,  deux  dates 
qui  fixent  r^poque  de  la  composition  de  TouvTage:  au  commencement,  la  date 
du  10  ferner  1623,  ä  la  fin,  celle  du  10  mars  1623.*^  Ora  queste  date  potranno 
bensi  indicare  il  giorno  in  cui  fu  cominciata  e  quello  in  cui  fu  compiuta  la 
copia  di  uno  degli  esemplari,  poiche,  quanto  al  secondo,  esso  reca  di  fronte  al 
Fine  la  data  „1627^^;  ma,  dopo  quanto  veniamo  esponendo  a  tale  proposito, 
stimiamo  superfluo  l'insistere  per  dimostrare  che  non  possono  menomamente 
riferirsi  al  tempo  in  cui  il  trattato  fu  da  Galileo  composto. 

9)  Le  Opere  di  Galileo  Galilei.  Edizione  Nazionale  sotto  gli  auspicii  di 
S.  M.  il  Be  dltalia.     Vol.  Vin.    Firenze,  tip.  di  G.  BAssiisA,  1898,  pag.  216. 

10)  Le  Opere  di  Galileo  Galilei.  Prima  edizione  completa,  ecc.  Tomo  X. 
Firenze,  1853,  p.  362.  —  Nei  Manoscritti  Galileiani  della  Biblioteca  Nazionale  di 
Firenze,  e  precisamente  a  car.  98  e  seg.  del  Tomo  Y  della  Parte  Y,  h  contenuta 
questa  copia  fatta  di  pugno  del  Baliani,  sul  tergo  della  quäle  si  legge:  „Della 
percossa,  discorso  mio  primo  ed  antico^'  fatto  scrivere  da  Galileo  ormai  cieco. 

11)  Notizie  su  la  festa  centenaria  di  Galileo  Galilei  celebrata  a  Pisa  il 
18  febbraio  1864  colV  aggiimta  di  alcwne  lettere  inedite  di  Galileo  possedute  dälla 
Biblioteca  Nazionale  di  Müano  e  per  la  prima  voUa  ülustrate  da  Giuseppe  Sacchi. 
Milano,  tip.  di  Dom.  Salti  e  C^.  1864,  pag.  41. 
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preciso  e  di  sicuro  si  sapeva  finora  intomo   al  tempo  nel  quäle  Galileo 
si  occupö  delle  meccaniche  e  stese  intomo  ad  esse  una  scrittnra. 

Ora,  nell'  aprile  del  corrente  anno  1898,  a  mezzo  dell'  egregio  e 
carissimo  mio  antico  amico,  il  prof.  Sigismondo  Güntheb  della  Scuola  poli 
tecnica  di  Monaco,  il  sigr.  Dottore  Cornelio  Will^  Oonsigliere  ed  Archi- 
vista  di  S.  A.  il  Principe  di  Thubn-Taxis,  mi  fece  sapere,  essergli  avyenuto 
di  porre  la  mano  sopra  nn  fondo  di  manoscritti  italiani,  in  nno  dei  qoali 
si  trovaya  una  scrittura  attribuita  a  Galileo,  ed  oftendomi  di  inviarmeli 
affinch^  io  potessi  prenderli  in  esame.  Accettata  con  animo  gratissimo  la 
generosa  offerta,  ho  potuto  esaminare  con  mio  pienissimo  agio  i  suaccennati 
manoscritti  italiani,  depositati  provrisoriamente  presse  la  Biblioteca  üni- 
versitaria  di  Padova,  e  di  tale  esame  riferiro  qui  sommariamente  il  risultato 
per  ci6  che  conceme  le  cose  galileiane  in  essi  rinvenute. 

Comincierö  pertanto  dal  rifenre  che  tra  quelle  carte,  in  un  mano- 
scritto  miscellaneo,  e  precisamente  a  car.  220  recto  —  235  tergo^  rinvenni 
un  nuoYO  esemplare  del  trattato  Delle  Meccaniche  di  Galileo,  ma  priyo 
del  nome  di  autore,  recando  esso  soltanto  il  titolo  della  scrittura  nei 
termini  seguenti:  „Delle  utilit^  che  si  traggono  dalla  scienza  mecchanica 
et  suoi  strumenti/^  "t  copia  di  mano  tra  la  fine  del  secolo  XVI  ed  il 
principio  del  XVII,  piuttosto  scorretta  e  con  molte  yarianti  t^to  nel  testo 
quanto  nelle  figure,  perö  di  nessuna  importanza  quanto  al  contesto.  In 
tale  manoscritto  non  e  contenuta  integra  la  scrittura  galileiana,  la  quäle 
finisce  in  tronco  circa  ad  un  terzo  del  capitolo  relatiyo  alla  yite.^^ 

ün  altro  manoscritto  di  questo  medesimo  fondo,  il  quäle,  oome  mi 
apprese  una  gentile  comunicazione  dello  stesso  gentilissimo  signor  Dottore 
Will,  yenne  yerosimilmente  portato  in  Germania  dal  Principe  Ermamno 
DI  Fübstenberg,  gia  scolaro  del  P.  Atanasio  Kircher  in  Boma  nel  1646, 
e  peryenne  poi  nella  sede  attuale  in  seguito  alle  ulteriori  relaziooi  di 
parentela  della  Casa  principesca  dei  Fürstenberg  con  i  Principi  di  Thurk- 
Taxis,  mi  serbaya  ben  altra  e  maggiore  sorpresa. 

II  manoscritto  misura  mm.  276  X  mm.  209,  h  composto  di  14  carte 
Bcritte  di  mano  della  prima  metk  del  secolo  XVII  ed  e  intitolato:  „Delle 
Meccaniche  lette  in  Padoya  dal  s'.  Galileo  Galilei  Tanno  1594.^'^^)   Esso 


12)  £  precisamente  con  la  parola  ,,uguali^*  a  metä  della  lin.  19  della 
pag.  181  nel  Vol.  n  della  Edizione  Nazionale. 

18)  Notiamo  come  qnesta  data  „1594"  yenga  a  confermare  mirabilmente 
rasserzione  sumferita  del  ViyiAin  e  da  lui  aggiunta  in  mia  nota  al  sno  citato 
layoro,  essendo  sommamente  probabile  che  se  Galileo  lesse  suUe  Meccaniche 
Tanno  1594,  cioe  nell*  anno  Bcolastico  1593—94,  ayra  preparate  le  relatiye  lesioni 
appunto  nel  1593. 
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apparisce  completo  ed  alla  fine  vi  si  legge,  scritta  della  stessa  mano,  la 
segnente  annotazione:  „Biscontrate  in  Borna  apresso  Mons'.  Ciahfoli  il  di 
della  Catedra  di  S.  Pietro  di  Antiochia  aUi  22  febraro  1627." 

Ora,  poiclie  h  ben  noto  che  Monsignore  Giovanni  Ciahfoli  fu  scolaro 
di  Galileo  in  Padova  e  gU  fa  poi  sempre  amico  a£Eezionato  e  devoto, 
tanto  anzi  da  perdere  per  amor  sno  la  eccelsa  posizione  che  occupava  alla 
Corte  Pontificia,  h  eredibile  che,  o  prima  o  poi,  egli  abbia  avuto  da  Galileo 
stesso  la  scrittura  sulla  qnale  venne  esemplata  la  copia  presentemente  nell' 
Archiyio  di  S.  A.  il  Principe  Thurn-Taxis;  e  che  ad  ogni  modo,  se  Mon- 
signore  Ciahfoli  lasciaya  che  alth  ne  riscontrasse  sul  sno  esemplare  una 
copia,  era  ben  certo  dell'  antenticitii  della  scrittura  da  Ini  possednta. 
D'altronde  i  caratteri  estemi  del  manoscritto,  e  le  stesse  notizie  che  si  hanno 
circa  Tacqnisto  di  esso  da  parte  dell'  attaale  proprietario,  non  permettono 
alcnn  dnbbio  intomo  aUa  autenticita  della  scrittnra,  la  quäle  —  e  qnl 
volevamo  venime  —  non  h  per  nulla  a£Eatto  un  nuovo  esemplare  della 
scrittura  galileiana,  gia  nota  ed  alle  stampe,  sulle  meccaniche,  ma  da  essa 
formalmente  diversa. 

n  criterio  generale  che  noi  ci  siamo  formati  dei  rapporti,  nei  quali  la 
nuova  e  finora  sconosciuta  scrittura  sta  rispetto  all'  altra  giä  ben  nota, 
consiste  in  ciö  che  essa  rappresenti  una  prima  stesura  del  trattato,  la 
quäle  seryi  a  Galileo  per  il  pubblico  insegnamento,  e  fors'  anco  soltanto 
una  Serie  ordinata  di  appunti  personali  che  doveyano  servirgli  di  guida 
per  le  pubbliche  lezioni,  e  che  egli  poi  ampliö  e  perfezionö,  dandovi  forma 
di  vero  ed  organico  trattato  scientifico,  del  quäle  uso  tanto  per  l'in- 
segnamento  privato,  quanto  per  rilasciame  copia  ai  suoi  privati  uditori. 

E  questo  ci  sembra  si  rilevi  anzitutto  dalla  introduzione,  la  quäle, 
tnentre  nel  trattato  gia  noto  ha  forma  ragionata  di  chiara  e  diffusa  tratta- 
zione  scientifica,  in  quest^  altra  scrittura  si  riduce  alle  poche  linee  generali 
seguenti: 

„La  scienza  delle  Meccaniche  e  quella  faculta  la  quäle  ci  insegna  le 
ragioni  e  ci  rende  le  cause  de  gli  effetti  miracolosi  che  vegghiamo  farsi 
con  diversi  istrumenti,  ora  col  muovere  ed  alzare  pesi  grandissimi  con 
pochissima  forza,  e  volendo  noi  di  presente  discorrere  intomo  a  questa 
materia,  per  procedere  ordinatamente  cominceremo  a  speculare  la  natura 
de  i  primi  e  piu  semplici  istrumenti,  a  i  quali  gli  altri  si  reducano  o 
d'essi  si  compongano,  e  son  detti  primi  istrumenti  di  numero  5,  cioe  la 
lieva,  Targano,  la  taglia,  la  vite  ed  il  conio,  o  la  forza  della  percossa,  i 
quali  tutti  si  riducano  ancora  d'un  certo  modo  d'un  solo,  cio^  alla  libra 
o  vero  bilancia:  pero  fa  dimestiero  intendere  e  possedere  benissimo  la 
natura  della  libra,  la  quäle  c'ingengneremo  dichiarare  al  presente." 
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E  qoi  imprende  a  irattare  dei  Tarii  argomenti  enundati,  avendo  in 
mira  di  dimostnre  il  principio  generale  che  ^  fona,  il  peso  e  la  distanza, 
come  anco  il  tempo,  seryono  la  medesima  propondone/'  La  esposisione 
perö  non  ha  Inogo  nell'  oxdine  medesimo  nel  qnale  i  yarii  argomenti  sono 
annnnziati  nella  introduzione,  ed  nna  inesattesza  nella  nnmerazione  dei 
capitoli  laacia  sapporre  che  qnesto  sia  da  impntarsi  ad  nn  disordine  dei 
manoecritto  dal  qnale  la  copia  Tenne  esemplata;  rispetto  alla  qnale  dob- 
biamo  ancora  agginngere  che,  se  il  riscontro,  il  qnale  si  afferma  essere 
gtato  fatto,  fn  esatto,  anche  Toriginale  possednto  dal  Ciaxpoli  era  piuttosto 
scorretto,  trovandosi  nnmerosi  tanscoisi  di  penna,  i  qnali  sono  certamente 
da  attribnirsi  all'  amanaense. 

Del  testo  dei  trattaio  gia  noio  noi  troYiamo  in  qnest'  altra  scrittnra 
nn  capitolo  esattamente  conforme,  ed  h  quello  che  nel  primo  ha  il  titolo 
„Della  coclea  d'AscHDCEDE  per  leyar  Tacqua**,^^)  mentre  nel  secondo  e  in- 
titolato  erroneamente  ,^ella  vite";  e  diciamo  erroneamente,  non  foss'  altro 
perchi  tale  titolo  ripete  quello  dei  capitolo  pieeedente. 

Sarebbe  qni,  a  parer  nostro,  affatto  fnori  di  Inogo  nna  minuta  analisi 
della  singole  differenze  tra  le  dae  scrittnre,  analisi  dei  resto  la  qnale, 
qnanto  al  diyario  caratteristico  che  fra  esse  com,  condnrrebbe  alla  con- 
chinsione  snperiormente  esporta;  soltanto  ponremo  in  eyidenza  che  la  scrit- 
tnra testi  scoperta  presenta  due  capitoli  in  piii,  Fnno  che  tratta  „Delli 
strumenti  composti'^  e  Faltro  „Della  yite  perpetoa^^  e  che,  finalmente,  come 
h  gia  risnltato  dalla  introdnzione,  il  capitolo  ultimo  relatiyo  alla  forza 
della  percossa  troyerebbe  con  maggiore  eyidenza  la  sua  ragione  di  essere, 
come  concemente  uno  dei  „piii  semplici  istmmenti**,  cioi  il  „conio^^ 

Piu  esatti  e  minuti  particolari  intomo  aJle  differenze  tra  le  due  scrit- 
ture  relatiye  agli  stessi  argomenti  saranno  posb  in  eyidenza  dalla  pubbli- 
cazione  che  al  piu  presto  ci  proponiamo  di  faxe  dei  trattato,  Tesistenza  dei 
qnale  yiene  qui  per  la  prima  yolta  riyelata  agli  stndiosL 


14)  2^  Opere  di  Qalileo  Galilei.    Edizione  Nazionale  sotto  gU  anspicii  di 
S.  M.  il  Re  dltalia.   Vol.  IL   Firenze,  tip.  di  G.  BASBinA,  1891,  pag  186—187. 
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I 

Die  Geschichte  des  sogenannten  Problems  der  Meeresl&nge  ist  zwar 
schon  oft  and  verschiedenartig,  doch  noch  immer  nicht  mit  jener  Gründ- 
lichkeit besprochen  und  untersucht  worden,  welche  einer  Aufgabe  zukommt, 
die  Seeleuten,  Gelehrten  und  Künstlern  Jahrhunderte  lang  so  viel  zu  schaifen 
gab.  Insbesondere  schildern  die  einschlägigen  Monographien  (denn  ein  voll- 
ständiges, die  Geschichte  der  Nautik  behandelndes  Werk  fehlt  bekanntlich 
noch  immer)  die  Mühen  nicht,  welchen  sich  die  Seeleute  unterwarfen,  um 
aus  der  Beobachtung  von  Monddistanzen  möglichst  genaue  Längen  zu  er- 
halten. In  dieser  Beziehung  müssen  wir  so  manchen  unserer  Vorfahren 
geradezu  Bewunderung  zollen  und  wir  können  uns  heute  gar  keinen  Begriff 
mehr  von  dem  Fleifse  machen,  der  im  vergangenen  und  zu  Beginn  noch 
unseres  Jahrhundertes  auf  die  Berechnung  von  Monddistanzen  verwendet 
wurde.  Um  nur  einige  Beispiele  hierüber  anzuführen,  sei  zunächst  der 
Admiral  S[bu8enstebn  genannt,  der  von  seinen  Schiffsofßzieren  nicht 
weniger  als  1028  Monddistanzen  beobachten  und  berechnen  liefs,  um  die 
Lage  eines  Punktes  bei  Kangasaki  möglichst  genau  zu  erhalten.  Jacob 
Cook  leistete  auf  seinen  Weltreisen  ebenfalls  grofsartiges.  Für  die  Be- 
stimmung der  Länge  von  Ship-Cove  im  Charlotten  Sund  auf  Neuseeland 
wurden  unter  seiner  Leitung  103  Reihen,  jede  Beihe  zu  6  Monddistanzen, 
beobachtet  Die  Länge  von  Tongatabu  (Freundschaftsinseln)  wurde  aus 
1000  Monddistanzen,  jene  des  Cap  Finisterre  aus  42  Reihen,  die  Länge 
des  Peter-  und  Paulshafen  aus  146  Reihen  ermittelt  u.  s.  w.  Selbst  die 
Pelzhändler,  welche  die  N.  W.  Rüsten  Amerikas  für  Handelszwecke  er- 
forschten, begnügten  sich  selten  mit  Gruppen  von  weniger  als  20  Mond- 
distanzen. 

Man  sollte  nun  glauben,  dafs  derartig  umfangreiche  Beobachtungen 
die  jeweiligen  Beobachtungsfehler  eliminierten  und  dafs  die  ermittelten 
Längen  ziemlich  genau  ausfielen.  Erübrigende  Differenzen  wären  dann  der 
ünvollständigkeit  der  damaligen  Tafeln  und  der  für  die  Berechnung  der- 
selben benützten  astronomischen  GrundgröDsen  zuzuschreiben. 

Verfasser  dieser  Zeilen  hat  nun  eine  Analyse  der  CooK'schen  Be- 
obachtungen versucht,  allein  man  stöfst  bei  derselben  auf  Hindemisse,  die 
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vorläufig  gar  nicht  zu  überwinden  sind.  Während  nämlich  manchmal  die 
CooK'schen  Längen  mit  den  heutigen  vorzüglich  übereinstimmen,  ergeben 
sich  andere  Male  so  beträchtliche  Differenzen,  dafs  diese  Wecbselfälle  in 
keiner  Weise  in  Zusammenhang  zu  bringen  sind.  Man  mufs  vielmehr  zu 
dem  Schlüsse  kommen,  da&  so  mancher  Punkt  im  Grofsen  Ozean  noch  immer 
auf  Grund  älteren  Beobachtungsmateriales  eingetragen  wird.  Man  könnte 
zwar  zu  den  Breitenbestimmungen  als  Eontrolle  greifen,  aber  auch  hier 
wiederholt  sich  dieselbe  Erscheinung,  nämlich  manchmal  beträchtliche  Ab- 
weichungen, manchmal  vorzügliche  Übereinstimmung.  Betrachtet  man  einige 
der  in  Europa  und  auf  den  Atlantischen  Inseln  von  Cook  ausgefGLhrten 
Bestimmungen^  so  hat  man  folgende  Beispiele: 

St.  Agnes  auf  Scilly,  Breite  nach  Cook  49^  53'  30'",  nach  Domcke's 
Tafeln  49®  49'  — 

Pick  von  Teneriffa  nach  Cook  28®  18',  nach  Domcke  28®  16'  — 

Nordspitze  von  Bonavista  Cook  16®  17',  Domcke  16®  13'. 

Im  Durchschnitt  und  in  runder  Zahl  sind  die  CooK'schen  Breiten 
um  3'  zu  grofs;  wenn  also  diese  Breiten  aus  Meridianhöhen  und  mit  den- 
iselben  Instrumenten  ermittelt  wurden,  mit  welchen  man  auch  die  Mond- 
distanzen beobachtete,  so  wäre  der  mögliche  Fehler  der  letzteren  infolge 
des  wahrscheinlichen  Instrumentenfehlers  circa  iVg®.  Ungefähr  derselbe 
Fehler  in  der  Breite  ergiebt  sich  bei  Earakahua  (Cook  19®  29',  neuere 
englische  Seekarten  19®  25').  Dagegen  ergiebt  die  CooK'sche  Breite  von 
Tongatabu  (21®  8')  einen  Fehler  von  20',  gegenüber  der  Angabe  der 
neueren  englischen  Seekarten  (21®  30')  und  die  CooK'sche  Breite  von 
Waimoa  (21®  56'  15")  ist  um  fast  18'  grOlser  als  jene,  welche  in  den 
Tafeln  von  Domcke  (21®  38')  enthalten  ist.  Andere  Male  ist  die  Über- 
einstimmung beider  Goordinaten  eine  zu  auffällige,  wie  z.  B.; 

Christiners  Insel  nach  Cook  Br.  1®  59',  Länge  202®  30',  nach  den 
englischen  Karten  1®  59';  202®  30' 

Earakahua  nach  Cook  19®  29';  204®  — ,  nach  den  englischen  Karten 
19®  26';  204®. 

Peter-  und  Paulshafen  nach  Cook  53®;  158®  43'  16",  nach  Domcke 
53®  1';  158®  40-3'. 

Es  ist  somit  höchst  wahrscheinlich,  dafs  Christiners  Insel  und  Karakahua 
noch  immer  nach  den  Angaben  Cook's  eingetragen  werden. 

Cook  hatte  auf  seiner  dritten  Reise  auch  einen  Chronometer  von 
Kendall  mit,  dessen  Stand  und  Gang  in  Greenwich  bestimmt  worden 
war.  Der  Stand  am  11.  Mai  1776  betrug  +  3™  31-890",  der  tägliche 
Gang  -|-  1-209".  Die  Kontrolle  des  Ganges  erfolgte  einige  Male  während 
der  Reise,  leider  sind  in  der  FoRSTER'schen  Ausgabe  der  CooK'schen  Reisen 
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die  nenbestimmten  Gänge  nicht  angegeben,  daf&r  wnrden  einigemale  die 
Resultate  der  Länge  so  angefahrt,  wie  sie  sich  mit  dem  nrsprcLnglichen 
und  mit  dem  im  letzten  Hafen  ermittelten  Gange  ergaben. 

Sei  es  nun,  dafs  man  die  Chronometerlängen  mit  den  neueren  An- 
gaben, oder  mit  den  von  Cook  aus  Monddistanzen  ermittelten,  oder  die 
mit  dem  ursprünglichen  und  mit  dem  zuletzt  ermittelten  Gang  berechneten 
Längen  untereinander  vergleicht,  eine  SchluTsfassung  wird  abermals  durch 
die  sehr  abweichenden  Differenzen  ungemein  erschwert.  Im  Atlantischen 
Ozean  ergab  nämlich  das  Chronometer  zumeist  eine  westliche  Versetzung 
zuerst  von  5  bis  6',  die  später  bis  zu  22'  heransteigt. 

Im  weiteren  Verlauf  der  Beisebeschreibung  finden  wir  folgende  An- 
gaben: 

Länge  von  Ship  Cove: 

Mit  dem  ursprOnglichen  Gang  175^  26'  30' 

Mit  dem  am  Cap  bestimmten  Gang  174^  56'  12' 


r 


Differenz  30'  18 

Waimoa: 

Mit  dem  ursprünglichen  Gang  202^  — 

Mit  dem  Gang  aus  Ulietea  200^  21' 


Differenz        1®  39' 
Karakahua: 

Mit  dem  ursprünglichen  Gang  204®    7'  15 

Nach  den  Beobachtungen  auf  Unalaschka  203®  37'  22 


ff 


ff 


Differenz    —    29'  53" 


Können  aber  die  während  der  Beise  erfolgten  Kontrollen  des  Ganges 
Anhaltspunkte  für  die  Diskussion  liefern?  Wohl  auch  nicht,  da  zu  Cook's 
Zeiten  die  Längen  yon  ülietea  und  Unalaschka  gewifs  nur  sehr  beiläufig 
bekannt  waren,  und  somit  eine  genaue  Bestimmung  des  ührstandes  gegen 
Greenwich  gar  nicht  zuliefsen. 

Dies  alles  lälst  erkennen,  mit  welchen  Schwierigkeiten  die  Seeleute  in 
der  vorchronometrischen  Zeit  und  noch  in  den  ersten  Dezennien  nach  der 
Erfindung  des  Chronometers  bezüglich  einer  richtigen  Navigationsführung 
zu  kämpfen  hatten.  Die  Breite  blieb  immer  noch  das  einzige  Argument, 
worauf  man  sich  einigermafsen  verlassen  konnte. 

Man  bestimmte  allerdings  die  Länge  so  gut  als  möglich,  handelte  es 
sich  aber  um  das  Anlaufen  des  Landes,  so  bestimmte  man  mit  grofser 
Sorgfalt  die  Ankunftsbreite,  und  segelte  dann  im  Bestimmungsparallel  Ost- 
West,  bis  sich  das  Land  zeigte. 
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Der  Mangel  eines  ausführlichen  Werkes  üher  die  Geschichte  der 
nautischen  Wissenschaft  hat  gar  ofb  die  Folge  gehaht,  dafs  Methoden  und 
sogar  Instrumente,  welche  unsere  Vorfahren  schon  erfanden  und  erdachten, 
unter  anderen  Namen  in  unseren  Tagen  als  „Neuigkeiten"  wieder  in  Vor- 
schlag kamen.  In  dieser  Beziehung  war  das  Wiedererscheinen  der  Methode 
und  der  Tafel  von  Elford  für  die  Reduktion  der  Monddistanzen  als 
sogenannte  fJ^eger-Tafel"  im  Jahre  1881  deshalh  sonderbar  und  interessant, 
weil  doch  Weter  kurze  Zeit  vorher  in  einer  Abhandlung  über  die  kürzeste 
Berechnungsart  der  Monddistanzen,  die*  Methode  von  Elford  eingehend  be- 
sprochen hatte,  ^)  und  weil  die  vermeintliche  „neue  Methode"  von  fast  allen 
nautischen  Zeitschriften  des  Kontinentes')  wiedergegeben  wurde.  Sonderbar 
war  es  doch  auch,  daljs  das  „Hydrographie  OfQce"  in  London  „bj  order  of 
the  Lords  Commissionars  of  the  Admiraltj"  eine  „New  Method  of  Clearing 
the  Lunar  Distance"  von  G.  B.  Airy  im  Jahre  1881  veröffentlichte,  die 
schon  Leoendre  1806  erdacht  hatte.')  Wenn  nun  so  grofse  Körperschaften, 
als  z.  B.  die  Herausgeber  von  nautischen  Zeitschriften  oder  des  Hydrographie 
Office  der  englischen  Admiralität  in  bezug  auf  Geschichte  der  Nautik  so 
sehr  irren,  so  darf  man  sich  nicht  wundem,  wenn  Ähnliches  einzelnen 
Autoren  passiert.  So  findet  man  z.  B.  in  Freeden's  Lehrbuch  der  Navi- 
gation (1864)  als  Methode  von  Dunthorn  folgende  angeführt: 

1)  sin  vers  D  =  sin  vers  (H — ä)  -|-  m  [sin  vers  D^  —  sin  vers  {H^  —  h^)] 

^v  cos  H  cos  h 

2)  m  = ET iT  * 

''  C08  jöj    COS  \ 

Nun  bildet  aber  die  voranstehende  Gleichung  eine  Methode  für  sich  und  ist 
in  der  Geschichte  der  Nautik  als  Methode  von  Mackay  (1793)^)  bekannt. 
Wohl  entsteht  letztere  aus  der  DuNTHORN'schen  Gleichung:^) 

3)  cos  D  =  cos  {U  —  1i)  —  m  [cos  {H^  —  h^  —  cos  D^] 


1)  Annalen  der  Hydr.  und  marit.  Meteorologie.  1881,  S.  177. 

2)  Semigli,  Metodo  e  tavole  del  negrerio  Krauts,  in  Bivista  marittifna  1881 
I  S.  539  ff. — Petbo  Semolo,  Dimostrazione  di  un  nuovo  metodo  per  la  determina- 
zione  delle  distanze  lunari.  A.  a.  0.  n  603  ff.  —  Dubois,  Tables  du  n^gprier  in 
Revue  marit.  et  colon.  Bd.  69.  S.  249  ff.  --  B.  .  .  Die  Neger-Tafeln  in  Mitth.  ans 
dem  Geb.  des  Seewesens.  Bd.  IX  S.  621.  —  Endlich  war  ein  AnfsatB  über  diesen 
Gegenstand  anch  in  der  Hcmsa  enthalten. 

8)  Annalen  der  Hydr.  und  marit.  Meteor.  1882  S.  844  ff. 

4)  Ain>EEW  Maokat,  The  Theorie  and  practise  of  finding  the  longitude. 
London  1798. 

5)  Naut.  Alman.  1767. 
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einfach  dadurch,  dafs  man  3)  von  1  a«  l  abzieht,  aber  es  besteht  in  der 
praktischen  Anwendung  der  beiden  Gleichungen  insofern  ein  wesentlicher 
Unterschied,  als  Maokay  die  Umformung  eigens  zu  dem  Zwecke  vornahm, 
um  den  Zeichenwechsel  bei  cos  B  fCbr  D  >  90^  zu  vermeiden. 

Ein  ganz  neues,  soeben  erschienenes  nautisches  Werk,  bringt  die 
DuNTHORN^sche  Gleichung  sogar  als  nicht  logarithmische  Methode 
von  Bremiker.  Es  wird  nämlich  unter  dem  Titel  „Methode  von  Bremiker*' 
die  Gleichung  von  Dunthorn  abgeleitet^  und  sodann  gesetzt: 

H  —h   =u 

Hl  —h^=  w, 

m  cos  Us  =  cos  u 

m  cos  2>i  =  cos  2/, 
woraus  folgt: 

cos  D  =  cos  u  +  cos  2/  —  cos  u\ 

Das  bezügliche  Bechnungsbeispiel  sieht  dann  wie  folgt  aus: 

logcosJff  = 
log  sec  Hl  = 
log  cos  h  = 
log  sec  hl  = 


log  m   =  —  —  —  —  log  m  = 
log  cos  «,  =  log  cos  2>i  = 


log  cos  u    =  log  cos  2>'  = 

nat.  cos  u'  =' 
nat.  cos  ly  = 
nat.  cos  u    = 


nat.  cos  2)   «» 
D   = 

Das  ist  augenscheinlich  die  Methode  von  Dunthorn,  die  im  Übrigen  auch 
in  allen,  oder  wenigstens  in  mehreren  Auflagen  von  Albrecht  und  Yierow's 
Navigation  so  steht. 
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Abh.  B.  QMoh.  d.  Mftthem.    IX.  B 


1699  erschien  in  Bern: 

„Neue  Uebung  der  Peldmefs-Kunst.  So  wol  auflf  dem  Papier  |  als  auff 
dem  Feld.  In  einer  neuen  Ordnung  und  besonderen  Manier  auffgesetzt. 
Von  Hm.  Ozonam,  Professore  Matheseos.  Oder  Nouvelle  pratique  de  Ja 
Geometrie,  sur  le  papier  et  sur  le  terrain.  Ävec  un  nouvel  ordre,  et  wie 
me'thodc  particiUiere.  I^ar  Msr.  Ozonam,  Professeur  des  Mathematiques. 
Ä  Berne,  Bans  Vimprimerie  de  Leurs  ExreUences.  Par  Andr^  Huoüenet. 
1699."  — 

R.  WoLF^)  spricht  von  dem  Werklein  als  einer  ausserordentlichen 
Seltenheit;  das  Exemplar,  welches  ihm  zu  Gesichte  kam,  gehörte  Herrn 
Stadtgerichtspräsidenten  Escher  in  Zürich  und  war  1713  im  Besitz  des 
hauptsächlich  für  Bern  wichtigen  Ingenieurs  und  Kartographen  Johann 
Adam  Riediger'*)  (1680 — 1756),  der  von  1710—1717  in  Zürich  gelebt 
hat.  Das  Werklein  ist  aber  doch  so  selten  nicht;  denn  ein  Exemplar 
findet  sich  in  der  Stadtbibliothek  Bern  und  in  meinem  eigenen  Besitz  sind 
zwei  tadellose  Exemplare,  die  ich  nach  und  nach  antiquarisch  erworben 
habe.  Diese  Bemer  Ausgabe  ist  mir  sehr  aufgefallen  und  mufs  auffallen. 
Sie  zählt  187  S.  klein  8^  Text  deutsch  und  französisch,  sowie  9  S.  Register 
deutsch  und  französisch  und  handelt  zuerst:  Von  der  Feldmefs-Eunst  ins- 
gemein. —  Von  ihrem  Ursprung.  —  Von  ihrer  Nutzbarkeit.  —  Anfang  der 
Geometrie.  —  Von  dem  Düpflein. —  Von  der  Linie. —  Von  dem  Winckel.  — 
Von  dem  üeberzug.*)  —  Von  den  aus  geraden  Linien  bestehenden  Figuren.  — 
Von  den  vierseitigen  Figuren.  —  Von  den  krummen  Figuren.  —  Von  den 
vermischten  Figuren.  —  Von  den  regulierten  und  irregulierten  Figuren.  — 
Von  den  ungezweiffelten  Sprüchen.*)  —  Von  den  Anforderungen,  welche  zu 
den  Verrichtungen  dienen. 

Dann  folgt:  S.  46 — 74.  Das  Erste  Buch.  Von  der  Beschreibung  der 
Linien.  —  S.  76 — 108.     Das   Ander   Buch.     Von    der    Beschreibung    der 


1)  Zürcher  Vierteljahrschrift  XXX.    Notizen  zur  Eulturgesch.  Nr.  371. 

2)  Graf,  Gesch.  der  Math.  u.  Naturw.  in  Bern.  Landen  III,  1.  Heft.  S.  63 — 84. 

3)  d.  h.  der  Fläche. 

4)  d.  b.  Axiomata. 

8* 
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flachen  Figuren.  —  S.  110 — 140.  Das  Dritt  Back  Von  der  EinBchraibnng 
der  Figuren.  —  S.  142 — 162.  Da8  Vierdt  Buch.  Von  der  Umschreibting 
der  Figuren.  —  S.  164 — 186.  Das  Fönfft  Buch.  Von  den  Proportionierten 
Figuren. 

Was  das  Werk  aber  vor  Allem  interesaant  macht,  sind  die  87  in  den 
Teit  gedrackten  Kupfertafeln  von  90  mm  Höhe  auf  60  mm  Breite.  Im 
allgemeinen  zeigt  jede  Tafel  in  der  oberen  Partie  die  zam  Text  notwendige 
pl&nimetrische  Figur,  der  imtere  Teil  hingegen  wird  gewöhnlich  durch  die 
Ansicht  einer  Landschaft,  einer  H&asergmppe  oder  einer  kriegerischen  Scene 
oder  irgend  ein  Genrebildchen  ansgefEÜlt;  davon  einige  Beispiele: 

Zur  Konstruktion  einer  Parallelen  zu  einer  gegebenen  Geraden  findet 
sich  unten  eine  Duellscene  mit  4  Personen  und  Hint«rgrund. 

Zur  Konstruktion  eines  gleichseitigen  Dreiecks  sehen  wir  eine  boll&n- 


dische  Kanallandschaft  mit  einer  Festung  am  Ufer. 

Zur  Konstruktion:  Auff  eine  gegebene  Linie  ein  reguliertes  Viel-Eck, 
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wie  man  es  verlanget  |  xn  beschreiben,  von  12  bifs  auff  24.  Seiten  findet 
sieh  onten  eine  artJUeristisohe  Scene,  die,  wie  ich  spKter  zeigen  werde, 
ZOT   Entdeokmig    des   VerfasBers   Yeraolaesung   war,   n.  a.  w.     Alle    diese 


////  '• 


Vignetten  sind  aufserordeutlicb  fein  gestochen  und  verleihen  dem  Werk- 
lein  einen  eigenartigen  Reiz.  Diese  prachtvollen  Kupferstiche  erregten 
aber  auch  in  uns  schon  frühe  ein  gewisses  Mifstranen  gegen  den  Verfasser 
und  den  Drucker.  1889  Sulserten  wir  ans  folgendermalsen : '')  „Es  ist  sehr 
aufmiig,  dafs,  trotzdem  das  Büchlein  in  Dem  bei  Addr^  HuonENET  ge- 
druckt sein  will,  sich  nirgends  eine  Spar  von  demselben  erw&hnt  findet, 
wfthrend  sonst  damals  in  Bern  der  Dnick  jedes  anderen  BncheB  wohl  an- 


6)  Gmät,  Qeicfa.  der  Hatb.  u.  Nattuw.  HI,  1.  Heft.  8.  9.  7. 
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gegeben  und  von  der  Censur  erlaubt  war.  Wenn  man  das  Büchlein  durch- 
blättert und  den  feinen  Druck  bemerkt,  so  drängt  sich  immer  der  Gedanke 
auf,  dafe  die  Angabe:  „A  Beme,  Dans  Viinprimerie  de  Leurs  Excdlenccs'* 
eine  fictive  ist." 

Ich  sprach  damals  die  Yennutung  aus,  dafs  wir  ein  Büchlein  vor  uns 
haben,  das  im  Interesse  des  bemischen  Offizierskorps,  von  welchen  ja  viele 
Mitglieder  ihre  militärische  Carriere  schon  dazumal  in  Holland  absolvierten, 
abgefafst  worden  sei;  wenn  es  aber  in  Bern  verfafst  worden  wäre,  so  könnte 
nach  meiner  damaligen  Ansicht  nur  der  intelligente  Provisor  Jacob  Kuentzi, 
der  damals  mit  Erfolg  in  Bern  in  Mathematik  unterrichtete,  der  Autor  sein. 
Die  Sache  liefs  mir  lange  Zeit  keine  Buhe  und  ein  Zufall  sollte  mir  auf 
die  Spur   verhelfen.     Anläfslich    meines    Besuches    der  Weltausstellung   in 
Paris  1889  bemerkte  mein  Schwager,  Herr  Trbuthardt,  mit  dem  ich  sehr 
oft  über  das  OzoNAM'sche  Werk  sprach,  bei  einem  Antiquar  nie  Vaugirard 
am   Schaufenster    ein   aufgeschlagenes  Büchlein,  wo   die  gleiche  Figur  zu 
sehen   war   wie  jene   erwähnte,  mit   der  artilleristischen  Gruppe  zur  Kon- 
struktion des  12.  bis  24.  Seits.     Ich   erwarb  das  Buch  und  bei   genauerer 
Durchsicht    stellte    es    sich  heraus,   dafs  ich  das  Original  zu  dem   Bemer 
Büchlein   vor   mir  hatte.     Schon   der  Verfasser  ist  falsch  angegeben.     Es 
giebt  keinen  „Ozonam  professor  Matheseos'^,  sondern,  wie  allbekannt,  existierte 
ein   eifriger  mathematischer  Schriftsteller  Jacques  Ozanam  (1680 — 1717), 
ein  reicher  Privatmann  aus  ursprünglich  jüdischer  Familie,  der  Lehrer  der 
Mathematik  in  Lyon,  dann  in  Paris  und  auch  Mitglied  der  Akademie  der 
Wissenschaften  war.  Unter  seinen  zahlreichen  Werken,  die  in  Poggendorf  II 
angegeben  sind,  findet  sich  allerdings  La  g^oniärie  pratique  etc.  1684,  12^., 
femer  gab  er  1691  Boulanger's  Geometrie  pratiqus  12^  heraus.    Das  vor- 
liegende Buch  hat  aber  mit  diesen  Werken  dieses  damals  beliebten  mathe- 
matischen Schriftstellers  gar  nichts  gemein.    Die  in  Bern  herausgekommene 
„Neue    üebung    der    Feldmesskunst    etc.    oder    Nouvdle    pratique    de    la 
geometrie^^   hat   als  Vorlage  das  von  mir  1889   in   Paris  gefundene  Werk 
mit  dem  Titel:    Pratique  de  la  Qeoinetrie  sur  le  papier  et  sur  Je  terrain. 
Qu  par  une  methode  nouvelle  et  singtdiere  Von  peut  avec  facilite  et  cn  pen 
de  tetnps   se  perfectiormer   cn   cette   science.      Ä  Paris,   Sur   le  Qu^y   des 
Äugustins,  joigna/nt  la  pofie  de  VEglise,  d  Vlmage  Nostre-Dame.  MDCLXXXIL 
Avec  privilege  du  Boy,**     Der  Verfasser  ist  S.  Le  Clerc,   wie  er  sich  im 
Vorwoi-t   unterschreibt.     Sebastien  Le  Clerc   wurde   am  26.  IX.  1637   in 
Metz  geboren.     Sein  Vater,    der  105  Jahre    alt    wurde,  ein  Goldschmied, 
geschickter  Zeichner  und  Stecher,  scheint  sein   einziger  Lehrer  gewesen  zu 
sein.     Schon    12jährig    soll    Sebastien    Le    Clerc    Aufserordentliches    im 
Zeichnen  geleistet  haben,  schon  7 jährig  habe  er  gelernt,  mit  den  Gravier- 
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instrümenten  umzugehen.  Gegen  1654,  also  17 jährig,  machte  er  11  Stücke: 
„Tahleaitx  de  l'instüution  des  Mathurins''^  bis  1661  folgten  weitere  106  Stücke 
aus  der  Passion  Jesu-Christi,  dann  die  Tafeln  zu  dem  1664  in  Nancy 
erschienenen  sehr  seltenen  Band  ,JLe  tnonnp)^  de  Charles  IY^^  Lb  Clerc 
war  auch  sehr  erfahren  in  der  Befestigungskunst  und  wurde  Ingemewr' 
ffeographe  beim  Marschall  de  la  Fert^.  In  dieser  Eigenschaft  machte  er 
die  Pläne  der  meisten  festen  Plätze  von  Messin  und  dem  Gebiet  von  Verdun. 
Als  er  erfuhr,  dafs  der  Plan  von  Marsal  unter  einem  andern  Autor  als 
seinem  Namen  erschienen  sei,  yerliefs  er  sein  Amt  und  kam  1665  nach 
Paris,  um  eine  Stelle  im  Genie-Korps  zu  erhalten.  Durch  die  Bekannt- 
schaft mit  dem  Maler  Ch.  Le  Brun  wurde  er  aber  hiervon  abspenstig 
gemacht  und  der  Gravierkunst  erhalten.  Er  publizierte  in  Paris  zuerst  das 
oben  genannte  Werk:  La  Praiique  de  la  geomeirie.  Paris  1669  in  12^.,  das 
er  mit  82,  später  mit  99  hübschen  Figuren  versah,  und  womit  er  einen 
grofsen  Erfolg  hatte.  Colbert  liefs  ihm  1669  eine  Wohnung  in  der  Ecole 
des  Gobelins  anweisen  und  verschafite  ihm  eine  Pension  von  600  Thalem. 
Hier  gab  er  mit  Le  Brun  die  Tapisseries  du  Roi  1670  heraus;  1672  wurde 
Le  Clerc  einstimmig  Mitglied  der  Äcadeniie  Royale  de  Peinture,  1690 
Graveur  du  Boi  und  Professor  der  Perspektive,  welche  Funktion  er  bis  1699 
behielt.  1706  wurde  er  cheväUer  ramain.  Er  starb  den  25.  Oktober  1714 
in  Paris  und  noch  in  seinem  Todesjahr  erschien  sein  Tratte  d'architedure, 
2  Bde.  in  4^  mit  184  Platten,  ein  Werk,  welches  Peter  der  Grosse  ins 
Russische  übersetzen  liefs. 

Er  war  ein  überaus  fleifsiger  Stecher,  bei  8000  Stücke  und  zwar 
meist  seiner  eigenen  Erfindung  sind  ihm  zu  verdanken.  Er  liebte  seine 
Kunst  und  zeigte  in  allen  seinen  Arbeiten  eine  bewunderungswürdige  Ge- 
nauigkeit der  Zeichnung  und  Feinheit  der  Ausführung.  Er  liebte  es  gerade 
so  kleine  Bildchen  zu  machen,  wie  sein  Büchlein  sie  zeigt.  Mariette 
feiert  ihn  in  seinem  Eloge  als  den  berühmtesten  Stecher  seiner  Zeit,  der 
es  verstanden  habe,  seine  Kenntnisse  weit  über  das  gewöhnliche  Mafs  hin- 
aus auszudehnen.^) 

Das  für  uns  vrichtigste  Druckwerk  ist  seine  „Pratique  de  la  Giometrie, 
sur  le  papier  et  sur  le  terrain'*,  von  welcher  wir  so  glücklich  waren  die 
zweite  Ausgabe  aus  dem  Jahre  1682  zu  erhalten.  Eine  dritte  hat  Le  Clerc 
1700  selbst  noch  besorgt.  Das  Werklein  ist  dem  Marquis  de  Seignblay 
gewidmet  und  nach  dem  Auszug  aus  dem  Privüege  du  Boy  datiert  vom 
7.  Oktober  1668   ist  es  dem   Thomas  Jolly,  Marckand-IAbraire  ä  Paris 


6)  Man  vgl.  Le  catcdogue  raisowne  avec  tm  abregt  de  m  vie  par  Joubebt,  Paris 
1774.    2  Vol.  in  8^ 
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erlaubt,  ein  Bnch  betitelt  ,^atigue  de  la  geometrie  sur  U  papier  et  aur  le 
terram  campest  par  le  Siewr  Le  Clerc^  zq  dmcken.     Der  Dmck  wurde 
zum  ersten  Mal  beendigt  den  17.  NoTember  1668.    Ghmz  wie  im  beschrie- 
benen Bemer  Exemplar  bespricht  Le  Clerc  8.  1 — 44  den  Ursprung,   den 
Nutzen   und  die  Prinzipien  der   Geometrie,   giebt  einige  Definitionen  und 
Aziomata.     Das  erste  Bneh  8.  45 — 76  handelt  von  der  Konstruktion  der 
Linien,  es  werden  14  Aufgaben  gelöst,  leider  fehlen,  offenbar  blofs  dnich 
ein  Versehen,  der  leere  Platz  ist  da,  die  Kupfertafeln  zur  ersten  Aufgabe. 
Das  zweite  Buch,  8.  77 — 108,  handelt  von  der  Konstruktion  der  ebenen 
Figuren,   15  Aufgaben,  es  fehlt  vrieder  die  Kupfertafel  zur  zweiten  Auf- 
gabe; die  Au%abe  16,  welche  in  der  Bemer  Ausgabe  vorhanden  ist,  näm- 
lich 8ur  une  ligne  droUe  proposie  conslrmre  deux  reetangles  sdon  une  raison 
dannee  nebst  Tafel  ist  die  12.  Aufgabe  im  Y.  Buch  bei  Le  Clerc.     Das 
in.  Buch  8.  109 — 141  behandelt  die  einem  Kreis  und  Vielecken  einbeschrie- 
benen Vielecke  in  15  Au^ben.     Bei  Au^be  7  ist  in  meinem  Exemplar 
leider   ein   Blatt    herausgerissen.     Das   IV.  Buch    8.  142 — 162    bringt    in 
10  Aufgaben  die  Lehre  von  den  umschriebenen  Figuren  und  das  V.  Buch 
8.  163 — 185  endlich  von  den  proportionierten  Linien  in  12  Aufgaben,  wo, 
wie  schon  bemerkt,  die  Xu.  Aufgabe  beim  Bemer  Exemplar  als   16.  des 
HL  Buches  figuriert    Diese  künstlerische  Vermischung  von  geometrischer 
Figur  und  malerischem  Bild  ist  eine  Darstellungsweise,   wie   wir   sie 
sonst  niemals   getroffen   haben  und   die  jedermann    aufiFallen    mofis.     Man 
kann  sich  dieselbe  nur  dadurch  erklftren,  dafs  in  Le  C^jsbc  der  lialer  und 
der  Mathematiker  sich  vereint  vorfanden.   8o  stellt  sich  denn  das  Büchlein 
Le  Clebo's  als  ein  aulserordentlich  originelles,  wertvolles  und  offenbar  lange 
Zeit  in  Gebrauch  befindliches  dar,  als  ein  Werk,  das  von  den  Zeitgenossen 
überaus  gewürdigt  worden  ist  und  uns  heutzutage  noch  als  ein  Bijou  und 
ein  Unikum  vorkommen  mufs.     Es    ist   nun    sofort   klar,   dals    ein  Werk, 
das    sich    als    so    überaus   brauchbar  erwiesen  hatte,  übersetzt  und  nach- 
gedruckt wurde  und  zwar  natürlich  von  den  Niederländern,  die  ja  bekannt- 
lich damals  in  der  schonungslosesten  Weise  litterarische  Freibeuterei  be- 
trieben und  jedes  irgendwie  brauchbare  Opus  nachdruckten.  Der  holländische 
Nachdruck,  in  dessen  Besitz  ich  auch  durch  Zufall  gelangt  bin,  hat  zum 
Titel:  Nova  Geometria  Praäica  super  Charta  et  solo.    lAbdlus  in  quo  nova 
tradUur  Methodus,  cu^  ope  facUis  sit  ac  brevis,  ad  summa  hujusce  SdenUae 
fastigia,   cursus,     Amstdodami    Apud   Geoboium    Gallet   MDCXCU.     Die 
Titelvignette,  die  Mathesis  und  den  Autor  darstellend,  ist  im  franzödschen 
Original   nicht  vorhanden,   also    neu.     Mein  Exemplar   gehörte  dem  Abbe 
CoLLEiM.     Der  Inhalt  stimmt  nun  vollständig  mit  dem  Original,   nur  ist 
die  Widmung  an  Domino  Marchioni   de  Seignelat,  wie  auch  der  ganze 
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übrige  Text  lateinisch.  Bei  der  Widmung  fehlt  begreiflicherweise  die  Unter- 
schrift des  Autors. 

Die  Knpfertafeln  sind  in  der  gleichen  Zahl  wie  im  Original  vorhanden, 
ziemlich  getreu  nachgezeichnet  und  sicher  neu  gestochen  worden,  was  an 
sehr  vielen  kleinen,  aber  auffallenden  Details  nachgewiesen  werden  kann. 
Auf  S.  155  und  157  ist  dem  holländischen  Drucker  Gallet  eine  Verwechs- 
lung der  Platten  passiert.  Das  königlich  französische  Privilegium  ist  selbst- 
verstftndlich  nicht  mehr  abgedruckt,  sonst  stimmt  alles  mit  dem  französischen 
Original. 

Leider  haben  aber  nicht  nur  die  Niederländer  das  Werklein  Le  Clerc's 
nachgedruckt,  sondern  auch  die  Bemer;  denn  das  Eingangs  diesec^  Arbeit 
erwähnte  Werk  qualifiziert  sich  als  nichts  anderes,  als  ein  bemerischer  Nach- 
druck, ja  sogar  als  ein  Plagiat.  Dies  zu  thun,  lag  in  der  Sache  selbst 
kein  zwingender  Grund  vor.  Das  Werklein  Le  Clebc's  war  stets  auf  dem 
Markte  zu  erbalten,  existiert  deoh  noch  eine  Ausgabe  aus  dem  Jahre  1744, 
welche  ich  auch  zufällig  erwerben  konnte.  Das  Exemplar  war  1777  im  Besitz 
eines  Michael  Mathieü,  1813  eines  Chbistiak  Friedrich  L'admiramce, 
Heilbronn  8.  Sept.  Der  Titel  stimmt  vollständig  mit  dem  Originaltitel 
von  1669,  nur  ist  beigefugt:  yfiar  Sebastien  Le  Clerc,  Graveur  du  Bof^. 
Ä  Paris  chea  Ch.  A.  Jombert,  Imprimeur-Libraire  du  Boi  en  san  ÄrtiUerie, 
rue  Bauphme^  ä  Vlmage  Notre-Dame,  MDCCXLIV.  Ävec  priviUge  du  Boi}^ 
Die  Titel  Vignette,  die  Mathesis  und  der  Autor,  denn  unter  seinem  Bild 
steht  deutlich  graviert  Le  Clerc,  ist  auch  vorhanden,  wie  auch  die  Wid- 
mung an  den  Marquis  de  Seionblay  mit  absolut  den  gleichen  Emblemen 
und  Initialen.  Auch  ist  die  letztere  wieder  unterzeichnet  vom  Autor;  der  Text 
ist  der  gleiche,  wie  in  der  IL  Ausgabe,  die  Platten  stimmen  meistens  auch, 
nur  sind  sie  numeriert  und  mit  einem  Hinweis  auf  die  Textseite  versehen. 
Gewöhnlich  sind  zwei  Platten  auf  die  Vorder-  und  die  Bückseite  eines 
Blattes  gedruckt.  Immerhin  mögen  einige  Eupfeiplatten  neu  erstellt 
worden  sein,  so  zur  Propos.  11  des  I.  Buches,  zu  Propos.  I  des  11.  Buches, 
zu  Propos.  IX  und  X  des  HI.  Buches,  zu  Propos.  I,  III  und  IX  des  lY. 
Buches,  es  müssen  also  von  den  83  Platten  sechs  verloren  gegangen  sein. 

Die  Bemer  Ausgabe  stellt  sich  demnach  dar  als  ein  doppelsprachiges 
Plagiat  der  NouveUe  PraHque  de  la  Geometrie  von  Le  Clerc.  Nicht  nur  unter 
einem  fingierten  Verfasser  herausgegeben,  sind  auch  die  Eupferplatten  vom 
Le  CLERc'schen  Buch  einfach  handwerksmäfsig  nachgestochen  worden,  denn 
was  in  den  Le  CLERc'schen  Vignetten  rechts  ist,  ist  links  im  Bemer  Exemplar, 
so  dafs  also  sicher  der  Qraveur  mit  dem  Spiegel  gearbeitet  hat.  Wer  der 
Graveur  war,  ist  mir  noch  unerfindlich,  ebenso  kann  man  bezüglich  des 
deutschen  Übersetzers  nur  eine  Vermutung  aussprechen.  Von  den  83  Kupfer- 
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platten  zeigt  einzig  die  Tafel  anf  S.  185  eine  Abweichung  in  der  geometrischen 
Figur  gegen  die  Ausgaben  von  1682  und  1692.  Dazu  kommt  noch  die 
schon  angedeutete  Versetzung  der  12.  Aufgabe  des  Y.  Buches,  sonst  findet 
überall  materielle  Übereinstimmung  statt. 

-Was  nun  den  Buchdrucker  und  Herausgeber  Andreas  Huguengt  an- 
betrifft, so  yerhftlt  sieb  die  Sache  folgendermaüsen.  Von  1679  an  hatte 
Gabriel  Thormann  von  Bern  die  obrigkeitliche  Buchdruckerei  erhalten  und 
da  er  nicht  selbst  Buchdrucker  war,  so  hatte  er  Associes  und  sehr  wahr- 
scheinlich gehörte  zu  denselben  auch  Andr£  Huouenet,  der  dann  die  tech- 
nische Leitung  der  Druckerei  besorgte.  Es  heifst  auf  Mandaten  und  Schul- 
büchern aus  den  Jahren  1684.  85.  86.  90.  92.  93.  97.  1700:  getruckt  zu 
Bern,  in  hoch-obrigkeitlicher  Truckerej  durch  „Andreas  Huguenet*^  und 
nach  1706:  „A  Berne,  Dans  riwprirnerie  de  L.L.  Excellences,  Par  Andr^ 
Huguenet.^^  Die  obrigkeitliche  Druckerey  neben  dem  Rathaus  hatte  das  Pri- 
vüegium  exclusiimm  zum  Druck  von  Schulbüchern.  Damals  schon  als  Georg 
Sonni.eitner,  der  Vorgänger  Thormann's,  dieselbe  noch  inne  hatte,  gab  er 
schon  Bücher  mathematischen  Inhalts  heraus,  wie  z.  B.  1661  Arithmetica:  Ein 
new  künstlich  Rechen-Buch  mit  der  Ziffer:  etc.  Durch  weiland  H.  Heinrich 
Strübi  der  newen  Teutschen  Schul  zu  Zürjch  Ordinarium  Schul-  und 
Rechen-Meister,  und  1698  erst  wurde  auf  Begehren  des  Anton  Vulpi,  In- 
habers der  zweiten,  der  oberen  Druckerei  in  Bern,  Schiffeli,  einem  Associe 
Thormann's,  vom  Rat  eröffnet,  dafs  genanntes  Privilegium  auf  10  Jahre 
eingeschränkt  sei  und  ihm  angeraten,  er  solle  lieber  auf  die  Schulbücher 
als  Firmaangabe  seinen  Namen  als  den  der  obrigkeitlichen  Druckerei  setzen. 
Die  letztere  Mahnung  bezieht  sich  offenbar  darauf,  dafs  die  Bezeichnung 
„In  hoch-obrigkeitlicher  Druckerey"  vor  Andri^  Huouenet  niemals  gebraucht 
worden  ist.  Alle  seine  Vorgänger  wie  Sonnleitner,  Stuber,  lb  Prbux 
hatten  etwa  blofs  zu  setzen  gewagt:  Getruckt  zu  Bern,  bj  Georg  Sonn- 
leitner, besteltem  Buchdrucker.  So  noch  1676.  Durch  die  Beisetzung: 
„^  Berne,  Dans  Vlmprimeric  de  Leurs  ExccUences,  Par  AndriS  Hügubnbt" 
erhält  das  unter  dem  Verfasser  „Ozonam"  erschienene  Plagiat  von  Le  Clerc's 
Geometrie  noch  ein  besonderes  Relief.  Es  ist  aufserordentlich  verdächtig, 
dafis  dieses  gewifs  wertvolle  Werk  in  keinen  bemischen  Reg^erungsakten 
erwähnt  wird,  während  doch  jede  noch  so  unbedeutende  Druckschrift  der 
Censur  unterlag.  Es  kann  höchstens  als  Entschuldigung  gelten,  dafs  man 
vielleicht  diesem  litterarischen  Frevel  gegenüber  deshalb  ein  Auge  zudrückte, 
weil  mit  dem  Druck  dieses  Büchleins  der  Ausbildung  des  bernischen  Offiziers- 
korps grrofse  Dienste  geleistet  werden  konnten. 
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Von  dem  Manne,  den  diese  Skizze  unter  einem  ganz  bestinunten  Ge- 
sichtspunkte betrachten  will,  darf  man  wohl  auch,  wie  von  manchem  an- 
deren sagen,  dafs  sein  Charakterbild  in  der  Geschichte  schwanke.  Als 
kirchlicher  Politiker  und  Theologe  hat  er  sehr  verschiedene  Beurteilungen 
erleiden  müssen,  und  auch  seine  Stellung  in  der  Geschichte  der  exakten 
Wissenschaften  hat  erst  in  neuester  Zeit  die  Klftrung  erfahren,  deren  sie 
in  hohem  Mafse  bedurfte.  Je  mehr  man  sich  mit  dieser  eigenartigen  Ge- 
lehrtenfigur der  beginnenden  Frührenaissance  beschftftigt,  umsomehr  wird 
man  geneigt  sein,  dem  Lobe  beizupflichten,  welches  M.  Camtor  dem  den- 
kenden Mathematiker  Cusa  zollt ^),  und  gerade  dann,  wenn  man  insbe- 
sondere, diejenigen  Disziplinen  ins  Auge  fafst,  die  in  der  Überschrift  vor- 
liegender Studie  genannt  werden,  lernt  man  die  Richtigkeit  dessen,  was 
Cantob  sagt,  mehr  und  mehr  begreifen.  Eine  zusammenhängende  Schil- 
derung dieser  Seite  von  Cusas  Wirksamkeit  hat  bislang  gefehlt,  obwohl  es 
nicht  an  Äufserungen  und  Andeutungen  fehlt,  die  in  solchem  Sinne  ver- 
wertet werden  kOnnen,  und  wir  hoffen  deshalb,  dafs  unser  Versuch,  das 
Bild  des  Mannes  entsprechend  auszugestalten,  als  ein  berechtigter  anerkannt 
werden  wird.  Ein  kurzer  Blick  auf  die  wechselvollen  Schicksale  des  Cu- 
samebs,  verbunden  mit  gedrängter  Hervorhebung  dessen,  was  ihm  in  der 
Geschichte  der  Wissenschaften  bisher  schon  einen  geachteten  Platz  gesicheii 
hat,  dürfte  als  Einleitung  zu  der  Behandlung  seiner  Verdienste  auf  engerem 
Wissensgebiete  nicht  zu  umgehen  sein. 

Geboren  im  Jahre  1401  zu  Cues  an  der  Mosel,  hat  Nikolaus  Krebs') 


1)  Camtob,  Vorlesangen  über  die  Geschichte  der  Mathematik,  2.  Band,  Leipzig 
1892,  S.  194.  Es  heifst  hier,  dafs  nur  Cuba  allein  miter  den  Mathematikern  Tor 
BsaioMOKTAK  „als  genialer  Kopf  mit  dem  Stempel  des  Erfinders  ansgezeichnet** 
war.  —  Noch  nicht  scheint  beachtet  worden  sn  sein,  dafs  es  auch,  in  wenig  spä- 
terer Zeity  einen  Mathematiker  JoHAmsB  Cüsanub  gab,  der  im  Jahre  1614  bei  den 
bekannten  Wiener  Bachdmcker  Vibtob  und  SuraBsNius  einen  „Algorithmus  pro- 
jectilinm  de  integris^^  erscheinen  lieis.  Es  wäre  wohl  der  Mühe  wert,  in  er- 
forschen, ob  zwischen  den  beiden  Personen,  welche  den  Namen  Cusabus  tragen, 
sieh  irgendwelcher  Zusammenhang  nachweisen  läfst. 

2)  Der  fttnfiBehnjährige  Knabe  wurde  als  „Nicolaus  Gancbb  db  Cobbsb  cleri- 
cu$  Trever,  dyoc.**  in  das  Matrikelbach  der  Neckaruniversität  eingetragen  (Töpbb, 
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(Chrypffs)  seine  Erziehung  hauptsächlich  in  der  damals  berühmten  Schale 
zu  Deventer  erhalten,  welche  von  den  „Brüdern  des  gemeinsamen  Lebens^' 
begründet  worden  war').  In  Padua  holte  er  sich  die  später  ihn  auszeich- 
nende mathematische  Bildung;  sei  es  nun,  dafs  der  damalige  Lehrer  des 
Faches  an  der  berühmten  Hochschule,  Prosdocimo  de'  Beldomandi,  einen 
namhaften  Einflufs  auf  ihn  übte^),  sei  es,  dafs  die  innigen  Beziehungen, 
in  welche  der  junge  Mann  mit  dem  älteren  Paolo  Toscanelli  (Paulus 
Florentinus,  Paulus  Physicus)  trat,  die  Stelle  regelrechten  Unterrichtes 
ersetzten^).  Nach  kurz  währendem  juridischem  Intermezzo  trat  Cusa,  wie 
ihn  von  da  ab  die  Zeitgenossen  zu  nennen  pflegten,  in  die  Dienste  der 
Kirche;  in  ihnen  stieg  er  bald  von  Stufe  zu  Stufe,  und  nachdem  er  die 
freieren  Anschauungen,  welche  von  ihm  auf  dem  Konzile  von  Basel  ver- 
treten worden  waren,  aufgegeben  hatte,  sah  er  sich  bald  als  päpstlicher 
Delegat  und  Bischof  von  Brixen  auf  der  Höhe  äuTserer  Erfolge,  wobei  es 
freilich  auch  an  Kämpfen  aller  Art  nicht  fehlte^).  Dieselben  hörten  auch 
dann  nicht  vollständig  auf,  als  Nikolaus,  zum  Kardinale  erhoben,  seinen 
Wohnsitz  in  Bom  nahm,  doch  ist  immerhin  gerade  diese  Zeit  des  späten 
Mannesalters  eine  besonders  förderliche  geworden*^.  Cusa  starb  im  Jahre 
1464,  nahezu  gleichzeitig  mit  dem  ihm  befreundeten  Papste  Pirs  11.,   der 

Die  Matrikel  der  Universität  Heidelberg  von  1886  bis  1662,  1.  Band,  Heidelberg 
1884—86,  S.  128). 

8)  Düx,  Der  deutsche  Kardinal  Nikolaus  vom  Cusa  und  die  Kircbe  seiner 
Zeit,  1.  Band,  Begeosburg  1847,  S.  97if.;  Scuahfff,  Der  Kardinal  und  Bischof 
Nikolaus  von  Cusa  als  Reformator  in  Kirche,  Reich  und  Philosophie  des  XY.  Jahr- 
hunderts, Tübingen  1871,  S.  102  ff. 

4)  Cantob^  a.  a.  0.,  S.  187  ff.  Eingehend  erteilt  über  die  Lebensumstände 
und  litterarischen  Leistungen  von  Cusa^b  mutmafslichem  Lehrer  Auskunft  Favabo 
{Intomo  aUa  vka  ed  alle  apere  dt  Pkosdooxmo  db*  Beldomandi,  matematico  pado- 
vano  del  seeolo  XV,  Bull,  dt  bibl.  e  di  storia  deUe  scienze  mai,  e  /is.,  12.  Band, 
S.  1  ff. ;  Appendice,  ebenda,  18.  Band,  S.  405  ff. 

5J  Charakteristiken  des  in  der  Geschichte  der  Erdkunde  eine  so  bedeutsame 
Rolle  spielenden  Mannes  gaben  Ximenbs  {Del  vecchio  e  nuovo  gnomone  fiarentino, 
FlorenE  1767)  and  Uziblli  (Paolo  dal  Pozzo  Toscanelli,  inspiratore  deUa  seoperta 
d* America,  Florenz  1892). 

6)  Wohl  als  einer  der  ersten  hat  der  alte  Reimicann  (Versuch  einer  Ehilei- 
tung  in  die  Historiam  Literariam  derer  Teutechen,  2.  Teil,  Halle  1725,  S.  262 ff.) 
dem  Eirchenfdrsten  Charakterlosigkeit  vorgeworfen.  Milder  urteilt  G.  F.  Bbook- 
HAUS  (Gbeoob  von  Heimbubg  ;  ein  Beitrag  zur  deutschen  Geschichte  des  XV.  Jahr- 
hunderts, Leipzig  1861,  S.  151  ff.);  er  meint,  Cusa  habe  deshalb  die  ianleugbare 
Schwenkung  vollzogen,  weil  er  unter  dem  Schutze  der  bisher  bestrittenen  Papst- 
Suprematie  eher  seine  wissenschaftlichen  Studien  fortsetzen  zu  können  hoffen  durfte. 

7)  Die  Periode  verhältnismäfsiger  Ruhe  beginnt  erst  mit  dem  Jahre  1452 
(Übinoeb,  Kardinallegat  Nikolaus  Cusanus  in  Deutschland  1451 — 52,  Hfinchen  1887). 
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als  Enba  Silvio  de'  Picgolomini  in  seiner  Lebenslaafbahn  viele  verwandte 
Züge  aufzuweisen  hatte  ^),  sowohl  was  die  Liebe  zur  Wissenschaft,  als  auch 
was  die  wechselvollen  Geschicke  und  Gesinnungswechsel  betrifit. 

Als  Mathematiker  haben  den  Kardinal  Schanz^)  und  Cantor  (s.  o.) 
uns  nahe  gebracht,  und  Schanz  hat  auch  den  astronomischen  Studien  des 
umfassend  gebildeten  Gelehrten  eine  dankenswerte  Monographie^^)  gewidmet. 
Positive  Leistungen,  auf  denen  eine  folgende  Generation  weiterbauen  konnte, 
sind  von  ihm  allerdings  nicht  zu  verzeichnen;  seine  Bestrebungen,  eine 
Philosophie  der  Mathematik  zu  schaffen,  entbehrten  der  Einheitlichkeit  und 
Systematik;  seine  E[reisquadraturen  mulsten  sich  die  bekannte  Widerlegung 
durch  Begiomontan  gefallen  lassen;  die  erste  Wahrnehmung  von  Bollkurven 
hat  man  ihm  mit  Unrecht  zugeschrieben^^).  Und  trotzdem  bleibt  Cantors 
oben  angeführter  Ausspruch  wahr,  denn  niemals  blieb  Cusa  bei  der  üblichen 
Kommentierung  und  Kontrovertierung  hergebrachter  Lehren  stehen,  sondern 
es  arbeitete  m&chtig  in  ihm,  über  das  Durchschnittswissen  seines  Zeitalters 
hinauszugehen,  und  selbst  dann,  wenn  seine  mächtige  Phantasie  ihn  in  ein 
Wirrsal  dunkler  Ideen  hineinführt,  wird  dasselbe  oft  überraschend  durch 
plötzliche  Geistesblitze  erhellt.  Eine  leichte  Aufgabe  ist  es  freilich  nicht, 
sich  in  seine  Werke  mit  ihrer  schwerföUigen  Terminologie  und  mit  den 
eigentümlichen  Gedankenkonstruktionen  der  Spätscholastik  hineinzulesen,  aber 
belohnend  ist  es  für  den,  der  die  selbständige  Arbeit  auch  im  fremdartigen, 
äuTserlich  wenig  ansprechenden  Gewände  zu  schätzen  versteht.  Nach  dieser 
Seite  hin  will  auch  der  vorliegende  Beitrag  zur  besseren  Erkenntnis  einer 
der  merkwürdigsten  Erscheinungen  der  deutschen  Gelehrtengeschichte  zu 
wirken  suchen.  Cusa  hat  auf  den  Gebieten  der  mathematischen  und 
physischen  Erdkunde  viele  originelle  Meinungen  geäufsert,  viele 
Anregungen  gegeben,  die  nur  leider  langsam  oder  gar  nicht 
wirksam  wurden,  weil  es  dem  Urheber  an  Mufse  und  Gelegenheit 


8)  Hierüber  gibt  genauere  Nachweisungeu  Voigt  (Enea  Silvio,  ds'  Piccolomini, 
als  Papst  Pius  der  zweite,  und  sein  Zeitalter,  2.  Band,  Berlin  1868,  S.  302  ff.). 

9)  ScHAMz,  Der  Kardinal  Nikolaus  vojh  Cusa  als  Mathematiker,  Rottweil  1872. 

10)  Schanz,  Die  astronomischen  Anschauungen  des  Nikolaus  von  Cusa  und 
seiner  Zeit,  Rottweil  1873. 

11)  Die  irrige  Behauptung  von  Wallis  (Philosophical  TransacHans,  1G97, 
S.  561  ff.),  dafs  die  Zykloide  bereits  von  Cusa  als  solche  bemerkt  und  betrachtet 
worden  sei,  hat  sich  sehr  zählebig  erwiesen,  so  dafs  sogar  noch  Qubtslet  (Histoire 
des  maOUrnaiigues  et  jphysiques  chez  les  Beiges,  Brüssel  1871,  S.  68  ff.)  sich  dadurch 
täuschen  liefs.  Thatsäcblich  hat  jedoch  Cusa  zwar  dem  Rollen  eincd  Kreises  auf 
gradliniger  Unterlage,  nicht  jedoch  dem  von  einem  Punkte  des  ümfanges  be* 
schriebenen  Wege  seine  Aufmerksamkeit  zugewendet  (Günthir,  War  die  Zykloide 
bereits  im  XY.  Jahrhundert  bekannt?  Bibl.  Math.,  1,  iS.  8  ff.). 
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gebrach,  zuzusehen,  ob  auch  die  von  ihm  gepflanzten  Früchte 
zur  Reife  gediehen.  Gewifs  ist  man  auch  bisher  nicht  achtlos  an  diesem 
Teile  von  Cusas  schriftstellerischer  Thfttigkeit  yorübei^egangen,  aber  eine 
zusammenhängende,  kritische  Würdigung  wurde  noch  vermifst  und  soll  nun- 
mehr an  diesem  Orte  gegeben  werden.  — 

Vor  allem  tritt  uns  da  die  oft  aufgeworfene,  aber  noch  niemals  er- 
schöpfend erledigte  Frage  entgegen,  ob  der  Cubaner  den  Yorlftufem  des 
CoppERNicuB  zugerechnet  werden  dürfe.  Im  engeren  Sinne  kann  davon  ge- 
wiDs  keine  Bede  sein,  denn  der  Reformator  der  Sternkunde  war  ganz  und 
gar  unbeeinflufst  von  den  Anschauungen  seines  deutschen  Landsmannes,  den 
er  schwerlich  gekannt  hat^^).  Man  muis  jedenfalls,  wenn  man  einen  Zu- 
sanunenhang  ausfindig  machen  will,  von  jeder  unmittelbaren  Beziehung 
völlig  absehen.  Wenn  man  aber  das  Wort  Vorläufer  in  der  Weise  deuten 
will,  dals  CusAS  Auftreten  der  coppemicanischen  Beform  vorgearbeitet,  dafs 
dasselbe  den  Boden  bereitet  habe,  auf  welchem  sich  der  stolze  Bau  einer 
neuen  Kosmologie  erheben  sollte,  so  wird  an  der  Bezeichnung  kaum  etwas 
auszusetzen  sein.  An  positiver  Sachkenntnis  vermag  der  Moselländer  dem 
Preufsen  allerdings  nicht  die  Stange  zu  halten;  man  mag  inunerhin  die 
ehrende  Erklärung  des  Faber  Stapulemsis  billigen,  daüs  kein  Zeitgenosse 
so  tief  wie  Ousa  in  Mathematik  und  Astronomie  eingedrungen  sei^^);  man 
mag  auch  der  eingehenden  und  verständigen  Kritik  der  alfonsinischen  Ta- 
feln ^^)  sich  erinnern  —  zu  jener  konsequenten  Durchdringung  eines  Grund- 
gedankens, wie  wir  sie  bei  dem  stillen  Denker  Goppernicus  finden,  wäre 
CusA  unter  keinen  umständen  befähigt  gewesen.  Aber  in  einem  anderen, 
nicht  minder  wichtigen  Punkte  kam  der  Kardinal  dem  Frauenburger  Dom- 
herrn gleich,  wenn  er  ihn  darin  nicht  sogar  noch  überragte.  Das  war  die 
absolute  Rücksichtslosigkeit  gegen  eine  geheiligte  Überlieferung,   die  ontiftt 


12)  CoFPEBNicüs  nennt  in  der  Einleitmig  za  den  „Revolationes**  als  seine 
Vorbilder  PmLOLAus,  Hb&aclideb  Ponticub,  Ecphantus  and  Hicbtas,  nicht  aber  Cdba 
(7gl.  Prowb,  Nikolaus  GoppsRincüB,  1.  Band,  II,  S.  499). 

18)  Geschichte  der  Astronomie  von  den  ältesten  bis  auf  gegenwärtige  Zeiten, 
1.  Band,  Chemnitz  1792,  S.  140.  Auch  Cusas  grimmiger  Gegner,  der  allen  Winkel- 
zfigen  abholde,  redliche  Gbeoob  yoh  Hedibubo,  milsdeutet  die  Stadien  des  ersterem, 
den  er  „mcutkematiee  aortilege^^  anredet,  so  sehr,  dafs  er  dem  Prälaten  geheimen 
Verkehr  mit  Dämonen  zar  Last  legte  (Düx,  1.  Band,  S.  218). 

14)  BeparaUo  Qüendarii  Eeverendiss,  in  Christo  Patris  Oardinalis  Nicolai  db 
CusA,  Sämtlicfhe  Werke,  8.  1165  ff.  Wir  halten  ans  an  die  gewöhnlich  sitaerte 
Gesamtaasgabe,  welche  1566  bei  Hbkbicpbtbi  in  Basel  herauskam  und  künftig 
stets  durch  C.  0.  0.  bezeichnet  werden  soll.  Cusa  war  Berichterstatter  des  vom 
Konsil  in  Basel  für  die  damals  schon  als  dringend  erkannte  Kalenderverbessernng 
niedergesetsten  Aasschusses  (Pbowe,  a.  a.  0.,  S.  66). 
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Ubertas,  wie  sich  Kepler  nachmals  so  wahr  und  treffend  ausgedrückt  hat. 
Nikolaus  von  Citsa  hat  die  erkenntnistheoretischen  Grundlagen  f&r  eine 
heliozentrische  Weltanschauung  gelegt,  obwohl  er  von  dieser  persönlich  weit 
entfernt  und  keineswegs  geneigt  war,  der  Sonne  die  Bedeutung  eines  Zentral- 
gestimes  beizulegen,  um  hierüber  ins  klare  zu  kommen,  werden  wir  nicht 
umhin  können,  uns  zuvor  mit  dem  Philosophen  Cusa  zu  beschäftigen, 
der  dem  Astronomen  noch  überlegen  ist,  jedenfalls  aber  zuerst  zu  hören 
ist,  ehe  wir  auch  den  anderen  zum  Worte  gelangen  lassen. 

Die  Thatsache,  dafs  bei  Cusa  auch  schon  jene  Auffassung  der  sinn- 
lich wahrnehmbaren  Welt  im  Umrisse  uns  entgegentritt,  welche  drei  Jahr- 
hunderte spftter  durch  Kants  kritizistische  Analyse  zum  Gemeingute  der 
Philosophie  und  Naturwissenschaft  gemacht  ward,  ist  von  Falckenbebg 
besonders  bestimmt  hervorgehoben  worden.  „Nichts  wird  so  erkannt,  wie 
es  ist,  und  wie  es  etwa  einem  vollkommenen  Intellekt  erkennbar  wäre"^^). 
Ebenso  wie  der  Kardinal,  der  dem  geltenden  hierarchischen  Rechte  so  man- 
ches Zugeständnis  zu  machen  genötigt  war,  alle  Rechtsverhältnisse  nur  von 
dem  Naturrechte  ableitet  ^^),  welches  mit  dem  Menschen  geboren  und  von 
Hause  aus  dem  menschlichen  Verstände  eingeprägt  ist,  so  suchte  er  auch 
im  übrigen  den  Quellen  unserer  Erkenntnis  nachzuspüren,  und  dabei  ver- 
blieb er  so  wenig  auf  den  peripatetischen  Wegen,  auf  welchen  ihn  —  zu- 
sammen mit  Yalla,  Yives  und  Agbicola  —  Schleierhacher  ^'^)  wandeln  lälst, 
dais  man  ihn  vielmehr  eher,  wie  dies  Eückem^®)  thut,  als  einen  Anhänger 
der  Neuplatoniker  gelten  lassen  mufs.  In  zwei  Richtungen  bricht  er  dem 
Fortschritte  des  menschlichen  Denkens  die  Bahn;  er  unterscheidet  zwischen 
dem  wirklichen  Wesen  der  Dinge  und  dem  Bilde,  welches  sich  der  Mensch 
kraft  seines  unvollkommenen  Anschauungsvermögens  von  den  Dingen  macht  ^^), 
und  er  bricht  mit  der  von  der  christlichen  Philosophie  ängstlich  festgehaltenen 


15)  Falckkubbro,  Aufgabe  und  Wesen  der  Erkenntnis  bei  Nikolaus  yok  Cües, 
Breslau  1880,  S.  89. 

16)  ZnfMEBMANK,  Die  kirchlichen  Yerfiusungskämpfe  im  XV.  Jahrhundert, 
Breslau  1882,  S.  92. 

17)  ScHLinnicACHEB-H.  Ritter,  Geschichte  der  Philosophie,  Berlin  1889,  S.  245. 

18)  EucKEN,  Untersuchungen  zur  Geschichte  der  älteren  deutschen  Philosophie, 
Phil.  Monatshefte,  14.  Band,  S.  449  ff.;  Beiträge  zur  Geschichte  der  neueren  Philo- 
sophie, vomämlich  der  deutschen,  Heidelberg  1886,  S.  6  ff. 

19)  Man  vergleiche  hiezu  auch  noch  eine  weitere  Bemerkung  von  FALCKxinBEBO 
(Grundzüge  der  Philosophie  des  Nikolaus  Cüsanüb  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  Lehre  vom  Erkennen,  Breslau  1880,  S.  117):  „Die  Ansicht  des  Cusakebs  über 
die  Erkenntnisfähigkeit  stellt  sich  dar  als  Phaenomenalismus,  wenn  es  er- 
laubt ist,  diesen  Ausdruck  in  der  Bedeutung  zu  gebrauchen,  dafs  eine  Erkenntnis 
der  blofsen  Erscheinung  zugestanden,  eine  präzise  des  Wissens  bestritten  wird." 

Abh.  HUT  Gesch.  d    Mathem    IX.  9 
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Doktrin  von  der  Endlichkeit  der  Welt,  welche  im  ptolemaeischen  Systeme 
mit  seinen  Ejystallsphären  die  festeste  Stütze  gefunden  hatte.  Ganz  zu- 
treffend erkennt  Descabtes  in  dieser  Beseitigung  der  den  freien  Flug  des 
Geistes  ebenso  wie  eine  höhere  Auffassung  vom  Wesen  Gottes  hindernden 
Schranken  ein  Verdienst  des  Cusaners^).  Die  Welt  ist  fCbr  diesen  einerlei 
mit  dem  „privativ  unendlichen^* ;  die  „Weltseelen"  der  neuplatonischen  Schule 
ziehen  sich  zusammen  in  eine  einzige,  wahre  Weltseele,  Gott  selbst,  und 
weil  Gott,  der  allgegenwärtige,  überall  ist,  so  befindet  sich  der  Mittelpunkt 
der  Welt  überall,  eine  Peripherie  an  keinem  Orte.  Damit  ist  das  berühmte 
Bach  „von  der  gelehrten  Unwissenheit",  zweifellos  das  geistvollste,  welches 
aus  CusAs  Feder  hervorging,  seinem  Wesen  nach  bestimmt.  Die  Thatsache, 
dafs  die  Erde  sich  bewegt,  ist  für  den  Autor  durchaus  nicht  die  in  erster 
Linie  wichtige;  sie  ergibt  sich  von  selbst,  da  es  etwas  unbewegtes  im  Welt- 
all nicht  geben  kann.  Der  Umstand,  daCs  Cusa,  so  wenig  auch  seine  Be- 
griffsbestimmung unseren  heutigen  Ansprüchen  genügen  kann,  zuerst  den 
Unterschied  zwischen  absoluter  und  relativer  Bewegung  erkannt 
hat,  wird  von  L.  Lange ^^)  ins  richtige  Licht  gesetzt;  wir  erachten  es  nicht 
für  unmöglich,  da£3  die  cartesische  Zerf&Uung  der  Bewegung  in  einen  „fnoUts, 
id  vidgo  sumitur'*  und  in  einen  „motus  ex  rei  veritate  consideraius"^  die 
cusanische  Begriffsscheidung  zum  Ausgangspunkte  nimmt,  um  so  mehr,  da 
auch  in  beiden  Fftllen  ein  analoges  Beispiel  zur  Erlftuterung  herangezogen 
wird«»). 


20)  In  dem  von  Cousin  herausgegebenen  Briefirechsel  des  Cabtssius  liest  man 
(Ep.  I,  86)  folgendes:  „Primum  memini  Cardi$idlem  Cusanum  dodoresque  älios  pkh 
ritnoa  »upposuisae  mundum  infinUum  .  .  ." 

21)  L.  Lange,  Die  geschichtliche  Entwicklang  des  Bewegungsbegriffes  OBd 
ihr  vorauBsichtlicbes  Endergebnis;  ein  Beitrag  zar  historischen  Kritik  der  mecha- 
nischen Prinzipien,  Leipzig  1886,  S.  14  ff.  Gewifs  hat,  wie  hier  dazgethan  wird, 
die  Verwechslung  des  Absoluten  und  des  Unendlichen  Cusa's  Einsicht  nicht  aus 
einer  gewissen  Trfibong  herauskommen  lassen,  allein  bei  alledem  war  doch  durch 
seine  Sprengung  der  bisher  jeder  tieferen  Auffassung  des  kosmologischen  Problemes 
wiederstrebenden  Fesseln  viel  erreicht. 

22)  L.  Lange,  S.  84  ff. 

28)  Die  charakteristische  Stelle  im  ,JAber  de  docta  ignarawtia'^  lautet  (C.  0. 0., 
S.  39):  ,Jam  nohis  manifestum  est,  terram  istam  in  veritate  moveri,  Ueet  nobis  hoe 
non  appareat,  cum  non  appraehendimue  motum  nisi  per  quandam  ccmpairaUonem 
ad  fixum.**  Zum  Belege  wird  verwiesen  auf  ein  Schiff,  welches  auf  uferlosem  Ge- 
wässer —  so  dafs  also  dem  Auge  keine  ruhenden  Vergleichsobjekte  sich  dar- 
bieten . —  sanft  dahingleitet.  Wer  sich  auf  dem  Verdecke  des  Schiffes  befindeti 
empfindet  nichts  von  einer  Fortbewegung.  Sobabpvv  (Der  Kardinal  und  Bischof 
NiKouLUB  VON  Cusa  als  Beformator  in  Kirche,  Reich  und  Philosophie  des  fünf- 
zehnten Jahrhunderts,  Tübingen  1871,  S.  118  ff.)  hat  das  hauptsächlich  in  betraoht 
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Jetzt  sind  wir  in  die  Lage  versetzt,  uns  über  Cusa's  Stellang  in  der 
Voi^schichte  der  coppemicanischen  Beform  ein  sicheres  Urteil  zn  bilden. 
Daran  ist  nicht  zu  denken^),  daTs  bei  ihm,  wie  Schabpff  meint,  eine 
Vorwegnahme  der  drei  Bewegongen,  welche  nach  Ooppbrnicus  dem  Erd- 
kOrper  eingepflanzt  sind,  zn  suchen  wäre;  am  wenigsten  am  bezeichneten 
Orte,  wo  nur  von  Bewegung  schlechtweg  gesprochen  wird.  Hier  konaimt 
es  vielmehr  dem  Autor  einzig  darauf  an,  den  Glauben  zu  zerstören,  als 
sei  unserer  Erde  von  der  Vorsehung  irgend  eine  Bevorzugung  vor  anderen 
WeltkOrpem  zugeteilt  worden.  Die  ,^haera  octava",  welche  nach  der  herr- 
schenden Theorie  etwas  sehr  reelles  sein  sollte  und  durch  den  —  übrigens 
mit  CusA  befreundeten '^)  —  Peubbach  wiederum  bewuist  zu  einer  mate- 
riellen Eiystallsph&re  gemacht  worden  war^)  —  existierte  für  ersteren 
nicht;  er  bedient  sich  zwar  deg  nun  einmal  vorhandenen  Namens  ^^),  ähn- 
lich, wie  wir  ja  auch  in  übertragenem  Sinne  von  einer  Hinmielskugel  reden, 
aber  mit  der  Wesenheit  derselben  hatte  er  einfürallemal  aufgeräumt  Da 
es  femer  gewifs  ist,  was  Scharpff  berichtet^),  dafis  Cuba  kurz  vor  seinem 
Lebensende,  1463,  mit  der  Niederschrift  eines  Traktates  „De  figura  mundi" 
begonnen  hatte,  so  müssen  wir  entweder  annehmen,  dafs  bei  ihm  —  auch 


kommende  elfte  Kapitel  vom  zweiten  Buche  der  genannten  Schrift  ins  Dentsche 
fibertragen,  darin  aber  fehlgegriffen,  dafs  er  die  allgemeinen  Spekulationen  Cüsa's 
auf  das  coppemicaaische  System  fibertrug,  mit  welchem  sie  nichts  zu  thnn  haben. 

84)  Die  drei  coppemicanischen  Bewegungen  sind  bekanntlich  die  Achsen* 
drehnng  der  Erde,  der  Umlauf  der  Erde  um  die  Sonne  und  eine  thatsächlich  nicht 
vorhandene  Achsenschwankung ,  welche  den  Parallelismus  der  Erdachse  aufrecht 
erhalten  sollte,  aber  schon  bald  von  Rothmahn,  und  bestimmter  von  Galilbi,  als 
unzulässig  erkannt  wurde  (R.  Wolf,  Geschichte  der  Astronomie,  Mflnchen  1877, 
S.  288). 

86)  Hierfiber  teilt  näheres  mit  Schabpfv  (a.  a.  0.,  S.  807  ff.)* 

86)  Man  darf  mit  Pbubbaoh's  Wiederauffrischung  der  alten  eudoxisch-aristo- 
telischen  Hypothese  von  den  homozentrischen  Sphären  nicht  so  hart  ins  Gericht 
gehen,  wie  dies  z.  B.  B.  Wolf  (Geschichte  der  Astronomie,  München  1877,  S.  212) 
thut;  fiberhaupt  lälst  dieses  vortreffliche  Werk  die  sonst  an  ihm  zu  rühmende 
Objektivittt  einigermafsen  vermissen  in  den  von  der  vorcoppemicanischen  Periode 
handelnden  Abschnitten.  Pbübsaoh  und  RBeioxoiiTijr  mufsten  die  alten  Weltsysteme 
erst  bis  auf  den  höchstmöglichen  Grad  der  Verfeinerung  bringt,  ehe  sich  end- 
gültig ergab,  dafs  die  Betretung  dieser  Wege  zu  keinem  Erfolge  fahren  konnte. 

87)  Wir  zitieren  nach  Soraxpff  (S.  181):  „Die  Erde  ist  also  nicht  das  Zen- 
trum, auch  nicht  fSr  die  erste  oder  irgend  eine  andere  Sphäre;  auch  das  Er- 
scheinen der  sechs  Himmelszeichen"  —  des  halben  Tierkreises  —  „fiber  dem  Ho- 
risonte  berechtigt  nicht  zu  dem  Schlüsse,  die  Erde  sei  im  Zentrum  der  achten 
Sphäre.'' 

88)  Schabpff,  S.  831.  Die  Andeutung  ist  in  der  Schrift  ,^e  vefuUione  sa- 
pienüaef'  enthalten. 

9* 
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auf  diesem  Gebiete  —  ein  Wechsel  der  Überzeugung  eintrat,  oder  dafs  er 
eben  noch  einmal  nachdrücklich  beweisen  wollte,  die  Welt  habe  keine 
Figur.  Wie  sollte  sie  auch,  da  ihre  Unendlichkeit  und  ünbegrenztheit, 
zwei  Begriffe,  die  damals  noch  nicht  als  verschiedene  sich  darstellen  konnten, 
ausdrücklich  festgestellt  waren?  Und  Cusa's  Definition  des  Kosmos  ent- 
sprang nicht  etwa  nur  einem  gelegentlichen  Einfalle,  sondern  er  war,  als 
er  sie  gab,  mit  der  Geschichte  der  astronomischen  Lehrmeinungen  wohl 
vertraut  und  wufste  insbesondere^^),  dafs  sich  früher  schon  Stinmien  gegen 
die  Herrschaft  des  Ptolemaeus  hatten  vernehmen  lassen.  Wir  werden 
weiter  unten  auf  diese  unbekannte  Schrift  und  auf  die  Möglichkeit  zurück- 
kommen, dafs  sich  von  ihrem  Inhalte  doch  einiges  erhalten  hat. 

Verbleiben  wir  mithin  fürs  erste  bei  der  „doda  igniorantia",  deren 
Faust-Charakter  —  „habe  gelernt,  dafs  wir  nichts  wissen  können^'  —  Zeit- 
genossen und  Spfttere  begreiflich  genug  oft  mifs verstanden  haben  ^),  und 
nehmen  wir  noch  Abstand  von  dem  Fragmente,  welches  einer  präziseren 
Festsetzung  der  Natur  der  Erdbewegung  dienen  sollte,  so  können  wii*  sagen, 
dafs  in  der  That  Cusa  einen  Platz  unter  den  Vorläufern  Coppebnics  ver- 
dient. Nicht  übel  kennzeichnet  Poügendorfp^^)  ^ie  Art  dieser  Vorgänger- 
schaft:  er  verhalte  sich  zu  Coppernicus,  wie  etwa  Hus  zu  Luther. 
Nur  ist  der  böhmische  Nationalheld,  bei  dem  sich  religiöser  Ernst  und 
politische   Agitationslust   ganz   eigenartig   in   einander   mengen,    in    keiner 

29)  In  der  Abhandlung  über  die  spanischen  Tafeln  bespricht  Cusa  die  radi- 
kale Auflehnung  des  Arabers  Alpbtraoius  gegen  Ptolemaeus  (vgl.  GuarHSH,  Stu- 
dien Kur  Geschichte  der  mathematischen  und  physikalischen  Geographie,  Halle 
1879,  S.  78  S.), 

30)  Aufserordentlich  philiströs  ist  z.  B.,  was  Mädleb  (Geschichte  der  Astro- 
nomie von  der  ältesten  bis  auf  die  neueste  Zeit,  1.  Band,  Braunschweig  1873, 
S.  116  ff.)  über  Cusa  zu  sagen  weÜs.  Aber  auch  Wolf's  Urteil  (s.  o.)  entspricht 
dem  wahren  Sachverhalte  wenig;  Cusa  ist  ein  „Mystiker'^  und  damit  ist  alles  ab- 
gethan.  Hätte  es  nur  recht  viele  derartige  Mystiker  gegeben!  Wir  möchten  zum 
Beweise  f£ir  die  freie  Denkart  dieses  tiefsinnigen  Mannes  auch  auf  eine  wenig 
beachtete  Stelle  der  Schrift  ,^e  genest''  (C.  0.  0.,  S.  IdO)  auAnerksam  machen, 
wo  gewisse  theologische  Einwürfe  gegen  eine  freiere  Interpretation  des  HexaS- 
merons  auf  ihren  wahren  Wert  geprüft  werden.  Zückleb,  der  diese  Arbeit  wohl 
kennt  und  den  Cusaneb  in  eingehender  Darlegung  gegen  den  Yormaf  des  Pan- 
theismus verteidigt,  wie  er  zum  öfteren  und  am  schärfsten  von  Lxwicki  {De  Cae- 
DiKALis  CusAia  paniheismo  dissertcsHo,  Münster  1875)  erhoben  wurde,  der  überhaupt 
die  Bedeutung  Cuba's  voll  anerkennt  (Geschichte  der  Beziehungen  zwischen  Theo- 
logie und  Naturwissenschaft,  1.  Abteilung,  Gütersloh  1877,  S.  d67  ff.,  461  ff.),  ist 
auf  den  interessanten  Dialog  Über  die  Genesis  leider  nicht  eingegangen. 

31)  PoQGENDOBFF,  Geschichtc  der  Physik,  Leipzig  1879,  S.  114  ff.  Vgl.  aach 
Peschel-Ruqe  ,  Geschichte  der  Erdkunde  bis  auf  A.  v«  Humboldt  und  C.  Bitteb, 
München  1877,  S.  383. 
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Weise,  die  persönliche  Tapferkeit  etwa  abgerechnet,  mit  dem  Beformator 
zu  vergleichen,  wahrend  Cusa,  soweit  es  blos  auf  die  Höhe  und  Unab- 
hängigkeit der  kosmischen  Anschauungen  ankommt,  sich  unbedenklich  an 
CoppERNics  Seite  stellen  darf.  Denn  der  springende  Punkt  ist  doch  immer 
der,  ob  die  Erde  als  etwas  selbständiges,  von  allen  übrigen  Weltkörpem 
verschiedenes  oder  ob  sie  als  ein  Stern,  wie  die  anderen,  anzusehen  ist. 
Sie  ist  letzteres,  freilich  ein  „edler"  Stern  ^*),  der  aber  seinem  Wesen  nach 
nicht  auf  eine  besondere  Substanz  zurückzuführen  ist.  Damit  ist  die 
aristotelische  Elementenlehre  über  den  Haufen  geworfen;  damit 
ist  ein  Ferment  von  gröfster  Tragweite  in  die  Naturwissenschaft  hinein- 
getragen und  dem  Dogma  von  der  Suprematie  der  Erde  der  Boden  ent- 
zogen. Wenn  in  den  folgenden  zwei  Jahrhunderten  gegen  das  coppemi- 
canische  t  System  nicht  nur  polemisiert,  sondern  mit  allen  erlaubten  und 
unerlaubten  Mitteln  der  Kampf  erö&et  wurde,  so  trug  an  der  steigenden 
Erbitterung  weit  weniger  die  astronomische  Theorie  die  Schuld,  um  welche 
sich  die  Mehrzahl  der  Gegner  wenig  künmierte,  sondern  der  unselige  Glaube, 
dafs  die  Entthronung  der  Erde  einen  Bruch  mit  den  Grundlehren  des  Christen- 
tums bedeute**).     Und  wer  so  dachte,  der  mochte  Cusa's  grofsartige  Kon- 


82)  ScHABPPF,  S.  124.  ,,Die  Erde  ist  ein  edler  Stern,  der  Licht,  Wärme  und 
Einwirkung  von  allen  anderen  Sternen  in  verschiedener  Weise  empföngt.'* 

33)  Kaum  irgendwo  finden  wir  diese  in  ihren  Konsequenzen  so  nachteilige 
Meinung  gleich  deutlich  ausgesprochen,  wie  bei  Melakchthon  (Inttta  doetrmae 
physicae,  dictata  in  Academia  Vitebergensi ,  Leipzig  1559,  fol.  34,  11).  Nachdem 
den  philosophischen  Argumenten  gegen  die  vermessene  und  leichtfertige  Voiv 
Stellung  einer  Mehrheit  der  Welten  ihr  Recht  geworden  ist,  fährt  der  berühmte 
Lehrer  fort:  „8ed  nobis  in  Ecclesia,  et  fcteüius  et  necessarium  est  assecurare,  wni- 
cum  esse  fntmdum,  qwia  coelestis  doctrina  himc  mundum,  in  quo  se  JDeus  patefecit, 
in  quo  auam  doctrinam  hominibtis  tradidit,  et  in  quo  Füium  humano  generi  misit, 
conditwn  esse  a  Deo  adfirmat"  Solche  Erwägungen  bewirkten,  dafs  die  pro- 
testantische Kirche  im  Anfange  der  heliozentrischen  Weltanschauung  sogar  noch 
entschiedener,  als  die  katholische,  sich  widersetzte.  Die  Endlichkeit  der  Welt 
galt  als  feststehend;  ein  so  gründlich  mathematisch  gebildeter  Mann,  wie  JoHAirif 
V.  Gmunden,  der  erste  selbständige  Vertreter  dieser  Wissenschaft  an  der  Uni- 
versität Wien,  hatte  in  einem  handschriftlichen  Dokumente,  dessen  kulturgeschicht- 
liche Bedeutung  sehr  hoch  zu  veranschlagen  ist,  der  hergebrachten  Weltordnung 
eine  äniserst  bestimmte,  auch  ihrer  naiven  Ausdrucksweise  halber  bemerkens- 
werte Formulierung  erteilt  (vgl.  Gümtbdbb,  Studien  zur  Geschichte  der  mathema- 
tischen und  physikalischen  Geographie,  S.  267  ff.).  Das  Manuskript  ist  in  nieder- 
deutscher Sprache  abgefafst,  wahrscheinlich  eine  Abschrifb  nach  einer  Vorlesung 
Johakn's,  der  als  Autor  direkt  genannt  wird.  Jenseits  der  Sphäre  des  „primum 
mobile^*  kommt  der  „furige  hymel*^,  worin  sich  Gott  in  seiner  Dreieinigkeit  und 
die  Jungfrau  Maria  aufhalten.  Auch  die  einzelnen  Klassen  der  selig  gewordenen 
Menschen  haben  je  eine  besondere  Sphäre  angewiesen  erhalten.    Wie  hoch  müssen 
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zeptionen,  in  welchen  man  mit  Fug  den  Keim  von  Ledniz'  Monadologie 
nnd  prästabilierter  Weltbarmonie  aufgedeckt  hat^),  vielleicht  fOr  bedenk- 
licher halten,  als  das  wesentlich  mathematische  und  darum  nur  Wenigen 
zugängliche  Buch  der  Coppernicus. 

Die  mathematische  Geographie  wird  von  den  Philosophemen  Cusa's 
auch  insofern  näher  berührt,  als  aus  denselben  eine  Bückwirkung  auf  das 
folgen  mufste,  was  man  mit  einem  wenig  bezeichnenden  Namen  Plurali- 
t&tshypothese  genannt  hat.  In  der  Litteratur  über  die  Frage,  ob  es 
menschenähnliche  (Geschöpfe  auch  auf  anderen  WeltkOrpem  geben  könne, 
ist  dieser  ältere  Vertreter  der  bejahenden  Ansicht  viel  zu  wenig  berück- 
sichtigt worden '^).  Cusa  nahm  generell  die  Möglichkeit  einer  Bewohnbar- 
keit aller  Himmelskörper  an^),  hielt  aber  dafür,  daüs  die  Beschaffenheit 
dieser  Bewohner  keineswegs  die  gleiche,  sondefn  durch  die  Eigejiart  des 
betreffenden  Sternes  bedingt  sei.  Den  Sonnenwesen  möge  wohl  ein  höherer 
Rang  eignen  gegenüber  den  irdischen  Menschen,  welche  mehr  „materiales 
et  grossi"  seien.  Doch  ist  auch  die  Erde  nicht  etwa  eine  tote  Masse,  son- 
dern ein  lebendiger  Organismus;  das  Felsgerüste  entspricht  den  Knochen, 
die  Flüsse  gleichen  den  Adern,  die  Bäume  den  Haaren  des  menschlichen 
Leibes.  So  weit  jedoch  ging  Cusa  nicht,  dafs  er  dem  Erdkörper  wirklidi 
animalische  Funktionen  zugeschrieben  hätte,  wie  dies  nachher  Kepler, 
Goethe   und   der   Naturphilosoph   Hugi   gethan   haben '^).     Es    unterliegt 

wir  einen  EirchenfCtrsten  bewerten,  der  es  nntemahm,  in  ein  so  krafs-anthiopo- 
morphistischeB,  ja  geradeza  materialistisches  Ghristentam  Bresche  zu  legen  und 
einem  reineren  Gk)tte8begriffe  die  Bahn  zu  ebnen!  Wir  finden  nicht,  dals  die 
theologischen  Biographen  Cüsa's  gerade  dieses  Moment  gebührend  hervorgehoben 
haben;  warum  sie  es  nicht  thaten,  wollen  wir  hier  dahingestellt  sein  lassen. 

34)  Den  Zusammenhang  erkennt  man  am  besten  durch  das  Studium  einer 
Abhandlung  B.  Zimmermann's  (Der  Kardinal  Nikolaus  Cusanüs  als  Vorläufer  Leib- 
NizENB,  Sitznngsber.  d.  Akademie  zu  Wien,  Phil.-hist  Kl.,  1868,  S.  306  ff.). 

85)  Besonders  empfehlenswert  ist  Pebghxl's  Essay  „Ober  die  Plnralitftt  der 
Welten"  (Abhandlungen  zur  Erd-  und  Völkerkunde,  herausgeg.  von  Loswbvbbbo, 
2.  Band,  Leipzig  1878,  S.  187  ff.).  Dem  modernen  Standpunkte  unseres  Wissens 
pafst  sich  noch  besser  an  J.  Scheinxb  (Die  Bewohnbarkeit  der  Welten,  Himmel 
und  Erde,  3.  Band,  S.  18  ff.). 

36)  ScHARPTV,  a.  a.  0. ;  Düx,  8.  Band,  S.  328  ff. ;  Glemshb,  Giobdano  Bbuho  und 
NiKOLAUB  VON  CusA,  Boun  1847,  S.  20  ff. 

37)  Zu  vergleichen  sind  mit  Rücksicht  auf  die  sonderbare,  späterhin  wesent- 
lich auf  den  Gezeiten  des  Meeres  fufsende  und  zuerst  bei  den  Stoikern  nachweis- 
bare Lehre  vom  „Erdtiere"  die  folgenden  Schriften:  H.  Bsboeb,  Geschichte  der 
wissenschaftlichen  Erdkunde  der  Griechen,  4.  Abteilung,  Leipzig  1893,  S.  76; 
Hederich,  Gobths  und  die  physikalische  Geogpraphie,  Münchener  €leographiBche 
Studien,  5.  Heft;  Pixis,  Ebpleb  als  Geograph,  ebenda,  6.  Heft;  Huoi,  GnmdzQge 
einer  allgemeinen  Naturansicht:  Die  Erde  als  Organismus,  Soloihum  1841. 
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keinem  Zweifel,  dals  Giordano  Bbuko,  als  er  die  Unzfthligkeit  der  Welten 
verkündete,  von  Cusa,  dem  auch  sonst  hoch  verehrten,  in  erster  Linie  be- 
einflalst  war'^),  und  auch  weiterhin  machen  sich  Spuren  bemerklich,  dafs 
gerade  dieser  Teil  cusanischer  Lehren  eine  besonders  bereitwillige  Aufnahme 
gefunden  hat. 

Wer  einmal  soweit  gegangen  war,  dem  mufste  es  nahe  liegen,  zwi- 
schen der  Erde  und  anderen  Gestirnen  direkte  Vergleiche  zu  ziehen,  und 
zwar  nicht  blos  solche,  welche  einer  gewissen  mathematischen  Kontrolle 
fähig  waren.  Lot  diese  letztere  Klasse  gehören  die  ganz  richtigen,  am  be- 
zeichneten Orte  gemachten  Angaben,  dals  die  Erde  den  Mond  und  Merkur 
an  GröDse  übertreffe.  Cusa  geht  noch  weiter  und  tritt  mit  einer  kühnen 
Konjektur  über  die  Beschaffenheit  des  Sonnenkörpers  hervor,  welche 
von  jeher  viel  Aufsehen  erregt  und  insbesondere  damals,  als  die  Sonnenphjsik 
noch  nicht  den  gegenwärtigen  Grad  der  Ausbildung  erreicht  hatte,  geradezu 
Bewunderung  entzündet  hatte,  weil  sie  sich  wie  eine  Divination  der  Wahrheit 
darstellte.  Man  sollte  jedoch  nicht  vergessen,  dafs  der  Kardinal  hier  absicht- 
lich seiner  Phantasie  freien  Lauf  liefs  und  seinen  Äufserungen  kaum  eine 
eigentlich  wissenschaftliche  Bedeutung  beigemessen  wissen  wollte;  sonst  stünde 
nicht  am  Bande  der  einschlägigen  Partie  des  cusanischen  Werkes  das  zumeist 
ganz  übersehene  Wort  ,^y]pm'*  (ßhcvog^  Traum) '^).  Indem  wir  wieder  auf 
Scharpff's  Verdeutschung^)  Bezug  nehmen,  geben  wir  die  solare  Hypothese 
Cusa's  wieder,  wie  folgt:  „Betrachtet  man  den  Sonnenkörper,  so  hat  er  zu 
seinem  Kerne  eine  Art  Erde,  zum  Umkreise  eine  wie  Feuer  leuchtende  Masse, 
dazwischen  eine  Art  wässeriger  Wolken  und  eine  reinere  Luft,  also  zusammen 
die  vier  Elemente  der  Erde^^).  Stünde  daher  jemand  aufserhalb  der  Re- 
gion des  Feuers,  so  würde  ihm  diese  Erde  durch  das  Medium  des  Feuers 
im  ganzen  umfange  ihres  Gebietes  wie  ein  leuchtender  Stern  vorkommen. 


88)  Doch  ging  Cusa  nicht  so  weit,  eine  Beseelung  der  einzelnen  Himmels- 
körper voranszasetzen  (vgl.  Kuhlknbsck,  Giobdaito  Bbuno^s  Reformation  des  Him- 
mels, Leipzig  1889,  S.  866). 

89)  A.  V.  Humboldt  (Kosmos,  8.  Band,  S.  289  der  Gottaschen  Neuauflage, 
Stuttgart  8.  a.)  betont  die  Notwendigkeit,  den  Randnoten  die  vom  Autor  offenbar 
gewünschte  Beachtung  zu  schenken. 

40)  ScHABPrr,  S.  128  ff. 

41)  Dies  widerspricht  nicht  etwa  der  früheren  Angabe  von  Cusa's  gegen- 
sätzlichem Verhalten  gegen  die  peripatetisch-scholastisohe  Elementenlehre.  Denn 
diese  verlangte  ja  eben,  dafs  die  Gestirne  aus  einem  selbständigen,  der  Erde 
fremdartigen,  ätherischen  Stoffe  gebildet  seien,  und  unsere  Vorlage  spricht  sich 
KU  gunsten  vollster  Wesensgleichheit  zwischen  sämtlichen  Weltkörpem  aus;  ein 
für  jene  Zeit  gewagter  Gedanke,  dessen  vollständige  Beseitigung  inzwischen  durch 
die  spektralanalytische  Forschung  erbracht  worden  ist. 
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wie  uns,  die  wir  im  Umkreise  der  Begion  der  Somie  uns  befinden,  die 
Sonne  überaus  hell  leuchtend  vorkommt/'  Clemens  meinte  ^^,  solche 
Äufserungen  wären  nur  verständlich,  wenn  man  annehme,  Cusa  habe  etwas 
von  den  Sonnenflecken  gewuCst,  aber  Humboldt  (a.  a.  0.)  erklärt  sich  mit 
Recht  gegen  diese  geschichtlich  unhaltbare  Vermutung.  So  viel  ist  ja  wahr: 
Damals,  als  die  Wilson-Herschelsche  Sonnenfleckentheorie  allgemein  ge- 
billigt war,  mochte  man  billig  über  Cusa's  Worte  erstaunen,  die  zwar  nicht 
eben  klar  sind,  aber  doch  dahin  gedeutet  werden  können,  dalüs  an  eine 
dunkle  Sonnenkugel,  umflutet  von  einer  Licht  und  Wärme  ausstrahlenden 
Photosphäre,  gedacht  worden  sei.  Wenn  man  übrigens  aufmerksam  in  der 
Zeile  fortliest,  so  sieht  man^^),  dals  Cusa  auch  dem  Monde,  und  wahr- 
scheinlich nicht  minder  den  übrigen  Planeten,  eine  ähnliche  Zusammen- 
setzung aus  konzentrischen  Elementarhüllen  zuschrieb  und  for  die  Sonne 
keine  Ausnahmestellung  beanspruchen  wollte.  In  hohem  Mafse  merkwürdig 
bleibt  der  ganze  Abschnitt  gleichwohl  als  ein  Versuch^),  die  Natur  der 
Gestirne  aus  den  für  die  Erde  gütigen  Gesetzen  abzuleiten,  Astro-  und 
Geophysik  zu  einander  in  Wechselbeziehung  zu  setzen. 

Wir  erfuhren  soeben,  daüs  der  geistvolle  Theosoph  zwischen  den  Sätzen, 
welche  er  aufstellte,  wohl  unterschied;  von  denen,  welche  ihm  als  gesichert 
erschienen,  trennte  er  die  „Träumereien^',  deren  wir  Erwähnung  thaten, 
und  wieder  andere  lagen  für  ihn  in  der  Mitte  zwischen  voller  Wahrheit 
und  abenteuerlicher  Spekulation.  Letztere  bezeichnete  er  als  „paradoxa**. 
Dahin  gehört  der  Ausspruch,  dafs  die  Gestalt  der  Erde  nicht  voll- 
kommen sphärisch  und  dafs  die  Bahn,  in  welcher  sich  dieselbe  bewegt, 


42)  Glekxnb,  a.  a.  0.,  S.  101.  Sicherlich  war  Cusa's  Idee  mafsgebend  für 
GioBDANo  Bbuno'b  viol  weitergehende  Konstruktionen  zur  Lehre  von  den  physischen 
Eigenschaften  der  Sonne  (Kuhlenbeok,  a.  a.  0.,  S.  365).  Er  sagt  einmal  (Bbunn- 
iioFER,  GioBDANO  Bbuno^b  Wcltanschauung  und  Yerhängnis,  Leipzig  1882,  S.  168): 
„Mi  ricordo  d'aver  visto  ü  Ousano,  di  cui  il  gtudizio  so  che  non  riprovate,  ü  quaU 
viwle,  che  cmco  il  sole  abbia  parti  dissimilari,  come  la  Itma  e  la  terrae  Dies  i»  ar 
aber  ein  Mifsverständnis;  an  ünregelmäfsigkeiten  der  Oberfläche  dachte  Cuba 
nicht,  sondern  lediglich  an  eine  sphärische  Schichtung  der  Elementarmaterien  in 
der  Kugel  des  in  Kede  stehenden  Weltkörpers. 

43)  ,,Der  Mond  erscheint  uns  nicht  so  hell,  vielleicht,  weil  wir  in  seinem 
Umkreise  mehr  den  zentralen  Teilen  näher  stehen,  etwa  der  wässerigen  Begion 
desselben/*  Daraus  geht  doch  hervor,  dafs  der  Aufban  der  beiden  Körper,  der 
Sonne  und  des  Mondes,  als  ein  wesentlich  gleichförmiger,  die  gleichen  Bestand- 
teile aufweisender  vorausgesetzt  war. 

.  44)  Abgesehen  von  der  (pseudo?-)plutarchischen  Schrifb  „De  fade  in  orbe 
Iv/nae*^  kannte  man  keine  solchen  Versuche,  bis  dann  Kepleb  sich  mit  seiner  gan- 
zen Genialität  auf  dieses  Feld  warf  (vgl.  Ludw.  Güntheb,  Kbpleb's  Traum  vom 
Mond,  Leipzig  1898). 
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uicht  vollkommen  kreisförmig  sei*^).  Wir  fühlen  uns  aufser  stände, 
den  Gedankengang  des  sich  gerne  in  ein  gewisses  Dunkel  hüllenden  Schrift- 
stellers^^) nachzudenken;  am  nächsten  liegt  es  wohl,  dafs  derselbe  nur  der 
prinzipiellen  Überzeugung  Ausdruck  verleihen  wollte,  nichts  Geschafifenes 
erfreue  sich  einer  absoluten  Vollkommenheit.  Man  darf  aber  auch  an  die 
unregelmftfsige  Oberflächenkonfiguration  der  Erde,  an  ihre  Gliederung  in 
Gebirge  und  Flachländer,  sowie  an  die  Exzenter  und  Epizykeln  denken, 
mit  welchen  die  Gelehrten  den  Weltraum  bevölkert  hatten,  und  mit  denen 
sich  der  praktische  Astronom  notwendig  abfinden  mufste"^^),  so  wenig  sie 
dem  Philosophen  sympathisch  sein  mochten. 


45)  C.  0.  0.,  S.  39.  „Terra  etiam  ista  non  est  sphaerica,  ut  quidam  dixenmt, 
licet  tendat  ad  spTiaericitcUem  .  .  .  et  eius  motus  circularis,  sed  perfectior  esse  posset.'^ 

46)  Die  Yon  einem  Historiker  (C.  F.  Bbockhaus,  Nicolai  Cusani  de  concilii 
universalis  potestate  sententia  explicata,  Leipzig  1867,  S.  Xm)  gerügte  Gewohnheit 
des  Kardinales,  vom  eigentlichen  Behandlungsgegenstande  abzuschweifen  und  da- 
durch die  Durchsichtigkeit  der  Gedankenentwicklung  zu  gefährden,  tritt  auch  in 
den  philosophisch-naturwissenschaftlichen  Schriften  oft  genug  unliebsam  zu  tage. 

47)  Als  solcher  bewährt  sich  Cusa  in  seinem  Gutachten  über  die  Kalender - 
reform  (vgl.  Schanz,  Die  astron.  Anschauungen  etc.,  S.  17  ff.)  und  in  seiner  Kritik 
des  alfonsiDischen  Tafelwerkes.  Sein  Vorschlag  (R.  Wolf,  a.  a.  0.,  S.  829),  dem 
Pfingstsonntag,  24.  Mai,  des  Jahres  1439,  sofort  als  Pfingstmontag  den  1.  Juni 
folgen  zu  lassen.;  und  zur  Hintanhaltung  späterer  Verwirrung  der  Zeitrechnung 
jedem  304.  Jahre  den  Schalttag  zu  entziehen,  ist  ein  recht  rationeller,  wenn  auch 
der  zweite  Teil  nicht  die  Übersichtlichkeit  besitzt,  welche  man  der  gregorianischen 
Einrichtung  nachrühmen  mufs.  —  Noch  deutlicher  offenbart  sich  des  Ousanus 
Vertrautheit  mit  dem  gesamten  astronomischen  Wissen  seiner  Epoche  in  der  Ab- 
handlung über  die  Planetentafeln  (C.  0.  0.,  S.  1168  ff.);  eben  diesem  Zeitalter 
bringt  er  freilich  auch  seinen  Zoll  dar  durch  die  Behauptung,  dafs  der  Bückgang 
der  Aequinoktialpunkte  kein  gleichförmiger  sei,  und  dafs  um  die  Zeit  von  Christi 
Geburt  diese  Bewegung  eine  besonders  rasche  gewesen  sei.  Diese  Irrlehre  be- 
herrschte ja  das  ganze  Mittelalter  und  fand  selbst  in  Copfernious  noch  einen  An- 
hänger, der  aber  doch  die  schlimmsten  Auswüchse  beseitigte  {vgl.  GtfNTHSR,  Der 
Wapowski- Brief  des  CoppsRincus  und  Webnes'b  Traktat  über  die  Bewegung  der 
achten  Sphäre,  Mitteil.  d.  Coppem.-Ver.  f.  Wissensch.  u.  Kunst  zu  .Thom,  2.  Heft, 
S.  3  ff.).  Scharfsinnig  bemerkt  Cüsa,  die  Elemente  der  Planetenbewegungen  seien 
von  König  Alfohs  vielfach  falsch  bestimmt  worden,  aber  durch  einen  glücklichen 
Zufall  glichen  sich  wenigstens  beim  Finsterniskalkul  die  Fehler  so  ziemlich  aus, 
und  darum  habe  man  sich  bei  den  unrichtigen  Daten  allzu  leicht  beruhigt.  „Et 
hoc  mtdtos  magnos  et  famatos  Philosopihos  dttxit  in  ereduUtatem  predictarum  tabu- 
larum**  (C.  0.  0.,  S.  1178).  Als  der  erste,  der  dem  „libros  del  säber'*  das  kritische 
Messer  ansetzte,  wie  A.  Matr  behauptete  (Das  Studium  der  Mathematik  im 
XV.  Jahrhundert,  Bayer.  Annalen,  III,  1,  S.  200),  ist  Cusa  übrigens  unter  keinen 
Umständen  anzuerkennen,  und  aus  seinen  eigenen  Darlegungen  erhellt  auch  nicht, 
dafs  er  sich  ein  solches  Verdienst,  das  ihm  nicht  zukam,  irgendwie  zuzueignen 
geneigt  gewesen  wäre.  —  Inwieweit  Cusa  bei  den  (27  -j-  ^7  ^)  64  Stempositionen 
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Auch  eine  unseres  Wissens  bisher  noch  gar  nicht  beachtete  Stelle  des 
inhaltreichen  Buches,  mit  welchem  wir  uns  zur  Zeit  beschftftigen,  sei  hier 
kurz  berührt.  Die  Astrologen  des  Altertums  hatten  Betrachtungen  über 
die  Abhängigkeit  klimatischer  und  anderweiter  Verhältnisse  der  einzelnen 
Erdgegenden  angestellt,  je  nachdem  dieselben  dem  Einflüsse  gewisser  Cre- 
stime  unterstehen;  man  hatte  eine  geographische  Astrologie  geschaffen, 
mit  der  erst  in  jüngster  Zeit  die  Wissenschaft  sich  ernstlicher  zu  befassen 
ange&ngen  hat^).  Guba  hält  als  klarer  Denker  nichts  von  dieser  After- 
Wissenschaft;  es  sei,  sagt  er^),  dem  Menschen  verwehrt,  die  Länder  der 
Erde  nach  ihrer  angeblichen  Abhängigkeit  von  den  Stellungen  der  Himmels- 
körper in  edlere  und  weniger  edle  einzuteilen. 

Die  Greschichte  der  Kosmologie  darf  auch  die  Thatsache  nicht  mit  Still- 
schweigen übergehen,  dals  bei  Cusa  eine  erste  bestimmte  Erfassung 
des  Beharrungsgesetzes  nachzuweisen  ist^).  um  seine  abstrakten  Lehren 
über  Oott-  und  Menschheit  zu  versinnlichen,  machte  Cuba  Gebrauch  von  einem 
Spiele,  dessen  symbolische  Bedeutung  Anlafs  zur  Verfassung  einer  eigenen 
Schrift  („De  ludo  globi*')  gegeben  hat^^).  Eine  YöUig  glatte  Kugel,  auf 
absolut  glatter  ebener  Unterlage  dahinrollend,  kann  niemals  zur  Buhe 
kommen.  Gerade  so  verhält  es  sich  bei  den  himmlischen  Kreisbewegungen; 
die  dauernde  Bewegung  ist  da  der  Normalfall,  die  unterbrochene  ein  Aus- 
nahmefall. Aufserordentlich  wichtig  ist  die  Erkenntnis,  dafs  die  Be- 
wegungstendenz in  dem  bewegten  Körper  selbst  steckt  und 
nicht,  wie  Aristoteles  wollte,  vom  umgebenden  Medium  abhängt 


beteiligt  ist,  welche  der  Ausgabe  seiner  Werke  (C.  0.  0.,  8. 1174  ff.)  angefügt  sind, 
wird  sich  (Sghahb,  a.  a.  0.,  S.  80)  nicht  mehr  entscheiden  lassen;  die  Überschrift 
lautet:  ,JSUXlae  inerrowUs  ex  CardincUis  Gusaki,  Niosni,  et  Aluaobvsis  observatiambus 
supputataef*,  Aluacsnsis  ist  der  Kardinal  D'Aillt,  Nioehub  jedenfalls  Hippakoh 
von  Nicaea;  darüber,  dafs  Cusa  anch  Stembeobachtongen  angestellt  habe,  ist  sonst 
nichts  bekannt.  In  Jahv^s  „Astron.  Unterhaltungen*'  (Jahrgang  1864,  S.  41S)  ge- 
schieht eines  aus  Enpfer  gefertigten  Astrolabiums  Erwähnung,  welches  zum  Nach- 
lasse des  Kardinales  gehört  haben  und  noch  jetzt  in  seinem  Heimatsorte  auf- 
bewahrt werden  soll.  Mit  einem  solchen  Instmmente  kann  Cdba  immerhin  die 
bewufsten  Ekliptikkoordinaten,  die  anch  nor  in  sehr  randen  Zahlen  eingetragen 
sind,  selber  ermittelt  haben. 

49)  Man  sehe  die  Mitteilongen  hierüber  bei  Häblbb  (Astrologie  im  Altertum, 
Zwickau  1879),  sowie  bei  Boll  (Studien  über  Claudius  Ptolbkasub,  Leipzig  1896). 

49)  C.  0.  0.,  S.  40.  „Quare  patet,  per  Junninem  non  esse  scibäe,  an  regio  terre 
sU  in  gradu  perfeetiari  et  ignobUiori,  respeetu  regünmm  sUUarwn  aiiarum  .  .  J* 

60)  Wohlwill,  Die  Entdeckung  des  Beharrungsgesetses,  Zeitschr.  f.  Y6lker> 
Psychologie  u.  Sprachwissenschaft,  14.  Band,  S.  876  ff. 

61)  SoHABPFF,  S.  220 ff.;  Kästrsb,  Geschichte  der  Mathematik,  1.  Band,  Qüir- 
tingen  1796,  S.  410  ff. 
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Man  weilÜB,  dafs  Galilei  mit  der  Bekämpfung  dieses  Gmndsatzes  eine  rationelle 
Bewegungslehre  begründetet^,  aber  schon  vor  ihm  war  Cusa  des  wirklichen 
Sachverhaltes  inne  geworden.  Dieser  Ruhm  muTs  ihm  verbleiben,  auch 
wenn  man  mit  Wohlwill  (s.  o.)  zuzugeben  bereit  ist,  dafs  der  Begriff  des 
„tnottis  iwpressus**  (dvvaiug  hio^iica)  bereits  den  älteren  griechischen  und 
arabischen  Auslegern  des  Stagiriten  mehr  oder  weniger  zum  Bewufstsein 
gekommen  sei. 

Wir  können  von  Cusas  Verdiensten  um  die  Astronomie  nicht  Abschied 
nehmen,  ohne  uns  noch  mit  dem  vielleicht  wichtigsten  Schriftstücke  zu  be- 
schäftigen, welches  von  ihm  auf  unsere  Tage  gelangt  ist.  Als  Clebiens 
anläfslich  der  Vorstudien,  welche  er  für  seine  uns  bereits  bekannte  Schrift 
über  Cusa  und  Bruno  anstellte,  die  Bibliothek  des  aus  der  Hinterlassen- 
schaft des  Kardinals  reich  ausgestatteten  Hospitales  in  Cues  durchsuchte, 
fiel  ihm  ein  Autograph  des  Donators  in  die  Hände,  welches  er  veröffent- 
lichte.^; Derselbe  ist  um  deswillen  von  so  hoher  Wichtigkeit^  weil  Cusa 
in  dieseni  Schriftstücke  seine  früheren,  ziemlich  allgemeinen 
Andeutungen  über  die  Bewegung  der  Erde  schärfer  präzisiert 
Ohne  Zweifel  entstammt  dasselbe  dem  späteren  Lebensalter  des  Schreibers; 
derselbe  hatte  wohl  gefühlt,  dafs  die  unbestimmten  Ausführungen  der  „docta 
ignorantia*'  eine  astronomisch  fafsbare,  authentische  Interpretation  erheischten, 
und  eine  solche  lieferte  er  hier.  Ob  in  der  Absicht,  auch  sie  der  Öffent- 
lichkeit zu  übergeben,  das  müssen  wir  unentschieden  lassen.  Da  wir  den 
Sinn  der  sehr  gedrängten  Darstellung  schon  bei  früherer  Gelegenheit^)  auf- 
geklärt zu  haben  glauben,  so  begnügen  wir  uns  mit  Wiedergabe  der  drei 
Leitsätze,  in  welche  wir  damals  den  Lihalt  zusammendrängten. 

Es  dreht  sich  danach  L  die  Erde  in  24  Stunden  von  Ost  nach  West 
um  eine  ihrer  Richtung  nach  mit  der  Verbindungslinie  der  Weltpole  zu- 
sammenfallende Achse.  Gleichzeitig  aber  dreht  sich  auch  H.  die  achte  Sphäre 
mit  allen  zwischen  ihr  und  der  Erde  befindlichen  Weltkörpem  in  entgegen- 
gesetztem Sinne,  also  von  West  nach  Ost,  um  die  gleiche  Achse,  und  zwar 
ist  ihre  Umdrehungsgeschwindigkeit  doppelt  so  grofs,  als  diejenige  der  Erde, 
in.  Auch  die  Sonne  nimmt  an  diesem  ostwestlichen  Umschwünge  teil,  aber 
derselbe  wird  durch  die  Eigenbewegung  dieses  Gestirnes  derart  verlangsamt, 
dafs  im  Laufe  eines  Jahres  das  Zurückbleiben   gerade   auf  360^  anwächst 

Man  staunt  über  die  Komplikation,  welche  diese  Anordnung  zuwege 
bringt,  allein  man  kann  nicht  in  Abrede  stellen,  dais  der  angestrebte  Zweck, 


52)  Vgl.  hiezu  Hblleb  ,  Geschichte  der  Physik  von  Abibtotbles  bis  auf  die 
neueste  Zeit,  1.  Band,  Stuttgart  1882,  S.  68,  S.  377  ff. 

68)  CucMBirs,  8.  98  ff.        64)  Göhthu,  Studien  etc.,  S.  27  ff. 
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die  tägliche  ümdrehnng  der  Himmelskngel  und  den  Wechsel 
von  Tag  und  Nacht  zu  erkl&ren,  auch  auf  diesem  umständlichen 
Wege  erreicht  wird.  Die  Geschwindigkeit  der  Erde  von  Ost  gegen  West 
ist,  wenn  wir  diesen  Drehsinn  durch  das  Zeichen  Minus  kennzeichnen,  gleich 

^- ;    diejenige  der  achten  Sphäre  ist  positiv  zu  nehmen  und  hat  nach 


720 
CusA   den  Wert  -^j-;  als  resultierende  Geschwindigkeit  erhalten  wir  sonach 


für  die  Erde  -^ =  -^ ,  gerade  so,  wie  sich  dies  auch  verhalten 

würde,  wenn  die  Erde  allein  eine  Umdrehung  von  West  nach  Ost  hätte, 
die  Sternsphäre  dagegen  stillstände.  Weshalh,  diese  Frage  drängt  sich  uns 
da  gehieterisch  auf,  weshalh  liefs  sich  ein  so  seihständiger  Denker  nicht  an 
der  ungleich  einfacheren  Annahme  der  hlofsen  Erddrehung  genügen,  sondern 
haute  ein  so  eigenartig  verwickeltes  System  auf?  Eine  voll  befriedigende 
Antwort  auf  diese  Frage  vermag  heutzutage  niemand  mehr  zu  geben,  aber 
dennoch  giebt  es  Überlegungen,  welche  vielleicht  eine  gewisse  Einsicht  in 
den  Ideengang  vermitteln,  dessen  Resultat  in  der  soeben  besprochenen 
Botationslehre  vor  uns  liegt. 

Eine  vorurteilsfreie  Vergleichung  der  letzteren  mit  den  kühnen  Hypo- 
thesen des  Hauptwerkes  mufs  philosophisch  zu  gunsten  des  letzteren 
ausfallen,  während  allerdings  Derjenige,  der  sich  auf  einen  sozusagen 
geometrischen  Standpunkt  stellt,  die  unzweideutige  Charakteristik  der 
Umdrehungsvorgänge  vorziehen  könnte.  Die  achte  Sphäre,  welche  das  Buch 
,fDe  doda  ignorantia"  so  gut  wie  beseitigt  hatte,  welche  dort  nur  noch 
den  Wert  einer  bequemen  Bedewendung  besals,  ist  nunmehr  wieder  zu 
einem  reellen  Wesen  geworden,  denn  nur  einen  Körper  kann  man  sich  als 
mit  Achsendrehung  begabt  vorstellen.  Bei  dieser  Lage  der  Dinge  glauben 
wir  einer  Hypothese  Baum  geben  zu  dürfen,  die  nicht  als  allzu  keck  er- 
scheinen wird.  Es  war  oben  von  einem  in  Verlust  geratenen 
Traktate  über  die  Gestalt  der  Welt  die  Rede;  als  ein  Konzept 
für  diese  Schrift  steht  möglicherweise  das  von  Clemens  ent- 
deckte Bruchstück  vor  uns.  Mit  dem  Alter  und  seiner  Bangerhöhung 
mögen  dem  Kardinale  zweierlei  Bedenken  aufgestiegen  sein:  einerseits,  ob 
nicht  das  vordem  errichtete  Lehrgebäude  gar  zu  kühn  und  luftig  befunden 
werden  möchte,  und  andererseits,  ob  nicht  eine  exaktere  mathematische 
Begründung  der  einstmals  rücksichtslos  hingeworfenen  Gedanken  angezeigt 
sei.  Er  führte  diese  Begründung  durch  und  erreichte  dadurch  zugleich  den 
Vorteil,  allen  Schwierigkeiten  der  Kirchenlehre  aus  dem  Wege  zu  gehen, 
ohne  doch  mit  dem  Frinzipe  universeller  Bewegung  in  Widerspruch 
zu  geraten.     Auch  dann  jedoch,  wenn  wir  uns  diesem  Versuche  der  Be- 
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seitigung  einer  müetigbaren  Disharmonie  zwischen  dem  jüngeren  und  älteren 
CusANUs  zuneigen,  bleibt  derselbe  ein  bewuTster  Vorläufer  des  Coppernigus, 
wie  ja  auch  noch  nach  dessen  Auftreten  die  Zahl  derjenigen  gar  nicht 
klein  war,  welche  die  tägliche  Bewegung  des  Erdballes  zugaben  und  nur 
die  jährliche  leugneten  ^^).  Eine  genauere  Erforschung  der  Geschichte  dieser 
Yermittlungslehre  wäre  recht  wünschenswert.  — 

Nikolaus  von  Cues  hat  sich,  wie  erst  die  neueste  Zeit  uns  belehrte, 
auch  als  Kartograph  heirorgethan,  und  die  Geschichte  der  Eartenprojektions- 
lehre  gedenkt  seines  Namens  als  eines  der  ersten,  welche  den  rohen  Hand- 
zeichnungen des  Mittelalters  gesetzmäfsige  Netzentwürfe  substituierten. 
Soviel  uns  bekannt,  war  es  Bbeusing^),  der  die  Thatsache,  dafs  von  Cusa 
eine  Karte  Mitteleuropas  erhalten  sei,  der  Gegenwart  ins  Gedächtnis  zurück- 
rief. Er  bezeichnete  den  greisen  Mäzen  der  mathematisch-geographischen 
Disziplinen,  Willibald  Pirckheymer,  als  denjenigen,  dem  man  die  Bettung 
der  Karte  zu  danken  habe,  ei'wähnte  aber  zugleich,  dafs  schon  Ortelius 
von  deren  Existenz  nur  noch  durch  ein  Zitat  gewuTst  habe.  Genauer  be- 
kannt sind  wir'  mit  der  Karte  erst  durch  einen  Aufsatz  S.  Buges ^'') 
geworden,  und  an  diesen  knüpfte  A.  E.  y.  Nordenskiöld  an^),  von  dem 
wir  erfahren,  dafs  Cusa's  Karte  unter  denjenigen,  welche  nicht  auf  den 
ptolemaeischen  Archetypus  zurückgehen,  die  zweite  ist,  die  ein  vollstän- 
diges Gradnetz  trägt  Die  erste  ist  diejenige  der  Länder  des  hohen  euro- 
päischen Nordens  von  Clavus*^.  Zu  dem,  was  Buge  brachte,  war  Metelka^) 


66)  Zwei  Astronomen,  welche  auf  solche  Weise  zwischen  Ptolemaeus  und 
CoppxRHicus  einen  Ausgleich  herbeizuführen  strebten,  waren  Obioaxus  und  Longo- 
MONTANüB  (Kästner,  a.  a.  0.,  4.  Band,  Gröttingen  1800,  S.  112  ff.,  118).  Es  zeigt 
sich,  dafs  die  Neigung  zu  diesem  Kompromisse  gerade  bei  den  Anhängern  Ttcho 
Bbahbs  eine  besonders  grofse  war. 

66)  BiiBuaiNo,  Leitfaden  durch  das  Wiegenalter  der  Kartographie,  Frankfurt  a.  M. 
1883,  S.  11. 

67)  S.  Ruax,  Ein  Jubiläum  der  deutschen  Kartographie,  Globus,  60.  Band, 
S.  4ff. 

68)  v.  NoBDBHSKiöLD,  Bidfüg  tül  Nordens  äMsta  kattografi,  Stockholm  1892; 
Periplas;  An  Essay  on  ihe  earhf  Hist&ry  of  Charts  and  SaUing-Directions,  trcms- 
lated  by  Bathxb,  Stockholm  1897,  S.  64. 

69)  Über  diesen  ältesten  eigentlichen  Geographen  Skandinaviens  orientiert 
am  zuverlässigsten  Stobm  {Den  danske  geograf  Claudius  Clavus  eller  Nikolaus 
NioBB,  Ymer,  1889,  S.  189  ff. ;  1891,  S.  13  ff.). 

60)  Metblka,  0  mape  Kord.  Mikulüb  Cusy  z  prostredka  XV.  stöleti,  Vestnik 
hrdl.  CesM  spolecnosH  nduk,  trida  fihsoficko-historicko-jazykoz-pytnä,  1896,  HI  (Prag 
1896).  Der  Verfasser  verdankt  Herrn  Prof.  Mbtelka  eine  deutsche  Übersetzung 
dieses  Essays,  durch  welchen,  wie  erwähnt,  die  Ergebnisse  der  Untersuchung 
RuoEs  teils  bestätigt,  teils  auch  in  einzelnen  Punkten  weiter  ausgestaltet  werden. 
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einige  wertvolle  Ergtoznngen  zu  liefern  in  der  Lage,  indem  er  festzustellen 
yermoclite,  dafs  vier  Exemplare  der  CüSA-Earte  hente  noch  vorhanden  sind; 
je  eines  derselben  befindet  sich  im  Britischen  Museum  zu  London,  in  der 
durch  ihre  historischen  Reliquien  ausgezeichneten  Militärbibliothek  zu  Weimar, 
in  der  Kartensammlung  des  Germanischen  Nationalmuseums  zu  Nümbei^ 
und  in  der  Plankammer  des  Armeekonservatoriums  zu  München.  Eine  Nach- 
bildung des  Londoner  und  des  Münchener  Exemplares  ist  jeweils  den  Ab- 
handlungen von  Buge  und  Metelka  beigegeben  ^^);  die  Verschiedenheiten 
sind  natürlich  geringfügig  und  beziehen  sich  wesentlich  blos  auf  die  von 
den  Schicksalen  der  Originalkarte  Nachricht  gebenden  Aufschriften.  Diese 
letztere  erschien  1491  zu  Eichstätt  an  der  Altmühl,  in  welcher  Stadt  unter 
der  Regierung  des  Bischofs  Wilhelm  von  Reichenau  ein  lebhaftes  wissen- 
schaftliches Treiben  herrschte  ^^). 

Die  Karte  war  in  Kupfer  gestochen,  wie  dies  im  Kindesalter  der 
deutschen  Kartographie  allgemein  üblich  war;  erst  um  1500  löste  der 
Holzschnitt  den  Kupferstich  ab,  um  etwa  fünfzig  Jahre  später  wieder  lang- 


et) Das  Londoner  Exemplar  entstammt  dem  Jahre  1491,  das  Mflnchener  dem 
Jahre  1680.  Wenn  trotz  dieses  nicht  unbeträchtlichen  Altersmiterschiedes  be- 
hauptet werden  konnte,  beide  Abdrücke  seien  eigentlich  identisch,  so  hat  es 
damit  folgende  Bewandnis.  Nicht  Pibckhetmeb,  der  Nürnberger,  welchen  Bhbubiko 
als  Mittelsmann  bezeichnet  hatte,  sondern  der  ihm  allerdings  geistesverwandte 
Angsburger  Komrad  PsuTnraBB,  mit  Jessen  Name  ja  auch  die  Bettang  einer  hoch- 
wichtigen römischen  Strafsenkarte  unlöslich  verbunden  ist,  hatte  die  Original* 
platte  der  OusA-Karte  angekauft  und  übergab  sie  dem  bekannten  Maler  Hass 
BuBGKMAiB  (1473 — 1681)  zur  Vervielföltigung  und  VeröffenÜichung.  Letztere  be- 
sorgte der  Baseler  Buchführer  OnATAimsB  mit  Zuziehung  des  sachverständigen 
Kosmographen  Sebastian  MOnstbb.  Dieser  Sachverhalt  erschliefst  sich  aus  den 
Legenden  der  Karte,  durch  welche  bewiesen  wird,  dafs  die  Münchener  Karte  von 
derselben  Platte  abgenommen  ward,  wie  ihre  Vorgängerinnen.  Mbtblka  (a.  a.  0. 
S.  4)  zitiert  auch  noch  die  bekräftigenden  Angaben  in  dem  Buche  von  GnEOCBn 
(Curieuse  Gedanken  von  den  vornehmsten  und  accuratesten  Alten  und  Neuen 
Land-Gharten ,  Frankfurt  a.  M. -Leipzig  1713).  Wenn  Mbtblka  glaubt,  dafs  noch 
einige  Unsicherheit  über  den  relativen  Anteil  der  drei  Arbeitsgenossen  Bubokmaib, 
Münstbb  und  Gbatandeb  obwalte,  so  hoffen  wir  auch  diese  jetzt  beseitigt  zu  haben. 
Der  erstere  besorgte  die  technische  Abnahme  und  die  künstlerische  Ausschmückung 
im  Stile  der  Zeit;  der  zweitgenannte  überwachte  die  Korrektheit  der  Herstellung 
der  Abzüge  und  lieferte  den  geographischen  Kommentar;  Cbatandbb  endlich 
brachte  das  fertige  Werk  in  den  Handel.  Die  Nachweisuagen  Mbtelka^s  sind  mit 
Dank  aufzunehmen,  und  gleiches  gilt  für  die  Unterstützung,  welche  ihm  dabei 
der  Münchener  Topograph  H.  Lutz  angedeihen  liefs;  letzterem  ist  auch  der  Ver- 
fasser für  geleistete  Hilfe  mehrfach  verbunden. 

62)  Vgl.  in  dieser  Hinsicht  Sax,  Die  Bischöfe  und  Beichsfflrsten  von  Eich> 
statt,  1.  Band,  Landshat  1884,  S.  802  ff. 
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sam  durdi  die  Chalkographie  verdrängt  zu  werden^').  Neben  dem  Münchener 
Blatte  treten  die  drei  älteren  Stiche  hinsichtlich  der  Deutlichkeit  und  Über- 
sichtlichkeit sehr  zurück,  und  wer  topische  Studien  auf  der  Karte  an- 
stellen will,  wie  sie  an  diesem  Orte  selbstverständlich  aufser  unserer  Absicht 
liegen^),  wird  wohl  thun,  sich  an  die  Faksimiliening  Metelka's  zu  halten. 
Eine  verkleinerte  Abbildung  derselben  ist  diesen  Zeilen  beigefügt,  einzig  in 
der  Absicht,  die  von  Cusa  gewählte  Projektionsart  zu  verdeutlichen. 

Es  ist  dies  die  modifizierte  «Methode  des  Ptolbmaeus,  der  bekanntlich 
für  die  zeichnerische  Wiedergabe  gröfserer  oder  kleinerer  Teile  der  Erd- 
oberfläche verschiedene  Verfahrungsweisen  an  die  Hand  gegeben  hat,  die 
im  1.  und  8.  Buche  seiner  „(Jeographie^^  enthalten  sind^^).  Ursprünglich 
läuft  ja  allerdings  die  ptolemaeische  Eegelprojektion  darauf  hinaus,  dafs 
die  Meridiane  durch  konvergente,  zum  Mittelmeridiane  symmetrisch  an- 
geordnete gerade  Linien,  die  Parallelen  aber  durch  konzentrische  Kreis- 
bogen dargestellt  werden  sollen.  Solange  es  sich  indessen  um  einen  nicht 
beträchtlichen  Erdraum  handelt,  wird  der  Fehler  nicht  grofs  sein,  der  ent- 
steht, wenn  man  den  Mittelpunkt  dieser  Kreise,  welcher  der  Erdachse  an- 
gehört, in  die  Unendlichkeit  fallen  und  die  Breitenkreise  in  ein  System 
paralleler  gerader  Linien  degenerieren  läfst,  so  dafs  folglich  die  Begrenzung 
der  Karte  mit  dem  Perimeter  eines  Trapezes  zusammenfällt,  wie  wir  dies 
auch  bei  der  CusA-Karte  sehen.  Wir  fragen  uns  nun,  wie  der  Kardinal 
zu  Werke  ging,  nachdem  er  den  Plan  gefällst  hatte,  eine  „Landtafel*^ 
Deutschlands  und  seiner  Nachbargebiete  auszuführen. 


68)  V.  NoBDEiTOKiöLD,  Periplus,  S.  169. 

64)  Solche  Detailprüfang  verlohnt  auch  kanm  mehr,  da  die  am  meisten  in 
die  Augen  fallenden  Mängel  der  OusA-Karte  bereits  von  Mönstbr  ermittelt  und 
zusammengestellt  worden  sind.  Im  August  1530  widmete  derselbe  seinem  Gönner 
PBüTiMasB  eine  diesen  Zweck  verfolgende  Abhandlung  (Germaniae  atque  äliarum 
regumum,  quae  ad  imperium  u^qut  Gtmstafitimopolitcmum  protendunktr,  descriptio, 
per  Sbbastiahum  Muhstbbum  ex  historicis  atque  cosmographis ,  pro  Tabula  Nicolai 
CusAs  inUlligenda  exeerpta.  Item  eiwdem  t(ibulae  Camm).  Die  namentlich  für  die 
historische  Länderkunde  belangreiche  Erörterung  ist  jetzt  leicht  zugänglich  ge- 
worden, weil  sie  von  Gallois  als  Anhang  in  seine  bekannte  Monographie  (Les 
geograpl^ea  allemands  de  la  renaissance,  Paris  1890,  S.  258  ff.)  aufgenommen  wurde. 

66)  Diese  Projektionen  behandeln:  Moll  weide,  Die  Mappierungskunst  des 
Ol.  Ptolbmaxus,  Monatl.  Eorresp.  zur  Beford.  d.  Erd-  und  Himmelsknnde,  11.  Band, 
S.  322  ff.;  Wilbsho-Grashof,  Ausgabe  der  Geographie  des  Ptolemabus,  I.Band, 
Essen  1888  (Eixdeitung);  D'Avbsac,  Ckmp  d'oeU  historique  8%ir  la  protection  des 
cartes  de  gdographie^  Bull,  de  la  soc.  de  giogr.^  1868,  S.  288 ff.;  Gebmaim,  TraitS 
des  prcijecHons  des  cartes  giographiques,  Paris  1866,  S.  214  ff.;  Tissot-Hammbb,  Die 
NetzentwOrfe  geographischer  Karten,  Stuttgart  1887,  S.  88 ff.,  145  ff.;  H.  Bebgbb, 
a.  a.  0.,  4.  Abi,  S.  142  ff. 
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Grerade  damals,  als  diese  Karte  entstand  —  und  zwar  war  tun  1461 
die  Zeichnung  vollendet,  welche  dann  noch  dreifsig  Jahre  auf  allgemeineres 
Bekanntwerden  warten  mufste  —  weilte  auch  in  Italien  jener  Mönch  Nikolaus 
von  Reichenhach  (Oberpfalz),  welcher  als  der  eigentliche  Wiedererwecker 
des  Geographen  Ptolemaeus  im  Abendlande  geehrt  werden  mufs.  Dieser 
Nikolaus  Germanus,  irrtümlich  De  Donis  genannt,  war  es  eben,  der  die 
erwähnte  Abänderung  der  konischen  Abbildung  und  die  Trapezkonstruktion, 
wenn  dieses  Wort  gestattet  ist,  allgemein  •durchfSÜirte^).  Wenn  wir  nun, 
wie  auch  Ruoe  (a.  a.  0.)  betont,  erkennen,  dafs  die  technischen  Einzel- 
heiten  bei  Cusa  genau  die  gleichen  wie  bei  Nikolaus  Germanus  sind,  so 
liegt  wohl  die  Vermutung  nicht  ferne,  beide  Männer  hätten  auf  welschem 
Boden  Bekanntschaft  geschlossen,  und  der  Kardinal,  der  sich  dazumal 
gewifs  schon  mit  seinem  Plane  trug,  habe  bei  dem  Landsmanne  noch  einiges 
gelernt,  was  ihm  bei  der  Verwirklichung  dieser  Absicht  zu  statten  kommen 
konnte.  Denkbar  wäre  selbstredend  auch  das  umgekehrte  Verhältnis,  daJOs 
der  bayerische  Mönch  erst  durch  den  Kardinal  zu  seinen  kartogpraphischen 
Arbeiten  angefeuert  worden  und  auf  die  Vereinfachung  des  ptolemaeischen 
Kartenbildes  hingelenkt  worden  sei.  Übrigens  wird  man  auch  der  uns 
bekannten  Beziehungen  Cusas  zu  Toscanelli  eingedenk  bleiben  müssen, 
den  sein  Zeitalter  als  den  ersten  Kosmographen  pries  (Libri,  Eistoire  des 
Sciences  mathSmatiqiies  en  Italic,  3.  Band,  Paris  1840,  S.  71).  Dais  freilich 
Paulus  Florentinus,  wiewohl  er  sich  als  geschickter  Kartenzeichner  be- 
währt hat,  nicht  gerade  das  trapezförmige  Bild  bevorzugt  hat,  ist  durch 
H.  Waqner's  Untersuchung  (Die  Rekonstruktion  der  ToscANELLi-Karte  vom 
Jahre  1474  und  die  Pseudo-Facsimilia  des  BEHAiM-Globus  vom  Jahre  1492, 
Nachr.  v.  d.  Gott.  Gel.  Gesellsch.,  1894,  S.  208  ff.)  so  gut  wie  gewifs  ge- 
macht worden.  Die  Motive,  unter  denen  der  Florentiner,  auf  den  Marco 
Polo  indirekt  und  Niccolo  de'Conti  direkt  einwirkten,  sich  zur  Anfertigung 
jener  Karte  verstand,  beleuchtet  des  näheren  Apelt  (Die  Beformation  der 
Sternkunde;  ein  Beitrag  zur  deutschen  Kulturgeschichte,  Jena  1852,  S.  7  ff.), 
der  auch  über  Cusa's  Anteil  an  der  Vorbereitung  der  von  Coppernicus 
herbeigeführten  Bevolution  der  Geister  gesunde  Ansichten  äuFsert  (a.  a.  0., 
S.  21  ff.).  Auch  wenn  es  sich  aber  so  verhält,  wie  zuerst  angenommen, 
wird  doch  Buoe's  Charakteristik^'')  nicht  geändert:    „Cusa's  Karte  ist   die 


66)  Gallois,  a.  a.  0.,  S.  18. 

67)  Buge,  S.  5.  Indem  dieser  Geschichtschreiber  der  Erdkunde  einen  Rück- 
blick auf  die  Entwicklnng  der  deutschen  Kartographie  wirft,  kommt  er  zu  der 
Bchlursfolgerung  (S.  8),  dafs  erst  wieder  die  kritische  Karte  Deutschlands  von 
(iKRHARi)  Mkrcatok  (1586)  als  eine  Weiterfühnmg  des  Werkes  anzusehen  sei, 
welches  Nikolaus  vom  Cues  so  vielversprechend  inauguriert  hatte. 
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erste  gedruckte  Originalkarte,  die  uns  Mitteleuropa  nicht  nach  der  Vor- 
stellung der  alten  Griechen,  sondern  nach  der  lehensvoUen  Auffassung  eines 
modernen  Beobachters,  der  das  Land  auf  vielfacheil  Beisen  kennen  gelernt 
hatte,  vor  Augen  führt."  Auf  manche  an  sich  das  Interesse  des  Fach- 
mannes erweckende  Einzelheit  kann  hier  nicht  eingegangen  werden ^^);  es 
muTs  sein  Bewenden  dabei  haben,  dafs  die  Geschichte  der  mathematischen 
Geographie  ihn  als  den  ersten  scu  feiern  hat,  der  unter  den  Neueren 
eine  auf  korrekter  Projektion  beruhende  Landkarte  herzustellen 
wagte  und  einen  glücklichen  Erfolg  dieses  Wagnisses  gesehen 
haben  würde,  wenn  ihm  länger  zu  leben  beschieden  gewesen 
wäre.*^)  — 

Derselbe  Mann,  dessen  Berufsarbeit  ihm  die  gröfsten  Mühsale  auf- 
erlegt«, und  der  trotzdem  die  Mufse  fand,  in  seinen  schrifbstellerischen 
Arbeiten  Samenkörner  aller  Art  auszustreuen,  die  nur  freilich  in  jener  Zeit 
nur  allzu  oft  auf  steiniges  Erdreich  üelen,  hat  auch  gewissen  Teilen  der 
physikalischen  Erdkunde  wertvolle  Anregungen  gegeben,  von  denen 
wir  sehen  werden,  dafs  sie  wenigstens  zum  Teile  auch  nach  seinem  Hin- 
scheiden noch  nachwirkten  und  der  Wissenschaft  wirklich  nützten.  Cusä 
hatte  offensichtlich  Neigung  für  naturwissenschaftliche  Dinge  ^^)  und  di'ängte 
in  seiner  einschlägigen  Schrift  ^^)  („Idiotae  de  staticis  experimentis  dialogm") 


68)  Das  Heimatland  der  deutschen  Karte,  Italien,  verrät  ^ich  u.  a.  durch  die 
Einteilung  der  Breitengrade  in  je  60  Miglien  (resp.  12  Teile  zu  je  5  Miglien). 
Astronomische  Fixpunkte  war  Cuba  damals  nur  in  geringer  Zahl  auszunützen  im- 
stande; nur  für  Würzburg,  Erfurt,  Lübeck  und  die  einer  blühenden  Hochschule 
sich  erfreuende,  damals  deutscbpolnische  Stadt  Krakau  stimmen  seine  Positionen 
mit  denen  der  alfonsinischen  Tafeln  (s.  o.)  übereiu.  Der  Mangel  zuverlässiger  Orts- 
bestimmungen verschuldete  auch  die  hauptsächlichsten  Gebrechen  der  Karte, 
insonderheit  das  gänsliche  Fehlen  des  Rheinknies  zwischen  Mainz  und  Bingen. 
Der  deutsche  Hauptstrom  behält  durchweg  eine  südnördliche  Richtung  bei. 

69)  Auch  bei  einer  anderen  Gelegenheit  scheint  Cusa  in  der  Geschichte  der 
Kartographie  genannt  werden  zu  müssen.  Derselbe  war  nämlich  bei  der  Aus- 
gabe des  „Itinerarium  Antonini**,  welche  1494  zu  Venedig  erfolgte,  insofern  be- 
teiligt, als  er  früher  sich  um  die  Textesreinigung  der  vorhandenen  Kodizes  bemüht 
hatte.  (Vgl  Wbssblino,  Vetera  Bomanorum  itinera^  Amsterilam  1727;  Itinerariwn 
Antonini  Auousti  et  Hiesosoltmitani^  ed.  Pabthey-Pindes,  Berlin  1848,  S.  XVll; 
J.  V.  Aschbach,  Die  Wiener  Universität  und  ihre  Humanisten  im  Zeitalter  Kaiser 
Maxucilian's  L,  Wien  1877,  S.  263.)  Diese  noch  zu  wenig  geklärte  Angelegenheit 
wäre  einer  besonderen  Untersuchung  wohl  würdig. 

70)  Während  er  sich  in  einer  schlimmen  politischen  Verwicklung  befand, 
spricht  CüSA  (Scharpff,  S.  316)  in  den  Einleitungs werten  zu  einer  theologischen 
Schrift  davon,  er  sei  mit  ^yherbai'um  collectio''^  mit  Botanisieren,  beschäftigt 
gewesen. 

71)  C.  0.  0.,  S.  172  fP.  Eigentlich  unterhalten  sich  Autor,  Idiota  (Cusa  selbst) 

Abb.  zur  Gesch.  d.  Mathem.    IX.  «10 
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eine  Fülle  yon  Beobachtnngen  nnd  Bemerkungen  zusammen,  welche  yon 
reiflichem  Nachdenken  Zeugnis  ablegen,  wennschon  es  durchweg  bei 
Aphorismen  verbleibt  und  ein  tieferes  Eingehen  auf  die  im  Fluge  berührten 
Probleme  vermiTst  wird.  Yon  diesem  Dialoge,  in  welchem  sich  der  Philosoph 
mit  einem  Mechaniker  unterhalt,  sind  zwei  deutsche  Übersetzungen 
vorhanden''^);  ein  untrüglicher  Beweis  dafür^  dafs  die  Mit-  und  Nachwelt 
in  dieser  Sammlung  eine  wertvolle  Bereicherung  der  Litteratur  erblickte. 
Die  Historiker  haben  von  der  Schrift,  wie  sich  das  von  selbst  versteht, 
ausnahmslos  Notiz  genommen  und  mehr  oder  minder  ausführliche  Auszüge 
ihren  eigenen  Werken  einverleibt;  vor  allem  ist  in  dieser  Beziehung 
Kaestner'^*)  zu  nennen. 

Es  gab  damals  keinen  anderen  physikalischen  Apparat  von  grofser 
Exaktheit,  als  die  Wage,  welche  Cusa  nicht  nur  in  der  gewöhnlichen  Form 
als  zweiarmigen,  sondern  auch  als  einarmigen  Hebel  (Schnellwage,  römische 
Wage)  kannte.  Mit  ihr  werden  alle  die  zahlreichen  Experimente 
des  Dialoges  angestellt,  und  das  war  gewifs  kein  Fehlgriff. ^^)  Freilich 
sind  manche  der  vorgeschlagenen  Versuche  so  beschaffen,  dafs  sie  sich  in 
Wirklichkeit  gar  nicht  oder  doch  nur  unter  grofsen  Schwierigkeiten  an- 
stellen lassen,  aber  doch  hat  Lasswitz ^^)  recht,  wenn  er  bemerkt:  „Diese 
Versuche  sind  immerhin  bemerkenswert  als  die  ersten  Anfänge,  eine  selb- 
ständige, auf  Beobachtung  beruhende  Naturforschung  durch  methodische 
Vorschläge  für  ihre  Untersuchung  in  Anregung  zu  bringen."^*)    Wir  wollen 


und  Orator;   die  deutsche  ÜbersetzuDg  hat  die  erwähnte,  der  Sache  nach  auch 
ganz  zutreffende  Änderung  der  Personen  bethätigt. 

72)  Die  jüngere  derselben  scheint  sehr  selten  zu  sein;  wir  zitieren  lediglich 
nach  Düx  (2.  Band,  S.  370  ff.),  dafs  B.  Brameb  den  Dialog  deutsch  herausgegeben 
habe  (Marburg  i.  H.  1619).  Bekannter  ist  jedenfalls  die  von  Bivius  in  seinen 
deutschen  Vitruv  aufgenommene  Verdeutschung.  Sie  bildet  einen  Anhang  dieses 
Werkes  (Vitruvius;  des  allernamhaftigisten  und  hocberfaiensten,  römischen 
Architect  und  kunstreichen  Werck  oder  Bawmeysters,  Mabci  Vitruvij  Poluonis, 
zehen  Bücher  von  der  Architectur  und  künstlichem  Bawen,  Basel  1576). 

73)  Kabstker,  a.  a.  0.,  2.  Band,  Gtöttingen  1797,  S.  122  ff. 

74)  Die  JoLLY'sche  Methode,  die  Erddichte  mittelst  feiner  Wägungen  zu 
bestimmen,  wird  von  Zöppritz  (Die  Fortschritte  der  Geophysik,  Geo.  Jahrb.,  9.  Band, 
S.  5)  als  eine  besonders  vertrauenswürdige  bezeichnet,  „weil  das  Instrument,  die 
Wage,  unter  allen  physikalischen  Mefsapparaten  theoretisch  wie  praktisch  am 
besten  bekannt  und  am  leichtesten  kontrollierbar  ist'*. 

76)  Lasswitz,  Geschichte  der  Atomistik,  1.  Band,  Hamburg-Leipzig  1890, 
S.  278  ff. 

76)  Ähnlich  ist  die  Beurteilung  Bosenberobr's  gehalten  (Die  Geschichte  der 
Physik  in  Grundzügen,  1.  Teil,  Braunschweig  1882,  S.  106  ff.):  „Diese  projektierende 
Physik  ist  der  erste  Anfang  der  experimentierenden  Physik."    Lasbwitz  sowohl 
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den  Inhalt  der  Unterredungen  jetzt  etwas  näher  kennen  lernen,  indem  wir 
eben  nur  bei  denjenigen  Partien  verweilen,  welche  direkt  oder  indirekt  die 
Physik  der  Erde  zu  fördern  bestimmt  sind. 

Dem  durch  Wägung  zu  führenden  Nachweise,  dafs  die  Pflanzen  ihre 
Nahrung  wesentlich  aus  dem  Wasser  ziehen,  folgt  ein  Exkurs  auf  die  v er- 
steinende Kraft  mancher  Quellen^^);  einzelnen  Quellen,  wie  eine  solche 
angeblich  in  Ungarn  gefunden  werde,  eigne  sogar  das  Vermögen,  Metalle 
in  andere  Metalle  zu  verwandeln;  in  diesem  Falle  Eisen  in  Kupfer.  Hoher 
Nachdruck  wird  auf  die  Ermittlung  der  spezifischen  Gewichte  verschie- 
dener Körper  gelegt.  Wenn  man  das  spezifische  Gewicht  der  Erde  kennt, 
so  hat  man,  da  auch  deren  Radius  gegeben  ist,  zugleich  das  wirkliche  Gewicht 
der  Erdkugel^®);  es  ist  wohl  das  erste  Mal,  dafs  eine  solche  Bestimmung 
als  möglich  hingestellt  wird.  Sofort  wird  dann  weiter  gegangen  zu  der 
hygrometrischen  Wage,  dem  frühesten  geschichtlich  erkennbaren  Ver- 
suche, die  Luftfeuchtigkeit  zu  messen  und  diese  Messung  für 
die  Witterungsprognose  zu  verwerten.  Man  kann  ja  den  triftigen 
Einwand  erheben''^),  auch  Philon  und  Heron  hätten  bereits  die  hygrosko- 
pischen Eigenschaften  gewisser  Substanzen  gekannt^),   allein  es  bleibt  für 


wie  RoBKiniBBaEK  spielen  auf  die  grofse  VerwandUchafb  an,  welche  zwischen  Cusa^s 
Dialoge  and  der  „Wage  der  Weisheit"  des  Arabers  Alkhazini  besteht,  von 
welchem  Werke  Rosenskrobr  (a.  a.  0.,  S.  79  ff.)  sehr  merkwürdige  Einzelheiten 
mitteilt.  Der  Kardinal,  der  selbst  eine  Kritik  des  Korans  verfafste  (Scha&pfp, 
S.  242  ff.),  war  mit  orientalischer  Gelehrsamkeit  nicht  unbekannt;  dürfte  man  an- 
nehmen, dafs  seine  statischen  Elemente  durch  die  Kenntnisnahme  einer  arabischen 
Quellenschrift  beeinflufst  waren?  Auch  M.  Cantor's  an  einen  weiteren  Leserkreis 
sich  wendender  Essay  „Kardinal  Nikolaus  voh  Gusa;  ein  Geistesbild  aus  dem 
XY.  Jahrhundert**  (Nord  und  Süd.  Eine  deutsche  Monatsschr.,  herausg.  von  Dr.  Paul 
Lindau.  LXIX,  188 — 202,  1894)  gebt  auf  die  uns  hier  beschäftigenden  Fragen 
in  Kürze  ein  und  wird  der  Eigenart  des  seltenen  Mannes  jedenfalls  gerechter, 
als  K.  y.  Pka»tl*s  sehr  ausführlicher  Artikel  im  Y.  Bande  der  „A.  D.  Biographie*'; 
ähnlich,  wie  Mabdlbk,  glaubt  auch  der  Münchener  Philosoph  dadurch,  dafs  er 
den  Cnsaner  als  „Mystiker**  hinstellt,  einer  tieferen  Prüfung  seiner  Lehren  Über- 
hoben SU  sein.  — 

77)  C.  0.  0.,  S.  176.  „Sic  experimur,  certam  ciquam  in  lapides  verti,  wt  aquam 
in  glaciem,  et  virtutem  indurativatn  et  lapificativam  ceriis  fonHhus  inesse,  gui  im- 
posita  indurant  in  lapidem" 

78)  Wenn  &  die  Dichte,  r  der  Erdhalbmesser  ist,  so  kann  man  das  Erd- 
gewicht gleich^  y,r'»^  setzen.  Cusa  meint  nun  offenbar,  wenn  er  es  auch  nicht 
deutlich  anspricht,  dafs,  wenn  man  von  recht  vielen  der  Erde  angehörigen  Stoffen 
die  spezifischen  Gewichte  kenne,  das  arithmetische  Mittel  derselben  ungefähr 
gleich  d  sein  werde. 

79)  Hbllbb,  a.  a.  0.,  1.  Band,  S.  220. 

80)  Genauer  orientiert  über  die  Bolle,  welche   bei   den  Mechanismen  der 

10* 
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CcsA  immer  noch  das  Verdienst  ührig,  an  quantitative  Bestimmung  und 
an  weitere  Benützung  des  Ergebnisses  gedacht  zu  haben.  Er  nimmt  ein 
Quantum  Wolle,  weil  dieser  Stoff  den  atmosphärischen  Wasserdampf  leicht 
aufsaugt,  und  wenn  er  das  Gewicht  zu  verschiedenen  Zeiten  verschieden 
findet,  so  weiTs  er^^),  dafs  in  einem  Falle  mehr,  im  anderen  weniger 
Feuchtigkeit  in  der  Luft  enthalten  gewesen  ist.  Es  wäre  das  freilich  ein 
etwas  primitives  Verfahren,  allein  man  wird  PoaaENDORFF®^)  darin  bei- 
treten müssen,  dafs  alle  die  älteren  Vorrichtungen,  wie  man  sie  von  Meb- 
SENNE,  Santorio,  Maignan  u.  a.  kennt,  weder  dem  Prinzipe  noch  der  Aus- 
führung nach  auf  einen  besonderen  Vorzug  vor  Cusa's  Verfahren  Anspruch 
machen  können. 

Einem  anderen  Bereiche  gehört  der  Bat  an,  die  Sonnenwärmen  ver- 
schiedener Elimate  zu  vergleichen;  man  soll  eine  bestimmte  Anzahl 
von  Körnern  der  nämlichen  Getreideart,  welche  auf  Ackerfeldern  gleicher 
Bonität  und  unter  sonst  ganz  gleichen  Verhältnissen  gewachsen  sind,  ab- 
wägen ^^);  da,  wo  das  Gewicht  das  gröfsere  ist,  war  auch  die  Intensität 
der  Bestrahlung  durch  die  Sonne  eine  gröfsere.  Man  kann  auch  ebenso 
vorgehen,  um  die  Stärke  der  Erwärmung  auf  Berggipfeln  und  in  Thälem 
für  Orte  gleicher  geographischer  Breite  nach  gegenseitigem  Verhältnis  aus- 
zumitteln.  Daran  reihen  sich  Betrachtungen  über  den  Luftwiderstand, 
der  sich,  je  nach  der  Gestalt,  gegen  gleich  schwere  Körper  von  abweichen- 
der Gestalt  auch  verschieden  offenbaren  wird.  An  der  Wasseruhr  —  bei 
Rivius  ist  an  deren  Stelle  die  volkstümlichere  Sanduhr  getreten  —  wird 
die  Zeit  gemessen,  welche  bezüglich  eine  Kugel  und  eine  Platte  beim  Herab- 
fallen von  gleicher  Höhe  zum  Zurücklegen  dieses  Fallraumes  brauchen, 
wobei  auch  auf  die  Unterstützung  des  Vogelfluges  durch  den  Widerstand 
der  Luft  aufmerksam  gemacht  wird. 

Die  Wasseruhr  (clepsydra)  ist  überhaupt  in  der  Regel  der  Helfer  aus 

griechischen  Physiker  die  Absorption  des  WaBserdampfes  durch  gewisse  Materien 
spielt,  eine  Abhandlung  von  W.  Schmidt  (Hebon  von  Alexandria,  Konrad  Dasypodius 
und  die  Strafsburger  astronomische  Münsteruhr,  Abb.  z.  Gesch.  d.  Math.,  VIII, 
S.  191). 

81)  PoGGENDORFF,  a.  a.  0.,  S.  387. 

82)  C.  O.  0.,  S.  176.  „5ic  etiam  posses  venari**  (herausbringen)  „differentiam 
vigoris  Solis,  in  loco  tnontium  et  vaJlium,  in  eadem  linea  ortus  ei  occasus^'  (die 
demselben  Meridiane  angehören). 

83)  Die  Wasseruhr  an  sich  ist  viel  älter;  sie  geht  auf  das  griechische  Alter- 
tum (Ctesibius),  vielleicht  sogar  auf  das  assyrische  zurück  (B.  Wolp,  a.  a.  0., 
S.  134  ff.).  Neu  ist  bei  Cusa  lediglich  das  Abwägen  des  ausgeflossenen  Wassers, 
während  man  früher  das  Sinken  desselben  im  Hauptgefäfse  durch  eine  an  diesem 
angebrachte  Teilung  markiert  hatte. 
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der  Not.  Ein  Wasserbehälter  hat  unten  eine  kleine  Öffnung,  aus  welcher 
stetig  Flüssigkeit  in  ein  darunter  gestelltes  Mefsgefäfs  abfliefst;  die  Quantität 
Wasser,  welche  sich  in  jenem  innerhalb  einer  bestimmten  Zeit  ansammelt, 
gilt  unmittelbar  als  ZeitmaTs.  Man  kann  sich  dieses  Hilfsmittels  zu  astro- 
nomischen Zwecken  bedienen,  die  Differenz  zwischen  Sonnen-  und 
Sterntag  ausfindig  machen.  Sogar  als  eine  Art  von  Thermometer, 
dieser  Gedanke  gemahnt  besonders  an  Alkhazini,  ist  die  Wage  zu  verwenden, 
denn  das  Gewicht  des  Wassers  variiert  mit  der  Temperatur.®*)  Ihren 
Triumph  jedoch  feiert  die  Uhr  und  deren  physikalische  Nutzanwendung  bei 
der  Aufgabe,  die  Tiefe  eines  Gewässers  ohne  eigentliche  Lotung 
zu  finden.  Wenn  wir  die  etwas  umständliche  Schilderung^^)  mit  kurzen 
Worten  charakterisieren  wollen,  so  können  wir  so  uns  ausdrücken.  Ein 
schwerer  EOrper,  mit  dem  ein  leichter  in  Verbindung  steht,  sinkt  im  Wasser 
ein  und  legt  in  der  Zeit  t^  den  unbekannten  Weg  s^  zurück,  während  man 
sich  durch  vorgängigen  Versuch  vergewissert  hat,  dafs  die  bekannte  Tiefe  s 
in  der  Zeit  t  durchmessen  wird.  Die  Zeiten  werden  den  Wassermengen  p^ 
und  p  proportional  gesetzt,  welche  resp.  beim  wirklichen  Versuche  und 
beim  Vorversuche  ausgeflossen  sind.     Dann  hat  man: 


84)  C.  0.  0.,  S.  178.     „Orator.    Nonne  calarem  et  frigus,  siccitatem  et  humi- 
ditatem  temporis,  possemus  tali  modo  venari?    Idiota.    Possemi^  certe  .  .  ." 

85)  Um  auch  von  der  deutschen  Version  einen  Begriff  zu  geben,  stellen  wir 
lateinischen  und  deutschen  Text  hier  neben  einander: 


C.  0.  0.,  S.  177.  „Orator.  Äudivi, 
quodam  instrumento  voluisse  normul- 
loa  rriaris  profunditatem  venari.  Idiota. 
Cum  plumbo  fieret,  ad  instar  Lunae 
formato,  octo  dierum:  ita  tarnen^  quod 
cornu  tmum  sit  ponderosius,  et  aliud 
levius,  et  in  Uviori,  pomum  aut  ali- 
quid leve,  tali  instrumento  appenda- 
tur,  quod  plumbo  in  fwndum  pomum 
trdhente,  et  primo  cum  ponderosiori 
parte  terram  tangente,  et  se  sie  suc- 
cessive  inclinante:  pomum  de  cornu 
Itberatum,  sursum  revertatur,  hctbita 
scientia,per  simile  plumbum  et  pomum 
in  älia  aqua,  notae  profunditatis.  Nam 
ex  diversitate  ponderum  aquae  ex  cle- 
psydra,  a  tempore  projectionis  plumhi^ 
et  reversionis  pomi  in  diversis  aquis, 
scitur  quaesitum." 


Ennus,  S.  MDXLIX.  „Durch  dergleichen 
Instrument  der  Uhren  oder  Sandhorologien, 
mag  man  die  tieffe  des  Meeres  und  jedes 
Wassers  erfinden,  dann  so  man  ein  In- 
strument von  Pley  machet,  in  der  gestalt 
des  mons,  der  auff  acht  Tag  lang  nach 
dem  Newen  Mond  scheinet,  dieser  gestalt, 
und  auff  das  ein  Hörn  oder  Spitze  ein 
Apffel  stecket,  unnd  also  zu  grundt 
sencken  lasset,  so  bald  es  den  Boden  be- 
rtlrt,  so  ledigt  sich  der  Apffel  herab,  und 
schnell  feret  er  über  sich,  so  viel  dann 
Sands  herauTs  gelauffen,  sol  man  ab  wegen, 
dann  das  Instrument  mit  dem  Apffel  in  ein 
ander  Wasser  gleicher  gestalt  gethan, 
welches  tieffe  uns  bekannt  sein  sol,  dann 
das  Gewicht  eygentlichen  gemerckt  defs 
aufslauffenden  Sands,  imd  gegen  einander 
verglichen,  zeigt«*  an  die  Proportion  der 
tieffe." 
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Da  ^,  p  und  p^  bekannt  sind,  so  berechnet  sich  s^  ans  einer  einÜAchen  Pro- 
portion. Dals  in  Wirklichkeit  keine  der  beiden  Proportionalitäten  za  Recht 
besteht,  dafs  folglich  auch  Wassertiefen  auf  solche  Weise  nur  dann  mit 
einigermafsen  leidlicher  Genauigkeit  ermittelt  werden  können,  wenn  sie  sich 
in  sehr  bescheidenen  Grenzen  halten,  bedarf  kaum  der  Heryorhebung. 
Originell  und  folgenreich  ist  nur  der  glückliche  Einfall,  die 
Zeiten  t  und  ^  dadurch  zu  fixieren,  dafs  der  leichte  Zusatz- 
kOrper,  den  der  schwere  mit  hinab  genommen  hatte,  sich  beim 
Auftreffen  auf  dem  Grunde  ablöst  und  wieder  zur  Oberfl&che 
zurückkehrt.  An  der  Fortbildung  dieses  Prinzipes  hat  die  Folgezeit  mit 
dem  gröfsten  Erfolge  gearbeitet^),  aber  diese  Idee  selbst  war  das  geistige 
Eigentum  des  deutschen  Gelehrten,  und  zwar  zu  einer  Zeit,  als  für  eine 


86)  Die  Entwicklungsstadien  dieser  yerwendbaren  bathometrischen  Methode 
anlangend  vgl.  Gümthes,  Die  bathometrischen  Instrumente  und  Methoden,  Zeitschr. 
f.  Instromentenkonde,  1882,  S.  892  ff.,  431  ff.;  Wolkenhauer,  Zar  Geschichte  der 
Tiefenmessungen,  Deutsche  Rundschau  f.  Geogr.  u.  Stat.,  1.  Band,  S.  689  ff. ;  Gükther, 
Handbuch  der  Geophysik,  2.  Band,  Stuttgart  1899,  S.  897  ff.  Die  Tiefenmessung 
Cusa's  wird  auch  yon  Kbetschmeb  (Die  physische  Geographie  des  Mittelalters,  Wien- 
Olmütz  1890,  S.  66  ff.)  besprochen.  Über  Cusa  ging  zuerst  erheblich  hinaus  der  — 
übrigens  zweifellos  durch  Riyius  beeinflufsie  —  Deutschnngar  Che.  Fühler;  s.  dessen 
geometrisches  Lehrbuch  (Aine  kurtze  unn  grandliche  anleytung  za  dem  rechten 
Verstand  Geometriae,  Dillingen  1668,  S.  662  ff.).  Seine  Auslösungsverrichtong  ist 
ganz  sinnreich  erdacht,  aber  noch  etwas  unbeholfen;  hinsichtlich  der  Wasser* 
w&gung  hat  keine  Änderung  platzgegriffen.  Eine  ganz  ähnliche  Yerbesserang  des 
primitiven  Verfahrens  war  diejenige  des  Blakcanus  {ßphaera  Mwi^i  seu  Gasmo- 
graphia,  Bologna  1620,  S.  108),  der  allerdings  selbst  wieder  einen  Banmeister  Leo 
Alberti  als  Erfinder  namhaft  macht.  In  den  Haken,  den  die  schwere  Sinkkngel 
unten  an  sich  trägt,  ist  ein  spezifisch  leichterer,  gekrümmter  Körper  so  ein- 
gehängt, dafs  die  Auslösung  beim  leichtesten,  von  unten  kommenden  Stofse  er- 
folgen mufs,  während  Cusa^s  Apfel  sehr  leicht  noch  längere  Zeit  an  seinem  Halb- 
monde stecken  bleiben  konnte.  Daniel  Schwenter  {Delici<ie  Physico-MtUhemciHeae, 
Nürnberg  1626,  S.  514  ff.)  hält  sich  teils  an  Fühler,  teils  an  Bivius.  Die  Apparate 
von  HooKE,  Bacialli,  Molikelli,  Stipriaan  Luiscius  (vgl.  wegen  der  ihrer  Zeit  viel 
besprochenen  Tiefensonde  des  letzteren  Gilbert^s  Annalen  der  Physik,  30.  Band, 
S.  417  ff.)  verfolgen  sämtlich  den  gleichen  Endzweck,  aas  der  zwischen  dem  Ver- 
schwinden des  kombinierten  und  dem  Wiederauftauchen  des  leichten  Körpers 
verstrichenen  Zeit  die  Tiefe  zu  berechnen.  Diesen  Plan  hat  man,  als  in  der 
Praxis  illusorisch,  nach  und  nach  fallen  lassen,  aber  das  Auslösungsprinzip  als 
solches  hat  sich  bis  auf  den  heutigen  Tag  erhalten,  so  wenig  auch  dem  äufseren 
Anscheine  nach  die  feinsinnig  ausgedachten  Tiefenlote  eines  Brocke,  Belkhap, 
SiosBEE,  Prinzen  von  Monaco  u.  s.  w.  mit  Cüsa's  Instrumentchen  gemein  haben 
mögen. 
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wissenschaftliche  Meeres-  und  Gewässerkunde  noch  nicht  einmal  die  ersten 
Grundlinien  gezogen  waren.  ®^) 

Wir  sind  am  Ende.  Eine  zusammenfassende  Schilderung  dessen,  was 
NncoiiAus  VON  CuES  den  exakten  geographischen  Disziplinen  gewesen,  hat 
ungeachtet  so  vieler  vorzüglicher  Vorarbeiten  bislang  gefehlt,  und  so  mag 
der  Versuch,  ein  solches  Gesamtbild  zu  zeichnen,  wohl  seine  Rechtfertigung 
in  sich  tragen.  Der  Mann,  der  vor  Coppernicus  die  Erjstallsphären 
der  griechischen  Himmelskunde  zertrümmerte,  der  offen  die 
Wesensgleichheit  der  Erde  mit  den  anderen  Weltkörpern  ver- 
kündete, der  ganz  allgemein  die  Erdbewegung  und  konkreter  auch 
die  Erdrotation  lehrte,  der  den  wesentlichen  Inhalt  des  Gali- 
leischen  Trägheitsgesetzes  vorher  erkannte,  der  als  der  erste 
Neuere  eine  Landkarte  in  korrektem  geometrischem  Netze  entwarf, 
der  endlich  thermometrische,  hjgrometrische  und  bathometrische 
Methoden  angab,  denen  ausnahmslos  die  theoretische  Berechti- 
gung nicht  abzusprechen  ist  —  dieser  Mann  verdient  ohne  Zweifel 


87)  Als  eigentlicher  Erfinder  des  bathometrischen  Verfahrens  ist  freilich 
wohl  CüSA  nicht  anzusehen.  Dasselbe  dürfte  anf  die  römischen  Gromatiker  zurück- 
gehen, denn  Cubtze  (Practica  Geometriae^  ein  anonymer  Traktat  ans  dem  Ende  des 
XIl.  Jahrhunderts,  Monatshefte  f  Math.  u.  Phys.,  VIII.,  S.  193 ff.)  teilt  aus  einer 
alten  mittelalterlichen  Handschrift  nachstehende  merkwürdige  Stelle  mit  (S.  213): 
„Nee  praetermittere  debemus^  quin  ^idam  etiam  profunditateni  stagnorum  vel 
fiuminum  ta^i  arte  sc  metiri  pramittant  .  .  ."  Ein  „globua  cum  a/n9u,W  wird  ver- 
senkt; ,;sumptogue  aströlapsu  horam  immissianis  dÜigenter  attendunt  .  .  ,"  Dann 
kommt  das  in  die  „Ansula"  eingehängte,  spezifisch  leichtere  Anhängsel  wieder  an 
die  Oberfläche.  „Quo  emergetite  rwrsum  horöscopum  Tiorae  praesentis  instans  in- 
ventum  dÜigenter  notat,  et  quantum  temporis  a  primo  momento  immissionis  usgue 
ad  demeraionem  fluxerit,  cautissima  computatione  distinguit."^  Neben  diesem  Zeit- 
messungsmodus,  der  also  anf  ein  damals  geläufiges  chronometrisches  Instrument 
bezng  nimmt,  kommt  zu  gleichem  Zweck  auch  noch  die  Wasseruhr  znr  Ver- 
wendung. Dieee  Art  der  Tiefenmessung  läfst  sich  aber  auch  früher  schon  nach- 
weisen (vgl.  Ollkris^  Oeuvres  de  Gkrbert^  pape  sous  le  nam  de  Sylyestse  IL  col- 
lationees  sur  Us  manuscrits,  prScSddes  de  sa  biographie,  suivies  de  notes  critiques  et 
historigues,  Paris  1867,  S.  446;  M.  Cantor,  Die  römischen  Agnmensoren  und  ihre 
Stellung  in  der  Geschichte  der  Feldmefskunst;  eine  histonsch-mathematiscbe 
Untersuchung,  Leipzig  1875,  S.  158).  Für  Cusa  bleibt  angesichts  dieser  Tbat- 
sachen  zweierlei  als  Eigentum  bestehen:  Erstlich  hat  er  an  dem  sinkenden 
Körper  die  sehr  einfache  Auslösungsvorrichtung  angebracht,  welche 
er  beschreibt,  und  zum  zweiten  substituiert  er  bei  Anwendung  der 
Wasseruhr  der  etwas  unzuverlässigen  Volumbestimmung  die  ungleich 
exaktere  Wägung.  —  Merkwürdig  ist,  dafs  Schwentbr^s  Auslösung  sich  wieder 
mehr  derjenigen  der  antik-mittelalterlichen  Vorschrift  nähert,  als  derjenigen,  von 
welcher  der  ältere  deutsche  Gelehrte  Gebrauch  macht. 
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in  der  Geschichte  der  angewandten  Mathematik  sowohl,  wie  auch 
der  Erdkunde  einen  Ehrenplatz.  Wenn  seine  Thätigkeit  einen  esoterischen 
Charakter  hatte,  den  folgenden  Generationen  nicht  in  dem  Mafse  zu  gute  kam, 
wie  es  zu  wünschen  gewesen  wäre,  so  liegt  dies  vornehmlich  an  seiner  dem 
Lehrberufe  wenig  günstigen  äufseren  Lebensstellung,  und  Cusa  erscheint  als 
Schicksalsgenosse  des  ihm  in  so  manchen  Hinsichten  ähnlichen  Lionardo 
DA  Vinci,  aus  dessen  Handschriftenbänden  die  Forschung  auch  erst  müh- 
selig die  Fülle  dessen  herausschält,  was  dieser  geniale  Mensch  erdacht  und 
geschaffen  hatte.  Der  Geschichte  erwächst  umso  mehr  die  Pflicht,  das  an 
den  Tag  zu  bringen,  was  einer  früheren  Zeit  durch  ein  Zusammentreffen 
vielfältiger  nachteiliger  Umstände  eni^ehen  mufste. 


:hvm    qyi  virvin  : 


ON  AN  ALLUSION  IN  ARISTOTLE 
TO  A  CONSTRUCTION  FOR  PARALLELS 


BT 
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CAMBRIDGE. 


In  the  Analytica  priora  II  c.  16  Aristotle  is  discussing  the  pe- 
titio  principii,  which  he  illustrates  bj  reference  to  the  procedore  ad- 
opted bj  certain  persons,  whom  he  does  not  name,  in  dealing  with  parallele. 
The  passage  in  its  context  is  as  follows  (p.  64^  38  —  65*  9). 

Totfro  [sc.  TO  iv  a^rj  aheüs^ai]  d'  ItSu  fiiv  ofhfo  rcouiv  &Cx^ 
eid^g  cc^icbaat  rh  tcqo9CsI(isvoVj  ivSijjBxat  61  nwl  (iBtaßcivtag  in  &lXa  avta 
x&v  nstpvicoTOiv  d»'  iouCvov  dsluvvöd'ai  Sia  xovxwv  catodsnKvvvai  t6  1$ 
ä^^g,  olov  si  x6  A  öeiKvvot  duc  xoü  B,  xb  Sh  B  6uc  xoü  P,  ti  dh  F 
nsqnmbg  sfi/  ösUwtSd'ai  Stic  xoü  A'  HvfißalvBi  yccQ  aixb  St  aixoü  xb 
A  dnxvvvai  xovg  o'ßtCD  övXXoyi^Ofdvovg,  otcsq  tcoiovöiv  ot  xag 
TCccQalkTJXovg  olofiBvot  yQiig>siv'  Xav^dvovöi  yitQ  ««äTol  iav- 
xohg  xota'öxa  lcc(ißdvovxsg^  &  ov^  olov  xb  &noÖBt^ai  (nii  oi- 
6&V  x&v  TtaQaXkrIlcDv.  &iSte  av(ißalvH  xotg  oikoD  Cvlloyi^ofiivoig 
twxUxov  bIvui  XiyBtv^  el  Icxiv  etuxiSxov'  oOxca  d'  &%av  icxai  öt  aixov 
yvaxsxov'  Bneg  aivvccrov, 

^^Tbis  Dsay  be  done  in  the  form  of  assiiming  directly  what  is 
in  qnestion;  but  it  is  also  possible  to  pass  to  certain  other  things 
which  are  natnrally  proved  by  means  of  it,  and  by  means  of  these 
things  to  demonstrate  the  original  proposition,  as,  for  example,  if 
one  were  to  prove  A  by  means  of  B,  and  B  by  means  of  C,  when 
C  wonld  natnrally  have  been  proved  by  means  of  A,  for  in  effect 
those  who  argue  in  this  manner  prove  A  by  means  of  itseK.  This 
is  what  is  done  by  those  who  think  that  they  draw  par- 
allels;  for  they  unconsciously  assume  such  things  as  it 
is  not  possible  to  demonstrate  if  parallels  do  not  exist. 
Thns  in  effect  those  who  argue  in  this  manner  say  that  such  and 
such  a  thing  exists  if  it  exists;  and  at  this  rate  everything  will 
be  known  per  se:  which  is  impossible/' 
üpon  this  passage  the  scholiast  quoted  on  p.  47  of  Waitz's  edition 
of  the  Organen  has  the  following  note. 

ldC(og  yqdq>Biv  ikiyovxo  ol  iv  ysmitstgicc  &7toösi%vvvx6g^  ineiSii  tucxoc- 
yQdifovxeg  &3ts6elxvvov,     kiyst  öh  iv  ccQyrj  alxeicd'acy  iiv  xig  ort  fCaQ- 
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alXriiol  BUStrV  icitoösLKvvrj  dta  rov  Ttäöav  ei^eücv  eig  dvo  si&Biag 
ifiTtCnxovöav  rag  ivxbg  ycovlag  Svo  OQ^ceig  löag  itotetv'  rovvo  yaq  avtb 
av  öwjfidri^  xb  Svo  dq^atg  töag  elvat  xccg  ivxbg  ytovCag^  816x1  7taQ~ 
dklriXoC  eUiiv  at  bv^buhi,, 

"The  Word  yqdq>Biv  was  specially  used  of  those  who  demonstrate 
thisgs  in  geometry,  since  tbej  were  wont  to  demonstrate  them  bj 
drawing  diagram s.   Aristotle  then  says  that  it  is  begging  tbe  ques- 
tion  if  any  one  demonstrates  that  (straight  lines)   are  parallel  by 
means   of  tbe  fact  that  any  straight  line   which  falls  upon  (the) 
two   straight  lines  makes  the  interior   angles   equal  to    two   right 
angles;    for  this  fact,  namely  that  the  interior  angles  are  equal  to 
two   right   angles,   would   itself  have  been   proved   from   the   par- 
allelism  of  the  straight  lines/' 
It  is  a  small  point,  bat  I  do   not  think   that  the   scboliast's  Inter- 
pretation of  the  Word  yqdfpBLv  is  right  in  this  particular  case.     It  is  tme 
that  the  word  very  commonly  has  the  meaning  here  ascribed  to  it.     Among 
plenty  of  instances,  two  good  ones  occurring  in  Archimedes  may  be  quoted. 
Thns  (1)  in  the  preface  to  On  the  Sphere  and  Cy linder  II  he  speaks 
of  "such   theorems  and  problems  as  are  investigated  (y^fpBxai)  by  means 
of  these  theorems^',   and  again  (2)  in  the  preface  to  the  Quadratare   of 
the  Parabola  he  says,  **some  of  those  who  in  former  times  occupied  them- 
selves  with  geometry  tried  to  prove  {yqdtpBiv)  that  it  is  possible  to  find  a 
rectilineal  area  equal  to  a  given  circle  and  to  a  given  segment  of  a  circle'\ 
Aristotle  too  uses  the  word  elsewhere  in  the  same  special  sense  (Topica 
6  3,  158^  30):   "some  things  in  mathematics  also  seem  to  be  difficult  of 
demonstration  {(yh  ^aöC(og  yQdg>E<sd'ai)  for  want  of  a  definition  .  .  .  /'.     Not- 
withstanding  the   frequency   of  this   use   of  yQd(pBt.v^  1  do   not   think  that 
olofiBvot  xccg  Tta^akki^kovg  y^opBiv   could   quite   bear  the  meaning  "thinking 
they  prove  parallelism^';   and  it  seems  more  natural  to  assign  to  yqu- 
fpBiv  its  ordinary  signification  of  drawing. 

Waitz  interprets  yqdq>Biv  in  this  sense  and  explains  the  passage  in 
bis  usual  lucid  way:  "Admittunt  hoc  vitium  in  demonstrando  qui  lineas 
aequidistantes  ita  ducendas  esse  docent,  ut  aequales  sint  ii  anguli,  quorum 
aequalitas  demonstrari  non  potest  nisi  ex  eo  quod  lineae  sumuntur  aequi- 
distantes/' 

It  will  be  observed  that  Waitz  speaks  of  the  equality  of  the 
alternate  angles  which  two  parallel  straight  lines  make  with  another 
straight  line  meeting  them;  the  scholiast  refeis  to  the  equality  of  the 
two  interior  angles  on  the  same  side  to  two  right  angles.  These 
two  properties  of  parallels  however  come   to  the  same  thing,   each  being 
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easilj  deduced  from  the  other;  and  wbether  construction  or  demon- 
stration  is  implied  bj  yqdq>Hv  is  immaterial  also,  since,  even  if  con- 
struction is  meant,  a  construction  in  geometry  is  not  complete  unless 
foUowed  bj  a  demonstration  that  wbat  was  required  is  in  fact  done. 

Let  US  now  compare  the  construction  or  demonstration  as  thus  ex- 
plained  witb  Eüclid's  course  of  procedure  in  Book  I  of  the  Elements. 
In  I.  27  be  proves  tbat,  if  a  straight  line  falling  on  two  straigbt  lines 
makes  the  alternate  angles  equal  to  one  another,  the  two  straight 
liues  are  parallel,  and  in  I.  28  he  proves  that,  if  a  straight  line  falling 
on  two  straight  lines  makes  the  interior  angles  on  the  same  side 
equal  to  two  right  angles,  the  two  straight  lines  are  parallel;  lastlj 
in  I.  31  he  draws,  through  a  given  point  A,  a- parallel  to  a  given  straight 
line  BC  bj  joiniug  A  to  any  point  D  on  BC  and  then  drawing  through  A 
a  straight  line  EA  making,  with  AD,  the  alternate  angle  EAD  equal  to 
the  alternate  angle  ADC.  That  is,  if  we  accept  the  interpretation  of  the 
passage  of  Aristotle  given  by  the  scholiast  and  Waitz,  Aristotle  must 
be  supposed  to  say  that  the  argument  in  the  three  propositions  of  Euclid 
referred  to  involves  a  petitio  principii. 

But  is  it  true  that  we  have  here  a  petitio  principii?  I  think  that, 
if  the  question  is  considered  for  a  moment,  it  will  be  clear  that  there  is 
no  petitio  principii  whatever  involved.  Euclid  defines  parallel  straight 
lines  as  straight  lines  which,  being  in  the  same  plane,  will  never  meet 
however  far  they  are  produced  in  either  direction.  Then  in  I.  27,  28  he 
proves  that,  if  the  alternate  angles  are  equal,  or  if  the  two  interior  angles 
on  the  same  side  are  equal  to  two  right  angles,  the  two  straight  lines  in 
question  will  never  meet  however  far  they  are  produced;  whence,  by  the 
definition,  they  are  parallel.  LasÜy  in  I.  31  he  draws  a  straight  line 
in  accordance  with  the  criterion  of  parallelism  fumished  by  I.  27,  and  it 
follows  that  the  straight  line  so  drawn  is  parallel  to  the  given  straight 
line.  There  is  not  here  even  any  assumption  of  a  difficult  Postulate  such 
as  Postulate  5;  and  the  Observation  of  Waitz  that  the  equality  of  the 
(alternate)  angles  carmot  be  proved  except  from  the  fact  that  parallel 
straight  lines  are  taken  is  certainly  not  true,  because  one  angle  is  drawn 
equal  to  the  other  angle  (an  Operation  which  I.  23  has  taught  us  to 
effect  without  any  reference  to  parallels),  and  the  equality  of  the  angles 
does  not  depend  upon  the  existence  of  parallels  or  upon  anything  eise 
than  the  construction. 

Further  than  this,  I  think  that  we  may  conclude  from  other  passages 
of  Aristotle  himself  that  he  would  not  have  regarded  Euclid's  procedure 
as  open  to  the  Charge   of  petitio   principii.     Thus  in  Anal.  post.  I  5 
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(74*  12),  where  he  is  showing  that  &7c6dsi^ig  shocild  be  not  only  xora 
navxög  bat  roihrov  TtQmTov  fucd-olov^  he  mentions  as  an  instance  the  proof 
that  "right  angles  do  not  meet'^  (bj  which  of  coorse  he  means  that  straight 
lines  making  the  two  interior  angles  eqnal  to  two  right  angles  will  not 
meet),  observing  that  it  is  not  enough  to  prove  this  in  the  case  where 
each  of  the  two  angles  is  right,  becanse  this  is  only  one  waj  in  which 
the  two  angles  can  be  eqnal  to  two  right  angles,  whereas  the  propertj 
depends  on  the  eqnality  of  the  sum  of  the  angles  to  two  right  angles, 
while  the  individnal  angles  may  bear  any  ratio  to  one  another.  Can  it 
be  supposed  that  Aristotle  would  have  referred  to  the  general  proof  in 
this  case  as  a  scientific  inoÖBi^ig  if  he  had  regarded  it  as  a  petitio 
principii? 

I  think  it  clear  therefore  that  the  Interpretation  of  the  scholiast  and 
Waitz  cannot  be  right,  and  that.  Aristotle  must  have  referred  to  some 
other  construction  for  parallels  given  by  some  contemporary  geometers. 
What  then  was  this  alternative  constraction?  I  think  that  the  comment 
of  Philofokus  on  the  passage  gives  a  eine.  Philoponus  does  in  fact 
allude  to  a  construction  different  from  Euclid's,  and,  though  the  de- 
scription  of  it  is  somewhat  vague,  it  seems  possible  to  make  out  its 
essential  features: 

(Philoponus  f.  CXI**)  rö   avrb   noiovci  nccl  ot  xaq  runf^lX'qXovq 

yQa(povrsgj  rb  iv  ^QX^  alxsiöd'ai'   ßovlovrai  yccQ  Tta^aViriiiyvg  eid'siag 

^Tri    xoü    (UürifißQivoü   xvnXov    naxayf^oe^ai   Svvccxov^   %al   XaiißdvovöL 

(Sfjfutov  &g  ÜTulv  mnxov  nsgl  x6  inCitsSov  ixsCvov^   %al   o^xag  ix- 

ßdlXov6i   xccg   ev&elag,      %al   o   i^rjfcrftMj   xovxo   stkrjmM'    i   yccQ   fiii 

Gvyx(OQ&v  ylyvec&at  xiiv  naqalXyiXov  oiSk  xb  Cfjfutov  6vyx(0Q'qa£t  l%sivo. 

"The  same  thing  is  done  by  those  who  draw  parallels,  namely 

begging  the   original   question;    for   they   will    have   it   that   it   is 

possible  to   draw  parallel  straight  lines  from   the   meridian   circle, 

and  they  assume  a  point,   so  to  say,   falling  on  the  plane  of  that 

circle,  and  thus  they  draw  the  straight  lines.     And  what  was  sought 

is  thereby  assumed;  for  he  who  does  not  admit  the  genesis  of  the 

parallel  will  not  admit  the  point  referred  to  either.^^ 

What  is  meant  is,  I  think,   somewhat  as  foUows.     Oiven  a  straight 

line  and  a  point  through  which  we  have  to  draw  a  parallel  to  it,    we 

are  to  suppose  that  the  given  straight  line  is  placed  in  the  plane  of  the 

meridian.     Then   we   are   told   to   draw   through   the   given  point  another 

straight  line  in  the  plane  of  the  meridian  (strictly  speaking,  it  should  be 

a  plane  parallel  to  the  plane  of  the  meridian,  but  the  idea  is  that,  com- 

pared  with  the  size  of  the  meridian  circle,  the  distance  of  the  given  point 
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from  tbe  given  straight  line  is  negligible).  Bat  how  are  we  to  draw, 
through  the  point,  a  straight  line  in  the  plane  of  the  meridian?  It  is 
practicallj  equivalent  (sajs  Philopokus,  as  I  read  him)  to  assiuning  an- 
other  very  distant  point  in  the  meridian  plane  and  joining  the  given  point 
to  it  (the  assnmed  point  must  be  at  a  very  great  distance,  becanse  other- 
wise  the  distance  of  the  given  point  from  the  given  straight  line  would 
not  be  negligible  in  comparison  with  its  distance  from  the  assnmed  point). 
But  again,  how  can  we  join  a  point  to  another  point  so  distant  that  no 
roler  will  reach  to  it?  The  objector  will  not  grant  as  the  ezistence  of 
a  point  in  the  meridian  plane  which  can  be  nsed  to  draw  a  straight  line 
to.  He  will,  in  fact,  assert  (and  rightly)  that  we  cannot  reallj  direct  a 
straight  line  to  the  assnmed  distant  point  except  by  drawing  it,  withoat 
more  ado,  parallel  to  the  given  straight  line.  And  herein  is  the  pe- 
titio  principii. 

In  modern  mathematical  langaage  we  may  pat  the  matter  thus.  As- 
saming  that  two  straight  lines  whose  intersection  is  at  an  infinite  distance 
are  parallel,  we  are  to  imagine  an  infinitely  distant  point  on  the  given 
straight  line,  and  we  are  to  draw  another  straight  line  from  the  given 
point  *to  the  infinitely  distant  point  We  cannot  in  practice  do  this,  and 
the  infinitely  distant  point  is  of  no  ase  to  as;  oar  only  method  is  to 
draw  a  parallel  to  begin  with,  in  order,  as  it  were,  to  locate  the  in- 
finitely distant  point.  The  objector  will  rightly  say  that  the  infinitely 
distant  point  cannot  be  admitted  at  all  except  as  the  very  point  in  which 
a  parallel  will  intersect  the  given  straight  line;  and  the  petitio  prin- 
cipii is  obvious. 

If  the  method  of  drawing  parallels  condemned  by  Ajustotle  was 
sabstantially  that  above  described,  the  idea  anderlying  it  woold  be  cari- 
onsly  similar  to  that  which  saggested  to  the  editors  of  certain  English 
text-books  of  elementary  geometry  (e.  g.  J.  M.  Wilson)  the  direction 
theory  of  parallels.  According  to  this  theory  different  straight  lines  may 
have  either  the  same  or  different  directions,  and  parallels  are  then  defined 
as  straight  lines  which  are  not  parts  of  the  same  straight  line  but  have 
the  same  direction.  Bat  these  editors  give  us  no  definition  or  notion 
of  direction  except  with  reference  to  straight  lines  which  meet,  and  then 
they  straightway  proceed  to  use  the  term  with  reference  to  straight  lines 
which  do  not  meet,  thongh  they  can  attach  no  geometrical  meaning  to 
the  same  direction  as  applied  to  the  latter  class  of  lines.  The  logical 
fallacy  coald  not  be  better  exposed  than  it  is  by  C.  L.  Dodgsok  in 
EucLiD  and  bis  modern  rivals,  the  fact  being  that  the  whole  idea  of 
the  same  direction  as  applied  to  non-coincident  straight  lines  is  derived 
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from  subsequent  knowledge  of  the  properties  of  parallels.  And  it  would 
seem  that  practicallj  Aristotle  had,  even  before  Euclid's  time,  exposed 
by  anticipation  the  verj  petitio  principii  inyolved  in  the  qnite  recent 
attempt  to  sapplant  Ecclid's  argument  by  a  theory  of  direction  which 
no  doubt  Struck  its  authors  as  being  original. 
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Abh.  tnr  Gesch.  d.  Mathem.    IX.  11 


Die  Geschichte  der  Mathematik  in  Byzanz  zu  schreiben  ist  zur  Zeit 
nicht  möglich;  das  Material  dazu  ist  nur  zum  kleinsten  Teil  herausgegeben, 
und  wer  in  einer  gröüseren  Handschrifkensammlung  herumsucht,  wird  zu- 
nSchst  von  der  Menge  der  byzantinischen  Anekdota  eher  erdrückt  als  er- 
muntert. Mathematischer  Gewinn  oder  Genufs  steht  dabei  nicht  zu  erwarten, 
und  doch  mufs  die  Arbeit  gethan  werden.  Nicht  nur  h&ngt  von  den  Stu- 
dien der  Byzantiner  die  Überlieferung  der  alten  griechischen  Mathematiker 
ab,  sondern  auch  die  wichtigsten  Probleme  der  Geschichte  der  Mathematik 
im  Mittelalter  können  bei  der  grofsen  Bolle,  die  Byzanz  im  geistigen  Leben 
gespielt  hat,  erst  richtig  gestellt  und  gelöst  werden,  wenn  die  verschiedenen 
Einflüsse,  die  in  Byzanz  selbst  sich  kreuzten,  klar  gelegt  sind.  So  ist  die 
Geschichte  des  praktischen  Rechnens,  des  Decimalsystems  und  der  Zahl- 
zeichen noch  immer  recht  unklar,  und  obgleich  die  Byzantiner  auf  diesem 
Gebiet  vielleicht  mehr  als  sonst  die  Empfänger  waren,  verdient  doch,  was 
sich  auf  diese  Fragen  bezieht,  besondere  Beachtung.  Ich  werde  daher  hier 
etwas  Material  för  diese  Fragen  vorlegen  und  zugleich  auf  einige  Hand- 
schriften aufmerksam  machen,  die  mir  für  die  Geschichte  der  exakten 
Wissenschaft  in  Byzanz  nicht  uninteressant  scheinen;  vielleicht  kann  das 
dazu  beitragen,  dafs  ein  anderer  die  Bearbeitung  dieses  Gebiets  in  An- 
griff  nimmt. 

I. 

Der  Codex  Phil.  Gr.  65  der  Wiener  Hofbibliothek,   von  Busbecke  in 

Konstantinopel    angekauft,    enthält    eine    grofse    Sammlung   byzantinischer 

Rechenaufgaben,    ohne   Zweifel  vom  Schreiber  selbst  zusammengestellt  im 

XV.  Jahrhundert.     Die  Zahlen    sind   mit   den  griechischen   Zahlbuchstaben 

geschrieben,  aber  nach   dem  Decimalsystem;   Null   ist  L|   oder  in  gewissen 

Teilen  •,  also  z.  B.  acc  11,  ßK\  20,  «qqq  1000  u.  s.  w.     Accentuation  und 

Orthographie  ist  ganz  verwildert;  es  kommt  vor  &Qi&fioirMiq^  Xiyi^  iulvovg^ 

ev&aöi  (=  Sg>&aaB\  yXoxxav^  tlaxxo  (==  IXottov),  yiyovai  (=  yiyove),  JtaQa- 

aftißiat  (=  TcaQaCKBvdüy)  u.  s.  w.,    auch    rein  neugriechische  Formen  wie 

vä  Idßsty  vic  $Oqbi£j  und   zahlreiche  Fremdwörter.     Ich   gebe   eine   nähere 

Beschreibung. 

11* 
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fol.  1^ — 2  tkqI  roö  7t&g  flffw  sldivai  tohg  xcrra  tbv  Nino^utiov  zeXslovg 
ovrag  &^i^fA(y6g.     fol.  3  leer. 

fol.  4 — 9  MaysvrLvoü  yvüfiri  tcbqI  xov  n&g  icxi  6  diyut  zlXsiog  o^t^fLog^ 
von  dem  Aristoteleserklärer  Leon  ^agentinos^)  aus  dem  XIV.  Jahrb.;  in 
diesem  Stück  ist  die  Orthographie  viel  korrekter,  weil  der  Schreiber  hier 
eine  ältere  Vorlage  hatte,     fol.  10  leer. 

fol.  11 — 14'  Kapitelindex  zum  folgenden  Werke  (242  Abschnitte), 
fol.  14^  leer^. 

foL  15 — 126'  ein  anonymes  systematisches  Bechenbnch  (die  vier  Rechen- 
arten  mit  Multiplikationstabelle,  Flächenberechnungen,  auch  des  Kreises, 
Volumenberechnungen  von  Häusern,  Tonnen,  Wein^sem  u.  s.  w.  mit  Fi- 
guren). Der  Anfang  lautet  in  berichtigter  Orthographie,  aber  mit  den 
sonstigen  Fehlem: 

a.  ^H  zfjg  i^t^fitinnfjg  (li^odog  re  x&l  fiBtcexeli^ieig  ovo  navovag  n€qu%- 
xi%(A)g  l%st  9uxl  ov  nlslovag'  xa  fikv  ildtxova  noXXaTtXaCuc^OfUva  ylvsö^ai 
(iBi^ov  x6  aitoxilBöfia^  ijTtBQ  rjy  fCQOXSQOv^  xic  di  fuC^ova  liiqri  duxxsiivoiuvd  x€ 
9ud  iiSQi^oiava  iXdxxova  fcdvxcag  ylvBCd'at  xod  JtQmov  (uyi&ovg  tucI  xrjg  xov- 
xav  Ttoaoxritog.  xoiho  xoCwv  aCxmg  l^ovrog  ^oXlol  fiiv  noXhxxig  ^^oöovg 
nQOXsiQotdxag  xorl  &ö<pciXetg  iyteiQciöctvxo  i^ivqeiv  xctl  imvofjöaty  ßöxs  aßfpaX&g 
Sfiov  xal  jtQO%e£Q<og  Suqbvv&v  xotg  iytc^rixovfiivoig  ccixSw  (UqbCc^  navxe  TtQog 
x6  (ut^ov  dtpoq&CL  x&vxe  TCQog  x6  iXccxxov.  ^  Ttetqa  di  x&v  nQ€cyiiocx<av  %al 
6  lutKQbg  XQOvog  6  ndvxa  Svvciiuvog  i^evQSiv  fiiv  xal  i(iq>avli€tv  xic  fi'qjoo 
Svxa^  xic  Qvxa  öl  nakw  Xrfi^  naqaSovvai  %al  iitox^fffoci,  övvd^vog  xic  yivo- 
(uva  &g  (lii  ovxuj  Ka^&g  Kai  6og>6g  xig^)  kiyBt 

Satag  6  ficcKQbg  xai/a^^ftijro^  %^ovo^ 

qyuBi  xic  KQWtxic  nal  q>avivxa  XQWCXBxai^ 
ISbi^bv  "SifMcg  TCQOXBtQOxccxriv  %al   &ag>aXii   iii&odovy    ijxig   BiQlöKBxo    fiiv   naga 
x&v  ndvxa  %€tX&g  sldatcov  %al  Xlav  cogxoxdxfav  IlBQa&v^   ngbg  vjiiag  ob  oim 
lg>&ccöB  yBviö^ai  yvmQifiog  afftt;  ^  fAi^oöog^  iXX^  iyü  itoXv*')  XavduvovCa  xaüg 
övxiiMctg  '^ftc5v   fiiQBCi  xicag   Sr^Xi]  iyivBXO   nqog  xwag  x&v  &Jt6  xotg  'IraiUxoi^ 


1)  Der  Anfang:  ^r^^l  t&v  di%a  naxrjyoQi&v  xov  'AQiaxoxilovg  noXloi  xtvBg  %al 
didtpoQoi  üoipol  i^Tiyi/jaocvxo ^  (ABxic  x&v  nolX&v  91  wxl  9iatp6Qav  i^riYJ^x&v  iaxi  %al 
MayBvxiv6g  xig  6  xicg  di%a  %cixriyoQiag  %aX&g  i^riyoviJLSvos  ^  oaxig  negl  xov  TC&g  6 
dsTux  &^i^(i6g  kcxt  xiXeiog  Hyai  xaijxa.    Vgl.  Ebumbachsb  Gesch.  d.  byz.  Litt'  S.  431. 

2)  Diese  14  Blätter  ohne  Quatei-nionenzahlen;  der  Eest  besteht  aus  nume- 
rierten Lagen  Ton  je  8  Blättern  (Nr.  12  bat  nur  4,  Ton  Nr.  20  ist  nur  1  Blatt  übrig). 

3)  Sophokles,  Aias  646 — 47,  etwas  ungenau  citiert.     %if^iextxai  auf  Rasur. 

4)  no    die  Hds. 
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(ugeöi  ovToiv  Aaxlvutv'  ngog  ixslvovg  dk  iSwakJid^etog  y&qiv  %al  Ttqayfuntiag 
eve%ev  Tta^ayBvoiiivovg  xat  z'fj  Cwava(SrQoq>'^  fud  nvnv^  xovxfov  insiös  oupt^Bi 
TtaQoyEvoiUvovg  iyvmqlc^  mal  ö'fik'^  iyivBto.  ol(i4xi  Si^  ort  oi  itkeiovg  xmv 
i%ax6v  ytivmv  tiqi^  aOvfi  ^  (Ud^öog  xal  yv<&Qiiiog  yiyovs  Jtgog  tivag  r&v 
xoig  ^Itahnotg  lU^siSi  SvrcoVj  ikav^avs  Ss  JtdJuv  '^(läg  roifg  ri^v  ^EHriviniiv 
yk&vcctv  iniCTafUvovg  xb  tyde^^  iyx^lQri(ia,  vOv  6h  xal  fifiäg  6  x^ovog  ^^ilov 
tavTo  ijtoiri<S£.  iva  Sk  fii],  cb^  ffiiri  (p^icavxBg  BJbtO(Uv^  ^V^  nagadoüvai  nakiv 
^fia^  TOVTi^v^)  naQac%€vd(5i[^  i  navxa  öwdfiivog  XQOvog  oÜTCm  xaX&g  iv  Tjfitv 
naysfo&siöa  xcrl  7tXcn%)v^eida  i}  (li^odog^  fiaiUov  dl  %al  ayvto^xog  tolg  noXXolg 
in  oicay  ido^e  rj^tv  dlwxiov  elvai  xal  &vayKatov  fidhüxa  Suxyqd'^aiS^ui  zwo- 
triVy  &g  av  %al  Toig  urptcn  eldoCi  iwl  ^ovXo^vot^g  ravxriv  (uc^eiv  yv<iQi>iAog 
yivfjToi, 

ß,  Tuql  t&v  dhuc  ctiiuCatv^  öl  &v  nag  ^tpog  yCvstai, 
Set  Toihro  nqoarov  ytvfoCiiBiv,  Sri  adtti  '^  iii&odog  xz  %txl  lUxccx^lQUiig  dina 
if;i]90o>v  ftövov  ötifisuic  ^u^axai  xal  ov  nUlova^  fuxcc  x&v  Sixa  Sh  xovxmv  arifulcav 
Svvdiud'a^  tl  iwocxov  iaxi  xi^v  fi(i&v  tpavxaölav  Kcexi^Hv  rj^y  dijiovftei/i^v  tcoöo- 
xtfxa^  i^aQt^fi7]6ai  &g  eliceiv  mtl  xiiv  i^a^ov  avx'qv'  fn^XQi'  xoCovxov  TCQoßalvsiv 
övvavxat  xaüxa  xic  dhta  6ri(uia,  slöl  de  xa  öiTux  xaihcc  6fi(uüic  oftota,  fAäXXov 
dh  xcdxcc  xa  xijv  xoiv^  xal  TtohxBvofiivriv'^  driXoviSav  'ffiAiv  (U^oöov  ^i%q^ 
x&v  ivvia  ctifiikovy  xb  de  dixcctov  ixet  arjfieiövy  otvbq  etmd'afiev  yQoctpeiVy  oxe 
ßovXofie^a  (Srnuuodaa&at  oiöiv^  iaxi  dl  xb  naqov  l|.  tva  de  %al  <Saq>i6xeQ0v 
ifitv  yivritai  xb  Xeyofievov^  ötaxaQaxxca^)  (Tot  Tatfra  fud  inxC^eiiat^  &g  b^ag^ 

aßyöe^t'Tl^yJl 

xal  xb  fdv  TtQ&xov  fjfyovv  xb  ahpa  SriXoi  iva^  &g  %al  i%l  xr^g  noivr^g  xorl 
TCoXixevo^vifig  (U&odov  oOxag  Xafißdvexai^  xb  dl  ßifta  dijXor  dvo^  %al  e^rig 
6fio/d>g  ft^X^t  xr^g  %r(zag^  ^rt^  dr(Xoi  iwia'  xb  dk  iXdxtfSxov  xal  icxaxov  itav- 
xtav  Cfiiutovj  OTteQ  itSxl  xb  Ttaqov  L|,  oidhv  dvvaxai  driX&cat^  aXX^  icxi  xofl 
ai%b  fi£v  dr(kuni%bv  x&tv  Tt^oxid'efiivGW  avx^  <Sr\^UoVj  avxb  de  xa^'  aixb  xb 
Q  oi  dvvaxai  driXjSxSaL  xi'  xb  yaQ  oidhv  oidevog  Icxi  dijAoortxov.  dih  xat 
oidhv  ygaipexat'  iv  tp  yccQ  x&jup  xb  l|  eiqlcnexai^  oidevSg  icxt  driXontnog^ 
Ka^&g  cmoXov&mg  iQ0V(Aev  tSafpiöxeqov, 

Nach  der  Ansicht  des  Verfassers  ist  also  das  Decimalsystem  von  den 
Persem   (die  Bezeichnung  &Qt&iiol  üegcwol  findet  sich  ebenso  im  Scholion 


5)  xids  die  Hds.,  vielleicht  xoUvde. 

6)  xavxr\  die  Hds.  wi«  oben  S.  164  iXaxxo.  Der  folgende  Nom.  17  (lid'odos 
ist  absolut,  wie  überhaupt  der  Verfall  der  Easussjutax  sehr  weit  geht;  das  Stück 
ist  daher  auch  für  die  Sprache  interessant. 

7)  Greschrieben  no  xhßoiiivqv. 

8)  Geschrieben  öUc  xaQaxo.    Im  folgenden  cv  xa^xa  xal  inxCd'SLitoi. 


^ 
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des  Neophytos,  s.  Tannery  Berae  archeologique  1885  S.  101)  erfunden 
und  im  XIY.  Jahrhundert  etwa  nach  Italien  gekommen,  bei  den  Griechen 
aber  noch  immer  so  gut  wie  unbekannt.  Das  Rechenbuch  des  Maximos 
Planudes  hat  also  in  den  Kreisen,  in  denen  der  Verfasser  lebt,  wenig 
Erfolg  gehabt.  Besonders  merkwürdig  ist,  dafs  er  von  den  indischen  Ziffern 
keine  Ahnung  hat.  Das  Zeichen  l\  für  Null  bedeutet  sonst  5;  umgekehrt 
kommt  0  für  5  (wie  jetzt  im  Türkischen)  in  byzantinischen  Euklidscholien 
vor  (EucLiois  Op.  V  S.  XIX).  Man  hat  also  in  Konstantinopel  eine  Zeit 
lang  die  neue  Methode  mit  Beibehaltung  der  alten  Zahlenbnchstaben  geübt, 
wohl  namentlich  im  täglichen  Verkehr. 

Das  Rechenbuch  schliefst  fol.  126'  mit  den  Worten  dtcc  T^g  nBlqag 
(Sa<pi<StSQOv.  Es  kommt  darin  auch  eine  Tafel  der  Quadratwurzeln  vor, 
aber  die  meisten  Rubriken  sind  leer  gelassen.  Ausgerechnet  sind  folgende 
Wurzeln  (die  Quadratzahlen,  die  bis  36  da  sind,  lasse  ich  fort): 


ß  ^  ^^tfx     (X  ^ 


aß 
au 


y  ^  ^llu     a  Kai  — 


(am  Rande  cc  wxl  -r — ) 


ae 


€  ri  §lSa     ß  %al  -j 


g  ^  ^lia     ß  nal 


ß^ 


f  4i  ^/?«     ß  ^l  g 

aa  "fj  ^l^cc     y  jcofi  — 

cry 


aß  7j  qi^a     y  xai 


ßn 


(am  Rande  y  %al 
ay  ^  ^/fa     y  yuA  ^ 
aö  fj  ql^a     y  aal  — 
ae  i]  Qi^a     y  %a^  — 


cir]a 


) 


«1/ 15  ^^?« 

ß^  fl  ^«« 

ßa  11  ^/fa 

ßß  n  ^^t« 

ßy  ^  ^/?a 

ßS  4i  ^ita 

ß^  ^  ^/f« 

ßt  fl  ^«« 

ßn  ^  ^^?« 

ß^  'fj  ^Lla 

y{\  11  ^/fa 

ya  11  ^l^ct 

yß  ii  ^Ita 


6  %al 


ß» 


6  wxl 

ricc 

ö  nal 

d  ^l 

ßa 

d  Tucl 

ß» 

9ß 

S  Kai 

9y 
b9 

ö  Kai 

a^ 

£    9ud 

a 

a\\ 

e  %al 

aß 
Sa 

£  %al 

as 

6  Kai 

€  xal 

99 

Kol 


98 


£  Kai  — 


77  'h  §^t^     *  ^'fi  — 
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yd  ^  ^/fa 

£  xal  — 

y£  ^  ^lia 

yt  ^  #^?a 

«  ^*   «P 

^  ^  ^/fa 

al|4x  4  ^^a  «t|  Mal  -g- 

aqjS  ^  ^/fa  aq  Hai  ^ 

aqd  71  ^Ita  a{\  xal  || 

ctaK\  fi  ^tfa  cq  xal  ^^ 


df 


aca  -^  ^/fa  «Lj  jcal  -^ 


aa/3  fi  ^lia  aq  xal  -^ 


aoe  1}  ^L^a  al|  xal 


""^  ^  ^««  -M  x«l  1^ 

ajSq  ^  ^Üa  aq  xal  |^ 

aß^  ij  ^/£a  aa  xal 

aßy  ^  ^/fa  aa  xal  -— 

ad^  '^  ^^t<>^  ci^l^  xal 


a 

w 


fol.  126^ — 140',  flüchtiger  und  mit  dunklerer  Tinte  geschrieben,  aber 
doch  wahrscheinlich  von  derselben  Hand,  enthält  gelöste  Rechenaufgaben 
(z.  T.  Oesellschaftsrechnung).  Null  wird  hier  *  geschrieben  (q  kommt  nicht 
Yor).     Anfang: 

(li^oSog  xSnf  xqiSnf  iaikf^  (Regula  de  tri) 
1}  dl  t&v  TQiSnf  fii^odog  i  ri^g  loyidtMfjg  fiavzig  idxCj  Tux^&g  ^vfitv   6 

nakuioXoyog,     iv  {modstyinatog  xoQtv  XiycDfiBv^  ou  %aadtov  nC    i  inovkrici  ttg 

%  — 
dicc  (flovciQlmv  aSj  xb  61  fuxxakriq>&hv  iti    ^  ytovXsi  itgbg  erc^ov  €^^  ri^v  uixi^v 

Tift^v  ivaXoywg.     noca  itpnllu  laßeiv; 

(0      a«  —  O  ,s/3 

_d_  i^jyjt  L  aO     r  I 

xoöov  a|M>r  0  nt 

Zur  Probe  habe  ich  hier  die  tolle  Orthographie  beibehalten;  eine  Über- 
setzung wird  daher  vielleicht  nicht  überflüssig  sein. 

Die  einfache  Regula  de  tri. 

Die  Regula  de  tri  aber  ist  der  Wahrsager  der  Rechenkunst,  wie  das 
alte  Wort^j  besagt.     Sagen  wir  z.  6.,  dafs  Jemand  7  Ellen  ^^)  Seidenstoff 


9)  6  naXaiol6yog  ist  wohl  so  riel  als  6  nalailtg  X^yog;  an  einen  Kaiser  yom 
Hanse  der  Pal&ologen  zu  denken  scheint  mir  wenig  aasprechend. 
10)  Das  Compendium  ist  «^j^a;,  d.  h.  niq%ag. 
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▼erkauft  hat  für  15  Golden ^^),  den  Best  aber,  9  Ellen,  verkanft  er  an 
einen  anderen  Terhältnismäfsig  zu  demselben  Preis.  Wie  viel  soll  er  da- 
für haben? 

®     15  —  9  x62 

9_  xlx3x5  [19     r  y 

135  x7x7 

So  yiel  verlangt  er  f&r  9  Ellen. 

Es  folgen  Beispiele  von  Begola  de  tri  mit  Brüchen  (itetie  jtaxiafuctfov). 
fol.  140' — 142  leer.  Dann  ein  nicht  gezähltes  Blatt,  recto  leer,  yerso  nnd 
fol.  143'  mit  der  Schrift  des  ersten  Teils  getilgte  Bechenexempel. 

fol.  143^ — 145  Bmchrechnongen;  alles  mit  der  Schrift  des  ersten  Teils, 
wie  überhaupt  der  Best  der  Handschrift. 

fol.  146'  leer  (nur  einige  Zahlen  mit  der  flüchtigen  Schrift). 

fol.  146^  Die  64  fortschreitenden  Verdoppelungen  des  Schachbretts 
(fol.  146^ — 147'  ist  alles  bis  auf  die  Zahlen  mit  der  flüchtigen  Hand,  aber 
mit  der  Tinte  der  ersten  geschrieben): 

ß         ß  u.  s.  w. 

r       ^  : 

d         fi  (sd  ^yriißaßlfyqfieöi^srmfi 

U.  8.  W.  P*  E*         ^    " 


|v  5       Ss  s  S  5I 


A»      <      5"*    AI 


ß»  ßifidytSti  E-Jrlff4 


V> 


AI      Ö 

8   8 


A) 

'S 


S   I    ^ 

fol.  147'  nach  2  Proben:  ij^foikm  oiv  6  diicXaöutöfibg  t&v  gö^  Oixav 
lg  xocoihov'  ovroi  yaq  ot  ad'  'ilffiq>ot  nal  xonoi   driXo^Gt  <&  (U^xag  xixl  ytif; 

11)  Das  Compendinm  scheint  nur  so  aufgelöst  werden  sn  können,  wie  ich 
obea  geschrieben  habe;  sonst  steht  in  den  Bechenbeispielen  gewöhnlich  tplov^Ca 
s=  (fhoqia  (vgl.  novXsiv  =s  nmXeiv), 
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%^itag  lud  ßaß  yigfiucg  %al  y^  X^&vttg^  xa2  ijeJ  ^Xwvvim  xal  ^b  xiXiadag 
%ttl  ijlji}.  %ul  yccQ  (d  xtkwiSig  TO&v  iikiaimv  Xiyovxat  (iiJuovvuc^  at  iikiaÖBg 
d\  v&v  luXiowUsnf  liyovsM  liysd^eg^  at  %iXidöeg  di  x&v  Xsyemvfov  yi^fug^  at 
di  xüudieg  tSw  yiQii^<ov  %ql6%Bg^  at  ö\  %tXtaiEg  t&v  nqlcitünv  (li^ug^  tuxI  oütm 
if^loiytai  '^^)   t&v  a&  'ijfr^qxxw  xal  tojtaw  nocotrig. 

Die  Namen  yiqyag  (oder  viqfug)^  XQlöTug  und  (U(fug  sind  mir  an- 
bekannt. 

foL  147^ — 152'  Worzelansziehnng  (aach  Kubikwurzeln). 

fol.  152^  leer.  fol.  153 — 156  mgl  t&v  tQimv  avvtQotpcav  t&v  i%6vtmv 
catOKevoöai  fpoqtov  vrimg  (so!). 

fol.  157 — 159'  andere  Rechnungen,     fol.  159^  (alt.)  leer. 

n. 

Cod.  Marcianus  Qr.  333  saec  XV  (beschrieben  von  Zanetti  und  bei 
MoRELLi  Bibliotheca  manuscr.  S.  212  ff.)  enthält  fol.  32'  nach  dem  Schriftchen 
des  IsAAK  Argyros  UsqI  si^ianog  t&v  tBtqaymvin&v  nUvq&v  t&v  fi^  ^fj[t&v 
tetQaydveav  oQt^it&v  eine  Tafel  der  Quadratwurzeln  der  Zahlen  von  1  bis 
102  in  Sexagesimalbrüchen,  die  derselben  Abhandlung  folgt  in  cod.  Yatic- 
Gr.  1058  fol.  32^  Ich  lege  den  Text  des  Yaticanus  zu  Grunde  (A)  und 
bezeichne  den  Marcianus  als  B;  nur  schreibe  ich  mit  B  ö  für  Null,  wäh- 
rend A  immer  q  hat,  was  an  das  soeben  besprochene  Bechenbuch  erinnert. 

"En^Böig  ttCQayfovm&v  itXsvQO^  t&v  cath  (Mvdiog  Mxl  itpsii^g  d^^fu&v. 
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fol.  88'  nach  einigen  Scholien  zu  Euklid  hat  B  am  Bande  (vgl.  Euclidis 

Op.  V  S.  XIX)  |piJügoi|VA9 

IvötKol  iqi^^oL 

Da  A  ein  nicht  uninteressantes  Corpus  späterer  Astronomie  enthält 
(wie  cod.  Vatic.  Gr.  1059,  s.  Krumbagher  Gesch.  d.  byz.  Litterat.*  S.  626; 
beschrieben  von  Usener  Ad  historiam  astronanme  synibola,  Bonn  1876), 
mag  hier  eine  Beschreibung  stehen. 

Cod.  Vatic.  Gr.  1058  chartac.  saec.  XY  ist  von  mehreren  Händen  ge- 
schrieben (den  Hauptschreiber  nenne  ich  a).     Sie  enthält: 

fol.  1 — V  mehrere  Tafeln,  u.  a.  Länge  und  Breite  einiger  Städte  (a). 
fol.  7^ — 8  Vergleichungstabelle  verschiedener  Monate  (a). 
fol.  9—12'  Kalendemotizen  für  die  Jahre  ,h^fS  —  X  (1428—92)  (a). 
fol.  12^ — 19   Iöcccc%  ^AgyvQoii  fidd'oSot  wxl  BQiM^tjVBtat  xmv  xb  xvxAcdv  x&tv 
Ttaa^aklmv  xal  ixi^mv  &vayiMtUofV  (a). 
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foL  20 — 21'  von  demselben  öei^ig^  Sxi  i}  l  rov  ceTCtifißQlov  latl  xv^img 
&q%ii  toxi  Itovg  (a). 

fol.  21^ — 28  derselbe  x^  Olvau&ty  xvp.  *AvSQOvlxip  fud'oSovg  akrfiavxi 
Xoyaueg  ind'ia^ai  rikucK&v  xal  ösXtivuxK&v  kvkXgw  %al  r&v  rovtotg  hto^U- 
v(ov  (a). 

fol.  29'  xb  ökOQ^^hv  fcaiS%<uliav  V7th  NMri<p6^ov  <ptXo66q>ov  xov  F^fiyo^a^ 
tcbqI  oi  Tuxl  6  ^A^yv(fhg  iv  t^  avmti^  ^vfitlcin  fud'od^a  dtsXafißicve  (a). 

fol.  29^ — 32'  xoü  l^qyv^oü  tuqI  eiqhsiog  rc5v  xn^aywvMSw  nXsvQ&v  x3nf 
fij^  §rps3>v  xBXQay<&v(ov  Aqi^ft&v  (a). 

fol.  32^  die  oben  mitgeteilte  Quadratwurzeltafel  (a). 

fol.  33 — 52  das  Einmaleins  in  grofser  Ausführlichkeit  (a). 

fol.  53 — 77'  astronomische  Tafeln  (a). 

fol.  77^ — 83  ludoöig  slg  t4  ^lovdaixbv  i^txTCtiffvyov  (a). 

fol.  84 — 86^  na^ioöi^  cvvxofiog  wxl  CatpBCxixri  xf^g  if/i^^o^opixij^  in^- 
(frijfit^^  (a),  d.  h.  das  Rechenbuch  des  Nicol.  Bhabdas. 

fol.  86^ — 91'  das  Bechenbuch  des  Planudbs  (a),  unvollständig. 

fol.  91^^  leer.  fol.  92 — 118^  toxi  cotpfsnaxav  laxqov  hvq.  rsm^lov  xov 
X^aoMKKfi  i^rjyrictg  slg  xi^v  civxa^iv  xSw  Ih^&v  ixxed'etda  n^bg  xov  avxoü 
aÖBktpbv  ^laxivvriv  xbv  Xaqcuxvlxriv  (a). 

foL  118^ — 128'  ein  anonymes  astronomisches  Werk  in  24  Kapiteln, 
ine,  (nach  dem  Eapitelindex)  xb  x&v  ^A^aßtov  hog,  des,  imb  y^v  lUöovQa- 
voüftfav  (a). 

fol.  128^ — 129'  ein  anderes  anonymes  Stück  mit  einer  Figur,  ine.  Icxiov 
oxi  ^  T^%^9  des,  iMxXbv  Big  öaxqoatag  (a). 

fol.  129^  %ccv6vMv  x&v  &7tXav&v  aöxiqmv  iT^xB^Bifiivov  iv  hsi  ^^(ovd  &nb 
KxlCBmg  %66(iov  ÜBgacbv  dl  i|;te  (1346,  bis  hierher  geht  wohl  also  das  Werk 
des  Chrtsokokkes,  vgl.  Erumbacher  Gesch.  d.  byz.  Liti^  S.  622)  (a). 

fol.  130 — 142  Tca^öoaig  Big  xoi>g  UBQöixovg  9tQ0%Bli^g  Tuxvavag  xijg 
aaxqovo\Uag  (wohl  von  Argyuos^  s.  Krumbacher  S.  623)  (a). 

fol.  143  — 145  (U&odog  di  f^g  Tiqopl^mg  BiQÜsnofisv  xovg  UBQCtnfAg 
&Qi^(iovg  xoig  inlotg  ixBöt  x&v  icöxi^mv  dia  xSiv  {(MC^a^v  yByQaiifiivmv  na- 
vovltov  (a). 

fol.  146 — 236  persische  astronomische  Tafeln  (a). 

fol.  237 — 245  nolfifia  Zucfitlf  rotf  Illqaov  nB^l  xf^g  SidaöiuxXCag  xov 
iax^olißov  (a). 

fol.  246 — 249  'Itfcrax  rotf  ^A(^qov  (U^oiog  JtBQl  BigiöBCDg  avvod&v  xb 
TUxl  naviSBhqviQv  &xb  xcbv  iv  r-g  övvxd^Bi  [Ptolem.  VI  3j  %avovUov  fuxccnotri- 
&Bt(Sa  fcqbg  xbv  dict  Bv^avxlov  ^ötKißQivov  (a). 

fol.  250  'ilf7iq>0(poQlcc  jcavöBkrivuexrig  öv^vyUicg  ixXButvM^g  iv  ixBt  &7cb  %xl- 
CBmg  xötfftot;  fi^^ti^ri  (1410)  (a). 
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fol.  251 — 253'  fl}riq)og>OQla  Cwodixi^g  Cv^vylag  yBvofUvrig  iv  ixu  anb 
%xlö£G}g  TioOfiov  ,^^it  (1409)  (a). 

fol.  253' — 254'  Tte^i  toü  i|  ävtddyov  futXovfUvov  &7CodBi%TiMOV  XQonov 
u.  8.  w.  (a). 

fol.  254^—258'  astronomische  Tafeln  (a).     fol.  258'  leer. 

fol.  259 — 260  duc  övvt6imov  B^QB^tg  %ata  xhv  ^fixoviuvov  ^Pto(uxiiiov 
fi^vcr  u.  s.  w.  (a;  Ton  hier  an  eine  flüchtigere  Hand  aus  derselben  Zeit). 

fol.  261 — 273^  anonymes  astronomisches  Werk  in  vielen  Kapiteln 
(I  tibqI  T^g  BiqiöBfag  xi^g  xov  fikCov  iTCOxi^g)^  ine,  {'t/rotlvTcrt  ot  %^övo&  xSiv 
UbqC&v. 

fol.  273^ — 321'  ein  grölseres  astronomisches  Werk  in  vielen  (Mt^ai^ 
mit  Unterabteilungen,  von  Hcnn^a^.     fol.  321^  leer. 

fol.  322 — 331  Ttsgl  xijg  iußok^g  xoü  ai^fUQivoü  x&v  ^I%9v&v  iacb  xfjg 
ouSipakaiig  Cvvxcc^Bag  xoü  SavxiccQtj  (^Ijfivtüv  geschrieben  o  c-). 

fol.  332 — 459  astronomische  Tafeln  (u.  a.  Stemkatalog). 

fol.  460 — 463  (Ud-odog  y  öbi  Kaxcastuva^B^v  m^oaKOTtov  ^rot  &iSxqoXaßov. 

fol.  464 — 471'  £%d'B6tg  fu^öixii  t^g  xoü  &(Sx^olußov  TUCTay^fpfjg  fuA 
XQfjaBmg, 

fol.  471'  'iKUQOBVQBötg  (römische  Monatsnamen). 

fol.  472  -  499'  TtQoXByofUva  xilg  fuydilfig  awxa^Bfog  mit  Anh&ngen,  aus 
einer  Handschrift  der  Sjntaxis  des  Ptolemaios;  vgl.  Boll  Studien  über 
Ptolemäus  S.  128  ff.  Auf  den  Anhang  komme  ich  im  2.  Band  meiner 
Ausgabe  der  Sjntaxis  zurück. 

fol.  499''^  einige  Rechnungen  von  einer  dritten  Hand. 

HL 

Einige  der  hier  angeführten  Schriften  stehen  auch  in  der  ähnlichen 
Sammelhandschrift  Marcianus  Gr.  323  saec.  XV  (Beschreibung  bei  Zanetti 
und  bei  Morelli  Bibliotheca  manuscr.  S.  203);  das  Beohenbuch  des  Pla- 
NUDES  bricht  ab  an  derselben  Stelle  (mit  Bxi^ovg  öi  S.  14,  9  ed.  Gerhardt); 
fol.  25 — 36*"  steht  ebenso  das  Einmaleins,  fol.  152^ — 159  navovuc  xov  tcoI- 
kaitkaaucö(ioa  x&v  i^riKo^tSw.  Aber  auf  dem  letzten  Blatte  findet  sich  eine 
mir  sonst  nicht  vorgekommene  Zusammenstellung  von  Zahlzeichen,  die  ich 
hier  folgen  lasse. 

fol.  487'  r  y  [U'  g'  O'  q'  v  a*  y       i*  iV  ip*  ip-  ig-  \o'  il|'  iv  iA"  ir 

{•  p-  |jü'  g-  ö*  t|-  V-  A*  5:  i   "   y'    jJü-   g-   ö*    Ij*    V'    A*    ü: 

Ttaöa  TcXsvQic  ig>^  iavxilg  (lies  iavxiiv)  nolkccTtkaCuic^oiiivfi  makBixai  S^  ivofMxölav. 

"7?"  ..  VV  V  V 

^  dvvafug  7^  wbßog  A!^A^  öwa^MSivu^g  Ax^  dvvafnoKvßog  xx  TtvßoKvßog  b 
äkoyog  i^id^fiog  T  kB^l^ig. 
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fol.  487^  sieht  folgendermalSsen  ans: 
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Die    Tabelle    links    enthält    eine    sonderbare    Nachbildung    der    alten 

attischen  Zahlzeichen.     Die  Darstellung   der   indischen   Ziffern   rechts    (mit 

0  =  5)  zeigt  die  eigentümliche  Verkennung  des  Positionssystems  (mit  dem 

Null  über  den  bedeutenden  Ziffern),  die  Tannery  im  Scholion  des  Neo- 

PHYTOs  nachweist  und  bespricht  Revue  archeologique  1885  S.  101;  neu  ist 

die  Yerquickung  dieses  Prinzips  mit  dem  griechischen  Tausend-Strich  (övQfia) 

bei  den  Myriaden.     Die  letzte  Zeile,  wo  das  wirkliche  Positionssystem  zur 

Anwendung  kommen  soll,  ist  ganz  verschrieben;  es  müfste  heiijsen  (oöööj^?, 

vielleicht  eher  <*j3>  <t>tf).  IfJup.  Upd.  'J^IÖM-     I^ör  Schreiber  bat   offenbar 

W       \>' 
die  Sache  nicht  verstanden;    auch  die  Schreibfehler  in  der  Erklärung  des 

Systems  (vielleicht  steht  zu  Anfang  gar  avco  statt  civBv)  beweisen,  dafs  er 

das  ganze  nur  kopiert,  nicht  selbst  zusammengestellt  hat. 

Kopenhagen  im  Juni  1898. 


ÜBER  DIE  AUFGABEN 

EINER  GESCHICHTE  DER  PHYSIK 


VON 

AUGUST  HELLER 

m   BUDAPEST. 


In  nnsem  Tagen  ist  das  Interesse  f&r  die  Entwicklungsprozesse  auf 
geistigem  Gebiete  in  stetigem  Wachstume  begriffen,  gleichsam  als  verlangte 
der  menschliche  Qeist  sich  im  Spiegel  der  vorüberrauschenden  und  der 
längst  vorübergezogenen  Zeit  zu  betrachten.  Das  grofse  Problem  der  Be- 
ziehungen des  einzelnen  Menschen  und  der  ganzen  Menschheit  zur  Natur 
und  den  einzelnen  Faktoren  derselben,  gehört  zu  den  fesselndsten  Gegen- 
ständen, welche  den  Gedankengang  jedes  weiter  ausblickenden  Menschen  in 
dauernder  Weise  in  Anspruch  zu  nehmen  vermag;  es  bildet  zugleich  den 
Inhalt  von  den  Vorstellungen  der  einfachsten  religiösen  und  mythologischen 
Anschauungen,  gleich  wie  von  jenen  der  philosophischen  Systeme  aller 
Zeiten.  Hervorgebracht  durch  einen  unbekannten  Schöpfungsakt,  oder  her- 
vorgegangen aus  einer  unabsehbar  langen  Entwicklungsreihe  von  Lebewesen 
und  hineingestellt  in  einen  wunderbar  zusammengesetzten  Mechanismus,  den 
wir  unsere  Welt  nennen,  ausgerüstet  mit  mehr  oder  weniger  geeigneten 
Werkzeugen  zur  Aufnahme  der  Einwirkungen  der  aufser  unserm  Organis- 
mus befindlichen  Dinge  und  zugleich  versehen  mit  geistigem  Vermögen 
diese  Eindrücke  mit  einander  zu  verknüpfen  und  daraus  ein  Abbild  jener 
äufsem  Welt  herzustellen,  hat  der  Mensch  im  Laufe  der  Jahrtausende 
seines  denkenden  Lebens  eine  lange,  schier  unüberblickbare  Reihe  von  An- 
schauungen geschaffen,  welche  das  Weltbild,  gleichsam  eine  Projektion  des 
Makrokosmos  in  den  Mikrokosmos  der  menschlichen  Seele,  darstellen. 

Den  Eigentümlichkeiten  der  auffassenden  und  verbindenden  Fähigkeit 
des  sinnlichen  und  seelischen  Organismus  entsprechend,  hat  dieses  Weltbild 
bei  den  verschiedensten  Denkern  in  den  verschiedensten  Zeiträumen  ähn- 
liche Züge,  wobei  die  Anschauungen,  wie  das  Resultat  jeden  organischen 
Prozesses  ihren  in  der  Natur  des  menschlichen  Geistes  begründeten,  gesetz- 
mäüsigen  Entwicklungsgang  aufweisen. 

Einen  derartigen  Entwicklungsgang  verfolgen  wir  in  der  Geschichte 
einer  jeden  Wissenschaft.  Er  ist  verworren,  wo  es  sich  um  die  Anschauungen 
über  den  geistigen  Organismus  handelt  und  um  die  letzten  Fragen,  zu 
denen  unser  Denkvermögen  drängt,  wenn  wir  somit  die  Thätigkeit  des 
Denkorgans  auf  sich  selbst  zu  richten  beginnen.  Auf  diesem  Gebiete  haben 
die   Bemühungen   von   Jahrtausende    alter   Gedankenarbeit   zu  keinem   be- 
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friedigenden  Besnltate  gefohrt,  so  bedeutend  aoch  sonst  die  Ausbeute  an 
weiten  Blicken  in  das  Denkreich  des  menschlichen  Geistes  sein  mQge,  die 
anf  diese  Weise  gewonnen  wurde. 

Anders   steht   es   mit  den   Erscheinungen   der  Natur,   die   wir  physi- 
kalische Erscheinungen   nennen,   in   deren  Entwicklungsgang  wir  allerdings 
einen  bei  weitem  tieferen  Einblick  gewinnen  können.     Wohl  ist  auch  hier 
die  Entstehung  der  wissenschaftlichen  GrundTorstellungen   in  tiefes  Dunkel 
gehüllt.     Durch  ungef&ge  Vergleichungen  sucht  der  menschliche  Geist  sich 
ein  Bild  von  der  Umgebung  zu  machen,  das  allerdings  nur  eine  ganz  robe 
Skizze  sein  kann.    Als  ersten  Schritt  finden  wir  bei  allen  Natunr5lkem  den 
extremsten  Anthropomorphismus,   dem  Menschen  gleichgeartete,  wenn  auch 
direkt  sinnlich  nicht  wahrnehmbare  Wesen  sind  es,   welchen  sämtliche  Er- 
scheinungen der  umgebenden  Welt  zugeschrieben  werden.     Der   anthropo- 
morphistische  Zug  ist  ein  in  der  menschlichen  Natur  tief  gründender  und 
selbst  auf  den  höchsten  Stufen   der  Kultur  nachweisbarer.     Selbst  in  der 
Naturwissenschaft    der    Gegenwart    ist   er    deutlich    vorhanden,    wenn    die 
fundamentalen  Begriffe  der  Mechanik  durch  Empfindungen  im  menschlichen 
Organismus  ausgedrückt  werden,   wie  dies  der  Fall  ist  beim  Begriffe  der 
anziehenden    und    abstofjsenden    Kraft    und    beim    Begriffe    der   geleisteten 
mechanischen  Arbeit,   wo  der  erste  aus  dem  Gefühle  der  Muskelspannung, 
der  zweite  aus  dem  der  Empfindung  der  Ermüdung  hervorgegangen  ist. 

Dieser  anthropomorphistische  Zug,  der  in  den  andern  Wissenszweigen 
ebenfalls  und  zwar  gewöhnlich  in  gröfserem  Mafse  hervortritt,  läfst  sich 
durch  die  ganze  Entwicklungsgeschichte  der  Wissenschaft  verfolgen  und 
drückt  derselben  sein  charakteristisches  Gepräge  auf. 

Die  Anschauungen  über  die  natürlichen  Dinge  hängen  von  der  Geistes- 
richtung  und  von  dem  Kulturzustande  eines  Volkes  ab.  Dasjenige  Volk 
des  Altertums,  dessen  Entwicklung  auf  diesem  Gebiete  wir  am  besten 
kennen  und  welches  auf  diesem  Gebiete  durch  ihre  Verbindungen  mit  den 
übrigen  Kulturvölkern  auch  das  meiste  bieten  kann,  ist  das  Griechen volk, 
in  deren  Fufsstapfen  in  Bezug  auf  philosophisches  Denken  und  Natur- 
anschauung die  Römer  treten.  So  wunderbar  entwickelt  die  intuitiven 
Erkenntnisse  der  grofsen  Wahrheiten  bezüglich  unseres  Seins  bei  den  phi- 
losophischen Denkern  Griechenlands  sind,  so  kindisch  und  ungefüge  sind 
ihre  Vorstellungen  über  die  einfachsten  Naturerscheinungen.  In  ergreifenden, 
erhabenen  Worten  spricht  Lucbetius  die  starren  materialistischen  An- 
schauungen des  Epikuros  über  die  Vergänglichkeit  des  menschlichen  Da- 
seins aus;  wo  er  jedoch  an  die  Erkläi-ung  der  uns  umgebenden  Erschei- 
nungen herantritt,  giebt  er  blofs  urteilslose,  unhaltbare  Annahmen. 

Nichtsdestoweniger   hat    die    alte    Welt    es    in    der    physischen    Welt- 
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anschanung  doch  genag  weit  gebracht,  am  weitesten  wohl  in  der  Schaffung 
eines  künstlich  ansgedachten  Weltsjstemes ,  wenn  sie  auch  eben  in  dieser 
Richtung  auf  ganz  falscher  Fährte  war. 

Viele  Jahrhunderte  hindurch,  in  welchen  der  menschliche  Geist  um 
andere  Güter  kämpfte,  blieb  das  Erbe  des  dahingeschwundenen  Altertums 
unverstanden.  Es  mufste  erst  aus  seinen  Trümmern  wieder  hervorgeholt 
werden,  bevor  vom  Weiterbauen  auf  dem  alten  Fundamente  wieder  die 
Bede  sein  konnte. 

Die  Denkweise  des  mittelalterlichen  Scholastioismus,  der  Denker  der 
klösterlichen  Schulen  ist  wohl  auch  in  unsern  Tagen  nicht  völlig  aus- 
gestorben, doch  ist  sie  derzeit,  wenigstens  auf  dem  Gebiete  der  Erfahrungs- 
wissenschaften, gänzlich  in  den  Hintergrund  gedrängt.  In  ihrer  Blütezeit, 
im  Mittelalter,  beschränkte  sie  sich  zuerst  auf  die  Theologie,  deren  in 
seiner  Wesenheit  unantastbarer,  über  jede  kritische  Bemerkung  erhabener 
Inhalt  den  Gegenstand  des  Studiums  bildete.  Als  teilweise  durch  Ver- 
mittlung arabischer  Übersetzungen  Aristoteles  und  andere  philosophische 
Schriftsteller  bekannt  wurden,  da  warf  sich  die  scholastische  Wissenschaft 
mit  grofsem  Eifer  auf  dieses  Material,  um  es  in  derselben  Weise  zu  be- 
handeln, wie  das  theologische.  An  dem  Autor  durfte  nicht  gerührt  wei-den; 
Aristoteles'  Schriften  galten  fast  als  so  unantastbar  heilig,  als  die  Bücher 
der  heiligen  Schrift.  Es  konnte  in  den  zwei  Richtungen  des  Scholastioismus, 
dem  Realismus  und  dem  Norainalismus,  nur  daiüber  gestritten  werden,  ob 
die  Denkbarkeit  eines  Begriffes  dessen  Realität  beweise,  oder  ob  dessen 
Nominaldefinition  genüge. 

Die  Herrschaft  des  Scholastioismus  ging  mit  dem  fünfzehnten  Jahr- 
hundert zur  Neige;  das  Ansehen  desselben  verblafste  zur  Zeit  der  Wieder- 
geburt der  Wissenschaft;  doch  machte  er  seinen  unheilvollen  Einflufs  noch 
fast  zwei  Jahrhunderte  hindurch  geltend.  Sein  Einflufs  ist  auch  heute  noch 
in  engeren  Kreisen  fühlbar. 

Jene  Schriften,  welche  im  Mittelalter  den  Gegenstand  einer  bloDs  auf 
das  Äulsere  gerichteten  Behandlung  bildeten,  wurden  bedeutend  vermehrt 
durch  die  vielen  aus  dem  griechischen  Osten  dazugekommenen  und  wurden 
in  g^nz  anderer  Weise  benutzt.  Die  Wissenschaft  befreite  sich  von  der 
Fessel  der  unbedingten  Autorität  dieser  Schriften,  indem  sie  deren  Behaup- 
tungen mit  der  im  Wege  der  Erfahrung  erkannten  Wirklichkeit  verglich 
und  überall  Kritik  an  denselben  übte. 

Die  Durchforschung  von  überlieferten  schriftlichen  Aufzeichnungen,  wenn 
diese  aus  einer  femabliegenden  Zeit  stammen,  hat  ihre  grofsen  Schwierig- 
keiten.   Die  Sprache  der  alten  Völker  verstehen  wir  wohl,  so  lange  es  sich 

um  Gegenständliches  handelt,  um  sinnliche,  greifbare  Dinge,  um  Beziehungen 
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nnd  Verhältnisse  der  menschlichen  Gesellschaft;  schwer  verständlich  and 
vieldeutig  wird  jedoch  die  Sprache,  wenn  der  vor  mehr  als  einem  Jahr- 
tausende Schreibende  mit  dem  sprachlichen  Ausdrucke  bezüglich  eines  der 
Sinnenwelt  entrückten  Begriffes  ringt.  Nehmen  wir  diese  Schwierigkeit 
doch  selbst  in  den  Schriften  unserer  eigenen  Zeit,  in  uns  durchaus  be- 
kannten und  heimischen  Sprachen  wahr,  sobald  es  sich  um  Erörtemng^en 
und  Begriffsbestimmungen  handelt.  Der  Autor  kämpft  häufig  selbst  in 
seiner  eigenen  Muttersprache  mit  dem  Ausdrucke  seiner  Gedanken,  er  setzt 
zwei  oder  drei  ähnliche  Ausdrücke  um  einen  Begriff  zu  definieren  und 
zeigt  dadm'ch,  dafs  keiner  dieser  Ausdrücke  vollständig  dem  Sinne  des 
Auszudrückenden  entspreche.  Dieselbe  Schwierigkeit  wird  jedermann  fühlen, 
der  ein  wissenschaftliches  Werk  aus  einer  in  die  andere  Sprache  überträgt. 

Die  Sprachen  aller  Völker  haben  sich  als  Verständigungsmittel  der 
sinnlichen  Welt  herausgebildet.  Sobald  wir  den  Bedürfiiissen  der  Gedanken- 
welt entsprechen  wollen,  muTs  das  Wort  seiner  eigentlichen  Bedeutung  ent- 
zogen werden,  es  muTs  zu  Analogien  und  Gleichnissen  gegriffen  werden, 
um  diesem  Zwecke  zu  genügen.  So  wird  unsere  wissenschaftliche  Sprache 
zu  einer  wahren  Zeichensprache,  in  der  das  betreffende  Wort  schliefslich 
jeden  Zusammenhang  mit  seiner  ureigenen  Bedeutung  verliert.  In  der 
mathematischen  Zeichensprache  hat  man  sich  gänzlich  von  der  Wortsprache 
befreit.  Kurz  zu  bezeichnende  Zahlzeichen,  Buchstaben  und  andere  Sym- 
bole drücken  Beziehungen  und  Verhältnisse,  allerdings  nur  solche  von 
Quantitäten  und  äufserlichen  Beziehungen  aus  und  bilden  Aussprüche,  welche 
in  Worte  umgesetzt  entweder  höchst  langwierig  und  schwerföUig  sein  wür- 
den, oder  mitunter  gar  nicht  ausgedrückt  werden  könnten. 

Die  Entwicklung  der  Sprache  als  Ausdrucksmittel  für  die  Geistes- 
wissenschaften und  die  Philosophie  im  Allgemeinen  ist  ein  Moment,  das 
meiner  Ansicht  nach  noch  nicht  genügend  in  Betracht  gezogen  worden, 
und  doch  kann  darüber  kein  Zweifel  obwalten,  dafs  es  sich  hiebei  um  ein 
wichtiges,  höchst  interessantes  Problem  handelt.  Wenn  wir  auch  nicht  den 
Satz  aussprechen  wollen,  dafs  wir  in  Worten  denken,  so  ist  es  doch  ein 
Etwas,  eine  Kluft,  die  zwischen  dem  Begriffe  an  sich  und  dem  Ausdrucke 
desselben,  seiner  Bezeichnung  liegt,  mit  der  wir  Urteile  und  Schlüsse  bilden 
und  Systeme  bereiten.  Dafs  es  nicht  auf  das  bezeichnende  Wort  ankommt, 
das  zeigt  ja  die  Identität  der  abstrakten  Begriffe,  welche  bei  den  Menschen 
verschiedener  Zungen  entstehen.  Dafs  aber  das  Wortzeichen,  das  irgend 
eine  Sprache  für  einen  Begriff  anwendet,  entschieden  rückwirkend  ist  auf 
die  Begriffsbildung  selbst,  das  erfährt  jeder,  der  —  wie  oben  erwähnt  — 
eine  abstrakte  Materie  in  einer  Sprache  ausgedrückt  in  einer  andern  Sprache 
auszudrücken  unternimmt.     Niemals  wird  es  z.  B.  gelingen,  Kant's  „Kritik 
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der  reinen  Vernunft^'  in  einer  andern,  z.  B.  der  französischen  Sprache  in 
der  Yollen   Prägnanz  des  Originals  wiederzugeben;   unvermeidlich  wird  es 

m 

den  fremden  Hauch  der  fremden  Sprache  an  sich  tragen.  —  um  wie  viel 
weniger  dürfen  wir  erwarten,  dals  wir  in  den  Übersetzungen  eines  uns 
sprachlich  weit  abliegenden  Autors,  sei  es  ein  griechischer  oder  gar  ein 
indischer  oder  orientalischer  den  genauen  Sinn  desselben  auffinden  werden, 
den  wir  vielmehr  oftmals  nur  ahnen  können,  wenn  er  sich  nicht  sphinx- 
artig unserem  Verständnisse  entzieht. 

Die  Quellen  für  die  Geschichte  der  Entwicklung  der  Wissenschaft  sind 
im  Allgemeinen  viel  tiefer  liegend,  als  jene  der  Geschichte  der  Welt- 
ereignisse. Für  ihre  Entwicklungsvorgänge  haben  wir  keine  Chronisten, 
wie  für  die  grolsen  Staatsaktionen,  für  die  äufserlichen  Vorgänge  in  den 
verschiedenen  Ländern  der  zivilisierten  Welt.  Im  verborgenen  Dunkel  des 
Denkergehimes  entwickeln  sich  jene  Gedanken,  welche  der  Forscher  sich 
über  die  allgemeinen  philosophischen  Fragen  und  über  die  Naturvorgänge 
bildet.  Die  greifbaren  Resultate  dieses  Nachdenkens,  die  Entdeckungen 
und  Erfindungen,  mit  deren  Hilfe  er  sich  die  Naturmächte  dienstbar  macht, 
liegen  so  weit  ab  von  den  primären  Elementen  dieses  Gedankenprozesses, 
daJOs  der  Zusammenhang  mit  demselben  nur  schwer  zu  erforschen  ist.  So 
ist  es  denn  auch  erklärlich,  dafs  spätere  Geschlechter  an  dem  Buch- 
staben der  Schrift  hingen,  dafs  die  Befreiung  vom  Worte  des  Autors  erst 
nach  langen  gewaltigen  Geisteskämpfen  gelang,  welche  die  Freiheit  der 
Kritik,  die  Wertschätzung  der  Erfahrung  und  die  Einsicht  über  das  rich- 
tige Erkennen  der  Thatsachen  durchsetzten,  gegenüber  von  unsicheren  Wahr- 
nehmungen eines  alten  Beobachters,  dessen  Verläfslichkeit  in  keiner  Weise 
zu  kontrollieren  ist. 

Wir  würden  uns  jedoch  einer  groüsen  Täuschung  hingeben,  wenn  wir 
glauben  würden,  dafs  dieser  Prozefs  mit  dem  Verfalle  der  mittelalterlichen 
Scholastik  endgiltig  abgeschlossen  sei,  dafs  in  der  neuern  Zeit  die  Wissen- 
schaft über  die  Natur  unbeirrt  von  allen  Banden  ihren  freien  Weg  wandle. 
Auf  jedem  Schritte  begegnen  wir  dem  schädlichen,  die  freie  Entwicklung 
hemmenden,  sie  oftmals  in  falsche  Bichtung  drängenden  EinfluXs  der  be- 
wnfsten  und  unbewuTsten  Autoritätsmacht.  Der  Entwicklungsgang  der 
Wissenschaft  ist  als  menschliches  Erzeugnis  eben  allen  ünvollkommenheiten 
unterworfen,  die  unserer  menschlichen  Natur  nun  einmal  zu  eigen  sind. 

Es  mag  als  paradox  erscheinen,  wenn  wir  es  aussprechen,  dafs  jeder 
grolle  Denker  neben  dem  mächtigen  fördernden  Einflufs  auf  die  Entwicklung 
einer  besseren,  vollständigeren  Naturerkenntnis  gleichzeitig  einen  hemmenden, 
schädlichen  Einflufs  ausübt  Jedes  System,  das  ein  menschlicher  Genius 
zu  errichten  vermag,  hat  sein  eigenes  Leben,  seinen  eigenen  Entwicklungs- 
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gang,  der  je  weiter  er  fortschreitet,  sich  um  so  mehr  von  der  Wirklichkeit 
abwendet.  Und  ein  solches  System^  hat  es  sich  einmal  im  Gehirne  der 
Nachlebenden  festgesetzt,  beeinfluTst  deren  Blick,  so  dafs  der  freien  Auf- 
fassung der  Thatsachen  Zwang  angethan  wird.  Denn  die  Auffassung  der 
Erfahrungsthatsachen  ist  keinesfalls  eine  eindeutige,  wir  können  ein  and 
denselben  sicher  beobachteten  Vorgang  in  mancherlei  Weise  erörtern.  Die 
grofsen,  phantasie vollen  Theorien  eines  Descaries,  welche  den  Beifall  ihrer 
Zeit  errungen,  drängten  lange  Zeit  hindurch  die  weit  vollkomeneren  eines 
Newton  in  den  Hintergrund,  so  dafs  des  letzteren  Anschauungen  gleich- 
sam verstohlen  in  die  Schulen  seines  eigenen  englischen  Vaterlandes  ein- 
geschmuggelt werden  mufsten.  Und  wenn  wir  des  grofsen  Newton  Wir- 
kung auf  die  Philosophia  naturalis  der  nachfolgenden  Perioden  betrachten? 
—  Mit  seiner  Entdeckung  des  Gesetzes  der  Schwerkraft  hat  er  eine  der 
gröfsten  Entdeckungen  aller  Zeiten  gemacht,  wobei  wir  natürlich  auch  nicht 
aus  den  Augen  lassen  dürfen,  dafs  seine  Entdeckung  das  notwendige  letzte 
Glied  einer  langen  Entwicklungsreihe  war,  das  früher  oder  später  zu  Tage 
treten  mufste.  Über  ein  halbes  Jahrhundert  dauerte  es,  bis  Nbwton's  Lehre 
sämtliche  Katheder  erobert  hatte.  Von  dieser  Zeit  an  begann  jene  Lehre 
ihre  Wirkung  über  das  weite  Gebiet  der  Physik  geltend  zu  machen.  Diese 
Wirkung  war  in  vieler  Beziehung  wohlthätig  und  fördernd,  doch  in  mancher 
Bichtung  auch  in*eführend  und  damit  von  hemmender  Wirkung.  Die  schönen 
Untersuchungen,  mit  welchen  Coulomb  das  Gesetz  der  NswTON'schen  Fem- 
wirkung auf  die  anziehenden  und  abstofsenden  Kräfte  der  Elektrizität  und 
des  Magnetismus  anwendete,  gaben  diesem  ganzen  Zweige  der  Physik  eine 
Bichtung,  welche  später  als  eine  nicht  dem  Wesen  der  Erscheinungen  ent- 
sprechende erkannt  wurde.  Als  Ampere  ein  dem  NEWTON^schen  Gesetze 
entsprechendes  Gesetz  auf  die  gegenseitige  Wirkung  der  elektrischen  Ströme 
errichtete,  mufste  er  diesem  Gewalt  anthun,  und  im  WESER^schen  elektrischen 
Grundgesetze  kam  ein  angreifbarer  Satz  zum  Ausspruche,  wenn  dieses  Ge- 
setz in  anderer  Beziehung  auch  zu  wichtigen  Schluisfolgerungen  geführt  hat. 
Die  Experimentaluntersuchungen  Faradat's  haben  uns  auf  diesem  Gebiete 
ganz  andere  Wege  gewiesen  und  die  Schlag  auf  Schlag  zu  neuen,  uner- 
warteten Erfahrungen  führenden  Untersuchungen,  an  der  zur  Zeit  mehrei'e 
hundert  wohlgescbulter,  gelehrter  Experimentatoren  beteiligt  sind,  haben  so 
vieles  neues  Erkenntnismaterial  herbeigeschafft,  dafs  nicht  blofs  auf  dem 
Gebiete  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus,  sondern  auf  dem  der  ganzen 
Physik  grofse  Umwandlungen  in  unserer  allgemeinen  Naturanschauung  be- 
vorstehen. 

Doch   kehren   wir   zu   Nbwton's  Einflufs   auf  die   Naturlehre   zurück. 
Wenige  haben,  wie  er  auf  unsere  physikalischen  Anschauungen  einen  gröfsem 
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EinfloTs  ausgeübt.  Sein  grolser  Geist  schuf  Ordnung  in  der  Lehre  vom 
Lichte.  Er  wies  die  Zerlegung  des  weifsen  Lichtes  in  farbige,  einfache 
Lichtgattungen  nach.  Er  stellte  eine  wohlgefügte  Lichttheorie  auf  und 
eben  diese  Theorie,  welche  die  wohl  loser  gefügte,  jedoch  auf  richtiger 
Basis  ruhende  HuvoENS^sche  Schwingungstheorie  verdrängte,  beherrschte 
weit  über  ein  Jahrhundert  die  Anschauungen  der  ersten  Physiker  und  konnte 
ei*st  spät,  im  gegenwärtigen  Jahrhundert  durch  unzweifelhafte  Erfahrungen 
überwunden  werden. 

Nur  in  Kurzem  weisen  wir  noch  auf  die  Schwierigkeiten  hin,  unter 
welchen  Bobert  Mayer's  grundlegende  Gedanken  über  die  Energielehre  zur 
Geltung  gelangten.  Diese  kurz  angedeuteten  Thatsachen  zeigen  uns  klar, 
dais  die  Herrschaft  der  Autorität  —  wenn  auch  halb  und  halb  unbewufst 
—  in  unsem  Tagen  ebenso  vorhanden  ist,  als  damals  als  man  die  Yer* 
breiter  neuer  Ideen  zum  Scheiterhaufen  führte.  —  Die  Geschichte  der  Physik 
ist  eben,  so  wie  die  jedes  andern  Wissenszweiges  ein  fortlaufender  Kampf 
von  verschieden  gerichteten  Ideenzügen. 

Die  Geschichte  der  Physik  ist  übrigens  als  eine  ganz  junge  Wissen* 
Schaft  zu  betrachten,  so  wie  ja  im  Allgemeinen  das  Bedürfnis  nach  der 
Eiforschung  des  Entwicklungsganges  unseres  Wissens  sich  erst  im  Laufe 
unseres  Jahrhundertes  geltend  machte.  Was  man  vor  hundert  Jahren  unter 
einer  Geschichte  der  Physik  verstand,  ist  von  unsem  gegenwärtigen  An- 
forderungen wesentlich  verschieden.  Es  handelte  sich  damals  mehr  um  die 
Geschichte  der  Entdeckungen  und  Erfindungen,  wobei,  bei  vollständigem 
Mangel  an  Kritik,  die  gewöhnlich  auf  Effekt  berechneten  und  übertreibenden 
Erzählungen  des  Altertums  und  jene  des  leichtgläubigen  Mittelalters  als 
volle  Wahrheit  angenonmien  wurden. 

Doch  auch  in  der  Entdeckungsgeschichte  viel  späterer  Zeit,  selbst  in 
der  Periode,  in  der  wir  leben,  giebt  es  viele  Unsicherheiten  in  dieser  Be- 
ziehung. Die  Zeit,  in  welcher  eine  bedeutende  Entdeckung  gemacht  wird, 
die  am  besten  beföhigt  wäre  die  Thatsachen  einer  strengen  Kritik  zu  unter- 
ziehen, läfst  diese  unbeachtet  an  sich  vorübergehen,  da  sie  ja  gewöhnlich 
die  Tragweite  einer  neuen,  anfänglich  gewöhnlich  in  unvollständiger,  nebel- 
hafter Gestalt  auftretenden  Entdeckung  nicht  nach  Gebühr  zu  bewerten  ver- 
mag. Einer  der  prägnantesten,  von  uns  jetzt  am  besten  überblickbaren 
Fälle  ist  der  eben  vordem  erwähnte  der  Entdeckung  des  Gesetzes  von  der 
Erhaltung  der  Energie.  Die  Schwierigkeit  wird  durch  die  grofse  Zahl  der 
Teilnehmer  an  einer  Entdeckung  wesentlich  vermehrt.  Persönliche  und 
nationale  Interessen  und  Empfindlichkeiten  machen  die  Lösung  des  Pro- 
blemes  noch  bedeutend  schwieriger,  als  wenn  die  Entdeckung  auf  einen 
Forscher  zurückzuführen  wäre.    Eine  ganze  Reihe  von  Prätendenten,  lebende 
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und  tote,  erscheinen  auf  der  Bildfläche,   sobald  eine  derartige  Entdeckung 
zu  einer  bedeutenden  gestempelt  wird. 

So  sind  wir  in  mancher  Beziehung  noch  nicht  einmal  über  die  Vor- 
arbeiten zu  einer  befriedigenden  Geschichte  der  Physik  hinaus.  Das  zur 
Verfügung  stehende  Material  ist  noch  recht  mangelhaft.  So  manches  was 
die  gröfsten  Denker  über  ihre  Ideen  bezüglich  ihrer  physikalischen  Ansichten 
geschrieben  haben,  liegt  in  verschiedenen  Archiven  begraben,  die  wissen- 
schaftlichen Kon*espondenzen,  welche  eben  in  der  Zeit  vor  der  Begründang 
der  fachwissenschaftlichen  Journale  von  so  hervoiTagender  Bedeutung  sind, 
sind  nur  zum  Teile  herausgegeben  und  somit  für  das  wissenschaftHcbe 
Publikum  unzugänglich. 

Wenn  nun  teilweise  das  Material  fCLr  eine  Geschichte  der  Physik  auch 
herbeigeschafft  ist,  so  sind  wir  doch  von  der  Errichtung  des  eigentlichen 
Gebäudes  noch  recht  weit  entfernt.  Bisher  giebt  es  blofs  Versuche  zur 
Lösung  des  Problems.  Als  den  Kern  desselben  müssen  wir  die  Geschichte 
der  Entwicklung  der  Ideen  bezeichnen,  welche  dieser  Wissenschaft  zu  Grunde 
liegen.  Es  ist  zu  zeigen,  wie  der  menschliche  Geist  sich  das  Problem  des 
Weltgeschehens,  soweit  dies  Gegenstand  der  Physik  ist,  zurechtgelegt  hat, 
die  Hypothesen  und  Theorien,  die  er  ersinnen  mufste,  um  unsere  heutige 
Weltanschauung  aufzurichten,  aus  den  immerhin  höchst  unvollständigen 
Erfahrungen,  die  uns  auf  Grund  unserer  Sinneseindrücke  zukommen,  welche 
uns  ja  nur  nach  einigen  beschränkten  Richtungen  Eindrücke  zutragen, 
während  uns  ein  grofser  Teil  der  Qualitäten  vermöge  der  Einseitigkeit 
unserer  Organisation  für  ewige  Zeit  unzugänglich  bleiben  mulÜB. 

Die  Ausfüllung  der  so  bleibenden  Lücken  zu  bewerkstelligen,  mulsten 
Annahmen  ausgedacht  werden,  welche  der  erfahrungsmftfsigen  Bestätigung 
absolut  unzugänglich  sind. 

So  haben  diese  Hypothesen  und  Theorien  ihre  eigene  Geschichte.  Sie 
entstanden,  vergröfserten  den  Kreis  ihrer  Anwendbarkeit  und  den  Grad 
ihrer  Wahrscheinlichkeit,  bis  sie  an  die  Grenze  ihrer  Wirksamkeit  gelangt 
waren,  worauf  sie  hinfällig  wurden,  um  anderen  Platz  zu  machen,  welche 
inzwischen  aufgesprofst  und  herangewachsen  waren.  Wir  können  auch  mit 
vieler  Sicherheit  vorhersagen,  dafs  auch  jene  Theorien,  welche  jetzt  zu 
Recht  bestehen  und  überzeugende  Kraft  ausüben,  seiner  Zeit  weiter  aus- 
greifenden Annahmen  werden  Raum  geben  müssen. 

Und  was  nach  ihnen  kommen  wird,  wird  seine  längere  oder  kürzere 
Zeit  bestehen,  um  wieder  dem  unerbittlichen  Lose  der  Vergänglichkeit 
anheim  zu  fallen.  Denn  jede  dieser  Theorien  ist  ein  dem  jeweiligen  Stande 
der  Erfahrung  und  der  Denkweise  ihrer  Zeit  entsprechendes  Produkt,  das 
sich  zum  Teile  auf  Annahmen  stützt,  welche  der  reicheren  Erfahrung  und 
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dem  auf  Grund  derselben  vorgeschrittenen  Denkprozesse  nicht  mehr  Stand 
halten  kann.  Die  Theorien  wachsen  und  grünen  am  Baume  der  Erkenntnis 
—  um  Ernst  Magh's  schönes  Gleichnis  zu  gebrauchen  —  damit  sie  schliefs- 
lich  verwelken  und  abfallen,  nacjidem  sie  während  der  Periode  ihrer  Lebens- 
zeit den  Erkenntnisbaum  genährt  und  sein  Wachstum  gefördert  haben. 

Wir  sollen  deshalb  auch  jene  Theorien  stets  in  Ehren  halten,  wenn 
sie  schon  längst  ihre  Geltung  eingebüfst  haben,  denn  durch  sie  sind  wir 
dahin  gelangt,  wo  unsere  Kenntnis  und  unsere  Anschauung  von  der  sinn- 
lich erfafsbaren  Natur  sich  gegenwärtig  befindet,  und  die  heute  geltenden 
und  spätere  Theorien  werden  der  Wissenschafk  dieselben  Dienste  leisten, 
als  dies  die  längst  überwundenen  Theorien  einem  früheren  Stande  der 
Wissenschaft  leisteten. 

Diesen  Gesichtspunkt  mufs  eine  Geschichte  unserer  Wissenschaft  stets 
vor  Augen  halten,  er  mufs  ein  wichtiges  Moment  der  Darstellung  bilden. 

In  unseren  Tagen  vollzieht  sich  wieder  ein  Umschwung  in  unseren 
Anschauungen,  wie  ihn  die  Entwicklung  unserer  Wissenschaft  häufig  auf- 
weist. Wir  sehen  die  vor  drei  Jahrhunderten  erneuerte  alte  Theorie  der 
Atomistik  wanken.  Der  Begriff  der  Materie,  deren  Existenz,  trotz  der  vielen 
Schwierigkeiten,  welche  sie  dem  Philosophen  sowohl,  als  dem  Physiker  be* 
reitete,  niemals  angefochten  worden,  beginnt  ihre  Bedeutung  für  die  physi- 
kalischen Grundanschauungen  einzubüfsen.  Als  Substrat  unserer  Sinnes- 
eindrücke bildete  sie  stets  die  Grundlage  des  Geschehens,  das  Greifbare  in 
der  Natur.  Doch  schon  die  ersten  unvollkommenen  Erfahrungen  wiesen 
auf  ein  sinnfälliges,  ungreifbares  Etwas,  das  nicht  Materie  ist  und  doch 
in  sinnliche  Erscheinung  tritt. 

Es  entstand  eine  unüberbrückbare  Kluft  zwischen  zwei  Klassen  von 
Naturerscheinungen;  in  die  erste  gehörten  jene,  bei  welchen  die  zur  Erde 
strebende  Materie  die  Grundlage  der  Erscheinung  bildete,  während  die  zweite 
die  EHasse  der  Imponderabilien  vorstellt.  Für  die  letzteren  wurde  das 
Phantom  der  schwerelosen  Materie  erfunden,  welches  auch  aus  der  heutigen 
Physik  noch  nicht  verschwunden  ist.  Die  grofse  Umwälzung  in  den  Grund- 
anschauungen der  Physik,  wie  sie  in  unserm  Jahrhundert  sich  vollzogen 
und  sich  noch  gegenwärtig  vollzieht,  hat  mit  dem  Licht-  und  Wärmestoffe, 
dem  Fluidum  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus  gründlich  aufgeräumt, 
ja  es  scheint,  als  ob  die  immer  mächtiger  anschwellende  Geistesrichtung 
auch  selbst  vor  der  durch  Jahrtausende  unangefochtenen  Grundanschauung 
der  Materie  nicht  zurückweiche. 

Die  optischen  Entdeckungen  zu  Beginn  des  Jahrhunderts  haben  die 
Lichterscheinungen  auf  die  Schwingung  eines  Mediums  zurückgeführt,  von 
welchem  solche  Eigenschaften  gefordert  werden,  die  den  sämtlichen  Eigen* 
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Schäften  jedweder  Materie  direkt  widersprechen.    Es  giebt  darinnen  Schwierig- 
keiten, über  die  keine  Künstelei  der  Theorie  hinwegtäuschen  kann. 

Die  grolse  Entdeckung  Robert  Mayer^s  und  seiner  Zeitgenossen  hat 
der  Bedeutung  der  Materie  einen  rein  mechanischen  Begriff  vorgeschobeUf 
den  der  Energie,  die  vordem  in  der  Mechanik  als  abgeleiteter  Begriff  be- 
kannt war.  Die  wunderbaren  Entdeckungen  Faraday's  und  in  unscm 
Tagen  die  von  Heinrich  Rudolf  Hertz  haben,  nachdem  die  grofsen  Ent- 
deckungen auf  dem  Gebiete  der  strömenden  Elektrizität  in  der  ersten  Hälfte 
des  Jahrhunderts  den  engen  Zusammenhang  zwischen  Elektrizität  und  Magne- 
tismus gezeigt,  die  nahe  Beziehung  zwischen  den  optischen  und  den  elektrisch- 
magnetischen Erscheinungen  erwiesen,  welche  Beziehung  Faraday's  geniale 
Intuition  schon  ein  halbes  Jahrhundert  vorher  ahnte. 

Die  Physik,  wie  die  Philosophie,  ja  wie  die  ganze  Wissenschaft  strebt 
einer  einheitlichen  Weltanschauung  zu,  was  jedem,  der  dem  Entwicklungs- 
gang mit  offenen  Augen  folgt,  auffallen  mufs.  Die  sinnenfällige  mechanische 
Theorie  kann  gegenwärtig  nicht  mehr  als  die  die  gesamte  Physik  be- 
herrschende Theorie  betrachtet  werden  Es  besteht  der  Kampf  zwischen 
der  Energetik  und  der  Atomistik,  ein  Kampf,  der  voraussichtlich  noch 
lange  andauern  wird.  Die  Atomistik,  eine  in  sich  gefestigte,  Jahrhunderte 
alte  Theorie  wird  nur  langsam  den  Platz  räumen,  sie  hat  den  gewaltigen 
Voraug  für  sich,  dafs  die  ganze  Theorie  der  Physik  ihr  auf  den  Leib  zu- 
geschnitten ist,  wähi*end  die  neue  Theorie  der  Energetik  noch  ihre  Kinder- 
krankheiten nicht  durchgemacht  hat.  Trotzdem  scheint  doch  behauptet 
werden  zu  können,  dafs  die  nächste  Zukunft  ihr  gehöre. 

Werfen  wir  nun  einen  Blick  über  die  Grenzpfähle  der  Physik,  auf  ein 
weiteres  Gebiet,  das  Reich  des  Lebens.  Könnte  man  es  wohl  für  möglich 
halten,  dals  für  die  physikalischen  und  für  die  darüber  hinausliegenden 
Lebenserscheinungen  zwei  oder  mehrere  von  einander  ganz  unabhängige,  ja 
sich  vielleicht  sogar  widersprechende  Grundanschauungen  aufgestellt  werden 
könnten?  Unser  Denkvermögen  würde  sich  gegen  eine  derartige  Zumutung 
energisch  verwahren,  da  die  Welt  eine  ist,  in  deren  ineinandergreifenden 
Gebieten  nur  ein  Gesetz  herrschen  kann. 

Zwar  wurde  der  Versuch  gemacht  die  physiologischen  Prozesse  als 
physikalische  und  chemische  aufzufassen.  Die  Physiologen  der  neuesten 
Zeit  wissen  es  jedoch,  wie  wenig  dieser  Yei'such  gelungen  ist.  Die  Phy- 
siologie sucht  die  Elemente  des  Organismus  nicht  in  den  physikalischen 
Atomen,  sondern  in  der  unsterblichen  Zelle,  deren  geheimnisvolle  Lebens- 
erscheinungen wohl  noch  lange  die  Forschung  beschäftigen  werden. 

Und  wie  soll  sich  die  physikalische  Auffassung  zu  den  gro£sen  Rät- 
seln unseres  Daseins  verhalten?     Der  krasse  Materialismus  hat  immer  zu 
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einer  schmfthlichen  Niederlage  geführt,  so  oft  er  das  unfafsliche  Welt- 
problem zu  einem  simpeln  Bechenexempel  machen  wollte.  Dieses  Problem 
ist  zu  fein  angelegt,  um  von  solchen  stampfen  Werkzeugen  angegriffen 
zu  werden.  Es  scheint,  als  müsse  das  menschliche  Denken  noch  eine  Reihe 
weiterer  Kreise  vollenden,  um  zu  einem  gröfsern  Ausblick  über  jene  Fragen 
zu  gelangen.  Die  unzähligen  philosophischen  Systeme  vieler  Jahrhunderte 
haben  blofs  die  Präzisierung  der  vorliegenden  Probleme  gebracht,  nicht  die 
Lösung  selbst.  Die  unfruchtbaren  Bemühungen  führen  zur  Überzeugung, 
dafs  aus  der  sinnlich  wahrnehmbaren  Natur  stammende  Anschauungen  be- 
rufen seien,  neue  Formen  zu  schaffen,  aus  welchen  ein  weiter  umfassendes 
philosophisches  System  hervorgehen  könnte.  Die  Idee  von  Stoff  und  der 
ihm  innewohnenden  Kraft  tritt  in  der  physikalischen  Auffassung  in  den 
Hintergrund.  In  allerdings  noch  ziemlich  schattenhaften  Umrissen  zeigt 
sich  eine  höherstehende  Idee,  besser  geeignet  dem  nach  Einheit  strebenden 
Geiste  zu  genügen.  Was  wir  als  unanfechtbares  Wesen  der  AuijBenwelt 
glaubten,  was  wir  die  durch  direkte  Sinneseindrücke  wahrnehmbare  Ma- 
terie nannten,  die  wir  übrigens  in  unverständlicher  Weise  mit  Kräften  aus- 
statteten, um  sie  aus  ihrer  toten  Unbeweglichkeit  in  Wirkungsfähigkeit  zu 
versetzen,  das  zeigt  sich  immer  mehr  als  eine  von  den  vielen  Abstraktionen, 
mit  denen  wir  in  der  Mechanik  rechnen,  eine  Abstraktion,  welche  selbst 
im  Gebiete  der  rein  physikalischen  Erscheinungen  nicht  mehr  Stand  hält. 

Allerdings  sind  wir  noch  weit  davon  entfernt,  unsere  energetische 
Theorie  auf  die  Erscheinungen  des  organischen  und  des  physischen  Lebens 
anzuwenden.  Unsere  bei  naturwissenschaftlichen  Untersuchungen  mit  Er- 
folg gebrauchten  quantitativen  Messungen  sind  schwer,  gewöhnlich  gar 
nicht  in  jenen  Untersuchungen  anzuwenden.  Für  die  Werte  festsetzende 
Yergleichung  von  Qualitäten  fehlt  uns  gänzlich  die  Fähigkeit. 

Unsere  naturwissenschaftliche  Forschung  hat  sich  seit  geraumer  Zeit 
von  der  philosophischen  Richtung  entfernt.  Es  giebt  mancherlei  Ursachen, 
welche  diese  Trennung  hervorgerufen.  Einer  der  bedeutendsten  Gründe 
war  wohl  die  erfolgreiche  Entwicklung  der  experimentellen  Forschung, 
welche  jene,  die  sich  derselben  widmeten,  fast  vollständig  von  andern 
Studien  abzogen.  Der  grofse  Forscher  Faradav  ist  ein  treffliches  Beispiel 
für  den  ohne  regelmäfsige  Schulung  seines  Geistes,  ganz  auf  eigener  Fährte 
dahinschreitenden  Denker,  der  uneingenommen  von  allen  erlernten  Systemen, 
sich  sein  eigenes  System  schuf. 

In  den  letzten  Jahrzehnten  hat  sich  der  Gegensatz  zwischen  der  philo- 
sophischen und  der  mathematisch-experimentellen  Richtung  bedeutend  ab- 
geschwächt. Auf  beiden  Seiten  macht  sich  die  Einsicht  geltend,  dafs  die 
beiden   Richtungen    unsers    Denkens    auf   einander   angewiesen   sind.      Die 
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philosophische  Schulung  kann  dem  experimentierenden  Gelehrten  nur  zu  Gnte 
kommen,  sie  wird  ihm  die  Wege  zeigen  seine  Erfahrungsresultate  braach- 
baren  Theorien  einzuordnen,  sie  wird  seinen  Untersuchungen  eine  vernunfb- 
gemäfse  Eichtung  geben  und  ihn  vor  ziellosen  Versuchen  bewahren. 

Anderseits  haben  auch  die  Philosophen  eingesehen,  dals  sie  in  den 
Naturwissenschaften  zielbewuTste  Forschungsweise  finden  und  da&  die  Me- 
thoden derselben  oftmals  auch  in  den  Geisteswissenschaften  erfolgreich  ver- 
wendet werden  können.  Auch  das  konnten  sie  aus  den  Naturwissenschaften 
ersehen,  dafs  die  Aufrichtung  von  Systemen  aus  reinen  Begriffen  zu  keinem 
praktisch  verwertbaren  Resultate  führe,  während  die  vielfältigen,  erfolg- 
reichen Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  experimentellen  Psychologie  ein  reiches 
Material  für  die  Erkenntnistheorie  geliefert  haben.  Wir  dürfen  uns  aller- 
dings nicht  verhehlen,  dafs  alle  diese  Untersuchungen  nur  eben  an  die 
Grenze  der  eigentlichen  Psychologie  reichen.  Ebensowenig  wie  von  dieser 
sogenannten  experimentellen  Psychologie,  können  wir  von  der  Sozialstatistik 
erwarten,  dafs  sie  die  Probleme  der  eigentlichen  Psychologie  lösen  werde. 

Wenn  wir  das  eigentliche  Ziel  einer  Geschichte  der  Naturwissenschaft, 
in  erster  Linie  einer  Geschichte  der  Physik  und  etwa  der  ihr  enge  ver- 
wandten Chemie  in  der  Darstellung  des  Ideenganges  der  physikalischen 
Welterkenntnis  feststellen  und  die  zur  Verfügung  stehenden  Quellen  be- 
trachten, so  finden  wir  uns  vor  einem  schier  unübersehbaren,  mannigfaltigen 
Material,  dessen  Bearbeitung  nicht  die  Arbeit  eines  einzigen  Menschen, 
sondern  die  Arbeit  von  Generationen  erfordert.  Zwar  wurde  schon  so 
manches  auf  diesem  Gebiete  geleistet,  doch  sind  das  alles  noch  vorbereitende 
Arbeiten.  Je  weiter  eine  Quelle  zeitlich  von  uns  abliegt,  um  so  gröfser 
die  Versuchung  unsere  Auffassung  den  oft  vieldeutigen,  kargen  Worten 
des  alten  Schriftstellers  unterzulegen.  Zudem  ist  auch  vieles  verloren  ge- 
gangen. Und  doch  mufs  es  unser  Streben  sein  uns  eine  wo  möglich  voll- 
ständige Kenntnis  über  die  Gedankenwelt  derjenigen  grofsen  Denker  zu 
verschaffen,  welche  die  Träger  des  Entwicklungsganges  der  wissenschaft- 
lichen Ideen  waren.  Übrigens  wird  jede  Geschichtsdarstellung  mehr  oder 
weniger  subjektiv  und  der  Denkweise  der  eigenen  Zeit  entsprechend  gefärbt 
sein.  Nur  die  eingehende  Kenntnis  der  allgemeinen  Denkweise  jener  l&ngst- 
vergangenen  Zeit  kann  uns  teilweise  vor  diesem  Fehler  bewahren. 

Es  konnte  nicht  meine  Absicht  sein,  in  diesem  Artikel  alles  das  aus- 
führlich darzulegen,  was  ich  als  Aufgabe  einer  in  jeder  Hinsicht  ent- 
sprechenden Geschichte  der  Physik  halte  und  somit  eine  vollständige  Auf- 
führung der  sämtlichen  Requisiten  zu  geben.  Es  ist  stets  Sache  des 
Schriftstellers  sich  seinen,  den  „königlichen^^  Weg  zu  finden,  jedoch  die 
Haupterfordemisse  lassen  sich  kurz  wohl  in  folgendem  aussprechen.     Die 
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Geschichte  der  Physik  ist  der  vornehmste  Teil  der  Entwicklungsgeschichte 
unseres  Naturerkennens  und  der  darauf  bezüglichen  Weltanschauung.  Seine 
Hauptaufgabe  ist  die  Entwicklungsgeschichte  der  physikalischen  Ideen.  Diese 
bildet  gleichsam  die  innere  Geschichte  der  Physik,  um  welche  sich  als  äuTsere 
die  Geschichte  des  Lebens-  und  Werdeganges  der  Förderer  und  Forscher 
der  Physik  und  jene  der  Resultate  ihres  Forschens  und  Nachdenkens  herum- 
legt. Das  Zustandekommen  einer  derartigen  Geschichte  setzt  das  Studium 
eines  unabsehbaren  Quellenmaterials  voraus,  welchem  gegenüber  der  Ge- 
schichtsschreiber die  umsichtigste  Kritik  in  Anwendung  bringen  mufs. 

Am  besten  wird  der  die  Aufgabe  gelöst  haben,  der  imst-ande  ist  die 
Fäden  zu  entwirren,  die  von  dem  Gedankeninhalte  eines  jeden  Forschers 
zu  dem  seiner  Vorfahren  und  Zeitgenossen  reichen,  der  imstande  ist  den 
hiedurch  entstehenden  Zug  der  Ideen  in  ihrer  Entstehung,  Entwicklung 
und  Verschmelzung  zu  folgen  und  der  diesen  ganzen  Prozefs  übersehend, 
denselben  in  klarer  Weise  darstellen  kann. 

In  dieser  Art  behandelt,  stellt  sich  die  Geschichte  der  Physik  als  ein 
wichtiger  Bestandteil  jener  der  Philosophie  dar,  wobei  letztere  als  Ge- 
schichte des  menschlichen  Denkens  in  seiner  Allgemeinheit  aufzufassen  ist. 


WINKELMESSUNGEN 


DURCH  DIE  HIPPARCHI8CHE  DIOPTRA. 


VON 


FRIEDRICH  HULTSCH 

IN    DRESDEN. 


Die  Versuche  der  griechischen  Astronomen  kleinste  Winkel  zu  messen 
haben  angeknüpft  an  die  Bestimmung  des  Gesichtswinkels,  unter  dem  der 
Sonnendurchmesser  erscheint.  Vorhergegangen  war  eine  Vergleichung  des 
Sonnendurchmessers  mit  der  Bahn^  welche  die  Sonne  an  einem  Äquinoctial- 
tage  von  einem  Aufgange  bis  zum  andern  zu  beschreiben  scheint  Das  aus 
einem  Gefäfse  stetig  und  gleichmäfsig  ablaufende  Wasser  wurde  während 
der  Zeit,  die  von  dem  Aufleuchten  des  ersten  Sonnenstrahles  bis  zum  Auf- 
tauchen der  vollen  Scheibe  über  dem  Horizonte  verging,  in  ein  zweites 
Gefftfs,  und  nach  vollendetem  Aufgange  sofort  in  ein  drittes  gröfseres 
Gefftfs  geleitet,  welches  die  weiter  bis  zum  Anfang  des  nächsten  Sonnen- 
aufganges abfliefsende  Wassermenge  aufnahm^).  Dann  ergab  sich,  dafs  das 
während  eines  Sonnenaufganges  abgeflossene  Wasservolumen  zu  dem  während 
der  übrigen  Zeit  bis  zum  nächsten  Aufgang  abgeflossenen  Volumen  sich 
annähernd  wie  1  :  719  verhielt  Auf  den  von  der  Sonne  in  einem  Tages- 
lauf durchmessenen  Hinmielskreis  kamen  also  720  Sonnendurchmesser,  und 
da  der  Zodiacus  seit  ältester  Zeit  in  360  Teile  und  jeder  Teil  weiter  in 
Sechzigste!  zerlegt  wurde,  so  war  der  Sonnendurchmesser  auf  30  Sechzigstel 
oder,  wie  wir  jetzt  sagen,  auf  30  Minuten  eines  Grades  annähernd  be- 
stimmt. Dieses  babylonische  Mafs  hat  wahrscheinlich  schon  Thales  und 
nach  ihm  Eudoxos,  später  sicherlich  Aristarchos  gekannt^). 


1)  Achill,  iaag.  in  äbati  pfhoenom.  18  (Uranolog.  Pbtav.,  Paris  1630,  S.  137), 
Hbron,  nsQl  iSQ^cav  SQoa%onsitov^  bei  Proklos  'bnozvna>ai^  S.  107  f.  Ideler,  Über 
die  Sternkunde  der  Ghaldäer,  Abhandl.  der  Berl.  Akad.  1814/15,  hist.-philol.  Kl., 
S.  214.  Brandts,  Mfinz-,  Mafs-  nnd  Gewichtswesen  in  Yorderasien  S.  17  ff.  Bilfinoer, 
Die  babylonische  Doppel  stände ,  Progr.  des  Eberhard-Ludwigs-Gymn.  in  Stuttgart 
1888  S.  21  ff.  HuLTscH,  Poseidonios  über  die  GrÖfse  und  Entfernung  der  Sonne, 
Abhandl.  der  Gesellsch.  der  Wissensch.  zu  Göttingen,  philol.-hist.  El ,  N.  F.  ßd.  I. 
Nr.  5,  S.  41  f.  Einer  anderen  Tradition  folgt  Kleomedes  ,  nvril.  ^swqüc  ii8te&q(ov 
II  1  (S.  136 — 138  Zieoler).  Nach  ihm  sollen  die  Ägypter  mit  Hülfe  von  Wasser- 
uhren {Sia  t&v  iidqoloyCay»)  den  gröfsten  Himmelskreis  gleich  750  Sonnendurch- 
messern gefunden  haben. 

2)  Dioo.  L.  I  1,  24  berichtet  „nach  einigen  Gewährsmännern  {%atd  xivagf\ 
dafs  Thales  die  Sonne  720  mal  so  grofs  als  den  Mond  angesetzt  habe.  Diese 
Angabe  würde  vielleicht  verdächtig  eracheinen,  wenn  die  Zahl  720  nicht  in  nahem 
Zusanmienbange  mit  der  Sonnenmessung  des  Eudoxos  stände.    Wir  werden  also 
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Das  Yeifahren,  die  Zeit  des  Sonnenaufgangs  mit  der  Zeit  von  24  Äqui- 
noctialstunden  durch  WasserabfluTs  zu  vergleichen,  hat  Heron  in  dem  Werke 
über  Wasseruhren  einer  Kontrolle  unterzogen  und  dadurch  yervoUkommnet, 
dafs  er  einen  Ablauf  des  Wassers  in  die  Mafsgefäfse  unter  stets  gleich- 
mäfsigem  Drucke  vorsah  und  im  ersten  Buche  seiner  Schrift  noch  besonders 
zeigte,  auf  welche  Weise  diese  Gleichmäfsigkeit  herzustellen  ist^).  Die 
hauptsächliche  Voraussetzung  mufste  dabei  sein,  daijs  das  Yorratsgefäfs 
immer  gleichmäfsig  voll  blieb,  mithin  einen  stetigen  ZufluTs  von  oben  er- 
hielt. Da  es  nun  nicht  möglich  war,  diesen  ZufluTs  so  zu  regeln,  äsSs 
genau  so  viel  Wasser  von  oben  hinzukam  als  unten  ablief,  so  blieb  nur 
übrig,  dafs  der  Zuflufs  von  oben  ein  wenig  reichlicher  war  als  der  AbfluJGs 
nach  unten.  Wenn  dann  am  oberen  Bande  des  GeföTses  eine  entsprechend 
breite  Abflufstelle  vorgesehen  war,  über  welche  der  geringe,  von  oben  hinzu- 
strömende Überschufs  stetig  und  ohne  das  Wasser  im  GefUfse  in  unruhige 


die  Schätzung  der  SoonengrÖfBe  durch  Thalss  als  eine  Hypothese  derselben  Art 
ansehen  wie  ähnliche  Vermutungen,  die  später  bei  A&cHDfBDBs,  bei  Posbibokios 
und  anderen  Philosophen  sich  finden.  Die  Durchmesser  von  Sonne  und  Mond 
erschienen  den  Alten  als  gleich;  allein  in  Wirklichkeit  mufste  schon  ein  Thalks 
die  Sonne  für  merklich  gröfser  als  den  Mond  halten.  Wenn  nun  jedes  von  bei- 
den Gestirnen  in  seiner  Sphäre  Kreise  beschrieb,  auf  welche,  nach  der  Lehre  der 
Babylonier,  je  720  Durchmesser  zu  rechnen  waren,  so  war  vielleicht  die  Sphäre 
der  Sonne  um  so  viel  weiter  entfernt  als  die  des  Mondes,  dafs  der  Dnrcbmesser 
der  Sonne  zwar  dem  des  Mondes  gleich  erschieu,  in  Wirklichkeit  aber  das  Volumen 
der  Sonne  720  mal  so  grofs  als  das  des  Mondes  war.    Hiemach  würden  auf  den 

Sonnendurchmesser  y720  =  8,9628  Monddurchmesser  kommen,  und  diese  Zahl 
finden  wir  (nach  Archim.  aren.  1,  9  S.  248,  7  Hkibero)  in  der  Abrundung  auf 
9  Ganze  bei  Eunoxos  wieder.  Bei  diesem,  dem  ersten  methodischen  Astronomen 
unter  den  Griechen,  war  diese  Schätzung  nicht  mehr  eine  blofse  Vermutung,  son- 
dern sie  beruhte  auf  dem  Versuche  aus  der  Beobachtung  der  Sonnenfinsternisse 
Schlüsse  zu  ziehen.  Wurde  dann  weiter  der  Monddnrchmesser  »s  y,  Erddurch- 
messer gerechnet,  so  ergab  sich  die  Sonne  27  mal  so  grofs  als  die  Erde,  ein  Ver- 
hältnis, dem  noch  um  ein  Jahrhundert  später  Ebatosthbhbs  gefolgt  sein  soll.  Vgl. 
„PosBmoNios  über  die  Gröfse  und  Entfernung  der  Sonne*',  Abhandl.  der  Gesellsch. 
der  Wissensch.  zu  Göttingen  a.  a.  0.  S.  4  ff.  —  Dafs  Abistarchos  (wie  die  Baby- 
lonier) den  scheinbaren  Sonnendurchmesser  als  y^^o  des  Zodiacus  bestimmt  hat, 
bezeugt  AscmM.  aren.  1,  10  S.  248,  19.  Bei  HsiBERa  ist  in  der  Obersetsung  S.  249 
hinter  partem  septingentesimam  ausgefallen  et  vieesimam. 

3)  Proklob,  inwe^nmatg  x&v  &<fT(fovo(ii%&v  ^o^iasmv  S.  107  Halha:  %a\  5rp<6- 
voy,  Zntoq  eviißaivsi  %a&*  dfutXiiv  (veiv  ^icctog  inlaßstv  xf^dvifVy  liyofiBV  ö<ra  xal 
"HQmv  6  iirnavtnbg  iv  totg  ns^l  hd^Ccnv  ^QOCttoicBÜßv  i9£da^e.  Pafpob  bei  Tbko 
in  Ptolkm.  magn,  canstrud.  S.  262,  2:  Snmg  dl  üvfißaivsi  xb  h  tm  &yy$üp  ^Ifmg 

Über  die  Aufschrift  dnotvnoDCig  des  Werkes  des  Proklos  vgl.  Possm.,  Über  die 
GrGfse  u.  s.  w.  S.  9,  Anm.  6. 
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Bewegung  zu  versetzen  seitlich  abtrftufelte,  so  war  genügend  gesorgt,  dafs 
der  Wasserdruck  im  Qeföfse  immer  der  gleiche  blieb. 

Da  Proelos  aus  der  Schrift  Herons  über  die  Wasseruhren  einiges 
wörtlich  zitiert,  so  möge  hier  eine  Übersetzung  dieses  bisher  noch  wenig  be- 
achteten Fragmentes  folgen^):  „Es  wird  ein  GefUfs  angefertigt,  dasi  ähnlich 
wie  die  Klepsydra  eine  Öffnung  nahe  dem  Boden ^)  hat,  durch  welche  das 
Wasser  gleichmäfsig,  wie  es  Brauch  ist,  herausfliefsen  kann.  Dieses  wird 
so  vorgerichtet,  dafs  der  Ausflufs  beginnt,  sobald  die  Sonne  den  ersten 
Strahl  vom  Horizont  aus  versendet,  und  das  Wasser,  das  in  der  Zeit,  bis 
die  Sonnenscheibe  über  den  Horizont  gekommen  ist,  in  ein  mit  Mafsstrichen 
versehenes  GeMs®)  abgeflossen  ist,  wird  in  besondere  Verwahrung  genommen^). 
Sodann  wird  die  Wassermenge^  welche  später  in  der  ganzen  Zeit  von  Tag 
und  Nacht  bis  zum  nächsten  Aufgange  gleichmäisig  und  stetig  abgeflossen 
ist,  in  einem  andern  Gefälse  gemessen^),  und  so  wird  ermittelt,  wie  viele 
Mal  in  diesem  Volumen  das  Volumen  des  während  des  Sonnenaufganges 
[in  dem  kleineren  Gefäfse]  gesammelten  Wassers  enthalten  ist.  Diese 
Volumina  werden  den  Zeiten  proportional  sein,  d.  h.  wie  ein  Volumen  zu 
dem  andern,  so  verhält  sich  die  eine  Zeit  zur  andern." 

4)  *Tjtiyc4nt(ooig  S.  107  f.  Halma.  Nachdem  ich  im  J.  1898  die  vorliegende 
Abhandlung  an  den  Heraasgeber  der  Festschrift  abgesendet  hatte,  ist  vor  kurzem 
Bd.  I  der  Werke  Herons,  herausg.  von  W.  Schmidt,  erschienen.  Daselbst  findet 
sich  das  Fragment  aas  Proklos  S.  456  f.  und  nachträglich  ist  S.  506  f.  der  Beriebt 
des  Pafpos,  auf  den  ich  in  der  Berliner  Philol.  Wochenscbr.  1899,  Sp.  47  f.  hin- 
gewiesen hatte,  beigefügt  worden. 

5)  Die  Bestimmung  „nahe  dem  Boden",  n^hg  x&  ^vQ'iiivij  fehlt  bei  Proklos, 
ist  aber  bei  Pafpos  an  der  noch  anzuführenden  Stelle  erhalten.  Daraus  geht  zu- 
gleich hervor,  dafs  das  von  Heron  pneum.  I  4  gezeigte  Verfahren  hier  keine  An- 
wendung gefunden  hat. 

6)  Auch  diese  Angabe  fehlt  bei  Proklos.  Pafpos  soll  nach  der  Baseler  Aus- 
gabe geschrieben  haben  stg  ti  ns^isxofiBvov  &yyBiov.  Hier  fehlt  vielleicht  y^u^- 
^aig  vor  nBQiex6fU909  oder  die  Lesart  ist  in  anderer  Weise  verderbt.  Vermutlich 
hat  Hreon  ein  Gefäfs  ans  durchscheinendem  Hörn  gemeint,  auf  welchem  durch 

■ 

eingeritzte  Linien  die  einzelnen  Unterabteilungen  des  ganzen  Mafsgeßlfses  unter- 
schieden waren.    Vgl.  Metröl.  seripi,  I,  S.  80.  211,  10 — 12.  217,  14  Hultsch. 

7)  Tb  QS^aav  vdoa^  .  .  .  fpvXdttBtcii  %<oQ£g  Proklos,  tpvXdacovteg  xb  &noQ- 
(ft^üixv  (&7co4(veav  Basq..)  ^S(oq  Pafpos.  Gemeint  ist  offenbar  die  Aufbewahrung 
in  einem  verschliefsbaren  Geföfse,  das  bis  zum  nächsten  Morgen  in  den  Keller 
gestellt  wurde,  um  ein  Verdunsten  der  Flüssigkeit  möglichst  zu  verhSten. 

8)  Der  Abdruck  bei  Halma  ist  arg  verderbt.  Hbron  hat  wahrscheinlich 
geschrieben  öpkaX&g  mal  Avexlshczcag  (vev,  iv  itSQto  ityysüa  nctqccyaxQBixai.  Zu 
%al  dt^fxXijsrtoiff  (Verderbnis  statt  &vi'iiM'axmg)  hatte  ein  Literpolator  %al  &navaxo>g 
und  zu  fvsip  (Verderbnis  statt  qv4v)  $Bvaav  am  Bande  beigeschrieben  und  diese 
Glossen  sind  dann,  die  letztere  noch  dazu  an  einer  falschen  Stelle,  in  den  Text 
gekommen. 
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Auch  Pappos,  der  um  etwa  150  Jahre  yor  Proklos  schrieb,  hat  in 
seinem  Kommentare  zum  fünften  Buche  der  Syntax  des  Ptolemaios  die 
Schrift  Herons  über  Wasseruhren  benutzt^,  diese  jedoch  nur  betreffs  des 
schon  erwähnten  Beweises  für  die  Gleichmäfsigkeit  des  Wasserabflusses  zitiert. 

Leider  schweigt  die  Überlieferung  über  das  Ergebnis  der  Heronischen 
Yergleichungen  der  Wasseryolumina.  Ptolemaios  hat  sie  nicht  berück- 
sichtigt, weil  sie  ihm  ungeeignet  erschienen,  die  genauen  Mause  der  Durch- 
messer von  Sonne  und  Mond  zu  ermitteln^);  doch  darf  man  wohl  ver- 
muten, dafs  die  Nachprüfung  des  babylonischen  Verfahrens  durch  Herok 
für  den  Sonnendurchmesser  etwas  über  0^30'  bis  etwa  zu  0^32'  er- 
geben hat. 

Auf  den  richtigen  Weg,  um  zur  Lösxmg  des  Problems  zu  gelangen, 
hat  zuerst  Archimedes  (aren.  1^  10  ff".)  hingewiesen.  Nach  der  Anschauung 
der  Alten  sieht  unser  Auge  die  Gegenstände  durch  Strahlen,  die  es  von 
sich  ausgehen  läist^^).  Es  war  nun  zu  versuchen,  einen  Punkt  im  Auge 
zu  bestinmien,  von  welchem  aus  zwei  Strahlen  je  zu  einem  Ende  des 
Sonnendurchmessers  gehen.  Zu  diesem  Zwecke  setzte  er  ein  langes  Richt- 
scheit auf  ein  Fufsgestell,  dessen  Höhe  es  ermöglichte,  nach  der  Sonne,  so 
lange  sie  noch  dem  Horizonte  nahe  war  und  ihr  Licht  weniger  blendete^), 
über  das  Richtscheit  hin  zu  blicken.  Das  Auge  des  Beobachters  befand 
sich  also  am  Anfange  des  Richtscheites  und  auf  diesem  lag  (wohl  in  einer 
auf  der  oberen  Fläche  desselben  längshin  gezogenen  flachen  Rinne)  eine 
Kugel  von  ungefähr  gleicher  Gröfse  wie  der  Augapfel.  Nach  dem  Ende 
des  Richtscheites  hin  stand  aber  ein  kleiner,  gerader  Cylinder,  der  in  die 
geeignete  Entfernung  gebracht  wurde,  um  die  Sonne  gerade  zu  verdunkeln. 
Der   normale    Querschnitt    dieses    Cylinders    bildete    also    die   Basis    eines 

9)  Theo  Alex,  in  Ptolem.  magn.  construct.  V,  Basel  1588,  S.  261  f.  In  dieser 
bisher  einzigen  Gesamtausgabe  des  THsoNischen  Kommentars  ist  zu  Anfang  des 
y.  Buches  (S.  231)  Pappob  von  Alexandria  als  Verfasser  bezeichnet;  später  (S.  236) 
heifst  es  Xs^nn  xoü  üd^citov  und  es  folgt  ein  Zusatz  toD  0iavog  slg  tb  lei^nov  toü 
ndxnov ;  aber  von  S.  245  an  bis  zum  Ende  des  Buches  findet  sich  anter  der  Auf- 
schrift tb  dh  ^^fjg  toü  Udnnov  wieder  der  Kommentar  dieses  Autors.  Besser  ist  der 
Text  des  Pappos  in  dem  cod.  Laurent,  plut.  XXVIII,  18,  cod.  Yatic.  Gr.  183  und 
anderen  Handschriften  erhalten.  Bei  Thbon  heifst  jedes  einzelne  Buch  des  Kom- 
mentars {>n6iJkvf)fuc,  bei  Pappos  a%6liov:  s.  meine  Vorrede  zu  Pappx  collect.  Bd.  lU, 

s.  xm  f. 

10)  Ptoleh.  synt.  V  14,  S.  416,  20  Hbibkrg. 

11)  EtTKL.  optic.  def.  1—3.  Damianos  Schrift  über  Optik,  herausg.  von 
R.  Schöne,  1 — 3.  Güntheb,  Gesch.  der  Mathematik  und  der  Naturwiss.  im  Alter- 
tum, Iw.  Müi>LSBs  Handb.  der  klass.  Altertumswiss.  V,  S.  268. 

12)  Aren.  S.  250, 14  Hsie.:  i6vtog  (to{;  ijXlov)  notl  z&  bqiiowi  «al  9vva^ivw» 
i'rt  &vxipXinio&cii^  wo  ich  hi  nach  Konjektur  statt  des  überlieferten  xo^  schreibe. 
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gleichschenkligen  Dreiecks,  dessen  Seiten  die  erwähnte,  nahe  dem  Ange 
befindliche  Kugel  je  an  einem  Punkte  berührten  und  dann  im  Auge  selbst 
sich  zur  Spitze  des  Dreiecks  vereinigten.  So  hatte  Archimedes,  ohne  eine 
eigentliche  Vorrichtung  zum  Visieren  zu  kennen,  eine  ungefähre  Darstellung 
des  Winkels  BÄC  zu  Wege  gebracht, 
unter  welchem  der  Sonnendurchmesser 
dem  Beobachter  erscheint  (Fig.  1).  Auf 
eine  genaue  Bestimmung  konnte  es 
ihm  gar  nicht  ankommen,  da  er  für 
seine  Sandrechnung  nur  die  Begrenzung 
brauchte,  dafs  die  Basis  BC  des  Drei- 
ecks BÄC  gröfser  ist  als  die  Seite  des  in  den  Kreis  BC  eingeschriebenen 
Tausendeckes,  woraus  er  dann  weiter  folgerte,  dafs  der  Winkel  BÄC  blu 
einem  gröDsten  Himmelskreise  eine  Sehne  abteilt,  die  grölser  ist  als  die 
Seite  des  in  diesen  Kreis  eingeschriebenen  Tausendeckes.  Dazu  genügte 
es  ihm,  nachdem  Basis  und  Seiten  des  Dreiecks  BÄC,  ohne  ihre  Dimen- 
sionen zu  verkleinern,  auf  einer  Tafel  eingezeichnet  waren,  mit  dem  Badius 
ÄC  von  C  über  B  hinaus  eine  Peripherie  zu  beschreiben,  deren  Sehne  die 
Seite  des  in  den  Kreis  BC  eingeschriebenen  Zehnecks  war.  Durch  fort- 
gesetzte Halbierung  erhielt  er  dann  eine  Peripherie,  die  160 mal  in  dem 
ganzen  Perimeter  enthalten  war.  Hiervon  nahm  er  einmal  den  vierten,  ein 
anderes  Mal  den  fünften  Teil  und  fand  so,  dafs  die  Sehne  des  von  ihm 
beobachteten  Centriwinkels  kleiner  war  als  die  Seite  des  eingeschriebenen 
640eckes  und  gröfser  als  die  Seite  des  eingeschriebenen  SOOeckes,  mithin 
auch  gröfser  als  die  Seite  des  eingeschriebenen  Tausendeckes. 

Nach  der  handschriftlichen  Überlieferung  ist  die  obere  Grenze  von 
Archimedes  noch  um  ein  weniges  enger  gezogen  worden.  Statt  der  an- 
geführten Teile  der   ganzen  Peripherie  giebt  er  in  der  Sandrechnung  Teile 

des  Quadranten  an.    So  würde  er  als  obere  Grenze  jg^  des  rechten  Winkels 

erhalten  haben;  statt  dessen   aber  hat  er,  wenn   nicht  etwa  ein  Fehler  in 

die  Überlieferung  eingedrungen  ist,  den  etwas  geringeren  Wert  TgT»  d»  i*  Tg 

einer  Peripherie  gewählt,  deren  Sehne  gleich  der  Seite  des  in  den  Kreis 
eingeschriebenen   41eckes  ist.    'Setzen    wir    nun    statt  der  ARCHiMEDischen 

Teile  7^  und  ^tt^t  des  Quadranten  die  entsprechenden  sexagesimalen  Teile 
des  Kreises,  so  erhalten  wir  r^j  22  =  0^33'  und  ^  JB  =  0^27'.  Im  Mittel 
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war  also  Archimedes  bei  der  Bestinunung  zu  0^30'  stehen  geblieben  und 
im  ganzen  hatte  er,  da  er  einen  Fehler  von  3  Minuten  nach  beiden  Seiten 
hin  offen  lassen  mufste,  minder  genau  beobachtet  als  die  Babjrlonier;  allein 
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die  neu  gefondene  Methode,  Winkel  direkt  mit  dem  Auge  zu  messen,  sollte 
bahnbrechend  weiter  wirken. 

Es  galt  zunächst  die  schwerfllllige  Rechnung  nach  den  Seiten  ein- 
geschriebener Vielecke  zu  beseitigen  und  die  Sehne  eines  jeden  Kreisbogens 
ein  für  alle  Mal  nach  ihrem  Verhältnisse  zum  Diameter  zu  bestimmen. 
Wenn  auch  die  Überlieferung  schweigt,  so  spricht  doch  alle  Wahrschein- 
lichkeit dafür,  dafs  Hipparchos  es  war,  der  zuerst  diese  Verhältnisse  be- 
rechnet und  sie  in  einer  ähnlichen  Übersicht  wie  später  Ptolemaios  in 
seinem  tucvoviov  t&v  iv  xvx^Igo  bv^blS>v^^)  zusammengestellt  hat.  Er  hat  in 
einem  umfänglichen  Werke  von  zwölf  Büchern,  das  als  TtQayfiarela  x&v  iv 
%v%hp  Ei^H&v  zitiert  wird^^),  über  die  Kreisbögen  und  ihre  Sehnen  ge- 
handelt, er  hat  femer  die  Theorie  der  Epicyklen  und  das  gesamte  Gebiet 
der  rechnenden  Astronomie  in  nahezu  gleichem  umfange  beherrscht,  wie 
später  Ptolemaios,  dessen  Syntax  zu  einem  grofsen  Teile  auf  Werken  des 
Hipparchos  fufst;  er  mufs  also  auch  die  Orundanschauungen  und  die 
leitenden  Sätze  gekannt  haben,  nach  denen  für  einen  jeden  im  Halbkreise 
gegebenen  Winkel  das  Verhältnis  der  Sehne  zum  Diameter  bestimmt  und 
damit,  wie  sofort  sich  zeigen  wird,  die  Sinusfunktion  als  Grundformel  der 
Trigonometrie  eingeführt  wurde. 

Ausgegangen  ist  schon  Hipparchos,  ähnlich  wie  die  Neueren,  vom 
rechtwinkligen  Dreieck,  nur  dafs  ihm  jede  der  beiden  Katheten  als  Sehne 
{ev^eux  iv  xvxAg))  und  die  Hypotenuse  als  Diameter  galt.  Wenn  er  also 
das  Verhältnis  einer  Sehne  zum  Diameter   ausrechnete,  so  hatte    er   damit 

den  Sinus  eines  auf  dieser  Sehne  stehenden  Peri- 
pheriewinkels gefunden;  er  schrieb  aber  zu  diesem 
Verhältnisse  nicht,  wie  später  die  Inder,  Araber 
und  die  Neueren,  den  Peripheriewinkel,  sondern 
den  entsprechenden  Centriwinkel  hinzu  (Fig.  2). 
Nehmen  wir  an,  dafs  er  als  Beobachter,  vom 
Standpunkte  A  aus,  den  Winkel  ^^0=»36^  und  damit  zugleich  die 
Sehne  BC  als  Seite  des  in  den  Kreis  eingeschriebenen  Zehneckes  bestimmt 
hatte.  Nun  hätte  es  am  nächsten  gelegen,  diese  und  ebenso  jede  andere 
Sehne  nach  ihrem  Verhältnis  zum  Badius  zu  bestimmen  und  dieser  An- 
schauung ist  er  soweit  gefolgt,  dals  er  foHan  nach  sexagesimalen  Teilen 


13)  Synt.  I  11  (10)  S.  48  ff.  HsiBSBa. 

14)  Theo  in  Ptolem.  synt.  I  S.  110  Halma:  didemtai  (lIv  olv  %al  *Inndqito 
7]  TtQayiuxreia  t&v  iv  %v7tX<p  si^siAv  iv  iß'  ßißXütig.  Dafs  das  Werk,  wie  Susemihl, 
Griech.  Litteratnr  in  der  Alexandrinerzeit  I  S.  771  annimmt,  negl  tfjg  nQoyiuxxBÜit^ 
tfi^  iv  %v%hp  ei>^£i&v  betitelt  gewesen  sei,  ist  mir  nicht  wahrscheinlich. 
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des  Radius  rechnete  ^^).  Allein  der  Boden  des  rechtwinkligen  Dreiecks  sollte 
nicht  verlassen  werden;  es  wurde  also  BG  zur  Kathete  des  in  den  Halb- 
kreis eingeschriebenen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  der  Diameter  ist.    Nun 

BC 
wurde  das  Verhältnis   jr^    in   Einhundertzwanzigsteln    des   Diameters    und 

deren  sezagesimalen  Teilen  ausgerechnet.  Es  ist  klar,  dais  wir  für  dieses  Ver- 
hältnis keine  besondere  Benennung  zu  suchen,  sondern  es  einfach  als  Sinus  zu 
bezeichnen  hätten,  wenn  Hipparchos  und  mit  ihm  die  späteren  griechischen 
Astronomen  dasselbe  als  Funktion  des  Peripheriewinkels  BBC  hätten  gelten 
lassen.    Da  dies  aber  nicht  geschehen  ist,  müssen  wir  für  die  HiPPARCHische 

Funktion  yr^  eine  allgemeine  Bezeichnung  suchen  und  dürften  mit  -r^ — '- 

das  Wesentliche  in  kürzester  Form  treffen.  Dieses  Verhältnis  erschien  nun 
dem  Hipparchos,  vom  Standpunkte  des  beobachtenden  Astronomen  aus,  als 
eine  Funktion  des  Winkels,  den  er  ins  Auge  fafste,  d.  i.  des  Centriwinkels 
BÄCy  und  so  hat  er  es  in  seinem  durch  Ptolemaios  überlieferten  tujcvoviov 
xGiv  iv  xvxXto  ti^zi&v  aufgeführt  Wir  gewinnen  also  für  die  HiPPARcmsche 
Funktion  des  Gesichtswinkels  o  die  allgemeine  Formel 


chord. 

diam.  ^        "***'  2 


(0  =  sin.  -^  *•). 


Statt  der  Sechzigstel  des  Radius  waren  Einhundertzwanzigstel  des 
Diameters  eingetreten.  Da  nun  jeder  dieser  Teile  weiter  in  erste  und 
zweite  Sechzigstel   zerfiel,    so    entstand    eine   kleinste  Einheit   im   Betrage 

von  0^  0'  1"  =  .  oa  ^^^  des  Diameters,  deren  Vielfache  in  den  Sehnentafeln 

bei  der  ei^Bia  eines  jeden  Winkels  verzeichnet  wurden^'').    Als  Beispiel  sei 
die  Sehne  zu  0^  30'  (Ptolem.,  Sjnt.  I,  S.  38  Heib.)  angeführt.    Sie  betrug 

0^31' 25'' =7^^  des  Diameters  =0,0043634.    Vermindern  wir  diesen 


15)  Ein  xfLfjfia  hat  ihm,  wie  später  dem  Ptolemaios,  als  ^  des  fladius  ge- 

60 

gölten  und  diese  Einheit  ist  dann  weiter,  wie  aus  den  Tafeln  der  sit^stai  und 
i^noiftti  bei  Ptolek.  synt.  I  11  (10)  hervorgeht,  in  erste,  zweite  und  dritte 
Sechzigstel  zerlegt  worden.  Vgl.  in  Pault-Wissowa's  ßealencyklop&die  der  klass. 
Altertnmswiss.  Arithmetica  Sp.  1075  f. 

16)  Tahkebt,  Bist,  de  l'as^onomie  ancienne  S.  62,  Anm.  1  bezeichnet  nach 
üblichem  Branche  mit  crd.  das  Verhältnis   der  Sehne   znm  Radius   und   setzt 

m 

demnach  crd.  oo  =  2  — ^ — ;   allein   das   Verhältnis   zum  Diameter   mufs    bei- 

2 

behalten  und  rechnungsmäfsig  durchgeführt  werden,  wenn  wir  das  Verfahren  der 

griechischen  Astronomen  uns  verständlich  machen  wollen. 

17)  Vgl.  ZxuTHBN,  Gesch.  der  Mathem.  S.  230  f. 
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Wei-t  nur  um  0,0000001,  d.  i.  um  —  des  kleinsten  von  Hipparchos  ge- 

setzten  Teiles  des  Diameters,  so  erbalten  wir  mit  0,0043633  die  genaue 
fünfstellige  Ausrechnung  des  Sinus  der  Hälfte  von  0^  30'. 

Femer  ergiebt  sich,  dafs  die  Hipparcbisch-Ptolemäischen  Tafeln,   die 

von  0^30'  bis  180*^  in  Abstufungen  von  je  —  Grad  reichen,  sobald  man 

statt  eines  jeden  dort  verzeichneten  Winkels   dessen  Hälfte   einsetzt,    eine 

Sinustabelle  darstellen,  die  in  Abstufungen  von  je  ~  Grad  von  0®  16'  bis  90** 
sich  erstreckt^®). 

In  der  von  Hipparchos  verfafsten  Ttgay^taula  x&v  iv  xi^xlm  evd'ei&v 
sind  vermutlich  auch  Anweisungen  zum  Gebrauche  der  von  ihm  erfundenen 
Dioptra  enthalten  gewesen.  Er  hat  dort  das  Instrument  so  genau  be- 
schrieben, dafs  Ptolemaios  es  wieder  herstellen  und  ähnliche  Messungen 
wie  jener  vornehmen  konnte  ^^).  Es  war  ein  vier  Ellen  langes  Richtscheit 
(tBtQcinrjxvg  Kav6v).  Da  nun  Ptolemaios  ausdrücklich  bemerkt,  dafs  er 
6ia  rfig  iv  rm  %av6vi  xcrroffi^t^ijcrfcog  die  HiPPARcnischen  Bestimmungen  der 
Durchmesser  von  Sonne  und  Mond  kontrolliert  habe,  so  folgt  daraus  zu- 
nächst, dafs  das  Richtscheit  mit  einer  Skala  versehen  war,  auf  welcher 
gleiche  Unterabteilungen  des  Mafsstabes  verzeichnet  waren.  Das  können 
keine  anderen  gewesen  sein  als  die  Fingerbreiten  {9a%xvXoi)^  von  denen 
nach  allgemein  griechischem  Brauche  24  auf  die  Elle,  mithin  96  auf  den 
ganzen  Mafsstab  kamen.  Als  Teile  des  Daktjlos  waren  wahrscheinlich 
Hälften,  Viertel  und  Achtel  eingetragen*). 

Natürlich  mufste,  um  die  scheinbaren  Durchmesser  von  Sonne  und 
Mond    messen    zu    können,    an   der  Dioptra  noch  ein  zweiter  Mafsstab  im 


18)  Zeüthen,  Gesch.  der  Mathem.  S.  230.  288.  Vgl.  auch  Idelbb,  Über  die 
Trigonometrie  der  Alten,  Zach'b  monatl.  Correspondenz  zur  Beförderung  der  £rd- 
und  Himmelskunde,  Juli  1812,  S.  22  f. 

19)  Synt.  V  14,  S.  417,  1—15.  20-.24  Hbib.  Entsprechend  dem  S.  416,  23 
vorhergehenden  Aorist  ncci^TßzTiadyiS^a  und  den  S.  417,  18.  20  folgenden  Imper- 
fekten TidvvaTo  und  ncevstpaivsto  ist  S.  417,  5  s^ginHOf^v  als  Imperfekt  zu  fassen 
und  dann  Z.  13  mit  Halma  %ccz£Xafi>ßocv6fifd'a  statt  des  handschriftlichen  xata- 
Xafi^avoficd'a  eu  schreiben.  Vgl.  V  2,  S.  36Ö,  1—7  itriQoi^itsv  —  xcetBlafkßdvovxo 
(pass.)  —  itaTsXafißavdfi^d'a  (med.). 

20)  Vgl.  meine  Griechische  und  römische  Metrologie'  S.  351.  Dafs  auch 
Sechzehntel,  wie  auf  altägyptischen  Mafsstäben,  eingetragen  waren,  ist  nicht  wahr- 
scheinlich, weil  schon  das  Achtel  des  Daktylos  auf  den  äufsersten  Grad  der  Ge- 
nauigkeit führte,  der  bei  den  Messungen  durch  di^  HippABcaische  Dioptra  zu 
erreichen  war.  Auch  Abcbucedks  hat  in  seiner  Sandrechnung  (2, 4  S.  264,  25)  das 
Achtel  des  Daktylos  als  kleinstes  Mafs  vor  sich  gehabt  nnd  auf  dieses  5  Durch- 
messer Yon  Mohnkörnern  gerechnet. 
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rechten  Winkel  zu  der  Skala  des  Richtscheites  angebracht  sein.  Dies 
war,  wie  Ptolehaios  andeutet'^),  eine  kleine  Platte  (jtQiCfuctiov) ^  deren 
halbe  Breite  die  eine  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  bildete,  während 
die  andere  Kathete  durch  den  Abstand  des  Plftttchens  vom  Auge  des  Be- 
obachters gegeben  war.  Das  Nähere  erhellt  aus  dem  Berichte  des  Pappos 
im  Kommentar  zum  Y.  Buche  des  Ptolehaios  ^) :  „Man  verfertigt  ein  Richt- 
scheit, das  mindestens  vier  Ellen  lang  und  genügend  hoch  und  breit  ist, 
um  eine  feste  Unterlage  zu  bieten.  In  die  obere  Fläche  desselben 
sei  mitten  in  der  Längenrichtung  eine  Rinne  dergestalt  eingeschnitten, 
dafs  ein  beilförmiger,  darin  eingef&gter  Keil  leicht  vor-  und  rück- 
wärts geschoben  werden  kann  (Fig.  3).  Mit  dem  Keile  sei  eine 
kleine  Platte  verbunden,  die  im  rechten  Winkel  zum  Richtscheite  fi^TsT 
steht  und  an  einer  beliebigen  SteUe  der  Rinne  verbleiben  kann.  Ein 
anderes  Plättchen  wird  am  Anfange  des  Richtscheites  und  in  fester  Ver- 
bindung mit  diesem  angebracht,  das  eine  feine  öffiiung  zum  Durchsehen 
nicht  unten  (unmittelbar  bei  dem  Richtscheite),  sondern  in  der  Mitte  hat, 
damit,  wenn  unser  Auge  durch  diese  O&ung  blickt,  die  von  demselben 
nach  dem  beweglichen  Plättchen  ausgehen- 
den und  die  [vertikalen]  Ränder  desselben  j[\ 
berührenden  Geradenden  scheinbaren  Sonnen- 
durchmesser,  indem  sie  dessen  Endpunkte 

berühren,  umfassen  können.  Wenn  wir  nun,  bei  der  [in  Fig.  4  angegebenen] 
Stellung  des  beweglichen  Plättchens,  nahe  dem  Horizonte  den  einen  End- 
punkt des  SoDuendurchmessers  über  Z  hinaus  durch  den  Strahl  KZ,   den 


21)  Synt.  y  14,  S  417,20—23:  Trjs  h  tatg  inißoXaig  toü  imnQOif^'naavzog 
nldrovg  inl  tb  i^fjaog  toü  nccvovos  tb  &nb  rfjg  ö^peas  M  t6  nQiciuxtiov^  nls^otaig 
o^caigy  naQaatz(frjata)s.  Die  richtige  Lesart  nleüixaig  o^caig  (statt  nlB^mrig  o^arjg) 
ist  in  der  Handschrift  D  und  bei  Pappos  erhalten;  sie  deutet  auf  die  verschie- 
denen Stellungen  hin,  die  das  Plättchen  bei  verschiedenen  Beobachtungen  ein- 
nimmt. Jede  von  diesen  vielen  Stellungen  bedingt  eine  besondere,  aus  den  oben 
angeführten  Elementen  abgeleitete  Messung  {nuQafiiTQrjeig),  Die  ursprüngliche 
Niederschrift  des  Ptolbmaios  ist  auch  Y  1,  S.  361,  13  sowohl  in  D  als  bei  Pappos 
überliefert  (vgl.  Liter.  Gentralbl.  1898,  Sp.  1899 f),  und  daraus  folgt  weiter,  dafs 
I  S.  64,  18  nach  den  Spuren  in  D  ttzQoiyfovov  xfj  nsQitpfQiCa  zu  schreiben  ist. 

22)  Theo  in  Ptolbm.  magn,  constrtict.  S.  262.  Meine  freier  gehaltene  Über- 
setzung giebt  das  Wesentliche  wieder,  berichtigt  eini^^es  stillschweigend  und  läfst 
weg,  was  nicht  notwendig  für  die  zu  den  Figuren  4 — 6  gegebenen  Erklärungen 
erforderlich  ist.  Pappos  selbst  hat  ein  vollständiges  Bild  der  Dioptra  beigefügt. 
Die  vordere  Platte  mit  der  Visieröffnung  K  hat  er  durch  ES^  das  bewegliche 
Plättchen  durch  rj  nnd  dessen  Breite  durch  Fif,  bez.  PNJ^  die  obere  Fläche 
des  Richtscheites  durch  AB  und  die  längshin  eingegrabene  Rinne  dnrch  HO 
bezeichnet. 
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Fig.  6. 


andern  Endpunkt  aber  über  S  hinaus  durch  den  Strahl  KS  erblicken,  so 
werden  wir  sagen,  dafs  der  Winkel  ZKS  den  Sonnendurchmesser  umfalst. 
Wenn  aber  der  letztere  nicht  durch  die  Gerade  KS,  sondern  allein  durch 

KZ  erblickt  werden  sollte,  so  wird  man 
das  Plattchen  entfernter  vom  Auge  ein- 
stellen müssen  (Fig.  5),  damit  der  Winkel 
kleiner  werde  und  der  von  der  Offiiung  K 
nach  den  Bändern  des  Plftttchens  gehende 
Gesichtswinkel  den  Sonnendurchmesser  umfasse,  wie  es  bei  dem  Winkel 
udKM  zutrifft.  Wenn  aber  der  eine  Endpunkt  des  Sonnendurchmessers 
durch  die  Gerade  KA  erblickt  wird,  der  andere  Endpunkt   aber  über  die 

Gerade  KM  hinausfllllt,  sodafs  ein  Teil 
des  Sonnenkörpers  über  die  Breite  des 
Plättchens  hinaus  sichtbar  wird,  muis  man 
wiederum  das  Plftttchen  bewegen  und  es 
näher  dem  Auge  in  ruhige  Lage  bringen  (Fig.  6),  bis  ein  gröfserer  Winkel, 
der  den  Sonnendurchmesser  umfafst,  wie  es  bei  ÄKM'  zutrifft,  her- 
gestellt ist." 

Wenn  \m  nun  in  dem  gleichschenkligen  Dreieck  ZK%  (Fig.  4)  aus  K 
die  Normale  zu  ZS  ziehen,  die  in  F  auftrifft,  und  den  Sonnendurchmesser 
mit  JE  bezeichnen  (Fig.  7),  so  ist  es  klar,  dafs  sowohl  ZF,  d.  i.  die  halbe 

Breite  des  beweglichen  Plftttchens,  als  auch 
Xr,  deren  Länge  von  der  Skala  des  Richt- 
scheites abgelesen  wird,  gegeben  sind.  Dem- 


Flg.  7. 


nach  ist  auch  KZ  und  das  Verhältnis 
chord. 


2JrZ' 


d.  i.  die  HipPARcmsche  Funktion  -^. — -  des  Winkels  X,  gegeben.     Da  wir 

nun,  wie  bald  sich  zeigen  wird,  wenigstens  eine  Messung  des  Monddurch- 
messers durch  HippARCHos  kennen,  und  daraus  auf  andere  Messungen  an- 
nähernd schliefsen  können,  so  sind  wir  im  Stande,  die  Breite  des  den  Mond 
oder  die  Sonne  verdeckenden  Plättchens  zu  bestimmen. 

Zuerst    finden    wir,    daCs    dieser    Deckstreifen    weniger    breit    als 

7 

-T-  Daktjlos  war.    Denn  wenn  ein  Streifen  von  dieser  Breite  am  Ende  des 

Richtscheites,  d.  i.  96  Daktylen  vom  Auge  entfernt,  eingestellt  war,  so  ver- 
deckte er  einen  Bogen  von  nahezu  0^31'18'\  Das  war  dann  der  kleinste 
Winkel,  der  auf  der  Dioptra  gemessen  werden  konnte;  allein  das  Listrument 
mufste  auch  auf  kleinere  Winkel  bis  herab  zu  0^30'  eingerichtet  sein, 
damit  durch  unmittelbare  Messung  festgestellt  werden  konnte,  dafs  der 
Sonnendurchmesser  gröfser  sei,  als  die  Babylonier  ihn  angenommen  hatten. 
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Zweitens  ergiebt  sich,  d&ijs  der  Deckstreifen  breiter  als  -^  Daktjlos 

gewesen  ist  Denn  wenn  ein  Streifen  von  dieser  Breite  auf  72  Daktylen 
Entfernung  eingestellt  war,  so  verdeckte  er  einen  Bogen  von  unge^hr 
0^29' 50'';  HiPPAKGHOS  hätte  also,  nm  Winkel  über  0^30'  zn  messen, 
statt  einer  Dioptra  von  vier  Ellen  nur  eine  solche  von  drei  Ellen  gebraucht. 

Also  hatte  der  Deckstreifen  eine  Breite  zwischen  -^  und  -^  Daktylos. 

Nehmen  wir  das  Mittel  =  -j-  Daktylos,  so  verdeckte  ein  Streifen  von  dieser 

Breite,  wenn  er  auf  86  Daktylen  eingestellt  war,  einen  Bogen  von  un- 
gefähr 0^30',  und  wenn  auf  76  Daktylen,  einen  Bogen  von  nahezu  0^34'. 
Mithin  vollzogen  sich  die  fOr  Hipparchos  in  Betracht  kommenden  Messungen 
innerhalb  der  vierten,  auf  der  Skala  eingetragenen  Elle  in  einer  Entfernung 
zwischen  drei  Ellen  vier  Daktylen  und  drei  Ellen  14  Daktylen.     Das  war 

offenbar  eine  zweckmftfsige  Einrichtung  des  Instrumentes,  und  es  kommt 

3  1 

dabei  auch  noch  in  Betracht,  daft  die  Streifenbreite  von  -r-  Daktylos  gleich  r^ 

der  Elle  war,  mithin  dieses  kleine  Mafs  durch  fortschreitende  Halbierung 
der  Elle  möglichst  genau  dargestellt  werden  konnte. 

Eine  sichere  Zurückführung  des  von  Hipparchos  angewendeten  Ellen- 
mafses  auf  neueres  Mafs  ist  leider  nicht  möglich,  da  über  die  verschiedenen 
griechischen  Längenmaise  zwar  viele  Vermutungen  aufgestellt,  aber  einwand- 
freie Ergebnisse  bisher  nicht  gewonnen  sind.  Wir  begnügen  uns  daher  mit 
der  Umgrenzung,  dal's  die  Hipp  arg  nische  Elle  zwischen  den  Mafsen  der 
königlichen  ägyptischen  und  der  römischen  Elle,  d.  i.  zwischen  0,525  und 
0,4436  m,  gestanden  hat.  Das  Richtscheit  mafs  daher  zwischen  2,10  und 
1,77  m.  Ein  Daktylos  der  Skala  ist  zwischen  21,9  und  18,5  mm  und  die 
Breite  des  Deckstreifens  zwischen  16,4  und  13,9  mm  anzusetzen. 

Nach  Ptolemaios*')  sind  von  Hipparchos  auf  seiner  Dioptra  „sehr 
viele^^  verschiedene  Stellungen  des  Deckstreifens  beobachtet  und  daraus  ver- 
schiedene Werte  für  die  scheinbaren  Sonnen-  und  Monddurchmesser  be- 
rechnet worden.  Doch  ist  uns  von  den  Ergebnissen  dieser  Beobachtungen 
nur  eines  zahlenmäfsig  überliefert.  Er  hat  gefunden,  dafs  der  Durchmesser 
des  Mondes  nahezu  650  mal  in  dem  Kreise  enthalten  ist,  den  dieses  Ge- 
stirn  scheinbar   beschreibt^).     Damit   war   offenbar    ein   Mittel    aus   ver- 


23)  Synt  Y  14,  S.  417,  20—28.  Eine  erklärende  Übersetzung  der  Stelle  wird 
später  folgen. 

24)  Ptolbm.  synt.  lY  9  (8)  z.  Anf. :  ovyxQm(itvoi  ncctoc  tbv  "innoQXOv  xm  tiiv 
eiXrjrriw  Ifaxotficexiff  iilv  %tcl  n€vtfi%ovtd%ig  iyyima  ncnccii^ttQtCv  xhv  l9ior  nvulov. 
Diese  Angabe  wiederholt  Papp,  sjnag.  YI,  S.  556,  14  Hultsoh. 
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schiedenen  Messungen  gemeint,  je  nachdem  der  Mond  n&her  oder  femer  zar 
Erde  stand.     Die  Division  von  360^  durch  650  f&hrt  auf  einen  mittleren 
Monddurchmesser  von  0*^33' 14"  (genauer  0^33' 13,85'^,  und  dieses  Resultat 
ist  um  so  beachtenswerter,  als  Ptolemaios,  der  allerlei  Einwendungen  da- 
gegen erhebt,  doch  durch  seine  eigenen  Messungen  zu  einem  nur  unmerk- 
lich abweichenden  Ergebnisse  gekommen  ist;  denn  nach  ihm  hat  der  Mond- 
durchmesser  in    der  Erdfeme  0<*31'20"'*),   in    der  Erdnfthe  0^35' 20"**), 
mithin  im  Mittel  0^  33'  20"  betragen.     Da  nun  die  PTOLEMÄischen  Ansätze 
über   die  wirklichen  Werte    des    scheinbaren   Monddurchmessers  =  29'  26" 
für  die  Erdferne  und  32' 51"  für   die  Erdnfthe   merklich   hinausgehen,  das 
HippARCHiscfae  Mittel  aber  relativ  etwas  genauer  ist  als  das  PTOiiEHÄische^i 
so   darf  man   annehmen,   dafs  auch   die  Einzelmessungen   des  Hipparchos, 
je    nach    der   gi*öfseren    oder  geringeren  Entfernung    des  Mondes   von   der 
Erde,  so  genau  ausgefallen  sind,  als  es  nur  immer  bei  der  TJnvollkommen- 
heit   seiner  Dioptra   möglich   war.     Wie    er  bei  der  Beobachtung  des  Ge- 
sichtswinkels, unter  welchem  der  mittlere  Monddurchmesser  erscheint,  über 
das  wirkliche  Mafs  um  2'  6"  hinausgekommen    war,  so   mögen   auch  seine 
übrigen  Messungen  mit  einem  Fehler  von   reichlich  zwei  Minuten  behaftet 
gewesen  sein. 

Das  ist  leicht  erklärlich.  Denn  von  einer  Abbiendung  der  Sonnen- 
oder Mondstrahlen  durch  farbiges  Glas  verlautet  nichts,  und  wenn  man 
auch  die  Yisieröffiiung  möglichst  fein  herstellte  und  zur  Beobachtung  der 
Sonne,  wie  Arghimedes  es  vorgeschrieben  hatte,  die  Zeit  ihres  Aufgangs 
wählte,  während  man  in  die  Mondscheibe,  auch  wenn  sie  hoch  am  Himmel 
stand,  mit  geringerer  Blendung  blicken  konnte,  so  mufste  doch  die  Schmal- 
heit des  Deckstreifens  merkliche  Fehler  bei  den  Beobachtungen  veranlassen. 
Wenn  also  in  dem  einen  uns  bekannten  Falle  Hipparchos  den  Gesichts- 
winkel nur  um   2'  6",  d.  i.  um    etwa   j«    des   genauen  Betrages,    zu    hoch 

genommen   hatte,  so  war  das  weder  an   sich   noch   im  Vergleich   mit  den 
PTOLEMÄischen  Messungen  ein  ungünstiges  Ergebnis. 

So  kehren  wir  noch  einmal  zu  dem  Ansätze  des  mittleren  Mond- 
durchmessers auf  33' 14"  zurück  und  behaupten,  dafs  Hipparchos,  der 
nach  seinen  Beobachtungen  des  Mondlaufes  recht  wohl  wufste,  wann  der 
Mond  in  mittlerer  Entfernung  von  der  Erde  sich  befand,  durch  seine  Dioptra 
einen  von  jenen  33'  14"  nicht  weit  entfernten  Wert  unmittelbar  beobachtet 

26)  Ptolbm.  V  14,  S.  421,  4  f  vgl.  mit  417,  24—418,  5.  Papp.  Bynag.  S.  656, 
17—19. 

26)  Papp.  S.  666,  19. 

27)  Mittel  des  MonddurchmesBers  nach  den  neueren  Beobachtimgen  =»  31'  8", 
nach  HipPABCHOs  =  33'  14",  nach  Ptolbmaiob  s=  33'  20". 
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hat.  Dazu  mufste  zunftchst  ein  für  kleinste  Winkelmessnngen  geeigneter 
Ausschnitt  einer  Sehnentafel  vorbereitet  sein. 

Zu  einem  Winkel  von  0^30'  gehörte,  wie  vor  kurzem  gezeigt  wurde, 

chord 

die  Funktion  -r- — -  ^  0^  31'  26",  und  zwischen  0^  30'  und  1®  entsprach  dem 

Zuwachs  Ton  je  1  Minute  ein  Mehr  von  0»  1'  2"  50'"=  0,0001454,  d.  h.  die 
YerftnderUDgen  der  HiPPARCHischen  Sehnenfunktion  wurden  proportional  den 
Veränderungen  der  Bogen  gerechnet^).     Daher  dürfen   auch    die  je   einer 

Bogensekunde    entsprechenden    Veränderungen    der    Funktion    -p — -'    als 

60stel  von  0^1' 2"  50'"  gerechnet  werden,  wie  der  folgende  Ausschnitt 
einer  Sehnentafel  für  die  Winkel  von  30'  bis  34'  es  ausweist: 


Winkel 

_     ...       chord. 

Funktion  -j^ — 

diam. 

Interpolation 

0*30'    0" 

OP  31'  26"  =  0,0043633 

Differenz  fQr  je  1  Sekunde 

0»  30'  30" 
0^31'    0" 

OP  31'  56"  =  0,0044360 
OP  32'  28"  =  0,0045087 

OP  0'  1"  2,833'"  «  0,000  002  424 

0»  31'  30" 

OP  32'  59"  —  0,0045816 

0*32'    0" 

OP  33'  81"  »  0,0046542 

0«  32'  30" 

OP  34'    2"  —  0,0047269 

0^33'    0" 

OP  34'  33"  —  0,0047996 

0*33' 30" 

OP  36'    6"  =  0,0048723 

0*34'    0" 

OP  35'  36"  —  0,0049450 

Je  nachdem  nun  vom  Auge  des  Beobachters  ans  der  Deckstreifen  der 
Dioptra  in  einer  Entfernung  von  77|  oder  77^  Daktylen  den  Mond  ver- 
deckte, erschien  sein  Durchmesser  in  einem  Winkel  von  nahezu  33'  10" 
oder  33' 16'^  Die  Einrichtung  der  Skala  ermöglichte  es  aber,  noch  einen 
zwischen  diesen  Grenzen  liegenden  Winkel  zu  beobachten.  Wenn  der  Deck- 
streifen auf  einen  Abstand  von  77^  Daktylen  eingestellt  werden  mufste, 
um  den  in  mittlerer  Entfernung  von  der  Erde  befindlichen  Mond  gerade  zu 
verdecken,  so  war  daraus  die  Funktion 

chord.  Z9 


diam. 


K- + (¥)■ 


3« 
4  ) 


ZU    berechnen    (Fig.  7).      Durch    die    Dioptra    waren    gegeben    ZS  = 
Kr=  77^.     Die    Ausrechnung   nach    sexagesimaler   Bechnungs weise    war 
zwar   umständlich^^),   fahrte   aber  doch,  wenn   man  mit  einer  Annäherung 


28)  Ptolbm.  synt.  I  10  (9),  S.  47  f.  Camtor,  Vorles.  aber  Gesch.  der  Mathem.  I* 
B.  392.  617.    TANinDiT^  Hut,  de  Vastronamie  ancienne  S.  64. 

29)  Vgl.  in  Pault-Wi88owa'8  RealencyklojAdie  Arithmetica  §  11.  15. 
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auf  ganze  Sekunden  sich  begnügte,  zu  dem  gesicherten  Ergebnisse 

chord. 


diam. 


X  =  OP  34'  47". 


Dieser   durch  Beobachtung  gefundene  Wert  war  nach  der  vorhergehenden 

Sehnentafel  um  0^0' 14"  gröfser  als  Op  34' 33"  =  ^^^  33' 0",  und  dieses 

Mehr  entsprach  sehr  nahe  einem  Zuwachs  von  13  Sekunden  zu  dem  Winkel 
von  0*^33'.  Also  war  durch  die  Dioptra  ein  Winkel  von  0^33' 13"  be- 
obachtet worden,  und  es  ergab  sich  nun  leicht,  dafs  dieser  Winkel  lyyiGTo^ 
d.  i.  nach  der  Sprache  der  alten  Astronomen  „mit  einem  nicht  in  Betracht 
kommenden  Fehler",  650  mal  in  den  360  Graden  der  Kreisperipherie  ent- 
halten war*^). 

Die  HipPARcnische  Bestimmung  des  mittleren  Monddurchmessers  hat 
den  durch  neuere  Beobachtungen  gefundenen  Wert  um  2'  6"  übertroffen 
(S.  204).  Nahezu  derselbe  Fehler  mag  auch  untergelaufen  sein^  wenn  der  Mond 
in  der  Erdfeme  beobachtet  wurde.  Dies  würde  auf  einen  HippARCHischen  An- 
satz zu  ungefähr  31'32"  statt  29'26"  fuhren,  und  diesem  Werte  gleich  soll  nach 
Ptolemaios  (V  S.  417,  3 — 6)  der  scheinbare  Sonnendurchmesser,  gleichviel 
ob  die  Sonne  näher  oder  femer  zur  Erde  stand,  befunden  worden  sein. 
Wenn  nun  derselbe  Autor  kurz  darauf  (S.  417,  12 — 16)  bemerkt,  er  habe 
den  Winkel,  unter  dem  sowohl  der  Mond  in  der  Erdfeme  als  auch  die 
Sonne,  gleichviel  ob  sie  der  Erde  näher  oder  ferner  sei,  erscheine,  um  ein 
beträchtliches  kleiner  gefunden  als  die  verschiedenen  Winkel,  welche. 
HippARCHOS  je  nach  der  gröfseren  oder  geringeren  Entfernung  beider  Ge- 
stime  gemessen  hatte,  so  trifft  diese  Ausstellung  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  zu  (haben  wir  doch  selbst  in  dem  einen  überlieferten  Falle  ein 
Zuviel  von  etwa  -^  des  wirklichen  Wertes  annehmen  müssen);  aber  jeden- 
falls sind  die  Fehler  der  HiPPARcnischen  Messungen  merklich  geringer 
gewesen,  als  sie  einst  dem  Ptolemaios  erschienen.  Denn  wenn  dieser 
(S.  421,  4  f.)  nur  einen  Winkel  von  31'  20"  flär  den  Sonnendurchmesser 
zuläfst,  so  ist  das  auffällig  weniger  als  das  Mittel  von  32^4",  welches  die 
zuverlässigen  Messungen  der  Neuzeit  zwischen  dem  Maximum  von  32' 37" 
und  dem  Minimum  von  31' 32"  ergeben  haben,  und  dem  entsprechend 
mufsten  auch  die  HippARcmschen  Fehler  dem  Ptolemaios  gröfser  erscheinen, 
als  sie  es  in  Wirklichkeit  waren. 

Noch  eine  Ausstellung  erhebt  der  Verfasser  der  Syntax  (S.417, 16 — 24) 

80)  Die  Ausrechnung  0^  33'  13"  x  660  ergiebt  369»  50'  60";  mithin  brauchte 
der  durch  Beobachtung  gefundene  Winkel  von  83'  13"  nur  um  weniger  als  eine 
Sekunde  (genauer  um  0,85  Sekunde:  oben  S.  204)  vergröfsert  zu  werden,  um,  mit 
650  multipliziert,  360*^  zu  ergeben. 
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gegen  die  Messungen  seines  grofsen  Vorgängers.  Wir  geben  die  Stelle  in 
einer  freieren,  einige  Schwierigkeiten  des  Textes  ebnenden  Übersetzung: 
„denn  die  Einrichtung  der  Dioptra  ermöglichte  es,  die  Fälle  festzustellen, 
wo  Sonne  und  Mond  unter  dem  gleichen  Winkel  erschienen,  weil  dann 
keine  weitere  Messung  (d.  i.  Ausrechnung  nach  der  Entfernung  des  Deck- 
streifens vom  Auge  u.  s.  w.)  nötig  war;  allein  es  blieb  uns  zweifelhaft, 
unter  einem  wie  grofsen  Winkel  (bei  jeder  einzelnen  Messung)  die  Durch- 
messer erschienen,  weil  jenes  die  Sonne  oder  den  Mond  verdeckende  Plättchen 
sehr  viele  verschiedene  Stellungen'^)  längs  dem  Richtscheite  einnahm  und 
demnach  auch  in  verschiedenen  Entfernungen  vom  Auge  stand,  sodafs  die 
daraus  abzuleitende  Winkelmessung  leicht  von  der  erforderlichen  Genauig- 
keit abirren  konnte''. 

Also  gerade  das,  was  die  Hauptsache  bei  der  HipPARcnischen  Dioptra 
war,  die  Berechnung  des  Gesichtswinkels  aus  der  gegebenen  Breite  des 
Deckstreifens  und  dessen  jeweiliger  Entfernung  vom  Auge,  läfst  Ptoleuaios 
nicht  gelten;  nur  wenn  der  Deckstreifen  bei  verschiedenen  BeobachtuDgen 
gleich  weit  vom  Auge  zu  stehen  kommt,  möge  man  daraus  schliefsen,  dafs 
die  beobachteten  Gestirne  unter  gleichem  Gesichtswinkel  erscheinen;  sowie 
aber  verschiedene  Stellungen  des  Deckstreifens  in  Betracht  kommen,  habe 
man  die  Dioptra  bei  Seite  zu  lassen,  denn  die  nach  den  verschiedenen  Ab- 
ständen des  Deckstreifens  vom  Auge  anzustellenden  Berechnungen  seien 
unzuverlässig.  Hier  liegt  offenbar  ein  In*tum  des  Schriftstellers  vor,  der 
darin  seine  Erklärung  finden  mag,  dafs  ihm  diese  so  langwierigen  sexa- 
gesimalen  Ausrechnungen  nicht  die  Mühe  zu  lohnen  schienen,  die  man 
dabei  aufzuwenden  hatte.  Das  ist  jedoch  kein  stichhaltiger  Grund;  denn 
wenn  wirklich  der  Deckstreifen  bei  einem  gewissen  Abstände  Sonne  oder 
Mond  genau  verdeckte,  bei  einem  geringeren  oder  gröfseren  Abstände  aber 
einen  zu  grofsen  oder  zu  kleinen  Gesichtwinkel  erzeugte,  so  waren  die 
daraus  folgenden  Berechnungen  untrüglich  und  die  Schwierigkeit,  sie  durch- 
zuführen, kam  dabei  nicht  in  Betracht.  Also  durfte  eine  berechtigte  Kritik 
nur  bei  der  Frage  einsetzen,  ob  der  schmale  Deckstreifen  gegenüber  dem 
blendenden  Lichte  des  Gestirns  ausreichende  Gewähr  dafür  bot,  dafs 
genau  die  richtige  Deckungsstelle  auf  der  Skala  des  Bichtscheites  ermittelt 
vnirde. 

Auch  Proklos  hat  sich  in  seiner  schon  mehrfach  erwähnten  Hypoty- 


31)  Pappos  S.  262  g.  E.  erklärt  die  oben  (S.  201,  Anm.  21)  angefahrten  Worte 
des  Ptolemaiob  iv  tceHs  hußolccSe  •  •  •  nlsiaxaig  o^üaig  durch  iv  fclBictatg  k%i- 
ßolfxvs,  tovtiazi  nuQatpoifaCg  (<k6  yicQ  ^cotai,  d.  h.  es  kommt  nicht  blofs  ein  Fall 
in  Betracht). 
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Fig.  8. 


posis^^)  über  die  HipPABCHische  Dioptra  geänfsert.  Zwar  stimmt  er  meistens 
mit  Pappos  überein;  doch  findet  sich  eine  hauptsächliche  Abweichnng,  die 
der  Berichterstatter  aus  einer  uns  unbekannten  Quelle  entnommen  hat.  In 
der  am  Anfange  des  Richtscheites  befestigten  Platte  soll  die  Yisierö&ung  F 
möglichst  nahe  der  oberen  Fl&che  desselben  angebracht  sein  und  die  be- 
wegliche Platte,    die    gröfser   als  der  Deckstreifen   bei  Pappos    zu    denken 

ist,  soll  unten  mit  einer  kleinen 
Offiiung  £,  in  gleicher  Höhe  mit  r*, 
aufserdem  in  geeigneter  Höhe  über 
B  mit  einer  zweiten  Offiiung  Z 
(die  auf  der  von  der  oberen  Fl&che 
des  Richtscheites  aus  durch  B  ge- 
führten Normalen  liegen  soll)  versehen  sein  (Fig.  8).  Dann  habe  man  zur 
Zeit  des  Aufgangs  oder  Untergangs  der  Sonne  die  Dioptra  so  zu  richten, 
dafs  die  verlängerte  Gerade  FB  genau  den  Endpunkt  J  des  parallel  mit 
ZB  gezogenen  Sonnendurchmessers,  und  FZ  genau  den  Endpunkt  £  berühre. 
Über  die  hieran  zu  knüpfenden  Ausrechnungen  schweigt  Proklos;  es 
ist  aber  klar,  daJDs  der  von  ihm  benutzte  Autor  mit  ZBF  einen  rechten 
Winkel  bezeichnet  hat,  wonach  aus   den   gegebenen  Katheten  ZB  und  BF 

zunächst  die  Hypotenuse  FZ   und  dann  das  Verhältnis    -=^    auszurechnen 

war.  Damit  war  der  Sinus  des  Winkels  F  gefunden.  Nun  sind  zwei 
Möglichkeiten  zu  setzen.  Entweder  hat  der  unbekannte  Autor  noch  keine 
Sinustafeln  vor  sich   gehabt,  sodafs  er  durch  eine  Nebenrechnung  auf  die 

Funktion  -j^ '-  2F  kommen  und  mit  Hülfe  einer  HipPARcnischen   Tafel 

dl  am. 

den  Winkel  2F  und  zuletzt  die  Hälfte  davon  bestimmen  mufste,  oder  er 
hatte  —  was  wohl  wahrscheinlicher  ist  —  von  vornherein  seine  Dioptra 
so  eingerichtet,  dafs  er  unmittelbar  sin  F  ausrechnen  und  in  einem  dazn 
geeigneten  Ausschnitte  einer  Sinustafel  den  Winkel  F  auffinden  konnte. 
Nun  habe  ich  früher  nachgewiesen,  da&  der  Wert  3,1416  für  tt,  der  bei 
dem  Inder  Aryabhatta  (geb.  476)  sich  findet,  schon  um  ein  oder  zwei 
Jahrhunderte  früher  von  einem  griechischen  Mathematiker  aufgestellt  woi^ 
den  ist,  der  nach  einer  von  Apollonios  überkommenen  Methode  den  Kreis- 
umfang als  Mittel  aus  den  Perimetern  des  96-  und  des  192eckes  in 
Mjriadenbrüchen  berechnet  hat^').     Da  nun  im  engen  Zusammenhange  da- 


32)  S.  109 — 111  Halma.  In  diesem  Abschnitte  ist  S.  110  a.  E.  &g  aixbg 
diaxBlvetoci  und  S.  111,  13  nai^adiiiait6  (statt  iror^ado|oiTo)  Tig,  wahrscheinlich  auch 
S.  110,  30  i%oiovyi,Bv  zu  schreiben. 

33)  Zur  EreismessuDg  des  Abchiubdbs,  Zeitschr.  für  Mathem.  and  Phya., 
hist-liter.  Abteil.  1894,  S.  167  -  169.  ' 
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mit  die  Inder  ein  Verfahren  ausgebildet  haben,  wonach  die  Sehne  des  ein- 

860^ 
geschriebenen  96eckes   gleich   dem  Bogen  von   -^^-  =  3*46'   gesetzt   und 

daraus  weiter  Tafeln  der  Sinus  sowohl  yon  grölseren  als  kleineren  Winkeln 
entwickelt  wurden^),  so  spricht  eine  gewisse  Wahrscheinlichkeit  dafär,  daDs 
die  Einfahrung  des  Sinus  in  die  Trigonometrie  ebenso  wie  jene  Ausrechnung 
von  %  in  Mjriadenbrüchen  aus  einer  griechischen  Quelle  stammt^). 


34)  Camtob,  Yorles.  I*,  S.  616  f.    Tannbbt,  Eist,  de  Vastron,  S.  64. 

85)  Wenn  der  seinem  Namen  nach  nicht  bekannte  griechische  Mathematiker, 
dessen  BeBÜmmnng  von  n  =>  3,1416  von  Abyabhatta  aufgenommen  wurde,  auch 
die  Sinuefunktion  gekannt  und  aogewendet  hat,  so  würde  man  die  früheste  Her- 
stellung von  Sinustafeln  in  das  dritte  bis  vierte  Jahrh.  n.  Chr.  bu  verlegen  haben; 
man  darf  aber  immerhin  die  Möglichkeit  offen  lassen,  dafs  schon  zur  Zeit  des 
HippABCHos  oder  vielleicht  noch  etwas  früher  griechische  Mathematiker  statt  der 

Funktion  -p — -  die  fflr  eine  Weiteren twickelong  der  Trigonometrie  günstigere 

Sinnsfunktion  benutzt  haben.   Vgl.  Tannkbt,  Hist.  de  Veuiron.  S.  66  g.  E.   Zbuthbm, 
Gesch.  der  Mathem.  S.  288. 
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DES  BHETICUS  CANON  DOCTBINAE  TßlANGüLOßüM 
UND  VIETA'S  CANON  MATHEMATICUS. 


VON 

KABL  HUimATH, 

BBHDBBÜBO. 


14* 


Zu  den  selten  gewordenen  mathematischen  Schriften,  welche  die  Stän- 
dische Landes-Bibliothek  zu  Kassel  birgt,  gehören 

Canon  doctrinae  triangulorum,  nunc  prmum  a  (jteorgio  Joachiho 
Ehetico,  in  lucem  editus,  Lipsiae  1551,  (s.  Graesse,  Trisor  de 
liyres  rares  et  precieuz,  tome  VI,  p.  102,  zweite  Spalte) 


und 


Canon    mathematicus    seu    ad    Triangula    cum    Adpendicihus, 
Lutetiae  1579, 


nebst 


Francisci  Vietaei,  Universalium  inspectionum  ad  Canonem 
mathematicum  Über  singularis,  Lutetiae  1579  (s.  Cantor, 
Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik,  2.  Band,  S.  537). 

Die  erste  Schrift  nmfafst  nur  12  Blätter  in  Quart,  je  vier  mit  einem 
Buchstaben  bezeichnet.  Das  erste  Blatt,  A^^  gibt  nur  den  Titel,  das  zweite 
Blatt,  ^,  auf  der  Vorderseite  ein  Gedicht.  Auf  der  Bückseite  von  A^ 
beginnt  die  Tafel  und  reicht  bis  auf  die  Vorderseite  des  Blattes  C^,  Die 
letzten  Seiten  enthalten    den  „Dialogus   de   canone   doctrinae   tria/ngulorvm 

JOACHIMI   RhETICi". 

Die  Tafel  gibt  die  trigonometrischen  Linien  für  den  Halbmesser  10  000  000 
von  10'  zu  10',  hat  einen  doppelten  Eingang,  geht  also  in  fortschreitender 
Richtung  von  (f  bis  45^  Auf  die  Seite  fallen  7«,  auf  die  letzte  Seite  3**. 
Eine  Doppelseite  sieht  folgendermafsen  aus: 
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(linke  Seite) 

Canon  doctrinae  triangtUorum  in  quo 

irigudri 
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(rechte  Seite) 
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Die  Zahlen  f&r  die  trigonometrischen  Linien  sind  schwarz,  die  fär  die 
Differenzen  rot  gedruckt,  die  zugehörigen  Überschriften  umgekehrt;  rot  ge- 
druckt sind  auch  bei  den  Eingängen  die  Zahlen  f&r  die  Minuten,  die  Zahl 
10  000  000  und  die  Worte  ^Maius  latus  includentium  angulum  rectü.  Die 
Einrichtung  der  Tafel  ist  dieselbe,  wie  im  „Opus  Palatinum^';  was  man 
wohl  mit  Recht  vermissen  könnte,  wäre  eine  Fuisleiste: 


Sabtendens  angulum 
rectum 


Minus  latus  includentium 
angulum  rectum 


Malus  latus  includentium 
aDgulum  rectü 

Nach  unserer  Bezeichnungsweise  enthalten  die  sechs  Spalten  der  Reihe  nach 
die  Werte  far 

10^ -sin«,     10^ -cos«,     10^-sec.  a,     10^-tga,     lO^-cosec«,    10^* cot« 

für    a<45^ 
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Der  Dialog  wird  zwischen  einem  „Hospes^^  nnd  einem  „Philomathes^' 
geführt.  Der  „Philomathes"  scheint  identisch  mit  dem  Verfasser  des  ein- 
führenden Gedichts  anf  der  ersten  Seite  des  Blattes  Äij  zn  sein,  der  sich 
folgendermalsen  unterschreiht: 

Mathias  S.  R. 

q>iXo(ia^g,  F 

Aus  dem  Inhalt  des  Gesprächs  möchte  ich  hervorheben : 

Bheticus  gehe  bei  der  Auflösung  der  Dreiecke  seinen  eigenen  Weg, 
besonders  bei  der  Auflösung  der  sphärischen.  Seinen  Ausgang  nehme  er 
vom  ebenen  rechtwinkligen  Dreieck.  In  der  ersten  Beihe  seines  Canons 
setze  er  die  Hypotenuse  =  10000000;  dann  sei  das  Perpendiculum 
die  halbe  Sehne  des  doppelten  Winkels  oder  der  sintts  redus  der  Araber, 
die  Basis  aber  der  Sintis  secimdtis  oder  die  halbe  Sehne  des  doppelten 
Komplementwinkels.  Und  ohne  Anwendung  des  Pythagoreischen  Lehrsatzes, 
nur  durch  Multiplikation  oder  Division,  ergebe  sich  aus  der  ersten  Beihe 
sowohl  die  zweite,  als  auch  die  dritte,  indem  man  für  die  zweite  Beihe 
die  gröfsere,  für  die  dritte  Beihe  die  kleinere  Kathete  =  10  000  000  setze. 
Links  lese  man  in  der  Tafel  einen  Winkel  <  45^,  rechts  einen  solchen 
>  45®  ab.  Bei  der  Auflösung  der  sphärischen  Dreiecke  (dodrina  triqtie- 
trorutn  glohi)  folge  Bhbtigus  weder  dem  Ptolbmaeus  noch  Gebeb,  dessen 
Methode  von  Peurbach,  Begiomontan  und  Webner  ausgebaut  sei,  sondern 
gehe  von  der  Betrachtung  von  Pyramiden  aus,  deren  gemeinsame  Spitze 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  sei  und  deren  Grundflächen  ebene  Dreiecke  seien. 
Gemeint  ist  das  Verfahren,  welches  in  den  beiden  Abhandlungen  des  „Opus 
Falatimim** 

Georqu  Joachdo  Bhetici  de  tria/nguHs  globi  cum  a/ngulo  recto,  1596, 

und 

L.  Valentini  Othonis  ParthenopoUtcmi  de  iiria/nguUs  gloU  sine  an- 
gulo  recto  libri  gumque,  1596, 

entwickelt  ist.  Der  Verfasser  der  zweiten  Abhandlung,  der  bekannte  Schüler 
des  Bheticus,  scheint  für  sich  nur  die  Ausarbeitung  in  Anspruch  zu  nehmen, 
indem  er  im  SchluTsworte  sagt:  Ita  igitur  u/niversa  Triamgulorum  dodrina 
absoluta  est,  d  quidem  ea  mdhodo,  quam  auctor  hums  operis  Georgiüs 
JoACHiMUS  Bheticus  instituit  Die  Behandlung,  welche  Otho  dem  schief- 
winkligen sphärischen  Dreieck  zu  teil  werden  läfst,  ist  übrigens  nach 
unserem  Geschmack  unglaublich  weitschweifig. 
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Eigentümlich  berührt  es,  dafs  Bheticus  in  seinem  Dialog  den  Satz 
von  den  vier  Gröfsen  als  „inventum"  bezeichnet,  „qtwd  sibi  Geber 
ascrihiif*,  Bichtig  ist  die  Bemerkung,  die  Bheticus  dem  Hospes  des  Dialogs 
in  den  Mund  legt:  immerito  Ptolomabüm  a  Gebro  reprehcndi,  quod  in 
guantitatibus  sex  perquirat  ignotum,  hoc  enim  Geber  in  qucduor  tantum 
vestigat,  et  tarnen  Ptolomaeo  qtwque  iUae  non  nisi  quatuor  stmt,  si  ad 
compendia  Logistices  respcxeris. 

Hier  sei  mir  eine  kleine  Abschweifung  zu  Geber  gestattet. 

Kästner  in  seiner  Geschichte  der  Mathematik,  Bd.  1,  S.  581,  nimmt 
in  Geber's  Definition: 

sinus  arcus  est  tnediäas  cordis  dupli  dus^) 

cordis  für   den  Genetiv  von    cor;    es    liegt    ein    einfacher  Druckfehler   vor, 
cordis  statt  cordae^  wie  es  beständig^)  statt  chordae  heifst. 

Nach  Cantor')  könnte  es  scheinen,  dafs  Geber  im  13.  Satze  des 
ersten  Buches  den  Sinussatz  nur  in  seiner  Anwendung  auf  die  Hypotenuse 
und  eine  Kathete  eines  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks  lehre.  Dies  ist 
aber  nicht  der  Fall.     Denn  der  Satz  lautet  bei  Geber: 

Omnis  triangüli  ex  arcuibus  circulorum  magnorum  proportio  sinus 
cuiusque  lateris  ad  sinum  arcus  a/nguli,  cui  subtensum  est,  est  pro- 
portio una. 

Den  Beweis  führt  Geber  zunächst  für  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck, 
dann  für  das  schiefwinklige;  daher  mag  der  Irrtum  entstanden  sein. 

Noch  ein  Wort  über  das  Verhältnis  Begiomontan's  zu  Geber.  Ab- 
hängig von  Geber  erscheint  Begiomontan  in  dem  Satz  von  den  vier 
Gröfsen  (bei  jenem  lib.  I,  prop.  XII,  bei  diesem  de  Triangulis  lib.  IV,  prop.  XV). 
Ebenso  entsprechen  dem  13.  Satze*)  Geber's  die  proposs.  XVI  und  XVII 
Beöiomontan's  im  lib.  IV  de  Triang.  In  der  prop.  XVI  behandelt  Begiomontan 
den  Satz  für  das  rechtwinklige,  in  XVII  für  das  schiefwinklige  sphärische 
Dreieck.  Der  Beweis  der  prop.  XVII  ist  genau  der  Geber's.  Endlich  ent- 
spricht dem  14.  Satze*)  Geber's  die  XVlIL,  dem  15.  Satze*)  Geber's  die 
XIX.  Prop.  Begiomontan's  im  lib.  IV  de  Triang,  Der  Fortschritt  bei 
Begiomontan  besteht  darin,  dals  er  seine  Lehrsätze  XVI,  XVIII,  XIX  auch 


1)  Geber's  neun  Bücher  der  ABtronomie,  in  der  voll  Apian  zu  Nürnberg 
1534  herausgegebenen  lateinischen  Übersetzung  Gerhardts  vom  Cremona,  S.  3. 

2)  z.  B.  a.  a.  0.  S.  18,  Z.  2. 

3)  Cautor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik,  1.  Bd.,  S.  683. 
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für  die  Fälle  beweist,  dafs  beide  Katheten  dnrch  stampfe  Winkel,  oder  die 
eine  durch  einen  stampfen,  die  andere  darch  einen  spitzen  Winkel  gemessen 
wird,  während  Geber  sich  bei  seinen  Beweisen  aaf  den  Fall  beschränkt, 
dafs  diese  beiden  ebenen  Winkel  spitze  sind. 

Wenden  wir  ans  non  za  dem  so  selten  gewordenen  Werke  VuSta^s. 

Das  Kasseler  Exemplar  ist  in  einem  reich  verzierten  Einband  ent- 
halten, der  aaf  der  Yordei-seite  das  hessische,  aaf  der  Backseite  das  war- 
tembergische  Wappen  trägt,  ähnlich  wie  der  Einband  von  Bothmann's 
Handschrift  „Tabula  observationum  stdlarum  fixarum*'  and  andere  alte 
Einbände  der  Kasseler  Landes-Bibliothek.  Das  weist  mit  Sicherheit  als 
ersten  Besitzer  den  1592  verstorbenen  Landgrafen  Wilhelm  IV  nach,  der 
mit  Sabina  von  Würtemberg  vermählt  war,  den  bekannten  Förderer  der 
Astronomie  and  ihrer  Hülfswissenschaften.  Aach  enthält  das  Exemplar 
handschriftliche  Verbesserangen  aas  alter  Zeit,  die  aber  von  geringem  Be- 
lang sind. 

Der  knapp  bemessene  Baam  gestattet  mir  nar  das  Wesentlichste  des 
Inhalts  anzageben.*^) 

Die  Einrichtang  der  Tafel  ist  folgende  (Vorderseite  des  Blattes  Bij)i 


4)  Die  bibliographische  Beschreibung  des  Werks  siehe  bei  Grässe,  tresor  de 
livres  rares  et  precieux,  Bd.  VII,  S.  S12.  Das  Kasseler  Exemplar  gehört  zu  denen, 
die  auf  der  Rückseite  des  ersten  Blattes  den  „Elenchus  adpendicum"  bringen 
und  bei  denen  der  das  „Canonion  triangulcrum,  Ad  singulas  partes  qw»drantis 
Circuit,  secunäfitn  E^s%ovxd6(ov  (»o  immer  bei  Vieta)  Logisticem"  enthaltende 
Bogen  unbezeichnet  ist  (sonst  mit  ***  bezeichnet). 
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Anmerkung.  Die  Diiferenzen  sind  rot  gedruckt,  ebenso  bei  den  Eingängen  die  Worte 
'Girculo  adcommodati'  und  ^ Serie  Prima  Secunda  Tertia',  endlich  auch  die  Anfangsbuchstaben 
der  Worte  'Trianguli  Plani  Rectanguli'. 


Des  Bheticus  Canon  doctrinae  triangolornm  n.  Yieta'B  Canon  mathemaücns.    219 

Bei  4^33'  lies  in  der  yierten  Spalte  100,316 1  statt  100,516 1,  in  der  sechsten 
Spalte  1,260,671  statt  1,260,651.  Abgesehen  von  diesen  Dmckfehlem  ist  mehr- 
fach die  letzte  Stelle  ungenau.  Für  die  Funktionen  der  zweiten  und  vierten 
Spalte  sind  an  der  gewählten  SteUe  auch  noch  die  Zehntel  angegeben. 

Die  Tafel  hat  einen  doppelten  Eingang,  geht  daher  in  fortschreitender 
Richtung  bis  45^  und  giebt  die  trigonometrischen  Linien  yon  Minute  zu 
Minute.  Jede  Seite  enthält  die  Funktionen  eines  halben  Grades,  linke  und 
rechte  Seite  zusammen  die  Funktionen  eines  ganzen  Grades.  Nach  unserer 
Bezeichnungsweise  geben  die  sechs  Spalten  der  Eeihe   nach  die  Werte  für 

10^- sin a,  10* cos«,  lO^tga,  lO^seca,  10*^ cot«,  10*cosec«--füra<45<^. 

Zur  weiteren  Erklärung  ziehe  ich  heran 

ViETAB  Opera  mathemaMca  ed.  Fr.  y.  Schooten,  Lugd.  Bat.,  1646, 

S.  415  flf. 

„Ex^muUur  circukcs  cuius  E  centrum,  quadrisedus  ä  dudbus  diametris 

FEG,  UEJ,  dt  in  quadrante  circuli  HG  sumatuMr  quaecunque  jsfiripheria 

GM,  dt  cadant  in  semidiametrum  EG,  EH  perpendictda  MK,  ML,     Sed 


dt  tcmgcU  circtUum  ad  M  reota  MN,  quam  continuatae  semidiametri  EG,  EH 
secent  in  N,  0.  Tria  igitur  in  canspicuo  sunt  triangula  plana  rectangula 
sifnüia,  Prinmm  EKM  seu  MLE,  Secwndum  EMN,  Tertium  OME,  latiAs 
tmiMn  EM,  commune  häbentia,  quod  quidem  primi  fit  Hypotenusa,  secundi 
Basis,  tertii  Pcrpcndiculum ,  quando  videUcet  angulus  MEK,  cmu^  ampUtu- 
dinem  peripheria  GM  definit,  acuti  nomine  exauditur.  Idemque  latus  commune 
EM  constituitur  semidiamäer  circuli,  Canon  igitur  mathematicus  adsumit 
latus  EM  particularum  100000,  sectaque  GH  bifariam  in  P,  promovä  P^) 


6)  soll  M  heifseo. 
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ptmdum  per  quaectmque  peripheriae  GH  segmerUa,  id  est  ex  instituta  parU- 
tione,  per  sexagesima  quaectmque  partium  quadragenarum  quinaram  scrupula, 
quae  sint  loca  2700,  Et  totidem  exhibiia  tema  simUia  triangula  rectangula. 
Punctum  M  mohUe  consistit  in  P,  qtumiam  ah  eo  signo  idem  est  pro- 
gressus  versus  H,  qui  regressus  versus  G.  Itaque  MU  convertUur  in  quan- 
dam  MG  <&  vice  versa,  ut  invertenda  quoque  sit  sola  denmninado  laterum 
vd  angulorum/' 

Die  Figur  enthält  alle  trigonometrischen  Linien;  denn  wenn  man 
^  MEN  mit  a  bezeichnet  und  den  Halbmesser  EM  =  1  setzt,  so  ist  nach 
unserer  Bezeichnungsweise 

MK  =  sin  a,     EK  =  ML  «=  cos  a,     MN  =  tg  a,     EN  =  sec  a, 

OM  =  cot  a,     OE  =  cosec  a. 

Zu  ^der  Bezeichnung  Triangulum  planum  rectangulum  circulo 
adcommodatum  (Kopf  der  Tafel,  s.  S.  218)  s.  S.  417  a.  a.  0.: 

—  „Itaque  in  accommodatione  trianguli  plani  ad  circulum  serie 

primä^  Perpendiculum  fit  semissis  inscriptae  duplo  peripheriae,  ejus  viddicd 
quae  anguli  acuti  vel  sui  extcrioris  ampUtudinem  definit.  Basis  semissis 
inscriptae  duplo  reliqui  d  recto,  seu  complementi.   Hypotenusa  semidiameter. 

In  serie  secu/nda,  Perpendiculum  fit  semissis  drcumscriptae  duplo 
peripheriae,  Basis  semidiameter,  Hypotenusa  edu^a  d  centro  ad  metam 
semissis  drcumscriptae  duplo  peripheriae. 

In  serie  tertia,  Perpendiculum  fit  semidiameter,  Basis  semissis 
drcumscriptae  duplo  complementi.  Hypotenusa  educta  d  centro  ad  metam 
semissis  drcumscriptae  duplo  complementi. 

Quoniam  vero  triangulum  ipsum  non  omne  describUur  intra  vd  drca 
circtdum^  ideo  ne  vocum  catadiresis  quempiam  deludat,  didtur  rudiuscule 
triangulum  circulo  adcommodari," 

Zu  den  Ausdrücken  Canon  faecundus,  C.  faecundissimus  s.  a.  a.  0 
8.  417: 

„Ex  canonihus  ddnde  Sinuum  derivaveru/nt  recentiores  Canonem  semis- 
sium  drcumscriptorum,  quem  dixere  Faecundum,  &  Canonem  eductarum 
e  centro,  quem  dixere  Faecundissimum  dt  Beneficum,  Hypotenusis  ad- 
didtim." 

Das  eine  ist  also  die  Tafel  der  Tangenten  bezw.  Cotangenten,  das 
andere  die  Tafel  der  Secanten  bezw.  Cosecanten. 

Dem  Canon  math.  unmittelbar  angeheftet  ist  im  Kasseler  Exemplar 
der  mit  **♦*  bezeichnet«  Bogen,  welcher  auf  zwei  nebeneinanderstehenden 
Blättern  Mathemati  Canonis  Epitome  enthält. 
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Es  ist  eine  von  Grad  zu  Grad  fortschreitende  Tafel  mit  doppeltem 
Eingang,  welche  die  trigonometrischen  Linien  fdr  den  Halbmesser  100000 
anf  Tausendstel  angiebt.  Gegen  den  Canon  math.  hinzugefügt  sind  die 
zu  den  Winkeln  gehörigen  Bogen,  ebenfalls  für  den  Halbmesser  100000  auf 
Tausendstel  berechnet. 

Es  folgt  auf  24  Blättern,  je  vier  mit  griechischen  Buchstaben  (a  bis  £"), 
aber  auch  mit  Seitenzahlen,  (l — 48)  bezeichnet,  das  Ccmonion  trianfftdorum 
Laterum  ratumalium.  Auf  Seite  3  beginnt  die  eigentliche  Tafel  und  reicht 
bis  Seite  45.  Zur  Erklärung  der  Tafel  gehe  ich  von  den  beiden  letzten 
Seiten  aus  (s.  die  folgenden  beiden  Seiten).  Zur  Erklärung  benutze  ich, 
aufser  den   auf  S.  47   (die  Seiten  46  und  48   sind  unbedruckt)  gegebenen 

Syntaris  Numerorum  Canonij 
und  Syntaxis  numerorum  in  Justo  Canone, 

aus  ViÄTAEi  Univ,  insp,  ad  Can.  math,  Hb.  sing,  die  prop.  III:  Consectarium, 
quod  esto  Norma  Canonij  (S.  4  ff.). 

Dort  heifst  es  auf  S.  6,  Z.  2 — 4:  ....  „contenti  fuimus  per  singulos 
CB^)  impares  numeros  centum  progredi,  eosque  continiui  duplä  progressione 
Geometricd  augere,  ad  mefam  usque  sex  figurarum,  ultra  quam  effusa  hujus- 
modi  primorum  numerorum  (sc.  haseos)  vastiias  vix  ad  rem  quicquam  con- 
ducere  visa  est/' 

Yi^TA  will  die  Basis  der  Reihe  nach  den  ersten  100  ungraden  Zahlen 
gleich  setzen,  von  1  bis  199,  dann  den  Zahlen  1.  2,  3.  2,  ....  199.  2;  1.  2', 
3.  2',  ....199.  2^  usw.  bis  zu  der  letzten  so  gebildeten  Zahl,  welche 
6  Stellen  hat.  Wirklich  ist  Vi^ta  bei  Berechnung  der  Tafel  so  vorgegangen, 
ordnet  dann  aber  nach  der  wachsenden  Gröfse  der  für  die  Basis  eingesetzten 
Zahlen.  Auf  der  45.  Seite  unten  (s.  die  folgende  Seite)  steht  als  numerus  primiis 
haseos  1,  dann  folgen  nach  oben  die  Zahlen  2,  3,  4  usw.  bis  200  (200  auf 
S.  40,  Z.  1),  darauf  die  geraden  Zahlen  von  202—400  (S.  39—37),  dann 
die  durch  4  teilbaren  Zahlen  von  404 — 800  (S.  36 — 34)  und  so  fort  Zu- 
letzt auf  S.  3  unten  steht  827  392  =  101.2",  nach  oben  als  letzte  Zahl 
999  424  =  122.2",  darüber  noch  „tß-c."  In  der  That  ist  123.2 "  =  1 007  616 


6)  Lib.  sing.,  prop.  I  (S.  2) :  Trianguli  plant  Beetanguli  Diagramma  &  Notae. 
Änguli  Latera 

C ,  perpetua  nota  anguli  AB,  Perpetua  nota  Hypo-    ^ 

Becti  tenusae  Becti  vel  Hy-    .^ 

B ,  acutus  a  Perpendiculo  potenusae  simpliciter,    ^ 

subtensus  &  max*  h%o%^v^  vtpote 

Ä,  acutus    subtensus  a  anguli  nobüioris 

Base.  AC,  Perpendiculum 

CB,  Basis  ^'  ^^^ 


\ 
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Beilage  zu 


44 


CANONION  TRIANGVLOEVM 


68 
67 


SeriM 

m 


1.701,470J^ 


1,698,529— 


Serie« 

n 


100,173 

w 


37 
231 


5,887 


103 
231 


Serie« 

I 


99,827 


161 
1,157 


«  op,«  311 


66 


65 


36 
35 


902,777— 

877,8574- 
'        7 


897,222— 

872,1424- 
7 


100,619 


100,655 


63 

323 
245 


1,221 


11,145 


11,466 


165 

323 
14 


1,221 


99,384^ 


99,849 


79 


1,229 


11,076g 


11,391 


401 
1,229 


0.5 

o  «I 


Hypotenat» 


Perpendi- 
ottlam 


100,000 
Basis 


Hypoteniis» 


Basis 


100,000 
PeipeDdioolitm 


Perpendi- 
oulnm 


Basis 


100,000 
Hypotenusa 
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LATERVM  RATIONALIVM                                       46 

Serie« 

I 

Seriee 
II 

Seriee 

m 

11,724^- 
'       29 

^««««  932 
12,076—-- 
'       1,093 

99.810iJ 

76 
99268 — -- 
'1,093 

11,806^. 

196 
12,166^^^ 

100,6944" 
9 

100,787^/^ 

847,058^^ 

28 
821,969^ 

868,941^ 
828,080i^ 

34 
83 

80,000 
92,307^ 


100,000 


60,000 
38,461^ 


Basis 


Fexpendi- 
oulnm 


100,000 
HypoteniuM 


4 

133,333  ^ 

166,666-1- 
8 

75,000 

125,000 

240,000 

260,000 

41,666  J 

108,333  l 

3 

• 

• 

• 

100,000 

2 

• 

• 

• 

• 

1 

Basis               Hypotennsa 

Perpendl-        HTPOtenusa 
eölnm 

Ag 

100,000 
Perpendioalnm 

100,000 
Basis 

1i 

r 
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die  erste  mit  7,  999  424  die  letzte  mit  G  Stelleii  geschriebene  Zahl  dieser 
arithmetischen  Progression  mit  der  Differenz  2**=  8192. 

In  der  angezogenen  prop.  Hl  des  lib.  sing,  lehrt  Yu^ta  die  Berechnung 
Pythagoreischer  Dreiecke,  indem  er  von  folgendem  Satze  ausgeht.  Ist 
AB'')    die    Hjpotennse    eines    rechtwinkligen     Dreiecks    ABC^    ist    femer 


-Y~)  —  ^'     ViÄTA  zeigt  das  Verfahren  an  einer  ganzen  Reihe  von 
Beispielen,  von  denen  ich  anführe:  für  CB  =  3  ist  ^J?  =  (  j  +1  =  3-, 


In  der  Syntaxis  Numerorum  Canonij  giebt  nun  Vi£ta  Kegeln, 
die,  in  unsere  Zeichensprache  übersetzt,  so  lauten  würden:  Geht  man  von 
einem  solchen  rechtwinkligen  A  ABC  aus,  nimmt  in  der  Figur  auf  Seite  219 
A  NEM  r>^  MEK  r^  EOM  r>u  ABC  an  und  setzt  EM  =  100000,  so  ist 
für  Ser.  III.  EM  =  100  000  die  Basis, 

EN  die  Hypotenuse  =  lOtfOOO  •  ^  +  !^^') 

MN  das  Perpendiculum  =  100000  •  ^  —  ^^  ^^ , 
für  Ser.  IL    EM  =  100000  das  PeiT)endiculum, 

EO  die  Hypotenuse  =  100000  +  '-^^  =  100000  +  ~^^  "> 


MO  die  Basis  =  100  000  • 


1 

\  '^  / 

BC 
AC 


7)  S.  Anna.  6  p.  221. 

8)  Offenbar  aus  100  000  •  — -  =  100  000 


(¥)'+ 


BC  BC 

BC\^ 


9)     „    „  100  000-4^  =  100  000. 


m 


10)     „    „  100  000 .  -— -  =  100  000 . 


BC  BC 

(¥)'+ 


AC  /BC\^      ^ 


m- 


100  000  • 


",+ ? 
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für  Ser.  I.    EM—  100000  die  Hypotenuse, 

MK  das  Perpendiculum  =  100000  ~  ^^  =  100000  —  JlVi^      "^ 

(¥)  + 1 

EK  die  Basis  =  100000  •  ^ . 

Ali 

Um  das  Verfahren  an  einem  Beispiel  zn  zeigen :  Setzt  man  BC  ==  34, 
also  ÄC=  17*—  1  =  288,  ^^  =  17*+  1  =  290,  so  ist  100000-^ 

+  ^5^  =  850000  +  294ll  =  852,941 1,  100000  .  ^  _  i^J^ 
=  847,058^,  100000  +  ^^^=100000+694^=100,694^,  100000— 

=  11,805^,    100000  — ?^j^=99,310ij,    100000  •  ^^  =  11,724  ^^g. 

Das  sind  die  auf  S.  45,  Z.  1  (s.  S.  223,  Z.  5)  fftr  ^(?  =  34  angegebenen  sechs 
Werte,  von  rechts  nach  links  gelesen. 

Über  den  Zweck  des  Canonion  spricht  sich  Viäta  selbst  im  lib.  sing., 
S.  6,  Z.  1  und  2,  folgendermafsen  aus:  ,yNohis  in  constructione  Ccmonij  ea 
praecipue  cura  fuit^  isque  scopits,  ut  in  summd  cmgulorum  acutie  res  felidus 
&  propius  verö,  quam  foril  per  Canonis  %vqIov  progressionem  Uceret,  quoties 
opere  pretium  videbatur,  examinaretur/* 

Sehen  wir  uns  ntm  die  einleitenden  Worte  zur  Syntaxis  numerorum 
in  Justo  Canone  an.  Sie  lauten:  Cum  sint  Prostaphaereses^^)  in  serie 
tcrtiä  suhdupla  ad  Faeamdum  dimidiae  Residuae  Peripheriae,  adsumantur 
eae  als  Fragmentis,  ulpote  per  continuam  octonarjj  numeri  progressionem^ 
videUcä  8,  16,  24,  32,  4Ö  etc.,  donec  ad  Prosiaphaeresim^^  20,212  (soll 
heifsea  20,712)  deueniaMur,  quas  fere  est  suMupla  ad  Faecundum  Peri- 
pheriae xxij,  cum  semisse.  Et  locus,  in  quem  cadit  Prostaphaeresis  **)  8  primus 
esto^  16  secüdus,  24  tertius,  et  sie  de  rdiquis  et  erwnt  2,589  loca.  Qm  numerus 
accedit  ad  2,700,  numerum  scrupuloru  partium  xlv,  et  locorum  consequenter, 
qui  solent  constitui  in  Canone  irrationalium;  et  ita  Canonici  numeri  con- 
fUmtor,  et  consUtuuntor.  Et  Peripheriae  e  Canonitms  Faecundis,  uti  eae  con- 
gruunt  constituarum  (soll  heifsen  constitutarum)  Prostaphaereseön,  du- 
plantor;  Et  d  regione  numerorum  collocantor, 

'BC\^ 


AC 
1 1)  Offenbar  aus  100  000  •  -^  « 100  000 


AB  /BC\^ 

2 


(jfti 

(¥)■+ ' 


100  000 


1  — 


m- 


12)  Bei  Vi^^TA  immer  mit  t  statt  mit  th  geschrieben. 

Abh.  snr  Gktoh.  d.  Mathem.    EC  16 
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„Cum    sint   Prostaphaereses   m   serie   tertia   subdupla    ad  Fciecundum 

dimidiae  Residuae  Peripheriae":  die  Prostaphäresis  in  serie  III  (s.  o.) 

100000    .^         EN—MN        10*-8eca  — lOUga        10*,  ,      . 

__  ist  = ^ =  _  (sec«  —  tgof) 

_io^  1— sjQtt 10»  1  — co8(9o^— «)  _  1      5     gp*»— «        5     ??!^5 

2    *    cosa     ~    2    *      flm(90«— a)      —2'^^*^       2       1    ^^    ^       2 

der  JFaecvmdus  dimidiae  Residuae  Penpheriae. 

„adsumantur  eae  äbs  Fragmentis,  utpot^  per  cofdinuam  ocionarij  numeri  pro- 

gressionem,  indelicet  8,  16,  24,  32,  40  etc,,  donec  ad  Ptostaphaeresitn  20,712 

deueniaiur":  es  sollen  ftcc  EM  =  100000  und  ^^"^  ^^  =  81,  8-2,  83 

und  so  weiter  bis  8  •  2,589  =  20,712  EN  und  MN  berechnet  werden.    Für 
die  Berechnung  der  trigonometrischen  Linien  giebt  die  Syntaxis  nutne- 
rorum  in  Justo  Canone  selbst  folgende  Regeln: 
für  Ser.  IH.  EM  =  100000  die  Basis; 

^^r  j.     TT       X                   2600000000      ,    EN—MN^^\ 
EN  die  Hypotenuse  =  -j^W^^Mm  "• 2 5 

( 2 ) 

n^itT  j      T^           j.     1                2600000000          EN—MN  ^^\ 
MN  das  Perpendiculum  =  .^^__  j^j^ ^ 5 

\  2  ) 

für  Ser.  ü.    EM  =  100000  das  Perpendiculum; 

EO  die  Hypotenuse  =  100000  +  i^^^ZL^^O^OOO  "). 

MO  die  Basis  =  2  {EN  -  MN) +  ^^^^^^^'') , 
für  Ser.  I.     EM  =  100000  die  Hypotenuse; 

MK  das  Perpendiculum  =  100000  —  ^^ ^^ >'; 

EK  die  Basis  =  2  (EN—MN)  —  ^^^^^^^' ^^; 

13)  2  500  000  000  : =  (""ö~)  * ^ 


2 

EN-^MN  _EM'EN 
MN        ""       ilfJV 

EN^ --MN^        WM^ 


14)  =  ^3f  +  EM 

16): 


l^^-^JTM       EM    EN-^MN  _    EM^MN 

,^,        EN^  --MN*       EM^          ^.    ü     ,,     ,,      .  /EN-MN\\  . 

^^^ EN ~trN     ~  ^'^  Prosthapharesia  ^ ^j^r"]    "* 

irrtümlich  als  'addtd'ua'  statt  als  'ablaHua'  bezeichnet. 
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„quae  fere  est  subä^la  ad  Faecu/ndum  Peripheriae  xx^,  cum  semisse". 
Nun  ist  ^- 10*^  tg  22^®=  20710,68,      also     sehr     nahe     der     Prostha- 

phäresis  20712.. 

„Qui  numerus  accedW  his  zum  Schlafs:  in  den  Sinn  dieser  Worte  bin 
ich  nicht  eingedrungen. 

Jedenfalls  handelt  es  sich  um  ein  Verfahren,  die  irrationalen  Zahlen 
des  Canon  mathematicus  durch  die  rationalen  Mafszahlen  Pythagoreischer 
Dreiecke  zu  kontrolieren,  ein  Verfahren,  das,  mag  es  gestaltet  sein  wie  es 
will,  ftufserst  mühsam  ist.  Aber  auch  da  erhebt  sich  noch  eine  Frage: 
Warum  enthält  das  „Canonion"  nur  einen  Teil  der  Zahlen  von  der  Form 
Sn  als  numeri  primi  haseos^  sodafs  wieder  besondere  Eegeln  für  die  Be- 
rechnung der  trigonometrischen  Linien  für  die  fehlenden  Zahlen  aufgestellt 
werden  müssen? 

Auf  das  „Canonion"  folgt  noch 

1)  ein  im  Kasseler  Exemplar  tmbezeichneter,  nach  Graesse  (s.  o.)  in 
andern  Exemplaren  mit  ***  bezeichneter  Bogen,  enthaltend 

Canonion  triangulorum,  Ad  sinffuias  partes  quadranHs  Circuli,  secimdwm 

E^B7wvtdö<ov  LoffisOcem, 
eine  Tafel,   die   von  Grad  zu  Grad  die   trigonometrischen  Linien  in  Seza- 
gesimalbrüchen  angiebt, 

2)  ein  mit  *  bezeichneter  Bogen,  überschrieben 

Ad  Logisticem  per  E^BTiovtddag,  TäbeUa^ 
eine  Multiplikationstafel,  ein  „Einmaleins",  für  Sexagesimalbrüche, 

3)  ein  mit  **  bezeichneter  Bogen,  überschrieben 

Fractionum  apud  Mathematicos  usitatarum  cdterius  in  alteram  reductionibus, 

tabula  adoommodaj 
eine  Tafel  zum  Umrechnen  von  Sexagesimalbrüchen  in  gemeine  Brüche  und 
für  die  umgekehrte  Aufgabe. 

Es  bleibt  noch  übrig,  den  Inhalt  von 
Francisci  Vi^taei   UniversaUum    inspedionum   ad   canonem    mathematicum 

Über  singtdaris 
anzugeben.    Hierbei  sei  vorweg  bemerkt,  daEs  ständig  unsere  jetzige  Formel- 
sprache von  mir  angewandt  wird  und  überall  ^^,  wo  Vii^ta  den  Ereishalb- 
messer  100000  gebraucht,  ich  denselben  =  1  setze. 

S.  1  enthält  den  Titel,  S.  2  die  prop.  I,  die  schon  auf  S.  8  in  der 
Anm.  wiedergegeben  ist,  S.  3  als  prop.  II  den  Pythagoreischen  Lehrsatz  in 
Form  der  beiden  Proportionen:  (AB  +  AC):CB  =  GB  \  {AB  —  AC) 
und  {AB  +  CB)  :AC  =  AC: {AB  —  CB).    Auf  S.  4—7  prop.ül,  die  bei 

18)  Ausgenommen:  prop.  XXV,  7)  und  23). 

16» 
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Erklärung  des  „Oanonion''  (S.  221)  benutzt  worden  ist.    S.  8  (9)  prop.  IV  (V) 
Tnangulum  planum  redangulum  circülo  adcommodatum  inscriptione  (circum- 

scriptione)  —  s.  o.  S.  220  —  mit  Figuren. 

• 

Auf  S.  10  behandelt  prop.  VI  die  Triangula  inscriptu: 

5g==="|/t^-|-  5^     [s^  die  Seite  des  einbeschr.  regelm.  w-ecks] 


2)    cos  «  =yi  —  sin"« 


.8. 


.8 


3)  sin  vers  a  =  1  —  cos  a  =  2  sin^ 

4)  (2  sin  —öj  "^  i^^  "  ~~  ^^^  /^)^4~  (p^^  ß  —  ^^^  «)^» 

tmde  Consedanum: 

sin  (60^+  ö)  —  sin  (60^—  ö)  =  sin  J . 

^Et  idcd,  Baus  Sinuhus  ad  partes  XXX.  -dantur  Sinus  rdiqui  sola 
Ädditionis,  vd  Subtractionis  vid':  also,  wenn  die  Sinus  und  die  Cosinus  (die 
^sinus  rcliquomm  d  redo^)  der  Winkel  bis  30^  bekannt  sind,  liefert  diese 
Formel  die  Sinus   (und  Cosinus)   der  übrigen  Winkel   nur  durch  Addition 


und  Subtraktion.     Zu   den  3  ersten  Sätzen  die  Figuren  auf  S«  12.     Zum 
4.  Satze  auf  S.  13  obenstehende  Figur: 

ß 


also  Bogen  Ay  =  a,    Bogen  By  =  /3,    Sehne  AB  =  2  sin 


a 


2 


^a  =  sin  a  —  sin  ß,  jBC  =  cos  j3  —  cos  a,  AB^=  ilC*+  CB^. 
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Pur  ^y  =  60^+  ö,  By  =  60^—  d,  also  Bogen  j4-B  =  2^  ist,  wenn 
B  mit  dem  Kreismittelpunkt  M  verbunden  wird,  <^  ÄBM  =  90^ — ^, 
<^  CBM=BMy=  60^—6,  also  ^  ABC  =  (90^—  d)  —  (60^— d)  =  30. 

Daher  AC  =  \  AB=  sin  d,  und  da ^ C  auch  =  sin  (60^+  S)  —  sin  (60®— d) 

ist,  80  folgt 

sin  (60®+  d)  —  sin  (60®—  *)  —  sin  * . 

Auf  8.  11  in  prop.  VII  ftlr  die  Tricmiiüa  circumscripta  angegeben: 

1)  der  Winkel  des  gleichseitigen  Dreiecks  ^==  60® 

2)  cosec  a  +  cot  a  =  cot  — , 

3)  cosec  a  —  cot  a  =  tg  — 

Figur  zu  2)  und  3)  auf  S.  13. 

8.  14,  Prop.  Vin.     Definitionen. 

8.  15,  Prop.  IX.     3,141 592  663  7  >  TT  >  3,141 592  653 5, 

Mittelwert  3,1415926536; 

(dazu  in  den  Additamenta  auf  8.  69  noch  angegeben:  r  =  0,318309886  2 
in  Teilen  der  Peripherie) 

0,000290888 2056  >  sin  1' >  0,000290888 195 9  , 

Mittelwert  0,0002908882046. 

8.  16,  Prop.  X.  Definitionen. 

8.  16 — 17  eine  längere  Auslassung  über  Einrichtung  und  Berechnung 
der  Tafel.  In  derselben  wird  den  Dezimalbrüchen  der  Vorzug  vor  den 
Sexagesimalbrüchen  gegeben. 

8.  18 — 22,  Propp.  XI — XIIL  Trigonometrische  8atze,  an  rechtwinkligen 
ebenen  Dreiecken  abgeleitet.  Als  Beispiele  führe  ich  an  von  8.  20  in 
Prop.  XIH: 

1)  1:2  sin  —  =  sin  — :  (1  —  cos  a)  =  sin  (90® —  — J  :  sin  a 

2)  1  :  2  sin     o      ==  si'i  ~2     •  (^^^  P  —  ^^^  ^) 

=  cos  — ~- :  (sm  a  —  sm  p); 
es  ist  also 

1)  1  —  cos  a  =  2  sin^-r-      und     sin  a  =  2  sin  ^  cos 

2)  cos  ß  —  cos  a  =  2  sm  — ~  sm  — ^-^ 
und  sm  a  —  sm  p  ==  2  sm  — --^  cos  — ~-  - 


' 
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S.  23:  Prop.  XIV,    Sinns -Satz   fflr  das   ebene   rechtwinklige   Dreieck, 
abgeleitet  „ex  inscriptione  Triangtdi  in  Circtdo". 

S.  24:  Prop.  XV,  l)  Cosinus-Satz. 

S.  25    (so  lies  st.  33): 

Prop.  XV,  2)  Derselbe  Satz  mit  anderer  Ableitung. 
3)  ,^nc€ps  trUmgulum'^  wenn  a,  b,  a  gegeben  sind. 

S.  26    (nicht  34): 

Prop.  XV,  4)  Ein  A  ABD  mit  umbeschriebenem  Kreise,  Trans- 
versale 2)  Q  verlängert  bis  zum  Durchschnitt  mit  dem  Kreise  in  X, 
dann2)e:JBG=^G:GX  (Sehnen-Satz)  Tmdi2J)G<AD  +  BD. 

S.  26—28: 

Prop.  XV,  5)  In  Miscdlands  denique  Pianorum  SekcUores  ali- 
quot Änalogiae,  ac  primum 

EIAIKUTEPAI. 

j)  Proportionen  am  rechtwinkligen  Dreieck,  in  dem  die  Höhe  zur 

Hypotenuse  konstruiert  ist. 

ij)  —  v)  Verwickeitere  Sätze,  z.  B.  iiij  ein  Satz  über  das  in  ein  Dreieck 

beschriebene  Quadrat. 

S.  28  und  29.        TENNIKUTEPAI^»). 

j)  In  linea  reda: 

ij)  In  Unea  seda  media  et  extrema  roHone: 
a:x==x:(a  —  rr);  a;  =l/a*+ (y) — v;  (c^  +  ^)!  »==«"•  ^5 

(2  a  —  x):(a  —  x)=  a:  — 7 — ;  (a  —  x):  x  ={2x  —  a):(a  —  x). 

iij)  In  duabus  Imcis, 
a:h  =  ah:b^  =  ^)a^:ab, 

iiij)  In  trihus  proportionaUbus. 

Wenn  aib  ==b  :  c^     dann     a:  c  =  a^  :  b^ 
und») 

-v(>+i)'-(i)'  -  y  (» + i)'  -  ar  ^  (» + »■ 

19)  yBvmdniQai  ist  gemeint. 

20)  Aus  den  Ädditam.  (S.  69)  ergänzt. 
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v)  In  quatuor  continue  prpporHoncUihus. 
Wenn  a:h  =  h  :  c  =  c:  d^     dann     a  '  d  =  h^  :  (^. 

vj)  Sectio  qmdraii, 
(a  +  hy  =  a*  +  5«  +  2ab  =  2a«  +  25«  —  (a  —  hf. 

mj)  Sectio  cubi, 
(a  +  ly  =  a»  +  5»  +  3a5«  +  3a«&. 

Noch  auf  S.  29: 

Prop.  XV,  6)  „Qtiatiior  continue  JProportionaMtim  Diagrammata*', 
3  Figuren,  in  die  solche  4  stetig  proportionierte  Linien  ein- 
gezeichnet sind. 

S.  30: 

Frop.  XY,  7)  „Ex  dato  rectangtUo  aequcM  ei,  quod  siib  Latenbus 

continetur,  cum  Differentid,  vel  aggregato  eortmdem,  dantur  LateraJ* 

Also   gegeben  x^  y  und  xy^   gefordert  x  und  y.     Die  Lösung  ist  sehr 
weitschweifig.     In   den  Additamenta  (S.  69)    die   elegante  Lösung:    suche 

(-¥}'  -  (^0'  ±  "■ 

S.  31   (so  Ues  statt  39): 

Prop.  XV,  8)  ,,Ex  dato  rectangtUo  aequati  ei,  quod  sub  Latenbus 
continetur,  cum  Ratione  eonmdem,  aUerius  ad  alterum,  dantur 
Laiera" 
Also  die  Au^abe,  aus      x  •  y   und   x  :y      x  und  y  zu  finden.     Hier 
soll  aus  den  „Additamenta"  (S.  70,  71)  eingefügt  werden: 
Prop.  XV,  9)  Begula,  quam  voccmt,  Falsi. 

,JSi  duae  prqponantur  lineae,  ä  tertiä  qudpiam  discre^antes,  db  nota  sü 
affedio  ülarum  discre^m^ium,  deficientiae,  an  excessus,  ipsa  etiam  ratio 
deficientiarum,  vel  excessumn  inter  se,  vel  excessus  ad  deficienHam,  erü  tertia 
lAnea  data."    Es  werden  also  drei  Fälle  unterschieden: 

I.    (a  —  x)  :  {b  —  x)  =  m:  n,         II.    (x  —  a)  :  {x  —  ö)  =  w  :  w , 

in.    (a  —  x)  :  (x  —  h)  =  m:  n. 

Die  Lösungen  werden  auf  geometrischem  Wege  gesucht;    zu  U  auch  ein 
Zahlenbeispiel:   (x  —  12)  :  (r»  —  36)  =«  12  :  8 ,  also  =3:2,   Lösung  84. 

S.  32  (so  lies  statt  40)  u.  33: 

Prop.  XVI:  Plani  ohliqua/nguti  in  öbUquangula  secti  iheoria 
<ib  adsequendi  Methodus  aliqmbus  datis. 
Das  schiefwinklige  Dreieck  ABB   sei   durch  BG   in   zwei   schiefwinklige 
Dreiecke  BGA  und  BGB  geteilt,  und  gegeben  sei  -^ABB^  BG.GB 
oder  BG :  GA^   femer  GB :  GA,     Dann    seien   die  Dreiecke  BGA   und 


232  Karl  Hunraih: 

DGB  (der  Gestalt  nach)    bestimmt      0  Mittelpmikt  des  nmbeschriebenen 
Kreises,   OM  ±  AB,   OB  ±  DG.     Aus  LGDG=GÄGB   und   den 

gegebenen    Yerbältnissen     l&fst    sich    die 
Mafszahl  far  LG  finden,  ebenso  die  Mals- 

zahl  for  r  aas r :  sin  ÄOD^  die 

_^      _               LG  -f"  GD     -.     ^^     ^-t  -n 
für  LB  aus  ^ ,  die  für  GB  aus 

LB  —  LG,    Ferner  ist  sin  BOL  =  ^ 

2r 

und  sin  ÄDB  =  -s— ,  also    sin  BOL  = 

^  •  sin  jiD-B     und     BO  =  r  cos  ÄOZ.. 

Dann  kann  man  tg  GOB    aus    GBiBO 

finden;  endüch    aus    OM  =  r  qo^  ADD    und    MG  =  BG ^^ — - 

die  tg  GOa. 

(8.  32,  Z.  5  V.  u.  lies  GL  statt  jii,  S.  33,  Z.  2  ües  ÖOÄ  statt  gOa, 
S.  33,  Z.  7  V.  u.  lies  GOa  statt  gOn.) 

8.  34:  Prop.  XVII.  Für  das  sphärische  rechtwinklige  Dreieck  sollen 
dieselben  Bezeichnungen  gelten,  wie  für  das  ebene  rechtwinklige,  also  AB 
für  die  Hypotenuse  u.  s.  w.  (s.  Prop.  I). 

8.  35 — 41:  Propp.  XVlll  bis  XXII.  Auflösung  des  sphärischen  recht- 
winkligen Dreiecks,  im  Wesentlichen  übereinstimmend  mit  Op.  math.  ed. 
V.  8CHOOTEN,  8.  427  und  428. 

NB.    Auf  8.  72  und  73  Verbesserung  der  8eiten  36  und  37. 

8.  42,  43:  Prop.  XXIII  (verdruckt  XXII).  l)  8phärischer  Sinussatz, 
2)  seine  Anwendung,  3)  Teilung  des  schiefvrinkligen  sphärischen  Dreiecks 
in  zwei  rechtwinklige. 

8.  44—49:  Prop.  XXIV  ...  auf  8.  44  fehlt  die  Angabe  der  Prop., 
ergänzt  auf  8.  74  unter  „Errata  alia  nonnuUa*', 

1)  (S.  44)  Ex  coaceruatione  dtutrum  Periphertarum,  dt  raHane  sinuum 
eorundem,  discernentur  Peripheriae, 

2)  (8.  45)  Ex  differentia  duarum  Peripheriarum,  dt  ratione  sinuum 
eorundem,  discernentur  Peripheriae. 

3)  (S.  46 — 49)  Schiefwinkliges  sphärisches  Dreieck,  wenn  entweder 
die  Seiten  oder  die  Winkel  gegeben  sind.  Auflösungen  in  engem 
Anschluis  an  Begiomontan,  der  citiert  wird. 

8.  50,  Prop.  XXIV  (soll  heifsen  XXV,  verbessert  auf  8.  74).  Angulum 
Planisphaericum. 
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l)  In  Planisphaericis  Ka&oXixAteQa, 

I.  TJt  Diameter  ad  Diatnetrtmh,  ita  est  Peripheria  ad  Peripheriam. 
Fa^,  Theor,  5  lib,  xj, 

II.  AnguLus  ex  Peripheria  &  Diameiro  minor  est  anguh  Becto,  sed 
maior  quouis  Äcuto.    Eud,  Frop,  16  lib.  Uj  Element, 

S.  51: 

Prop.  XXV,  2)  arc  10  800'  =  3,141  592  653  6 

arc  1'  =  0,000  290  888  208  672 

1  =  arc  3  437',746  770  3  (also  arc  57^  17' 44  ",806  22). 

3)  Teilung  nach  dem  goldenen  Schnitt. 

Tota  Maius  segm,  Minus  segm. 

1  0,618  033  988  9  0,381966  0112 

2,618  033  988  9  1,618  033  988  9  1 

1,618  033  988  9  1  0,618  033  988  9. 

Tota  Froportionalis  inter  totam  d^  maius  segmentum 

1  0,786  151  377  7 

1,272  019  649  6  1. 

Tota  continuatu  minore  segmento  MiniAS  segmentum 

1,381  960  011  2  0,381  960  011  2 

1  0,276  393  202  2 
3,618  033  988  9  1. 

4)  Geodaesia  Trumgulorum,    Sätze  über  den  Flächeninhalt  von 
Dreiecken. 

S.  52: 

Prop.  XXV,  5)  Geodaesia  Circuli, 

6)  Geodaesia  Sphaerarum, 

7)  Ad  Circidos  Superficiesque  Sphaerarum  d  Diameiris,  &  harum 
soUditates  e  Cubis,  &  h  contra  Adpositi  numeri. 

Diameter.     \  QuadratumIHametri.    CircuHus.  Plana  Superficies,  sub- 
I  qiwdruplaSphaericae  super ficiei. 

200  000  400  000000  00  314159  265  36 

100  000       ]     100  000000  00  78  539  816  34 

159  577       II     254  647  908  94  200000  00000 

112  838       j,     127  323  954  47  100  000  00000 
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CiUnM.  SoUd/ütas  Sphaerae, 

8  000  000  000  4  188  890  205  ") 

10  000  000  000  5  236  987  756 


Cubus.  Sphaera, 


Diameter. 
2  000")  " 
2155*1) 

S.  52: 

Prop.  XXV,  8)  Ad   Sphaeras   d  Diametris  d;  d   contra,    Archi- 
medaea  mensura. 

Diameter.  Quadra/tum 
Diametri. 

Äö'^^^^         Tööö      [öiööö^^^^       Papaverfere-Y-Arenae^)fere. 

Bei   7)  und   8)  sind  die  auf  S.  74   angegebenen  Yerbesserongen  be- 
nutzt worden. 

S.  53: 

Prop.  XXV,  9)  QtMdratura  Hippocratica  Menisci,  Mit  Figur  und 
eingeschriebenen  Zahlen. 

10)  Paräbole.    Figur  mit  den  Abscissen  3,  6,  9  und  den  Ordi- 
naten  ]/27,  }/ö4,  )/81    (Parameter  also  9). 

11)  Quadratura   Paräboles    Euclidaea.     Figur   mit  eingeschrie- 
benen Zahlen. 

12)  Latus    Quadrati    Cirado    circumscripti    2,     inscripti 
1,414  213  562  4,  aequalis  1,772  453  850  9. 

S.  54: 

Prop.  XXV,  13)  DtMC  Mediae  continud  proportionales  inter  Semi- 
diamctrum,  dt  Latus  Quadrati  inscripti 

1,122  462  05     und     1,259  92106. 

14)  Duae  Mediae   in  eddem  proportione  continua  inier  L.  Qua- 
drati inscripti,  &  L,  circumscripti,  seu  Diametrum: 

1,587  401  06     und     1,781  797  44. 

15)  Duae  ex  his  Mediae  inter  Senü-diametrum,  dt  Diametrum. 

Nonna  duplic€Uianis  cubi: 
1,259  92106     und     1,587  40106. 


äl)  Diese    Zahlen    sind    anf   S.  74    gegen    einander    vertauscht;    übrigens 


\  lÖÖOÖ "OOlTÖÖÖ  <  2  164. 

2:2)  Soll  heiTsen  4  188  790  205. 

23)  ARCHDfEDBs    setzt    1   papaver   >»    ^.  ,^^    diffiti  =  10  000    Sandkömor, 

*    '  64  000        ^ 


i 
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S.  54: 

Prep.  XXV,  16)  ProporüonaUs  Media  wter  L.  Quadrati  mscripti, 

dt  L,  drcumscripii: 

1,681792  84. 

17)  Figur  zu  13). 

18)  Figur  zu  16). 
S.  55: 

Prep.  XXV,  19)  Detecia  tandem  redtictumis  Peripheriae  ad  lineam 

rectam,  dt  tetragonismi  ciraUi  Orontiana  dt  aliorum  pseudographia. 

Eine  lange  Auseinandersetzung  über  die  Möglichkeit  der  Rektifikation 

der  Kreislinie  und  die   Quadratur  der  Ereisfl&che.     Von  Interesse  scheint 

mir  zu  sein,  dafs  Vi^ta  f&r  die  Unmöglichkeit  der  Lösung  beider  Aufgaben 

eintritt,  wenn  auch  mit  Gründen,  die  nicht  durchschlagend  sind. 

Am  SchluTs  dieser  Auseinandersetzung  sagt  Vi^ta: 

Altem  latus  h  medijs  proportionalibus  inter  latus  inscripti,  dt  circum- 
scripti  prodidit  Orontius  aequale  quadraMi  Perimetri,  alterü  lateri  Quadrati 
Circulo  aeguaiis, 

Vi^TA  weist  diese  Behauptungen  mit  der  Begründung  zurück: 
die  erste  mittlere  Proportionale  (s.  Prop.  XXV,  14)  sei 

>  1,587  40,         Y    aber   <  1,570  80, 

die  zweite  mittlere  Proportionale  (eod.  1.)  sei 

>  1,871  79  ,  T/ä  aber  <  1,772  46. 

Schlufswort:  „Arguitur  no  dissitmli  methodo  in  alijs  dUorvmque  Tetra- 
gonismis  error,  dt  Vitium,  vt  om/nino  äbhorrenda  sU  ista  ingeniorum  crux, 
dt  operd  dt  otio  deinceps  tum  ahutedum,  praesertim  vbi  semel  nacti  fueri- 
mus  expeditum  db  facUem  Täragonismum,  dt  satis  propinquam  vero/'  Es 
folgen  dann 

S.  56—58:  • 

Prop.  XXV,  20)  und  21)  Nftherungs- Konstruktionen  für  beide 
Aufgaben,  die  aus  den  Op.  math.  ed.  v.  Schooten  S.  392,  393 
schon  bekannt  sind;  beide  kommen  darauf  hinaus,  dafs 
n  =  0,6  (3  +1/5),  also  =  3,141  64  gesetzt  wird.**) 


24)  Cantob,  Bd.  2,  S.  546,  547.  —  Aus  der  „MathetnaUci  Canonis  Epitomaf' 
(8.  0.  S.  220,  221)  ergiebt  sich  arc  15<>  =  0,261  799,  also  arc  150«  =  2,  617  99;  das 

ist    annähernd    (s.o.    S.  233,    Z.  13).  2,618  03  =  ?-iJ-^  •    Polglich 

iL 

n  =-  arc  180»  =  —  arc  160»  =  ^  •     ^  \^^  =  0,6  (8  +  l/ö). 

0  6  2  »       X  1       r       / 
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Noch  aof  S.  58: 

Prop.  XXY,  22)  Uti  Sedor  quäibet  comtmode  quadretwr,  modo  ratio 
Perimetri  ad  Basim  Sedoris  non  ignoretur.     Ldsong  anter  An- 
wendung von  XXV,  21). 
23)  Latera  Quinque  regidwrium  corporum  mseriptamm  Sphaerae. 

(Unter  Berücksichtigung   der    aof   S.  74   nnter  Errata  alia  nomnuUa 
gegebenen  Berichtigongen.) 

000  00 

Qualium  Diameter  l^haerae   L.  40000000  000  200000 

Talium  Latus  Pyramidis,       ^    ^^  ^^^  „„^  ^„^  2  ^  ^„  ^^^  310  28  -i.. 

^^      ,  /  Z.  26  666  666  666  ~  •    163  299 ^) 

seu  Tetraedn  3  ^ 

Latus  Cutn,  seu  Exaedri      Z.  13  333  333  333  4^ 


.    Ilo470 

Latus  Ociaedn  .  X.  20000  000000  I   141 421  ^^^ 


222  42  «^v 

195  146^^^^^) 
71  364  i^ 


ans 

02692 


Latus  Icosaedri  L.  11  055  728  090  tyyvcxtt 

Latus  Dodecaedri  L.     5  092  880  149  Fyyvaxa 

Die    Seite    des    Icosa(;ders    ist   berechnet   worden    aus    rr2 — ^0,8, 
also  aus 

V2  •  10^*>  —  l/8~^^  =  )/20  000000  000  — 8  944  27191Ö 

=  1^11055  728  090, 

die  des  Dodeca^fders  aus    '^    X^-ö r  Y    '    *^^ 

^/i6666666666y— 1/3333333333^  =  129099^*-  — 57  735 

S.  69: 

Prop.  XXV,  24)  Duplicaiio  Cutn, 

Diese  NäherungsEonstruktion  gewährt  einen  Blick  in  die  Gedanken- 
Werkstatt  Vi^:ta's: 

Nach  XXV,  14)  ist  1,78179744  =  1,414  21356  j/2"  =  VT  }/T 

„      XXV,  16)    „    1,681 79284  =  ]/2. 1,41421356  =  >^ 2*  1/2" 

Nun  ist  1,78179744  —  1,68179284  =  0,10000460,  also  sehr  nahe  =  — 

Man  kann  daher  näherungsweise  Y^  V^  =*  Y^  •  Y^  +  TR  ^^'^^  ^  V^ 
=  a  y~2  +  ^  •  fl  y2  setzen.     Vi^ta  spricht  das  so  aus:  „Si  sunt  quatuor 

MV 


25)  Soll  heifsen   163  299^1^  .  26)  Soll  heifsen  105  U6???i? 
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Redae  continud  proportionales,  quarum  Quarta  sit  dupla  ad  Primam  potentiä: 
Erit  Tertia,  ut  Media  proportionälis  inter  Potentem  RedcMgtUum  sub  mediis 
vel  extremis  contentwm,  dt  Quartam,  continuaia  vigesimd  parte  Qttartae  Syyvaxa" 

Ist  a  :  X  =  X  :y  =  y  :  a  V^,  also  x  =  a  Y^  und  y  =  a  y^, 

so  giebt  y a}/2  a  }/~2  oder  r  a . a  ")/2  (beideß  ==  a  Y^),  vermehrt  um 
—  ayT    annähernd    a]/^.      Wirklich    ist    ^ 2"  +  ^  1/2"=  1,259  918, 

^=1,269  921. 

Die  Konstruktion  gestaltet  sich  sehr  einfach:  Suche  z?nschen  der  Seite 
und  der  Diagonale  des  Quadrats,  über  welchem  der  Würfel  enichtet  ist,  die 

mittlere  Proportionale  und  verlängere  dieselbe  um  ^ä  ^^^  Diagonale. 

S.  60 — 66.  Demonstratio  Limikim  Änalogiae  Perimäri  CircuU  ad  Dia- 
inetrum. 

Am  besten  glaube  ich  die  Darstellung  mit  S.  64,  65  zu  beginnen. 

1  T/'s 

VijfiTA  geht  aus  von  sin  30®  =  — ,  schliefst  dann  cos  30®  =  ^  zwi- 
schen Grenzen  ein: 

0,866  025  403  8  >  cos  30®  >  0,866  025  403  7,  ebenso  sin  vers  30®: 

0,133  974  696  2  <  sin  vers  30®  <  0,133  974  596  3,        bildet  dann 

0,066  987  298  1<  Y  sin  vers  30®  <  0,066  987  298  2,  also 

0,066  987  298  1  <  sin*  15®  <  0,066  987  298  2  und 

0,933  012  701  9  >  cos*  15®  >  0,933  012  701  8,  daher 

0,965  925  826  3  >  cos  15®  >  0,965  925  826  2 

0,034  074  173  7  <  sin  vers  15®  <  0,034  074  173  8  u.  s.  w. 

Auf  S.  63  wird  tg'  a  berechnet  aus  sin*  «  :  cos*  or,  der  obere  Grenz- 
wert aus  dem  oberen  für  sin*  or,  dem  unteren  für  cos*  or,  der  untere  Grenz- 
wert aus  dem  unteren  für  sin*  a,  dem  oberen  für  cos*  a,  also 

669  872  982  ^   ^   9  ^  ..0  ^       669  872  981        , 
>tg*15®>^r^„7r^,^-^Vo    oder 


9  330  127  018^    ^  ^    9  330127  019 

0,071  796  769  9  >  tg*  15®  >  0,071  796  769  7  u.  s.  w. 
Nach  S.  62,  Abs.  1  soll  cot*  -^  aus  2  (cot*  a  +  cosec*  «)  —  tg*  ^*^) 


27)  S.  62,  Abs.  2,  abgeleitet  aus  Prop.  XV,  5)  „yfiyixdorc^at"  vji 

2(a«  +  6«)  —  (a  —  6)«  =  (a  +  6)« 
für  a  s=  cosec  a,    6  =  cot  a,    a  —  6  =  cosec  a  —  cot  «  =  tg  -— , 

a  +  6  =  cosec  «  -|-  <^t  a  =  cot  —-  • 
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berechnet  werden.     Da  cot*  30  =  3,  cosec*  30  =  4,  und  (s.  2  Z.  vorher) 

0,071 796  769  9  >tg*  15*^  >  0,071 796  769  7  ist,  ergibt  sich 
2  (4  +  3)  — 0,071  796  769  7  >  cot*  15®>  2  (4  +  3)  —  0,071 7967699    oder 

13,9282032303  >  cot*  15®  >  13,9282032301. 

Für  30®  sind  die  Werte  fda  cot*  a  und  cosec*  a,   3  bezw.  4,  genau. 

Weiter  soll  nach  S.  62,  Abs.  «5,  so  verfahren   werden:   um  die   {      .       [ 

'  '  (untere) 

Grenze  fQr  cot*  —  zu  finden,   sollen  fdr   cosec  a  und  cot  a  die  |      .         | 

Orenzwerte,  fBür  tg*  —  der   |   ,         [   Grenzwert  eingesetzt  werden. 

Endlich  (8.  62,  Abs.  3)  soll  cosec*  a  aus   1  -|-  cot*  a  berechnet  wer- 
den, z.  B. 

14,9282032303  >  cosec*  15®  >  14,928202  2301. 

Auf  8.  60  und  61  eine  Tafel,  welche  die  Grenzwerte  für  die  Quadrate 

der  Sinus,  der  Cosinus,  der  Tangenten,  der  Cotagenten  und  der  Cosekanten 

60*^  225' 

enthält  für  die  Winkel  bis  zu  -^^  also  bis  zu  gTÄö' 


8.  66,  Abs.  1.  TT*  > — 


cosec" 


180 


0   1 


n 


wenn  n  die  Zahl  der  Seiten  des  einbeschriebenen  regelmftfsigen  Vielecks  be- 

180^ 
deutet  und  für  cosec* der  obere  Grenzwert  genommen  wird.    Die  Tafel 

auf  8.  CO,  61  geht  bis  zum  Vieleck  mit  3.2^^  =  393216  Seiten  und  giebt 
^,.      180*         60<>         226' 

3.2"  2"  8192  • 

1 5  666 1621 25,4  >  cosec*  «>  15666162125,0. 
Daher  .*  >  ^^^^^  oder  >  9,869  60440076, 

also  ff  >  3,1415926535. 


8.  66,  Abs.  2:  tt*  < 


n 


1 


,,  180»  » 
cot' 


n 

180« 


für  die  gleiche  Bedeutung  von  n  und  den  unteren  Grenzwert  von  cot* 
Nun  ist  nach  der  Tafel  auf  8.  60,  61 

15666162124,4  >  cot*  «>  15666162124,0, 

^-^-  -'  <  ^SS^  -^-  <  9,86960440166, 

also  TT  <  3,141592653  7. 
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S.  67.    Demonstratio  lAmitum  Sinus  unius  scru^i. 

Nach  den  Theoremata  ad  angulares  sectiones,  demonstrata  per 
Alexandrum  Akdersonuh,  [Vibtae  op.  math.  ed.  v.  Schootbn  (pag.  286 — 
304)]  könnte  man  vennuien,  dafs  bei  der  Berechnung  von  sin  1'  Yi^ta 
nach  den  dort  (S.  303,  304)  gegebenen  Kegeln^)  verfahren  sei,  zumal  da 
Anderson  im  SchluTswort  (S.  304)  die  „sedionum  amgularium  principia  ex 
purioris  Anahfseos  fönte  derivata"  als  „a  maximo  iam  a  multis  saeculis 
McUhematico  Francisco  Yibta  olim  excogitata  et  proposüa"  bezeichnet.  Das 
ist  aber  keineswegs  der  Fall. 

Vielmehr  entnimmt  Vi^ta  aus  der  Tafel  auf  S.  60,  61 

226' 

128 


cosec*  -^  <  3  824  746,945  886  102  6, 


also  sin*  -^^  >  0,000  000  261  456  205  834 


128 
225' 


und  cosec*  "Ür  >  15  298  986,783  264  742  9, 


256 
225' 


also  sin*  ^5^  >  ^»^^^  ^^^  ^^^  ^^^  ^^^  '^^^• 

TV  •   2  i/  ^  128*    .   3,  225'  -.       .   ,  225'     .  ^  , 

Da  nun  sm"  1  <  -^^^  sm'  -r^,  wenn  für  sm'  -r^  em  zu  grofser,  und 


225" —     128' 128 

256*    .   2_??5[  .   2_??i' 

225*  ^^     266  '       "        "     "'^     266 


>  -r^^  sm*  -jrr-,      „       „     sm""  -^^  cm  ZU  kiemer  Wert 


eingesetzt  wird,  so  ist 


128' 

sin*  1'  <  Ig^i  •  0,000  000  261  455  205  834 
oder  <  0,000  000  084  615  948  100, 

256' 

aber  >  -^  •  0,000  000  065  363  805  733 

oder  >  0,000  000  084  615  942  565 , 

und  als  Grenzwerte  ergeben  sich  für  sin  1' 

0,000  290  888  205  6     und     0,000  290  888  1 95  9. 


28)  Berechne  aus  der  Teilung  des  Halbmessers  nach  dem  goldenen  Schnitt 

18^ 
sin  18^   dann   auf  algebraischem  Wege   sin  — —  =  sin  8f  36';   ferner  auf  alge- 

60®  20® 

braischem  Wege  sin  — ^—  »  sin  20®  und  sin  — —-  ^  sin  6®  40',    hierauf  sin  3®  20', 

3  3 

sodann    sin  (3®  36' — 3®  20')  »  sin  16'    und    unter    fortgesetztem    Halbieren    des 

Arguments  sin  8',  sin  4',  sin  2',  sin  1'.    Die  durch   ein  Annäherungs verfahren  zu 

lösenden  Gleichungen  sind  (Probl.  1  und  H,  a.  a.  0.  S.  301)  3r*  chord  a  —  chord^  cc 

=  r*  chord  3a  und  5r*  chord  a  —  6r'  chord'  a  +  chord*  a  s=  r*  chord  6«. 
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„Quoniam  verd  infer  Peripherias  ^r^  ^  ^i^  vnius  scrupuU,  tum  omnind 

media  est  Peripheria  — -  quaesitu,  sed  häc  maior  ^^,  iUd  vero  minor  056*^)» 

Differenüa  inter  sinum  maiorem  &  minorem  inaequäliter  seccmda  est,  servatd 
Analogid,  &  maius  segmentum  addendum  minori  verd,  vd  ä  maior e  mimis 
auferendum^  vt  prodeat  (andern  Sintis  vmas  scrupuU  scUis  accu/rate" 

Gemeint  ist  die  Anwendung  der  Begala  Falsi  (Prep.  XY,  9)  ftlr  den 
dritten  Fall,  (a  —  x)  :  (x  —  &)  =  m  :  w.     Vi^ta  giebt  a.  a.  0.  die  LCsang 


X 


=  h  -\ i —  (a  —  h)      oder      =  a j —  (a  —  h). 


Dieses  Verfahren  würde  für  sin  1'  den  Wert  0,000  290  888  204  3  liefern, 
während  Yi^ta  sowohl  auf  S.  67,  als  auch  auf  S.  15  an  letzter  Stelle  eine 
6  angiebt. 

SchluTswort  auf  S.  67: 

Porro  Sinu  vnius  scruptüi  satis  accurati  ita  comparato,  comparantur  ex 
Analogia  la  inspectionis  Xlllac  sinus  duorum  scrupuhrum,  deinde  qtiatuor, 
pöst  octo,  sexdedm,  <S:  ita  confinud  duplando.  Sinus  vero  ad  tria  scrupula, 
vd  ex  eollatione  duorum  extremorum  satis  accurat^  constitudur^) ,  ex  quo 
deinde  sinus  dicidur  sex  scrupulorum,  XII.  XXIV  dt  ita  deinccps,  donec 
Canonica  series,  pro  instituti  ratione  compleatur.     Ätque  hie  esto  (andern 

Explieitus 

Univcrsalium  Inspectionum  ad  Canonem 

Mathemadeum,  Liher  singularis. 
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29)  So  lies  für 


256 


sin  2'— l—  sin  4' 
30)  Gemeint  ist  wohl,  sin  8'  genfigend  genan  aus  ^ 
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Abb.  ntr  OoioIl  d.  Kftthem.    XX,  16 


I. 

II  1665  6  sommamente  memorabüe  neUa  storia  letteraria  del  mondo 
intero  perchi  in  quell'  anno  comincU)  ad  nscire  in  Parigi  il  Journal  des 
SavantSj  che  e  la  prima  pnbblicazione  periodica  ayente  per  c6mpito  di  render 
conto  delle  nuove  produzioni  deU'  umano  ingegno.  Quäle  sia  stato  il  snc" 
cesso  di  tale  impresa,  magnanima  ed  ardita  ad  an  tempo,  quäle  sia  stata 
V  accoglienza  che  riceyette,  quäle  e  quanta  la  infiuenza  che  esercito,  non  h 
qni  luogo  per  descriyere.  Importa  inyece  di  notare  che  Y  Italia  non  rimase 
speUatrice  indifferente  a  quella  pubblicazione  di  nuoyo  genere^).  Ed  inyero 
a  partire  dal  1668  e  sino  al  1681  Y  Abate  Francesco  Nazabi  pubblico  a 
Borna  un  Giomdle  de^  Letterati^  il  quäle  h  in  parte  una  traduzione  di  quello 
francese,  ma  in  parte  e  una  raccolta  di  notizie  sopra  layori  italiani  non 
menzionate  in  quello.  L'  esempio  del  Nazabi  yenne  ben  tosto  seguito  in 
yarie  parti  della  penisola,  onde  sono  numerose  le  pubblicazioni  italiane  di 
queU'  epoca  tagliate  sul  modello  del  Journal  des  Savants:  cosi  Pietro 
MoRETTi  e  Francesco  Miletti  diressero  dal  1671  al  1689  il  CHcmale 
Veneto,  il  Padre  Boberti  e  Y  Abate  Bacchini  diedero  fuori  dal  1686  al 
1689  il  Giomale  di  Parma,  al  quäle  seguirono  dal  1692  al  1697  il  Gior- 
nale  di  Modena,  dal  1688  al  1689  il  Giomale  di  Ferrara,  nel  1696  a 
Yenezia  la  GaUeria  di  Minerva  e  uel  1701  il  Chran  Giomale  di  Forli. 

Questi  giomali  —  la  cui  imperfezione  puo  misurarsi  dalla  yita  effimera 
che  ebbero  —  seryirono,  se  non  ad  altro,  a  porre  in  piena  luce  la  somma 
utilita  di  un'  opera  periodica  contenente  dei  resoconti  fedeli  intomo  alle 
opere  stampate  in  Italia,  senza  escludere  quelle  inyestigazioni  parziali  troppo 
breyi  per  dare  argomento  ad  un  intero  libro.  Onde  non  deye  recare  mera- 
yiglia  se  ad  un  letterato  di  alta  e  ben  acquistata  rinomanza,  quäl  era 
Apostolo  Zeno,  abbia  sorriso  Y  idea  di  porsi  alla  testa  di  un'  impresa  di 
tal  fatta,  se  non  abbia  penato  a  troyare  nel  fratello  suo  Pier  Catarino 
Zeno  e  in  Scipione  Maffei,  Antonio  Yallisneri  e  GioyANNi  Poleni  quattro 
coadiutori  dotti,  intelligenti,   yolonterosi,  e  nel  Oranduca  di  Toscana  un 


1)  Lo  si  potrebbe  credere  oseeryando  che,  fra  i  periodici  analoghi  al  Joumcd 
des  Savants  licordati  da  M.  Gamtob,  (Vorlesungen  iSber  Geschichte  der  Mathematik, 
T.  in,  p.  8),  non  se  ne  troya  alcuno  di  patria  italiana. 

16* 
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protettore  augusto  e  potente.    Per  tal  modo  pote  venir  pnbblicato  a  Venezia 
nel  1710  il  primo  volume  del  Giomäle  de'  lettcrati  d'  Italia.     La  pianta 
novella  mise   bentosto  salde  radici,   tanto  che  pote  soprayvivere  al  morbo, 
che  sembraya  doyesse  tornarle   fatale,   da  cui  yenne  colpita  nel  1718,  per 
la  chiamata  a  Yienna  di  colui  che   ayeyala  seminata  e   con  tanto  amore 
coltiyata.     Nella  direzione  del  Giomäle  ad  Apostolo  segai  Pier  Catarino 
Zeno;  tale  passaggio  segna  un'  indiscutibile  decadimento  di  quel  periodico: 
tuttayia   esso   pot^  raggiungere    il   trentasettesimo    yolnme,    senza   contare 
i  tre,  di  eguale  fonnato,  intitolati  Supplementi  al  Giomäle  de*  lettefrati  d*  Italia^ 
che   apparyero  sotto  la  protezione  del  Dnca  di  Parma  Francesco  I,  per 
cura  del  Conte  Gerolamo  Leoni  e  coli-   ajuto   di  Jacopo  Riccati*).     La 
malattia  e  poi  1e  morte  di  Pier  Catarino   fecero   interrompere  la  pnbbli- 
cazione    del    Giomäle*^    piu    tardi    Teditore    rinsei    a    mettere    insieme    un 
XXXVin  tomo,  a  cui  poi  ne  yennero  aggiunti  due  altri:  ma  il  1740  segna 
la  morte  delF  ottima  effemeride  in  cui  per  trent'  anni  si  h  fedelmente  riflessa 
la  yita  intelletuale  d'  Italia. 

Durante  il  periodo  di  decadenza  e  depo  ehe  si  spense  il  Giomäle  d^ 
letterati  d*  Itcdia,  altre  opere  congeneri  yemiero  concepite  ed  eifettuate  in 
ogni  parte  del  bei  paese,  a  Venezia  come  a  Firenze,  a  Boma  non  meno 
ehe  a  Palermo.  Non  importa  V  enumerarle  tutte,  ma  bisogna  citame 
almeno  tre.  Una  h  intitolata  Osservcusioni  letterarie  che  possono  servire  di 
cordinuamone  al  Giomäle  de'  Letterati  d'  Italia;  h  una  pnbblicazione  in  sei 
tomi  fatta  de  Scipione  Maffei,  sotto  gli  auspici  deir  imperatore  Carlo  VT, 
durante  gli  anni  1737  — 1740.  Una  seconda  i  la  Minerva,  o  sia  Nuovo 
Giornah  d^  letterati  d'  Italia,  uscita  a  Venezia  del  1762  al  1766  sotto  la 
protezione  di  Perdinando  IV,  re  delle  Due  Sicilie:  essende  questo  periodico 
ed  il  precedente  informati  in  massima  ai  concetti  che  Apostolo  Zeno  pose 
a  base  di  quelle  da  lui  fondato,  deyono  considerarsi  come  un  naturale  pro- 
seguimento  di  questo.  Simile  ufQcio,  rispetto  ai  Supplemenii  pifi  sopra 
citati,  fa  la  Baecdlia  di  opuscoli  scienHfici  e  ßohgici  compüati  da  Akgiolo 
Caloqera:  di  questa  coUezione,  importantissima  per  la  storia  scientifioa 
deir  Italia,  mi  occuperi)  nella  seconda  parte  del  presente  ariicolo.  Qui  osseryo 
che  il  Giomcde  de'  letterati  d'  Italia  con  i  Supplementi,  le  Osservazioni  del 
Mapfei  e  la  Minerva  formano  un  tutto  che  i  matematici  conoscono  forse 
unicamente  perchJ  accolsero  aJcuni  scritti  di  Jacopo  Riccati  e  quegli 
«schediasmi  matematici»  che  trassero  dall'  oscurita  il  Conte  di  Fagkano 
e  lo  posero   in   prima  linea  fra  i  dotti  delV  eik  che  fa  sua.     Ma,  poichd 


2)  il  questi  la  4: persona  dotta  a  merayiglia»  con  cni  il  compilaiore  dice 
d'easersi  consigliato. 
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quegli  articoli  vennero  ripubblioati  nella  raocolta  delle  Opere  del  Ricoati 
e  questi  schediasmi  sono  magna  pars  delle  famose  Produziani  matematicke, 
nessano,  o  quasi,  pensa  oggi  di  ricorrere  ai  simpatici  yolometti  in  - 18. 
che  per  primi  li  accolsero.  Da  ci6  deriva  che  alcune  altre  noD  trascurabili 
inyestigazioni,  pubblicate  nel  Criomäle  del  qnale  ci  stiamo  occupando, 
passarono  inosservate  anche  ai  piii  diligenti  cultori  della  storia  delle  scienze 
csatte.     Per  rimediare  a  tal  fatto  deploreyole,  presentiamo  qni  il  completo 

Indice  delle  memorie  matematiche  contenute  nel 
^Giamäle  de^  letterati  d'  Italiai^  di  Venezta. 

1.  Metodo  d'  investigare  Y  Orbite  de'  Pianeti,  nell'  ipotesi  che  le  forze 
centrali  o  pure  le  gravita  degli  stessi  Pianeti  sono  in  ragione  reeiproca  de' 
qnadrati  delle  distanze,  che  i  medesimi  tengon  dal  Centro,  a  cui  si  dirigono 
le  forze  stesse.  Del  Sig.  Gio.  Jacopo  Ermanno^),  Pubblico  Professore  di 
Matematica  nello  Studio  di  Padova.     T.  II,  1710,  p.  447—467. 

2.  Metodo  di  trovare  1'  orbita,  che  descrivono  i  Pianeti,  qualunque 
sia  la  loro  forza  chiamata  Centrale,  con  una  regola  per  la  detta  forza  dentro 
un  mezzo  di  yariante  densita,  che  resista  al  mobile.  Del  Sig.  Giuseppe 
Verzaglia,  da  Cesena.     T.  HI,  1710,  p.  495 — 510. 

3.  Tre  problemi  Geometrici  con  un  Sistema  sopra  la  Grayita^  proposti 
dal  Sig.  Giovanni  Ceva,  e  sciolti  dal  Sig.  Bernardino  Zendrini.  T.  IV, 
1710,  p.  316—340. 

4.  Continuazione  dell'  Artieolo  XV  del  Tom.  II  di  questo  Giomale; 
ovyero:  Soluzione  generale  del  Problema  inyerso  deUe  Forze  centrali,  per 
via  del  metodo  ivi  proposto,  e  solo  applicato  ad  un'  ipotesi  partioolare. 
Con  r  aggiunta  d'  una  Soluzione  d'  un'  (sie)  altro  Problema  piu  generale 
toccante  le  forze  requisite  ad  un  mobile  per  desciivere  in  un  mezzo 
fluido  e  resistente  (quäl  sia  la  legge  deUe  resistenze)  una  data  Curva. 
Del  Sig.  Gio.  Jacopo  Ermanno,  Pubblico  Profesflore  di  Matematiche  nello 
Studio  di  Padova.     T.  V,  1711,  p.  312—336. 

5.  Ristretto  di  una  lettera  del  Sig.  Varionon  dell'  Accademia  Begia 
delle  Scienze  di  Parigi,  ad  un  suo  Amico  in  Italia,  circa  la  controversia 
deipiü  (^'  Infinitv,  tradotto  dal  Francese  in  Italiano.  T.  V,  1711,  p.  336—341. 

6.  Breve  aggiunta  agli  articoli  XV  e  XVI  del  Secondo,  e  Quinto 
Tomo  del  Giomale  de'  letterati  d'  Italia.  Del  Sig.  Jacopo  Ermanno. 
T.  VI,  1711. 

7.  Estratto  di  una  Lettera  del  P.  Guido  Grandi  al  sig.  N.  N.  in 
risposta    di    quella    del    Sig.    Varionon    inserita    nel    Giomale   precedente 

3)  Hbbmann. 
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Articolo  XVII   circa   la   controversia   dei   Piü  che  InfinilL     T.  VI,   1711, 
p.  308—314. 

8.  Considerazioni  sopra  V  articolo  XVI  del  Tomo  V  del  Giomale  de' 
Letterfiti,  nel  quäle  si  tratta  del  Problema  inyerso  generale  delle  forze 
central!  nel  voto,  e  di  questo  in  an  mezzo  flnido,  e  resistente,  presapposta 
qualsia  legge  delle  resistenze.  Del  Sig.  Giuseppe  Verzaolia,  da  Gesena. 
T.  VI,  1711,  p.  411—440. 

9.  Biflessioni  geometriche  in  difesa  delU  Articolo  XVI  del  T.  V  del 
Giomale  de'  Letterati,  intomo  ai  Problem!  delle  forze  Centnüi  nel  voto, 
e  nel  pieno,  contro  T  impngnazioni  fattene  nell'  art  XI  del  tomo  sesto 
del  Giomale.  Del  Sig.  Jacopo  Ermanno,  Pubbl.  Prof.  di  Matematiche  nello 
Studio  di  Padova.     T.  VH,  1712,  p.  173—229. 

10.  Modo  generale  di  ritrovare  la  linea  di  refrazione,  che  viene  da' 
corpi  celesti  alla  saperficie  della  terra  in  qaalsiyoglia  supposizione  di  den- 
sita  Variante  dell'  aria,  supposta  pure  questa  di  figura  sferica  intomo  alla 
terra,  con  la  legge  della  forza  centrale,  che  obbliga  il  raggio  a  descrivere 
la  stessa  linea  di  refrazione.  Del  Sig.  Bernardino  Zendrini.  T.  VII,  1712, 
p.  136—166. 

11.  Soluzione  generale  del  Problema  inyerso  intomo  a'  raggi  oscala- 
tori,  cioe,  data  in  qnal  si  sia  maniera  per  V  ordinata  1'  espressione  del 
raggio  osculatore,  determinar  la  curva,  a  cui  convenga  nna  tal  espressione. 
Del  Sig.  Conte  Jacopo  Riccato.  T.  XI  p.  204—220.  [Riprodotto  in  0.  R. 
(=  Opere  del  Conte  Jacopo  Riccati  Nobüe  Trevigiano.  Lucca  1761 — 1765), 
T.  m,  p.  1—8.] 

12.  Metodo  facile  di  determinare  la  legge  delle  forze  Centrali,  e  con- 
tinuamente  applicate  al  mobile,  perch^  questo  in  yigore  di  quelle  forse 
descriya  nel  pieno  qualunque  curva  data;  con  alcune  oosiderazioni  impor- 
tanti  sopra  la  natura  delle  forze  continuamente  applicate.  Del  Sig.  Jacopo 
Ermanno,  Pubblico  Professore  delle  Matematiche  nello  Studio  di  Padova. 
T.  Xm,  1713,  p.  321—362. 

13.  Propoßizione,  e  Soluzione  di  due  Problem!  Meccanici  ultimamente 
pubblicatL     T.  XV,  1713,  p.  82. 

§  1.  Problem!  Meccanioi  proposti  a'  Matematici  d'  Italia  da  Prete 
Studiapesi  Canonioo  Perugino  p.  83 — 84. 

§  2.  Soluzione  dei  suddetti  Problem!  Meccanici,  data  dal  P.  Maestro 
D.  Guido  Grandi,  Camaldolese,  Professore  Ordinario  di  Filosofia  nello  studio 
di  Pisa  ecc.  p.  84  —  87. 

§  3.  Soluzione  dei  suddetti  Problem!  Meccanici,  data  dal  Sig.  Giui^io 
Carlo  de'  Faonani,  Patrizio  di  Sinigaglia  p.  87 — 96. 

14.  Breye  schediasma  geometrico  per  la  costruzione  di  una  gran  parte 
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dell'  equazioni  diflEerenziali  del  primo  grado.     Del  Sig.  Dottor  OABBRiEliLö 
Manfrbbi.     T.  XVni,  1714,  p.  309—315. 

15.  Vita  di  Fedbrico  Commandino  scritta  da  Moosignor  Bebkardino 
Baldi,  da  ürbino,  Abate  di  Guastalla.     T.  XIX,  1714,  p.  140—185. 

16.  Bisposta  ad  alcune  opposizioni  fatte  dal  Sig.  Giovanni  Bebnulli 
(sie)  alla  soluzione  del  Problema  inverso  delle  forze  centrali  nel  voto  in 
ragione  reciproca  de'  quadrati  delle  distanze,  pnbblicata  dal  Sig.  Jacopo 
Ebmanno  nel  secondo  Tomo  del  Giornale  de'  Letterati  d'  Italia,  Art.  XIV. 
Del  Sig.  Conte  Jacopo  Riccato.  T.  XIX,  1714,  p.  185—190.  [V.  anche 
0.  JB.  T.  ni,  p.  20—29.] 

17.  Problema  proposto  dal  Sig.  Giulio  Carlo  de'  Faonani.     T.  XIX, 

1714,  p.  438. 

18.  Annotazioni  del  Sig.  NiccoLb  Bernulli,  Nipote  del  Sig.  Giovanni, 
sopra  lo  Schediasma  del  Sig.  Conte  Jacopo  Riccato  pubblicato  nel  Tomo 
decimonono  del  Giornale  de'  Letterati  d'  Italia,  Articolo  Vn.  Coli'  annessa 
soluzione  propria  del  Problema  inverso  delle  forze  centrali  agenti  in  nn 
mezzo  resistente,  dedotta  da  principj  medesimi  del  Signor  Newton.    T.  XX, 

1715,  p.  317—351.     [V.  anche  0.  R.   T.  m,  p.  29—42.] 

19.  Awertimento  sopra  il  Problema  proposto  a'  Geometri  d'  Italia^) 
T.  XXI,  1715,  p.  422. 

20.  Controrisposta  alle  Annotazioni  del  Sig.  Nicoolo  Bebnulli  inse- 
rite  nel  XX  Giornale  d'  Italia  Art.  XITT  con  nn  metodo  di  separar  le  in- 
determinate  nell'  equazioni  diferenziali,  e  con  alcune  riflessioni  intomo  le 
fonse  centrali,  tanto  nel  voto,  qnanto  nel  pleno.  Del  Sig.  Co.  Jacopo  Riccato. 
T.  XXI,  1715,  p.  304—354.   [0.  R.,  T.  IH,  p.  42—59.]*^*»)  (vedi  a  p.  273). 

21.  Nuovo  Metodo  per  rettificare  la  differenza  di  dne  Archi  (nno  dei 
qnali  h  dato)  in  infinite  specie  di  Parabole  irretificabili,  con  la  Soluzione 
del  Problema  proposto  nel  XIX  di  questo  Giornale,  p.  438,  del  Sig.  Giulio 
Cablo  de'  Fagnani.  T.  XXH,  1716,  p.  229—262.  [Riprodotto  in  P.  M. 
(—  Produeumi  McUmaUche,  Pesaro,  1750),  T.  n,  p.  317—330.] 

22.  Soluzione  del  Problema  proposto  nel  Tomo  XX  del  Giornale  de' 
Letterati  d'  Italia,  Aiüc.  XIII  ove,  posto  per  centro  delle  forze  centripete 
il  termine  d'  una  dritta  linea,  dimandasi  in  quäl  ipotesi  di  forze  i  tempi 
delle  discese,  dopo  la  quiete  di  ciascun  punto  di  essa  linea,  fino  al  centro, 


4)  n  problema  fa  propoato  da  Niccolo  Bbbhoulli  nella  chiosa  dell*  articolo 
n.  18.  La  direzione  del  Giobmalb  avTerte  di  averne  riceyute  parecchie  Bolnzioni, 
che  DOn  pubblica  perch^  la  queatioDe  h  assai  facile  ed  h  risolata  da  una  parabola 
cabica.  Tattayia  a  qnel  problema  sono  consacrate  le  memorie  contrassegnate,  nel 
presente  Indke,  con  i  numeri  20  e  22. 
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sieno  proporzionali  alle  forze  corrispondenti  a'   principj   delle   discese.     Del 
Sig.  Sebastiano  Checcozzi,  Vicentino.     T.  XXIII,  1716,  p.  163  —  181. 

23.  Bisposta  del  Sig.  Nicoolo  Bbrnulli,  Nipote  del  Sig.  Giovahxi,  a 
quelle  cose  che  il  Sig.  Conte  Jacopo  Biccato  inseri  nel  T.  XXI  del  Gior- 
nale  de'  Letterati  d'  Italia  all'  artic.  Vin.  T.  XXIV,  1716,  p.  105  —  139. 
[0.  i2.,  T.  in,  p.  59  -  67.] 

24.  Giunta  allo  Scbediasma,  inserito  nel  XXII  tomo  del  Giomale,  so- 
pra  la  maniera  di  rettifieare,  la  differenza  di  due  Arcbi  in  infinite  specie 
di  Gurve  Paraboliche,  con  una  nuova  proprieta  deUa  Parabola  d'  Arghih£D£, 
ec.  Del  Sig.  Giulio  Carlo  de'  Fagnahi.  T.  XXIV,  1716,  p.  362-875. 
[V.  ancbe  P.  Jf.,  T.  II,  p.  331—335.] 

25.  Teorema  da  cui  si  deduce  una  nuova  misura  degli  Arcbi  Ellittici, 
Iperbolici  e  Cicloidali.  Del  Sig.  Giulio  Carlo  de'  Fagnani.  T.  XXVI, 
p.  266  —  279.     [RM.,  T.  II,  p.  336  —  340.] 

26.  Teorema  nuovo  concemente  il  Calcolo  Integrale,  di  Giulio  Carlo 
de'  Fagnani.     T.  XXVII,  1717,  p.  395  —  400. 

27.  Osseryazione  intomo  al  Teorema  proposto  dal  Sig.  Giulio  Carlo 
de'  Fagnani  nell'  art.  XI  del  Tomo  XXVII  del  GiornaJe  de'  Letterati 
d'Italia.  Del  Sig.  Niccolö  Bernulli,  Pubblico  Professore  di  Mattematica 
nello  Studio  di  Padova.     T.  XXIX,  1718,  p.  150—163. 

28.  Dimostrazione  Analitica  di  un  teorema  il  quäl  serye  per  la  solu- 
zione  del  Problema  proposto  nel  T.  XX  del  Giomale  de'  Letterati  d'  Italia 
all'  Art.  Xin.  Del  Sig.  NiccoLÖ  Bernulli,  Pubblico  Professore  di  Matte- 
matica  nello  Studio  di  Padova.     T.  XXIX,  1718,  p.  163—171. 

29 — 30.  Metodo  per  misurare  la  Lemniscata,  del  Sig.  Giulio  Carlo 
de'  Fagnani.  Scbediasma  Primo,  T.  XXIX,  1718,  p.  258—269.  Scbediasma 
Secondo,  T.  XXX,  1718,  p.  87—11.  [P.  üf.  T.  U,  p.  343-348  e  356—368.] 

31.  Difesa  dell'  Art.  XI  del  Tomo  XXVII  di  questo  Giomale,  del  Sig. 
GiüLio  Carlo  de'  Fagnani.     T.  XXXI,  1718,  p.  65—82. 

32.  Compimento  delle  Soluzioni  analiticbe  del  problema  proposto  nel 
tomo  XX  articolo  XIII,  del  nostro  Giomale,  date  da'  Signori  Niccolö 
Bbrnulli  e  Bastlano  Checcozzi.     T.  XXXHI,  1721,  p.  174 — 198. 

33.  Metodo  per  trovare  nuove  misure  negll  arcbi  deUa  parabola  cutnca 
primaria,  del  Sig.  Conte  Giulio  Carlo  de'  Fagnani,  T.  XXXIV,  1722, 
p.  148—158.     IP.  M.  T.  n,  p.  369—374.] 

34.  Supplemente  al  Quinto  Libro  di  Euclide,  del  sig.  Co:  Giulio  Carlo 
de'  Pagnanl  T.  XXXVm,  1726—27,  p.  390—304.  [P.  M,,  T.  D, 
p.  423—464.]^*^) 

5)  II  Faonano  e  ritoroato  suUo  stesso  tema  oon  maggior  largbezsa  Bella  Tearia 
generale  ddle  proporzioni  geomeiriche,  che  si  legge  in  P.  M.  T*  I,  p.  1—422. 
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35.  Difesa  deU'  Articolo  VII  del  Tomo  XXXI  del  Giomale  de'  Lette- 
rati d'  Italia  in  risposta  alla  Dissertazione  pubblicata  dal  8ig.  Niccolo 
Bebnulli  negli  Atti  di  Lipsia  dell'  anno  1720  nel  Mese  di  Luglio,  con  la 
soluzione  d'  nn  problema  spettante  al  Calcolo  Integrale.  Del  Sig.  Conte 
Giuwo  Carlo  de'  Faonakl  Supplementi,  T.  I,  1722,  p.  167—200.  [P.  M., 
T.  I,  p.  275—282.] 

36.  Della  proporzione,  che  passa  fra  le  affezioni  sensibili,  e  la  foi*za 
degli  obbietti  esistenti,  da  cui  vengono  prodotte:  Dissertazione  fisico-mate- 
inatica  del  Sig.  Conte  Jacopo  Riccato.  Supplementi,  T.  1, 1722,  p.  114 — 141. 
[0.  -R.,  T.  m,  p.  287—297.] 

37.  Soluzione  d'  un  problema  appartenente  al  Calcolo  Integrale:  Del 
Sig.  Gabbriello  Manfredi  Pubblico  Professofe  di  Analisi  nell'  Universita 
di  Bologna.     Supplementi,  T.  II,  1722,  p.  241—269. 

38.  Sopra  le  leggi  delle  resistenze,  con  le  quali  i  mezzi  fluidi  ritardano 
il  moto  de'  corpi  solidi.  Dissertazione  Fisico-Matematica  del  Sig.  Co :  Jacopo 
Riccato.   Supplementi,  T.  II,  1722,  p.  313—343.   [0.  It.,  T.  HI,  p.  376—386.] 

39.  Due  Soluzioni  d'  un  problema  spettante  al  Calcolo  Integrale. 
Dissertazione  del  Signor  Conte  Giulio  Carlo  de'  Fagnani,  Supplementi, 
T.  III,  1726,  p.  181—216.     [P.  Jlf.,  T.  I,  p.  293—307.] 

40.  Nuova,  e  generale  proprieta  de'  Poligoni,  del  Sig.  Co:  Giulio  Carlo 
de'  Fagnani,  T.  XXXVI,  1724,  p.  230—240.    [P  M,,  T.  II,  p.  201—209.] 

Lo  spazio  di  cui  disponiamo  non  consente  cbe  noi  ci  addentriamo  in' 
una  completa  analisi  di  queste  memorie,  non  pocbe  delle  quali  hanno  uno 
spiccato  carattere  polemico.  Yogliamo  per6  fare  un  eccezione  a  favore  di 
due  di  coloro  cbe  collaborarono  al  Qiomale  d^  letterati  d'  Italm, 

La  prima  conceme  Bernardino  Baldi,  il  quäle  ha  somministrata  (v. 
la  memoria  n.  15  dell'  Indicc  precedente)  la  biografia  piü  completa  e  parti- 
colareggiata  a  noi  nota  di  Federico  Comhandino,  erudito  assai  benemerito 
a  cui  il  LiBRi  aveva  dedicate  poche  linee  della  sua  storia^);  tale  biogra6a 
appartiene  alla  serie  di  Vite  inedite  di  mat^9n<ifici  itc^iani  scrifte  da  Ber- 
nardino Baldi,  di  cui  alcuni  elementi  vennero  pubblicati  dal  Narducci'), 
e  deve  annoverarsi  fra  le  migliori,  forse  perch^  ha  per  soggetto  uno  che 
fu  compatriotta  e  contemporaneo  dell'  autore.  La  seconda  eccezione  h  a 
beneficio  di  Gabbriello  Manfredi,  distinto  analista,  non  isfaggito  all'  atten* 
zione  del  Montucla®)  e   del  Poggendorfp^),  ma  che  h  in  pericolo  di  venire 

G)  Hisloire  des  sciences  mathimatiques  en  Italie,  T.  III  (Paris  1840)  p.  118—121. 

7)  Btaiettino  di  Bibliografia  ece.,  T.  XIX,  p.  836—640  e  T.  XX,  p.  197— 808. 

8)  Histoire  des  Mathematiques,  Nouvelle  Edition,  T.  II,  p.  198,  T.  HI,  p.  135 
e  165.  9)  BiogrAit.  Handwörterbuch,  T.  II,  p.  3». 
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travolto  nel  gran'  mare  dell'  oblio,  non  ayendo  otien^to  nn  posto  nelle 
Vorlesungen  di  M.  Cantor.  Di  lui  troviamo  nn  articolo  nel  CHomäle  ä^ 
lettercUi  (v.  n.  14  dell'  Indice)  ed  nno  nei  Su^lemeviü  (v.  n.  36).  Nel 
priiQO  si  legge  la  integrazione  delle  eqnazioni  differenziali  di  I  oixline  e 
primo  grado  omogenee  fra  due  yariabili  x^  y  mediante  la  consneta  sosü- 

tuzione  f «»  — ;  ora  tale  risnltato  e  tale  procedimento  si  sogliono^^)  attri* 

bnire  a  Gioyaitni  Bernoulli,  il  quäle  ne  fece  una  fogace  menzione  negli 
Acta  eruditarwm  delF  anno  1725  e  li  espose  poi  V  anno  seguente^^).  Sic- 
come  d'  altronde  V  articolo  del  Manfbedi  fu  stampato  nel  1714,  cod  —  at- 
tenendoci  alla  data  di  pubblicazione  come  unico  criterio  per  risolvere  le 
questioni  di  priorita  —  sembra  ineyitabile  la  conclnsione:  V  integrazione 
delle  equazioni  differeneiali  omogenee  di  I  ordine  con  due  varia- 
bili  appartiene  a  G.  Manfredi.  II  secondo  lavoro  del  Manfredi  risolve 
una  questione  fondamentale  di  calcolo  integrale  che  Brook  Tatlor  ayeya 
proposta  e  che  V  Hermann  .  ayeya  toccata.  Questi,  negli  Ada  Eruditorvm 
deir  Agosto  1719^^),  ayeya  pubblicata  la  proposizione  affermante  che  „qnalsia 
trinomio  della  forma  ic*"*  +  2nax^  +  a*  e  decomponibile  in  fattori  qua- 
dratici,  purche  m  sia  nna  potenza  di  2^';  da  cio  egli  dednsse  che,  in  tale 
ipotesi,  1'  integrale 


f: 


dx 


puo  esprimersi  mediante  archi  di  circolo  e  di  iperbole;  orbene  nell'  articolo 
citato  del  Manfredi  (articolo  che  porta  la  data  6  Agosto  1620)  e  dimostrato 
che,  in  generale,  di  analoga  espressione  h  suscettibile  ogni  integrale  della 
forma 


qualonque  siano  gV  inten  p,  Qj  r^  t^  u,  Tale  estensione  h  degna  di  nota, 
non  soltanto  perche  risolye  completamente  la  questione  proposta  dal  Taylor, 
ma  anche  perche  libera  V  enunciato  della  stessa  da  una  condizione  restrit- 
tiya  superflua.  AI  citato  risultato  il  Manfredi  giunge  mostrando  prima  come 
si  possano  decomporre  in  fattori  lineari  o  quadratici  tutti  i  binomi  del  tipo 
a?^  +  a"*  qualunque  sia  Tintero  w,  e  poi  trasformando  V  integrale  precedente 


10)  Castob,  Vorlesungen,  T.  III,  p.  460  e  p.  581. 

11)  De  tntegratümtbus  aequattonum  differentialium  (Comment.  Acad.  Petrop. 
T  I,  1726,  oppure  Joh.  Bebnoulli,  Opera  omnia,  T.  m,  1742,  p.  108). 

12)  V.  rarticolo  Solutio  duorum  problematum  etc. 
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mediante  la  sostitnzione  x  «^  ^^,  Questo  artificio  e  tattodi  largamente 
applicato  e  qnella  decomposizione  —  benchi  avrebbe  bisogno  di  qualche 
ossenrazione  complementare  che  ponesse  in  luce  V  esistenza  di  radici  reali 
nelle  eqaazioni  aasiliari  inyocate  —  merita  di  venire  apprezzata  da  chion* 
qne  abbia  presente  lo  stato  della  teoria  delle  eqnazioni  in  principio  del 
See.  XVm. 

Qneste  dae  prodnzioni  matematiche  dimostrano  che  il  Manfrbdi  seppe 
inantenere  le  promesse  che  aveva  date  qnando  ne]  1707  aveya  pabblicato 
un'  opera^')  —  la  prima  sül  calcolo  integrale  che  abbia  yisto  la  luce  in 
Italia  —  coUa  qnale  egli  intese  di  sopperire  alla  seconda  parte  dell'  Ana- 
lyse des  infiniment^  petits  che  la  morte  vieto  al  Marchese  de  l'  HÖpital  di 
pubblicare.  QuelF  opera  non  ha  oggi  la  notorieta  di  cui  ayrebbe  diritto,  e 
poich^  e  ormai  una  yera  rarita  bibliografica^^),  cosl  non  mi  si  dara  torto  di 
dedicare  qualche  linea  ad  espome  il  piano  e  la  materia.^^^^')  (vedi  a  p.  273). 

Essa  Consta  di  sei  sezioni.  La  I  deye  ntendersi  come  una  introduzione, 
ayendo  essa  per  intento  di  insegnare  come  si  ottenga  V  equazione  diffe- 
renziale  (di  I  ordine  sempre)  a  cui  soddisfa  una  curya  soggetta  a  certe 
condizioni  geometriche;  tale  risultato  si  consegue  seryendosi  delle  espressioni 
che  hanno  la  suttangente  e  la  sunnormale,  la  tangente  e  la  normale,  V  area 
ecc.  di  qualsia  curva,  non  soltanto  nel  caso  in  cui  questa  si  riferisca  ad  un 
sistema  cartesiano  ortogonale,  ma  (lo  si  noti)  anche  quando  si  prendano 
come  coordinaie  di  un  punto  di  un  piano  la  lunghezza  della  normale  con- 
dotta  da  esso  ad  una  data  curya  (considerata  come  asse)  e  V  arco  della 
stessa  compreso  fra  il  piede  di  queUa  normale  ed  un*  origine  fissa^);  un 
gran  numero  di  esempi  bene  scelti  illustrano  il  procedimento  generale. 
Altrettanti  se  ne  troyano  nella  11  Sezione,  oye  Y  autore  entra  nel  tema 
scelto,  trattando  della  costruzione  delle  equazioni  differenziali  di  I  ordine 
e  I  grado  in  cui  le  due  variabili  sono  separate.  Della  stessa  natura  sono 
le  equazioni  della  forma  dy  «  f{x)dx  alle  quali  e  dedioata  la  IQ  Sezione, 


la)  De  constrttelione  aequationum  differetUiälnim  primi  gradus  (Bononiae 
MDCCVII).    Cfr.  Oiomdle  de"  hUerati  d'Itdlia.    T.  I,  1710,  p.  891-411. 

14)  Soltanto  dopo  reiterate  ricerche  io  ne  trovai  una  copia,  senza  tavole, 
nella  Biblioteca  Nazionale  di  Firenze. 

16)  Tale  caso  speciale  delle  coordinate  in  generale  concepite  da  Lsninz 
(cf.  Cahtob,  VorUaungeny  T.  m,  p.  204),  appartiene  al  Mahtredi?  Altri  risponda. 
Io  noto  che,  in  qaesto  sistema  di  coordinate^  come  sattangente  si  asaume  il 
Segmente  della  tangente  all*  aase  compreso  fra  il  relativo  punto  di  contatto  e  la  sua 
intersezione  con  la  tangente  nel  punto  corrispondente  della  curva.  Per  tale 
segmento  il  Manfbidi  da  una  espressione  assai  semplice,  sulla  cui  esattezza  ho 
qualche  dubbio,  per  dissipare  o  confermare  il  quäle  occorrerebbe  di  avere  Botto 
occhio  la  figura  su  cui  ragionaya  il  matematico  bolognese 
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r  importanza  della  quäle  sta  specialmente  nelle  08sei*vaziom  espoßte  dair 
autore  sugli  esempi  da  loi  considerati.  Alle  eqnazioni  differenziali  di  I  or- 
dine  e  grado  superiore,  a  variabili  separate,  h  dedicata  la  seguente  eezione 
lY,  e  la  V  a  quelle  di  I  ordine  e  I  grado,  in  cxii  le  yaiiabili  si  possono 
separare  con  semplici  operazioni  algebriche.  L'  ultima  sezione  deU'  opera 
manfrediana  e  quella  di  maggior  valore,  perche  contiene  una  Serie  di  arti- 
fici  mediante  cui  si  possono  separare  le  yatiabili  in  certe  equasioni  diffe- 
renziali   Ecco    quali   sono  e  quali   operazioni   il   Manfbedi  suggerisce    di 

applicarvi: 

03  dt/ 

ydx — xdy^^aydy\  s'  integra  scrivendola:  ri  — =  «  --; 

ydx  —  xdy^  fiy)yäy\  s'  integra  scrivendola:  £?  -  ■=  '-^-^ »« 1 5 
adx^^ydy  —  xdy\  s'  integra  colla  sostituzione  y'=a log z; 

a^dy  ^^'bq>{x)dx'\-  ^  {x)y  dx\  posto  z  =  f  — -^ —  V  equazione  data  puo 

.    zdy  —  ydz         hibdz 
scnversi:  ■ — - — 5^ —  =  — = — ; 


.1— « 


h^'^^dy  «»  &"~^  tp{x)  dx-\-'^  {x)y^dx\  colla  sostituzione  y  =  — jp  si  riduce 

alla  forma  precedente^^). 

Bastino  questi  cenni  a  dimostrare  come  a  Gabbribllo  Manfrbdi  non 
si  possa  negare  un  bei  posto  nella  storia  del  calcolo  integrale:  egli,  infiitti, 
non  solo  determin^  la  natura  analitica  di  un'  importante  classe  di  integrali,  non 
solo  cerco  di  mettere  un  po'  d'  ordine  nelle  cognizioni  che  a^eyano  i  g^- 
metri  del  tempo  suo  intomo  alla  costruzione  delle  equazioni  differenziali 
di  I  ordine,  ma  suggeri  dei  metodi  per  integrare  tali  equazioni,  che,  per 
la  loro  genialita  ed  estensione,  costituiscono  un  yero  progresso  deir  analisi 
matematica. 

Bitomiamo,  dopo  questa  digressione,  al  tema  proprio  del  presente  la- 
yoro  per  osseryare  che  il  Giomale  di  letterati  d!  Italia  merita  di  essei^e 
annoyerato  fra  le  fonti  preziose  a  cui  deye  atUngere  lo  storico  della  mate- 
matica —  oltrech^  pei  lavori  originali,  di  cui  presentammo  T  elenco  completo, 
e  per  le  biografie  di  uomini  illustri  che  contiene  —  per  le  abbondanti  infor- 


16)  Anche  le  eqnazioni  analoghe  i  cui  primi  membri  sono  yäx  -\-  xdy 
sono  iücidentalemente  confäderate  dal  nostro  antore  che  le  integra  scriyeado 
qoei  primi  membri  d(xy), 

17)1   metodi    del   Manfrbdi  furono    ulteriormenie    svolti    ed    ampliati   da 

J.  UiccATi  (v.  0.  i?.,  T.  I,  p.  433  e  sag.). 
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mazioQL  ivi  sparse  intorno  alle  opere  matematicbe  che  videro  la  luce  in  Italia 
nella  prima  meta  del  See.  XYIU,  opere  in  gran  parte  sepolte  negli  scaffali 
deUe  nostte  biblioteche  e  che  (al  pari  di  qiiella  del  M^NFRsm)  aono  in  pro* 
cinto  di  scomparire  dal  catalogo  di  quelle  che  Begnaoo.  nn  passo  in  avanti 
sei  oammino  obe  gnida  alla  Yerita.  Taccio  dei  docnmenti  iyi  analizzati 
riferentisi  ad  una  qnestione  dihattata  con  tenacia  e  vivacita  tra  il  celebre 
Abate  camaldolese  Guido  Qrandi  ed  AiiBSSANORO  Marchetti,  oggi  ricordato, 
meao  cöme  fisico  e  matematico^  che  come  elegante  traduttore  di  LuoRSZio^^); 
e  fo  rapido  cenno  di  una  maeohina  aritmetica,  differente  da  quelle  di 
Pascal  e  Leibniz,  che  il  Maicbese  Giovanni  Foleni.  ha  immaginata^^)  e 
di  cui  il  Criomäle  riferisee  una  descrizione  diffusa  e  fedele^).  Yoglio  poi 
richiamare  1'  attenzione  di  chi  legge  sulla  versione  latina^^)  eseguita  a 
Padoya  degli  iCJ^ments  de  geomärie,  suivis  d^  un  traue  des  logarithmes  del 
DucA  DI  BoRGOGNA  (1682  — 1712)*^),  il  ben  noto  discepolo  di  F^n^lon, 
che  fu  padre  di  Luigi  XY.  Dalla  particolareggiata  analisi  inserita  nel 
Giomcäe^)  degli  ^Elementi  geomärici  del  Serenissimo  duca  di  Borqogna, 
la  cui  morte  immatura  ha  tronche  nel  piü  bei  fiore  V  alte  speranze  che  i 
suoi  popoli  ayeyano  di  lui  concepute'',  si  apprende,  fra  V  altro,  che  in  essi 
„ai  legge  una  dimostrazione  aritmetica  di  Madame  la  duohesse  du  Maine, 
perch^  in  quattro  termini  proporzionali,  il  prodotto  dei  mezzi  sia  eguale 
al  prodotto  degli  estremi'^  Ecco  dunque  un  nuovo  nome  da  aggiungere  a 
quello  dei  rappresentanti  che  il  sesso  gentile  possiede  nelV  assemblea  dei 
cultori  delle  scienze  esatte! 

Mentre  tali  notizie  fomite  dal  CHomale  saranno  g^udicate  forse  da  ta- 
luno  come  oggetti  di  pura  curiosita,  altre  possiedono  un  yalore  difficilmente 
revocabile  in  dubbio,  se  non  altro  perch^  concemono  un  matematico  ormai 
dimenticato;  alludo  a  queUe  relative  alla  seguente  opera:  Ludovici  a  Bipa, 
astronamiae  ac  metereologide  in  gymnasio  patavino  professoris^  Miscdlanea 
(Venetii8l725).  Orbene  dalF  analisi  fetta  di  esse  nel  Giormüe  d^leäerafi^) 
apprendiamo  come  nella  Miscellanea  siano  contenute  delle  ricerche  di  cal- 


18)  Chi  desidera  notiue  sn  di  lui  riccorra  all'  Elogio  del  Signare  Alessandro 
Marchetti  in  Giomale  de'  Letterati  d'Itdlia,  T.  XXI,  1716,  p.  213—260. 

19)  loANNis  PoLKwi  Miscellanea:  hoc  est  l  Dissertatio  de  Barometris  et  Ther- 
fnometris.  II  Maehinae  Arithmeticae,  ^jusque  usw  deseriptio.  TU.  De  Sectionibus 
Ckmieis  FaraUeHorum  in  Horologiis  Sokmbm  Tractatus,  Venetüa,  1709. 

20)  T.  I,  p.  381—386. 

21)  Serenissimi  Burgundiab  Ducib  Elementa  Geometrica,  ex  GaUico  sermone 
in  Latinum  translata  ad  usum  Seminarii  Patavini,  etc.    Patavii  1713. 

22)  Deir  originale  non  mi  h  nota  che  una  edizione  parigina  del  1728. 

23)  T.  XIV,  1713,  p.  293—316. 

24)  T.  XXXVn,  1725,  p.  269—272, 
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colo  integrale  aventi  per  tema  gli  oito  teoremi  che  Giovanni  Bernouij:«! 
ha  ennnciati  nella  chiusa  della  memoria  Clar.  Tatlori  maüiematici  angU 
Problema  ancd^Ucum,  quod  onmihus  geometfis  non  cmglis  proposuü,  soltUum 
{Ada  erud,  lAps,,  1719,  p.  256;  oppure  Joh.  Bernoulli,  Opera  omnia^ 
1742,  T.  n,  p.  402).  Qnesti  teoremi  farono  dimostrati  sin  dal  1720  da 
NicoLÖ,  figlio  di  Giovanni  Bernoulli  (v.  Acta  erud.  Lips.  1720,  p.  471 ; 
oppnre  Jon.  Bernoulli,  Opera  omnia,  1742,  T.  II,  p.  419),  onde  le  di- 
mostrazioni  ordite  collo  stesso  intento  dal  Kipa  non  hanno  il  pregio  della 
novita.  Ma  egli  ha  di  piu  osservato  che  gli  otto  integrali  di  cni  parlano  i 
teoremi  del  Bernoulli  sono  tatti  compresi  nel  Segmente 


/ 


e+fx^ 


e  che  i  casi   d'  integrabilita    contemplati   dal    celebre  geometra  di  Basilea 
corrispondono  al  snpporre  intero  e  positive  nno  dei  numeri  seguenti: 

m  +  1  —  q  —  nq 


1 

1        •" 

«+1        , 

—  m—l  +  q 

9 

9' 

9             ^' 

« 

Tali  condizioni  sono  sufficienti,  ma  non  necessarie,  griacch^  e  noto  che 
(prescindendo  dal  caso  di  n  intero),  per  1'  integrabilita  basta  sia  intero 
(anche  negative)  nno  dei  numeri 

w  +  1       w  +  1 

— ■ — ,     — n . 

q      '  q 

Tuttavia  V  osservazione  del  Ripa  ha  il  sno  valore,  perche  serve  di  ponte 
fra  le  indagini  del  Bernoulli  e  V  antica  osservazione  di  Newton'^),  che 

faz^  {e  +  fziy  dg 

e  esprimibile  sotto  forma  finita  quando  h  an  namero  intero  positivo; 

essa  segna  una  tappa  nella  via  che  condnsse  alla  teoria  deir  integrazione 
dei  differenziali  binomi. 

Le  indagini  del  Bipa  di  cui  ora  facemmo  cenno,  come  quelle  del  Man- 
fredi  anteriormente  schizzate,  sono  altrettante  testimonianze  dell'  interesse 
che  provarono  gl'  Italiani  pei  nuovi  calcoli,  sono  altrettanti  titoli  per 
valutare  il  contributo  che  essi  diedero  alla  costituzione  del  calcolo  integrale. 
II  non  trovare  cenno  di  tali  investigazioni  nelle  migliori  storie  delle  mate- 
matiche,  mostra  come  a  ragione  Scipione  Maffei  lamentasse  la  poca  dif- 
fusione  che  a  suoi  tempi  avevano  in  Europa  le  opere  italiane.    „Ha  certa- 


25)  Cf.  Cantor,  Vorlesungen,  T.  III,  p.  179. 
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mente*',  egli  scriyeva^),  ,4'  Italia  di  che  prender  meraviglia  non  che  d'  in- 
centivo,  neir  applicazion  loro  (degli  stromert)  teile  bell'  opere,  neU'  ntilissime 
e  dottissime  imprese:  ma  siaci  permesso  dire,  che  qnalche  cosa  pur  manca 
in  qnelle  parti,  doye  de'  libri  Italiani  non  si  prende  ctira.  Parrebbe  in- 
credibil  talvolta,  che  in  paesi,  doye  fin  dell'  altro  Emisfero  tntte  le  notizie 
abbondano,  di  molte  cose  d'  Italia  si  resti  non  di  rado  all'  oscnro.  Vi  si 
udira  per  modo  d'  esempio  spacciar  per  naoya  osseryazione,  o  dottnna,  che 
in  Italia  h  gia  trita;  yi  si  pnblicheranno  opinioni  o  distratie  gia,  o  rese 
almeno  in  libri  Italiani  molto  ambigue,  senza  ayer  di  esse  alcnn  Itune;  non 
yi  si  conosceranno  opere  di  sommo  prezzo  in  materie,  delle  quali  tatto  di 

si  scriye Degninsi  dunque  quei  brayi  e  yiyaci  spiriti  di  affatioarsi  alcun 

poco,  per  ben  comprendeme  {de[la  lingua  italiana)  la  forza,  e  non  credano 
di  poca  cnriosita  i  nostri  libri ,  ma  ci  restitaiscano  almeno  in  parte  quell' 
onore,  che  noi  facciamo  a  i  loro,  de'  quali  cosi  grand'  estimazione  ginstamente 
abbiamo,  e  per  godere  i  quali  ne'  lor  natiyi  linguaggi  non  pochi  tra  noi  ben 
impiegata  stimano  ogni  fatica.*^ 

n. 

Mentre  il  CHomaHe  de'  letlerati  ayeya  per  iscopo  precipuo  di  dare  notizie 
intomo  al  moyimento  del  pensiero,  in  tutti  i  campi  oye  esplica  la  sua  at- 
tiyita,  un'  altra  pubblicazione  periodica  italiana  dello  scorso  secolo  ebbe  per 
intento  di  adunare  quegli  scritti,  sopra  questioni  speciali,  che,  per  la  loro 
piccola  mole,  risohiayano  di  andare  dispersi  e  poi  dimenticati.  Tale  Bac- 
coUa  ebbe  dunque  un  indirizzo  somigliante  a  qneUo  che  possiedono  gli 
odiemi  Atti  accademici;  anzi  1'  importanza  di  essa  proyiene  in  massima 
parte  appunto  dall'  essere  sorta  in  un'  epoca  in  cui,  al  di  qua  delle  Alpi, 
non  erasi  ancora  cominciato  a  stampare  regolarmente  i  layori  dei  yari  so- 
dalizi  scientifici;  si  pu6  perfino  asserire  che  fu  il  successo  da  cui  essa  yenne 
coronata  che  persuase  dell'  opportunita  delle  pubblicazione  di  questi^).  E  non 
deye  essere  cagione  di  alcuna  merayiglia  il  constatare  che  essa  declini,  sino  a 
perdere  qualunque  yalore  scientifico,  quando  la  Corporazione  fondata  a  Torino 
da  Lagrange,  la  Societa  Italiana  delle  Bcienze,  le  Accademie  di  Bologna,  Siena 
e  Napoli,  nonch^  le  altre  associazioni  congeneri,  cominciarono  a  dar  fuori 


26)  Osservaeumi  letterarie  che  passono  servir  di  continuagiane  dl  GiornäU  de' 
Letterati  d' Italia,  T.  I,  1787,  p.  XIX— XX. 

27)  Lo  fa  credere,  fra  Faltro,  alcane  parole  8critte  al  CaloqerI  dal  Muratori 
addi  15  Giagno  1746,  oye  egli  dice  «d'ayere  tra  s^  conchiuso  che  ancbe  lltalia 
iavrebbe  ingegni  da  i)oter  gareggiare  coi  Signori  Accademici  di  Parigi,  se  yi  fosse 
Chi  pagasse  e  rannasse  i  nostri  d'Italia>.  Sono  riferite  dal  Maxdelli  nelle  Memorie 
citate  nella  segaente  nota. 
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qttei  Yolumi  di  tiietnorie,  ove  sono  räccolti  i  maggiori  coiii;nbuli  dati  dall' 
Italia  alla  matematica  in  queat'  ultimo  secolo. 

La  Baccolta  di  oui  Yogliamo  ocouparci  fu  compilata  dal  Fadre  D.  An- 
QELo  GaiiOQera  (uato  il  7  Settembre  1699,  morto  11  26  Settembre  1766^ 
durante  tutto  il  primo  periodo  di  vita  che  ebbe;  la  di  Ini  benefioa  aziooe 
Si  estese  ancfae  al  pnmi  qulndici  volrüni  della  Nuova  Baccolta,  cbe  ne  rap- 
presenta  11  secondo  periodo;  alla  xDorte  fa  surrogato  da  D.  Fortunato  Man- 
DEiiLi.  Ad  addosaarai  11  grave  carioo  della  direzione  della  BaccoUa^)  il 
Caloobra  fu  sorretto  cosi  yalidameute  da  Oatbrino  Zbko,  che  questi  ,^ 
puo  asserire  esaere  atato  V  autore  dl  quest'  opera,  aYendonfi  stimolaio  il 
P»  CALoaRitAY  e  oontinuaiuente  somminlstratl  dottifisiiui  opnscoli.»  Ebbe  poi 
validl  ajutl  dal  celebre  medloo  Antomio  Yallisnbri,  dall'  Ab.  Facciolati 
(Padova),  da  D.  M.  Manki  (Flrenze)^  da  L.  A.  Muratori  (Modena),  da 
J.  M,  CoMo  (NapoU)  e  da  altri.  Cbn  tale  brillante  st&to  maggiore  e  col 
concor^o  di  eminenti  collaboratori  (fra  i  quali  apiccano  1  membri  delle  Fa- 
miglie  Fagnano  e  Biccati),  il  Caloqera  fa  in  grado  dl  assicurare  alla 
propria  Baccolta  la  vittoria  sopra  opposizioni  non  rare,  in  ispecie  di  scon- 
giurare  il  pericolo  da  cui  venne  mlnacciata  quando  nel  1740  comincio  a 
Venezia  una  pubblicazione  congenere^). 

Per  porgere  anzitutto  un'  idea  generale  di  quanto,  relativo  alla  mate- 
matica pura,  si  contenga  nella  Baccolta  Calogbba,  diamo  qui  anzittuto 
r  elenco  degli  scritti  su  tale  argomento,  che  essa  contiene: 

Baccolta  di  Opuscoli  sdcntifici,  e  filologici  51  Vol.  in  18°.  Venezia 

1.  P.  Thomabpii  Maphaei  de  usu  Matheseos  in  Theologiois,  et  diversa 
circa  principium  universale  statioum  Galilaei  et  Cartesii  sententia.  Disser- 
tationes  duae  epistolares.     T.  II,  1729,  p.  355 — 468. 

2.  Metodo  per  trovare,  quelle  curve,  nelle  quali  1'  angolo  fatto  dalle 
corde  (che  partono  tutte  da  un  punto)  e  dair  asse  sta  all'  angolo  fatto 
dalle  normali  alla  curra,  e  dal  medesimo  asse  in  data  ragione  di  numero 
a  numero.  Sch^diasmi  due  del  Sig.  Conte  Giulio  Carlo  de'  Faonant. 
T.  m,  1730,  p.  5—28.  Schediasma  tenso.  T.  VII,  1732,  p.  1-— 27.  [Bi- 
prodotti  in  P,  M.,  T.  H,  p.  375—402.] 


28)  Per  maggiori  particolari  si  ricorra  alle  Memorie  della  vita,  del  P.  D. 
Angiolo  CALOGEiLk  scrüte  dal  Padre  Uttore  D.  Fortunato  Majndblli  (Ntiova  Bac- 
colta, T.  XXVIII,  p.  3—78). 

29)  Dianzi  il  CaloqeiU,  sotto  11  pseudonimo  di  Giovanki  AnobIiI  aveva  pub- 
blicato  a  Venezia  due  Yolomi  della  Storia  lettcraria  d^ Europa ^  tradotti  dalla 
lingua  Franceae  neW  Itäliana  e  due  del  Giot'nale  de'  letterati  di  Europa  per  9er^ 
vire  di  continuaeione  alla  Storia  letteraria  d* Europa, 

SO)  La  Miscellanea  di  varie  Operette, 
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3.  Osseirazioni  sopra  il  Secondo  e  Teno  Schediasma  del  Conte  Oiulio 
Cablo  de'  Faonani  in  cui  si  h  data  la  costmzioiie  algebraica  di  quelle 
cnrre,  nelle  quali  Y  angolo  fatto  dalle  corde,  e  dall'  asse,  sta  all'  angolo 
fatto  dalle  normali  alla  curva,  e  dall'  asse  in  ragione  costante  di  numero 
a  numero,  del  medesimo  Conte  de'  Fagnani.  T.  X,  1734,  p.  1 — 12.  [V.  P.  M. 
p.  403—407.] 

4.  Osservazioni  sopra  la  descrizione  della  cicloide  geometrica  primaria, 
che  serve  d'  esempio  nel  terzo  Schediasma  del  Conte  GiuijIO  Cablo  de' 
Fagnaki,  circa  la  maniera  di  costruire  quelle  curve,  neUe  quali  Y  angolo 
fatto  dalle  corde,  e  dall'  asse  sta  all'  angolo  fatto  dalle  normali  alla  curva, 
e  dall'  asse  in  una  data  ragione  di  numero  a  numero;  con  altre  osservazioni 
sopra  la  Lemniscata  dello  stesso  Conte  de'  Fagnani.  T.  X,  1734,  p.  13 — 26. 
[P.  Jtf.,  T.  n,  p.  408—414.] 

5.  Teorema  generale,  da  cui  si  deduce  la  giusta  determinazione  de' 
premi  doTuti  in  ogni  sorta  di  Lotti  all'  uso  di  Boma,  per  ogni  sorta  di 
combinazioni  di  numeri,  che  in  essi  possa  giocarsi,  anche  con  la  condizione 
che  i  numeri  delle  combinazioni  da  giocarsi  serbino  un  luogo,  o  sia  ordine 
fisso  neir  estrazione.  Del  Conte  Oiulio  Carlo  de'  Fagnani.  T.  XII,  1735, 
p.  473—491.  [P.  M.  T.  I,  p.  497—605.] 

6.'  Due  nuoye  maniere  di  risolvere  algebraicamente  1'  equazioni  qua- 
dratiche.  Del  Conte  Oiulio  Carlo  de' Fagnani.  T.  Xu,  1735,  p.  493 — 503. 
(P.  M,    T.  I,  p.  465—469.] 

7.  NuoYO  metodo  per  risolvere  algebraicamente  1'  equazioni  del  quarto 
grado,  applicabile  anche  alla  resoluzione  dell'  equazione  del  secondo  grado, 
de  Co:  Oiulio  Carlo  de'Fagnani.  T.  Xm,  1736,  p.  107— 118.  [P. -flf ., 
T.  I,  p.  470—475.] 

8.  Nuova  maniera  di  risolvere  algebraicamente  1'  Equazioni  cubiche, 
dedotta  dal  nuovo  metodo  di  risolvere  1'  Equazioni  del  quarto  grado,  del 
Conte  Oiulio  Carlo  de' Fagnanl  T.  XIV,  1737,  p.  227—240.  [P.  Jlf., 
T.  I,  p.  476—482.] 

9.  Altro  nuovo  metodo  per  la  resoluzione  algebraica,  del  Conte  Oiulio 
Carlo  de'Fagnani.   T.  XV,  1737,  p.  507—530.  [P.  -flf.,  T.  I,  p.  483—493.] 

10.  Due  teoremi  da'  quali  si  deduce  la  risoluzione  analitica  d'  infinite 
spezie  d'  equazioni  sempre  piü  composte  in  infinite,  e  la  sezione  indefinita 
degli  archi  circolari  mediante  alcune  formole  generali  e  finite,  del  Conte 
Oiulio  Carlo  pb'  Fagnanl  T.  XVHI,  1738,  p.  275—316.  [P.  M.,  T.  ü, 
p.  426—443.] 

11.  Soluzione  fatta  dal  Sig.  Conte  Oiulio  Carlo  de'  Fagnani  d'  un 
problema  propostogli  dal  Reverendiss.  Padre  Abate  Esgenerale  D.  Ouido 
Orandi.     T.  XIX,  1739,  p.  369—385.  [P.  M.,  T.  H,  p.  212—217.] 

Abh.  cur  Geioh.  d  Mathem.   IX.  17 
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12.  De  parabolis  et  hjperbolis  ex  novo  solido  secandis.  Epistola  Be- 
Terendissimi  P.  Guidonis  Grakdi  Camaldaensis  Abatis  ex~generalis  ad  Ad. 
Bever.  P.  Pbtrum  ürsbolum  a  Ponte  Lectorem  Camaldaensem.  T.  XXII, 
1740,  p.  29—36. 

13.  Bisposta  alla  dissertazione  del  Sig.  Niccolo  Bbrnulli  inserita  nel 
Tomo  IX  de'  Supplementi  agli  Atti  di  Lipsia.  Del  Sig.  Conte  Gian  Fran- 
cesco Onorio  de'  Fagnaki.     T.  XXHI,  1741,  p.  67 — 111. 

14.  Lettere  di  Galileo  Galilei  al  Padre  F.  Fuloenzio  Migahzio  Ser- 
vita.    T.  XXVI,  1742,  p.  477—498. 

15.  Varia  soluzioni  d'  tm  problema  concevBente  il  Metodo  de'  Minimi 
del  Conte  Giulio  Carlo  de'Faonani.  T.  XXVn,  1742,  p.  377— 405.  [P.M., 
T.  II,  p.  218—232.] 

16.  Jacobi  Callixti  IteRooMATis  Quadratttra  trianguli  mixtilinei  ex 
methodo  indivisibiliaiii.     T.  XXXI,  1744,  p.  301—305. 

17.  Secnlaria  Torricelliana  ab  Georgio  Mathia  Böse  iudicata,  T.  XXXII, 
1746,  p.  1—29. 

18.  Georoiae  Mathiae  Bosae  Secnlaria  Torricelliana  Oratio.  T.  XXXII, 
1745,  p.  31—58. 

19.  Metodo  generale  per  ritroyare  infinite  serie  di  triangoli  rettangoli, 
di  cui  non  sono  che  casi  particolari  i  proposti  da  Pitagora,  e  da  Platone. 
Lettera  de'  Signori  Conti  Girolamo,  e  Giuseppe  Binaldis  al  Beyerendissimo 
Padre  D.  Giacomo  Stallini  C.  B.  S.  cbiarissimo  Professore  di  Filosofia 
morale  nell'  Uniyersita  di  Padova.     T.  XXXV,  1746,  p.  337—354. 

20.  Saggio  di  nna  nuoya  teoria  dei  numeri  figurati,  e  del  loro  yario 
U80,  massimamente  nella  somma  delle  serie  infinite.  Dissertazione  dei  Signori 
Conti  Girolamo,  e  Giuseppe  Binaldis  Nobili  del  Sacro  Bomano  Impero. 
T.  XXXVm,  1748,  p.  147—224. 

21.  Guidonis  Ferrarii  Soc.  Jesu  de  P.  Thoma  Ceya  ejusdem  Societatis 
Commentarius.     T.  XLIV,  1750,  p.  267—278. 

22.  De  numeralimn  notarum  minuscalarom  origine.  Dissertatio  mathe- 
matico-oritica.     T.  XLVIII,  1753,  p.  19—110. 

23.  Sopra  la  soluzione  inserta  negH  Atti  di  Lipsia  del  mese  di  Marzo  1750 
del  problema  algebraico  proposto  nel  Mese  di  Ottobre  1749.  T.  XLVIII, 
1753,  p.  235—240. 

24.  Lettera  dell'  Ab.  D.  Gaetano  Marzagaglia  al  cbiarissimo  Signor 
Gabriel  Manfredi,  Matematico  prestantissimo  e  Segretario  del  Senato  di 
Bologna.     T.  XLIX,  1753,  p.  143—157. 

Nuova  Baccölta  ä!  OpusooU  scientifid  e  filologici.     48  Vol.  in  18®. 
Venezia. 

25.  Lettera  del  Signor  Giovanni  Galfi  al  Signor  Flavio  Ganqini  con- 
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tenente  alcune  osservazioni  intorno  tre  articoli  delF  opera  del  Signor  Colin 
Maclaurin  sopra  il  Caleolo  delle  Flnssioni.     T.  I,  1755,  p.  221 — 237. 

26.  Riflessioni  in  occasione  dello  scritto  del  Signor  Bermanno  inserto 
negli  Atti  di  Lipsia  delF  anno  1752,  mese  di  Novembre,  sopra  il  Problema 
Algebraico  proposto  in  detti  Atti  nell'  anno  1749,  mese  di  Ottobre.  Si 
dk  qul  la  soluzione  d'  altri  problemi  consimili,  con  i  Teoremi  Algebraici, 
onde  essi  problemi  dipendono.  Del  Signor  Giulio  Carlo  Toschi  di  Faqnano, 
Marchese  DI  sant'  Onorio.     T.  n,  1756,  p.  403 — 433. 

27.  Multisezione  degli  arcbi  di  cerchio  per  approssimazione  secondo  un 
certo  genere  di  numeri  impari,  del  Signor  Marchese  di  Sant'  Onorio  Giulio 
de'  Toschi  di  Fagnano.     T.  IV,  1758,  p.  205—213. 

28.  NoYxim  arcuum  parabolae  Apollonianae  Mensurae.  Auetore  Archi- 
diacono  Johanne  Francisco  de  Tuschis  de  Fagnano  ex  Sancti  Honorii 
Marchionibus.     T.  XVn,  1768;  opuscolo  V  di  pag.  17. 

29.  Integratio  quorundam  quantitatum  differentialiom  qnae  originem 
babent  a  lineis  quae  ad  circuluin  refertor.  Anctore  Arcbidiacono  Johanne 
Francischis  de  Tuscms  a  Fagnano  etc.     T.  XXTT,  1772;  op.  I,  p.  16. 

30.  Beductio  fnnctionnm  trascendentaliam  simplicioin;  quae  a  Circulo 
petentur,  et  quomm  uniyersalior  est  usus.  Auetore  Arcbidiacono  Johanne 
Franoi8chib  de  Tusches  a  Fagnano.     T.  XXII,  1722;  op.  n,  p.  19. 

31.  Tbeorema  calculi  integralis.  Auetore  Arcbidiacono  Francisco  de 
Tuscms  Fagnano.     T.  XXTT,  1772;  op.  m,  p.  35. 

32.  Delle  figure  piane  isoperimetre  contenenti  le  massime  superficie. 
Dissertazione  del  Sig.  Co:  Giordano  Eiocatl  T.  XXIII,  1772;  op.  VIII, 
pag.  14. 

33.  Della  maniera  di  costruire  un  Portico,  cbe  ascende  lungo  un  piano 
inclinato  all'  orizzonte.  Dissertazione  del  Sig.  Co:  Giordano  Biccati. 
T.  XXm,  1772;  op.  IX,  p.  6. 

34.  Demonstratio  circuli  quadraturae  ex  infinita  quorundam  rectangu- 
lorum  Serie  a  Cartesio  olim  deductae,  atque  in  ejusdem  Opusculis  postbu- 
mis  absque  demonstratione  editae.  Auetore  Arcbidiacono  Johanne  Francisco 
de  Tuschis  a  Fagnano.     T.  XXIV,  1773;  op.  V,  p.  17. 

35.  Dissertazione  del  Sig.  Co:  Giordano  Biccati  cbe  lo  studio  delle 
Matematicbe  non  fayorisce  la  miscredenza.    T.  XXYIU,  1775;  op.  Y,  p.  14. 

36.  Lettera  contenente  alcune  riflessioni  sopra  un  passo  del  Tomo  I 

del  nuoYO  Giornale  d'Italia  stampato  in  Modena.    Lettera  air  autore  della 

relazione  delle  Istituzioni  analiticbe  delF  Ab.  Co:  Vincenzo  Biccati,  inserita 

nel  nuovo  Giornale  d'Italia,  Tomo  I,  11  e  HI.  —  T.  XXX,  1776;  op.  HI, 

pag.  25. 

17* 
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37.  Nnova  maniera  di  costniire  le  Scale  ellittiche.  Del  Big.  Co: 
GioitpANO  RiccATi,  T.  XXXV,  1780;  op.  VI,  p.  8. 

Dei  lavori  teste  enmnerati  nno  si  riferisce  alla  storia  propriamente 
detta  (b.  22),  toccando  quella  parte  del  nostro  sistema  di  numerazione  che 
si  suol  chiamare  «questione  Boeziana»;  Th.  H.  Mabtin  lo  ha  ricordato  neue 
sue  Becherd^es  nouvdles  cancemant  les  angines  de  notre  syaUme  de  num^a- 
tion  Scrite  (Bevne  Arch^logique,  T.  XJH,  1857;  nota  (3)).  Due  altri 
(nn.  1  e  35)  concernono  la  filosofia  delle  matematiche,  ed  h  facile  capire 
perch^  noi  non  ci  arrestiamo  ad  esporne  il  contenuto.  Additiamo  di  sfoggita 
alcnne  lottere  di  Galileo  (d.  18),  la  cni  pubblicazione  non  troyammo  segna- 
lata  neir  Indice  cronölogko  del  Carteggio  Gälüeiano  per  cura  di  Antonio 
Fayaro  (Firenze,  1896);  altrettanto  facciamo  per  alconi  scritti  comme- 
morativi  (nn.  17  e  18),  biografici  (n.  21)  o  concementi  le  applicazioni 
della  geometria  alF  architettura  (nn.  33  e  37).  E  passiamo  ad  esporre  una 
succinta  analisi  di  quanto  di  interessante  abbiamo  incontrato,  leggendo  gli 
altri  articoli  ndminati. 


Algebra  e  Trfgonometria. 

Metodi  ideaU  dal  Conte  di  Fagnano  per  risölvere  le  eqtumoni  di  2®, 
3®  e  4^  grado.  Alla  risolozione  delle  equazioni  di  2^,  3^  e  4^  grado  il 
Conte  di  f^agnano  ha  dedicate  le  memorie  nn.  6,  7,  8  e  9  e  parte  di  quella 
che  reca  il  n.  10;  le  prime  quattro  sono  semplicemente  citate  dal  Mat- 
THiESSEN  {Grtmdzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra  der  litterälen 
Gleichungen,  Leipzig  1878,  p.  975).  —  Qnella  che  reca  il  n.  6  si  riferisce 
esclnsivamente  ad  equazioni  di  2^  grado  e  contiene  due  nuovi  metodi  per 
risolverle,  che  risultano  dalle  seguenti  formole: 

2&  2&aj  46«  46"ic" 


I. 


rr*  -f-  6*  =  ao; , 


a 


6"  +  a;*' 


(6* +  «•)"' 


^         a*   ~  U*  +  6V  ' 


a;*  — 


«*  + 


6»        =^  r  a» 


(1) 


X 


2 


IL 


rc*  +  6^  =  aic, 
46 


x^  +  26a;  +  6^  =  (a  +  26)ir, 


a  +  26 


=  1 


46a; 


a  —  26 


(6  +  a)« '  a  +  2  6 

rc  —  6  ,1  /är—  26 


x  +  h 


-±w. 


+  26 
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(2)  ,  ^  j,V^L±y^}^  ^  s^^ 

Pin  importante  e  la  memoria  n.  7,  ove  il  Fagnano  scioglie  in  vari  modi 
Feqnazione  biqnadratica  completa 

(3)  0  =  mx*  +  ^**  +  P^^  +  ?^  +  ''j 
combinandola  colF  identita 

(4)  (zx^  +  yx  +  uy  =  jerV  +  2eyx^  +  (y*  +  2ä?w)x*  +  2yux  +  u^ 

cioe  addizionando  alla  (4)  la  (3)  moltiplicata  per  una  nnoya  qnantita 
ausiliare  t,  Si  faccia  anzitntto  t  ^^  y  e  si  disponga  di  jer  e  u  in  modo  che 
neir  eqnazione  risnltante 

(zx^  +  y^  +  «)*  =  (ä?*  +  my)  a^  +  (2;8fy  +  ns^)  jc*  +  (y^  +  2je  w  +  pij)  x^ 

+  {2yu  +  qy)x  -\'  (u*  +  zy) 

ML 

scompajano  i  termini  secondo  e  qnarto.  Cio  esige  si  assnma  z  =  ^ —  - , 
u  =  —  —• ;   allora  qnesta  diviene 

E  affinch^  il  secondo  membro  risnlti,  come  il  primo  e,  nn  qnadrato  perfetto 
y  si  deve  scegliere  per  modo  cbe  si  abbia: 

esegoiti  i  calcoli  si  ottiene  nn'  eqnazione  (risolyente)  in  y  di  3^  grado, 
mediante  la  quäle  la  risolnzione  deir  eqnazione  proposta  e  ricondotta  a 
qnella  di  eqnazioni-  qnadraticbe.  AUo  stesso  risnltato  si  perviene  facendo 
t^  —  4r  e  disponendo  di  |/  e  u  in  modo  cbe  nel  secondo  membro  deir 
eqnazione  risnltante  mancbino  i  termini  in  o?^  e  rc^;  oppnre  facendo  t^=  —  4  m 
e  disponendo  di  ^  e  t«  di  maniera  che  nel  secondo  membro  dell'  eqnazione 
ottenuta  mancbino  i  termini  in  s^  e  s?,^^) 

ün  concetto  somigliante  e  applicabile  alF  eqnazione  generale  del  2^  grado 

(5)  0  =  wa;* -|- ttx +1^1 

•  ^ 

31)  Cf.  Matthibsssn,  op.  cit.  p.  321. 

32)  y.  anche  Tarticolo  Formöla  generale  per  la  resoluzione  analUica  delle 
equazümi  del  4^,  del  3^  e  del  2^  grado  (P.  M.,  T.  11,  p.  444—449)  ove  il  Faonano 
sfrutta  in  modo  analoge  le  segaente  identita 

[.•+¥+i(.+f  +  f)]=^-+-+(^'+f+f+|)- 
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che  il  Faonäno  accoppia  all'  identita 

(6)  (yx  +  uy  -==  y^x^  +  2yux  +  u* , 
derivandone  la  seguente: 

(yx  +  uy  =  (y*  —  n»e)  x^  +  (2yi«  —  nf)  J5  +  (w*  — pt) 

e  facendo  una  volta  ^  =  u=|),  y*=Y»  ^^*  seconda  yolta  t  =^  y  ^=  m^ 
u  =:  -^ :  in  entrambi  i  casi  ottiene  la  formola  nota. 

Piu  riposta  e  Tapplicazione  del  medesimo  concetto  alF  equazione 
generale  di  terzo  grado: 

(7)  a;*  +  w^* +i'^  +  3  =  Ö; 

il  Faonai^o  la  ottiene  (n.  8)  moltiplicando  quest'  equazione  pel  binomio 
X  '\'  y^  ^  combinando  quindi  la  equazione  risultante 

0  =  ic*  +  (n  +  ^)  a;'  +  (jp  +  ny)  a;*  +  (g  +  py)  x  +  gy 

coir  identita 

Per  brevita  passo  sotto  silenzio  la  risoluzione  dell'  equazione  cubica  esposta 
dal  Fagnäno  nella  memoria  n.  11;  con  maggior  ragione  fo  altrettanto  di 
quella  che  egli  fece  conoscere  nel  T.  I  (p.  494 — 496)  delle  P.  JSf.  perche, 
in  ultima  analisi,  non  differisce  dalla  notissima  soluzione  di  Hudde,  modi- 
ficata  da  Lagrakob.  ^)  Ma  non  e  lecito  il  non  indicare  il  metodo 
esposto  nella  memoria  n.  10,  che  sembra  superiore  a  tutti  gli  altri, 
se  non  altro  perche  mette  in  luce  meridiana  il  fatto  che  risolrere  un' 
equazione  altro  non  e  che  trasformame  il  primo  membro. 

n  fondamento  di  questo  metodo  risiede  nel  seguente  teorema:  «Dalla 
equazione 

(8)  2yc'«-i  =  (o;  +  -y/x^  +  c*)^+  {x  —  Yx^  +  c^f 
scaturisce  Taltra 

l_i  1  ^1 

(9)  2xc-      ==(y  +  Vy^^^y  +  {y-yy'  +  (^)''^' 

II  Faqnano  lo  dimostra  con  semplici  trasfoiTnazioni  algebriche  ed  in- 
yita  il  lettore  a  paragonarlo  con  quanto  il  de  Moiyre  espose  neir  articolo 
Äequationum  quarundam  pote^tates  etc.  (Phil,  Transadions^  No.  309,  1707; 
oppure  Ada  erud,  Febbrajo  1709),  articolo  di  cui  egli  afferma  avere  avuto 


33)  Cf.  Matthiessen,  p.  427. 
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conoscenza  dopo  di  essere  giunto  a  quel  teorema.  —  Ciö  posto,   se  nella 

(8)  (9)  si  prendono  i  segni  superiori  e  si  snppone  a  =«  3, j-  =p ,  —  x  ^  ^^  ^j 

la  prima  diviene 

cioe  r  equazione  generale  di  terz'  ordine  priya  del  secondo  termine,  e  la 
seconda  da 

che  e  la  nota  formola  di  Gardano.  —  n  Fagnano  agginnge  che  simil- 
mente  si  pno  risolvere  V  equazione  di  secondo  grado 

e^  -{- pz  -^  q  =  0] 

bisogna   percio    previamente    trasformarla   in    una    biquadratica,    ponendo 
z  =  x\ 

Poich^  il  Fagnano  e  assai  meno  noto  come  algebrista  di  quel  che  sia 
come  analista,  ci  sia  lecito,  prima  di  abbandonare  questo  argomento,  di 
attrarre  V  attenzione  degli  studiosi  snlla  Soliizione  di  guattro  problemi  ana- 
lUici  da^  guali  si  deduce  con  metodo  uniforme  la  resoluzione  deJX  tquammi 
dd  secondo,  del  terzo  e  dd  quarto  grado  (P.  üf.,  T.  ü,  p.  460 — 468).'*) 
Sono  ivi  anzitntto  stÄbilite  le  quattro  segnenti  identita: 

(10)  (a  +  &  +  c)*  =  (a  +  2c)  (a  +  &  +  c)  +  &«  +  a&  —  c*  —  ac. 

(11)  (a  +  fe  +  c)«  =  3c(a  +  fe  +  c)«  +  3  {ah  —  c»)(a  +  6  +  c) 

+  a^+h^'\'(?  —  ahc, 
ri2)     {a  +  h  +  cy  =  (2c«  +  4afe)  (a  +  6  +  cf 

+  (4a«c  +  4&*c)  {a  +  h  +  c) 
+  a*  +  &*  —  c*  —  2a*&*  +  4a&cl 
Paragonando  la  prima  con  1'  equazione 

aj*  =ss  na?  -f-i?, 
si  yede  che  questa  a  quella  si  identifica  ponendo 

x  =  a  -^-h  -\'  c^       a+2c  =  n,       &*+a6  —  c«  —  ac=p\ 
e  da  queste  si  trae  la  solita  formola.     Similmente  la  (ll)  si  puo  identi- 


34)  A  completare  Telenco  dei  layori  del  Faonano  snlla  risolasione  delle 
equazioni  letterali,  citiamo  V Applicazione  delV  algoritmo  nuovo  aila  risolugione 
anälitica  deW  equcusioni  del  secondo  dd  terzo  e  del  quarto  grado  (P.  M.,  T.  I, 
p.  423^64).  L'«  algoritmo  buoyo»  iyi  applicato  pogg^a  sali'  ipofcesi  che  come 
prodotto  di  due  numeri  Py  q,  si  assuma,  inyece  di  4~P9»  ^  qaantitä  — pq\  il 
Faonaho  se  ne  serve  per  dimosirare  che  gli  ordinari  numeri  immaginari  non  hanno 
nolla  di  assurdo. 


1 
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ficaxe  air  equazione  generale  di  3®  grado;  si  ginnge  cosi,  con  metodo 
sostanzialmente  identico,  aUe  formole  stabüUe  dal  Gbunebt  piü  di  un 
secolo  dopo  Fagnano.  '^)  Aggiungiamo  che  analogamente  si  puo  risolvere 
r  equazione  biquadratica,  mediante  le  identita  (12):  tal  modo  di  procedere 
h^  nella  sostanza,  identico  a  qnello  che  porta  il  nome  del  Grunert'^);  ne 
dififerisce  per  cio  solo  che  questi  parte,  inyece  che  dalla  (12),  da  tm'  altra 
identita  congenere. 

Sul  caso  irriducihile,  Nella  memoria  n.  24  iL  Marzaqaolia '^)  espone 
al  suo  maestro  Gabriele  Manfredi  an  procedimento  per  giustificare  la 
presenza  di  qnantita  immaginarie  nelle  formole  cardaniohe  relative  ad  nn' 
equazione  cubica  a  radici  reali;  esso  consiste  nelF  osserrare  che,  posto 
jc  =  2^  -j-  jgf^  per  risolvere  T  equazione  a?  -{-  px  -{-  q'^  0^  bisogna  e  basta 
determinare  due  numeri  tali  che  si  abbia  ^yz  =  —  jJ,  y*-J-*'™  —  *"5 
ora   da   un    gruppo    di   proposizioni    stabil! te    dall'   autore  emerge  che,  se 

^  -f-  ^  <  0,  a  questo  sistema  e  impossibile  soddisfare  con  numeri  reali. 

Teoria  dei  numeri  e  Calcolo  cambinatofio.  Nella  prefazione  (datata 
8  Maggie  17^)  alla  stessa  memoria  il  Marzaqaglia  annuncia  di  avere 
risoluti  i  seguenti  problemi:  I.  Dato  an  numero  intero  non  qoadrato  a, 
trovare  infiniti  numeri  interi  x  tali  che  ax^  -{'l  sia  un  quadrato.  11.  Tro- 
vare  un  intero  decomponibile  n  volte  nella  somma  di  due  quadrati. 
III.  Determinare  di  quanti  triangoli  rettangoli  V  intero  (a^  -J-  h^)  m 
(c*  +  d*)  n  (p^  -f-  g*)  r  (sie!)  puö  essere  ipotenusa.  Se  e  dove  il  Marza- 
uAGLiA  abbia  esposte  le  ideate  soluzioni,  ci  h  ignoto^):  quäl  grado  di 
novita  possedessero  a'  suoi  tempi,  si  vede,  osservando  che  il  I  problema 
altro  non  e  che  il  notissimo  problema  di  PeU  proposto  da  Fbrmat  ai  mate- 
matici  inglesi  e  risolto  da  Lord  Brounker  in  un  modo  che  Wallis  fece 
conoscere  nelle  sue  Opere  (1695  — 1699)  e  che  Eulero  riespose  (1770) 
nella  sua  Algebra  (II  Parte,  II  Sez.  Gap.  7^):  tale  soluzione  ha  V  incon- 
veniente  di  non  mettere  in  luce  la  possibilita  di  risolvere  il  problema 
qualunque  sia  a  e  fu  surrogata  con  altra  perfetta  da  Lagrange  (cfr. 
Legenore,  Zahlentheorie,  deutsch  von  H.  Maser,  T.  I,  Leipzig,  1886,  p.  60). 
II  II  dei  referiti  problemi  fu  risolto  da  Fermat  in  una  delle  sue  osser- 
vazioni  a  Diopanto  (Oeuvres,  4d.  Tannery  d  Henry,  T.  I,  1891,  p.  293, 
e  T.  III,  1896,  p.  243);   forse  il  Marzagaglia  trovö,  prima  di  Legendre 


35)  Archw  für  Math.,  T.  XL,  1863,  p.  246.     Cfr.  Matthisssbn,  p.  452. 

36)  Archiv  für  Math.,  T.  XL,  1863,  p.  394.     Cfr.  Matthikssbn,  p.  664. 

37)  Non  ricordato  dal  Pogobhdorff. 

38)  Abbia  ricorso  invano  anche  alla  Biblioteca  matematica  del  RiccikRDi  ore 
al  Marzagaglia  e  dedicato  un  articolo  (T.  11,  1873—76,  col.  129—131). 
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(V.  Vol.  cit.  p.  310),  la  dimostrazione  di  quanto  il  sommo  geometra  fran- 
cese  erasi  contentato  di  asserire.  A  qneste  osservazioni  di  Fbrmat  sembra 
anche  coUegato  il  m  degli  enunciati  problemi. — Molto  minore  importanza 
possiede  an  altro  scritto  snlla  teoria  dei  nnmeri  (n.  19),  nel  qnale  gli 
autori,  per  costmire  dei  triangoli  rettangoli  in  nnmeri  razionali  x,  y,  z^ 
pongono  (come  gia  fece  Diopanto)  a;  ■=  n ,  y  =  pn*  —  ff  ?  ^  =  P^^  +  ff  ? 
con  la  condizione  ipq  =1,  ed  attribniscono  a  p,  ^  valori  nnmerici  parti- 
colari:  nascono  cod  delle  tabelle,  a  cni  certamente  nessnno  avrii  mai  occa- 
sione  di  ricorrere!  —  Pia  tardi  i  medesimi  aatori  somministrarono  alla 
Raccolta  an  lavoro  piii  originale  (n.  20),  ayente  per  iscopo  di  fondare  ana 
teoria  dei  numeri  poUgonäli  geametrici  analoga  a  qaella  che,  sin  dai  tempi 
di  Ipsicle  (se  non  prima),  erasi  eretta  salla  considerazione  di  ona  progres- 
sione  aritmeüca.     Essi  partono  per  cio  dalla  progressione  geometrica 

a,     ma^     w?a^     ...,     w^^^a,     ...; 

sommandone  i  primi  n  termini  (n  »»  1,  2,  . . .)  ottengono  la  naoya  serie 

ma — a         v/?a  —  a         w?a  —  a  i»**a  —  a 


•  •  • 


m— 1»  m— 1'  w— 1'  '         m— 1'  ' 

i  cai  elementi  si  chiamano  numeri  figurati  geometri  di  I  ardine,  Sommando 
n  termini  di  qaesta  naora  serie  (n  =»  1,  2,  . .  .)  si  otterranno  similmente 
i  numeri  figurati  geometrici  di  II  ordine,  E  cosi  prosegaendo  si  otterra 
come  espressione  dell'  n™^  namero  figarato  di  (i>-|-  l)"^  ordine  la  segaente: 

»»*+'  — w''~*o  m^'^^a        n(n  +  l)     m^-^a 

fi 


n(n  -}-  1)  •  •  •  {n  -\-  p  —  1) 


1-2  "  •  p 


a. 


Gli  aatori  si  arrestano  poi  a  far  conoscere  alcane  applicazioni  delle 
considerazioni  syolte.  In  ana  di  esse  estendono  certe  serie  considerate  da 
Giovanni  Bbrnoulli  {Opera  omnia^  1742,  T.  IV,  p.  1)  e  Pontenellb 
(Mem.  de  Paris ^  1722).  Neil'  altra  essi  ricordano  che  nel  Journal  de 
Trevoux  (Settembre  e  Ottobre  1701)  era  stato  proposto  di  «trovare  la 
canra  di  cai  le  ordinate  segaono  la  progressione  dei  nnmeri  natarali  e  le 
ascisse  qaelle  dei  nnmeri  triangolari»  e  che  esso  erastato  risolto  dal  Caerb^ 
(Mem.  de  Paris  ^  1701)  e  poi  esteso  dal  Fontenelle  a  tatti  i  poligoni 
aritmetici  {Eiern,  de  la  gSom,  de  VInfini,  Sect.  Vn,  F.  ü);  per  analogia  si 
propongono  di  ^ctrovare  la  natnra  di  qaelle  carve,  le  cai  ordinate  segaono 
la  progressione  dei  nnmeri  natarali  e  le  ascisse  la  progressione  dei  nnmeri 
fignrati  geometrici  di  j?™^  ordine>;  tale  carva  si  costraisce  mediante  ana 
logaritmica  ed  ana  carva  parabolica. 
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Non    abbandoneremo    V  analisi   combinatoria  senza    citare    an    lavoro 

del  Fagnano  (n.  5)'^),  ove  alcnne  formole  fondamentali  di  essa  sono  appli- 

cate  a  risolyere  il   seguente   problema  di    probabilita:   «Troyare  ne'  lotti 

air  nso  di  Borna  il  numero  di  tntti  i  casi  possibili  fayorevoli  e  di  tutti 

i  casi  possibili  contraii  a  cbi  gioca  una  combinazione  di  g  nnmeri  con  la 

condizione  che  in  essa  si  contengano  f  nnmeri  i  quali  abbiano  nn  luogo 

fisso  neir  estrazionei.     Detto  n  il  numero  dei  nnmeri  fra  cni  si  estrae,  la 

probabilita  della  yincita  e 

^  n(n  —  l)  .^.  {n  —  g+  1)  _ 

(e  — /)(e-/--i)...(e-~^+l)* 

Ora  poiche  «ne'  lotti  all'  nso  di  Roma  tra  la  spesa  e  la  ricompensa 
deye  correre  la  medesima  proporzione,  che  passa  tra  il  numero  de'  casi  pos- 
sibili fayoreyoli  e  il  numero  de'  casi  possibili  contrari»,  cosd  si  condnde  il 
seguente  teorema:  Se  d  rappresenta  la  spesa  contribuita  dal  giuocatore  e  p 
la  ricompensa  che  gli  si  deye  se  yince,  si  ayra: 

EUmmaeione.  Negli  Acta  erud.  del  1749  (p.  627)  il  Faqnano,  sotto 
il  yelo  dell'  anonimo,  propose  il  seguente  problema:  «Date  le  equazioni 
aj*  »SB  px^  +  ^i»  +  ** ,  a^  =  /*aj*  +  goc^  +  Äa;  +  r ,  determinare  i  coeffi- 
cienti  f^  g,  h  in  modo  che  uno  stesso  yalore  di  x  soddisfi  le  due  equa- 
zioni >.  Pure  sotto  il  yelo  dell'  anonimo  egli  riassunse  (y.  n.  23)  la  solu- 
zione  che  ne  fu  data  da  G.  F.  Baermann  negli  Acta  dal  1750^^);  in  tale 
soluzione  geh  yengono  ottenuti  in  funzione  di  /*,  il  quäle  rimane  arbitrario, 
come  poteyasi  preyedere/^  Del  problema  e  del  riassunto  egli  si  confessö 
autore  in  un  layoro  (n.  26)  oye  yengono  insegnate  delle  considerazioni  che 
riyelano  la  genesi  della  questione  ed  un  nuoyo  modo  di  scioglierla  e  poi 
di  generalizzarla.  lyi  il  nostro  autore  stabilisce  differenti  proposizioni  che 
si  possono  compendiare  nel  seguente  enimciato:  «II  polinomio 

39)  Questo  lavoro  non  h  ricordato  in  Ä  History  of  the  mathefnatical  TketMry 
of  ProhabiUty  (Cambridge  and  London,  1865)  del  Todhüntek. 

40)  Altre  questioni  analoghe  alle  surriferita,  in  uno  ad  alcone  proposizioni 
combinatorie  che  vi  si  coUegano^  si  trovano  in  P.  M.^  T.  I,  p.  606 — 628. 

41)  Excerptae  Epistolae  G.  F.  Bebmanni  maihem.  in  Äcad.  Witteb,  Prof. 
Publici,  ad  J.  0.  M.  (Nova  Acta  Eruditorum,  Anno  MDCCL,  p.  134—136). 

42)  Cf.  ancbe:  G.  Baermanni  Änalysis  prohlematis  algehrici  etc.  (Nova  Acta 
Eruditorum,  Anno  MDCCLII,  p.  665—669). 
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e  diyisibile  per  x  —  u.»  Per  conseqnenza,  se  u  e  radice  delF  eqoazione 
x^  =«=  pa^  -{-  qx  r^  r, 

^=^u—-^  —  ^,—:^)x^  +  gx'  +  hx+r 

sara  an  eqnazione  avente  una  radice  comune  con  quella.  Similmente  si 
potra  trasformare  ogni  eqoazione  priya  di  nn  qualunqne  suo  termine,  in 
altra  completa.  H  Fagnano  riconosce  che  contro  qnesto  pro  cedimento  si 
pno  far  yalere  V  ignoranza  delle  formole  di  risolozione  delle  equazioni  di 
grado  >4,  ma  replica  notando  che  la  loro  conoscenza,  nel  caso  attnale, 
si  puo  concedere,  come  neir  alta  geometria  si  ammette  V  effet  tnabilita  di 
qualsia  quadratura.  Da  ultimo  egli  mostra  che  f{x)  —  f(u)  h  sempre 
divisibile  per  x  ■ —  u  mentre  f(x)  —  /*( —  u)  lo  e  per  x  -{-  u. 

Formole  per  la  moUiplic€Usione  degli  archi.  Bitomiamo  sulla  memoria 
n.  10  per  osservare  come,  nel  passare  dall'  eqnazione  antecedentemente 
segnata  (8)  alla  (9)  s'  incontri  la  seguente: 

(10)  c--i(y  +  Yy^  —  c«)  =  a;  +  Yx^  +  cl 

Ora  di£ferenziandola  e  diyidendo  V  eqnazione  risnltante  per  la  primi- 

tiva  si  ottiene 

dy                      dx 
^ =  a 


Similmente 

dy  dx 


yp  _|.  c*        }/x*  +  c* 

Facendo  qnl   c=*l,   y  ^=  jsY—^ 7   x^^  uY—^  ©ssa  diviene 


de  du 

=  a 


mentre  le  (8)  e  (9)  assnmono  il  seguente  aspetto: 

(11)  ^i  ^ 1 

2  u  Y—^ = {f  y=^ + yT^^^"  +  (^  y=T — yr^^^)". 

D'  altronde  T  eqnazione  precedente  integrata  da 

arc  sen ;?  =  a  arc  sen  u 
o  anche 

arc  corda  ier  ==  a  arc  corda  t^; 

e  poiche  dalle  (H),  fatti  i  calcoli,  scompare  ogni  traccia  d'  immaginario, 
cosi  esse  porgono  la  soluzione  del  problema  della  moltiplicazione  degli  archi. 
II  Fagnano  le  ha  yariamente  trasformate,  ottenendo  cosi,  non  solo  delle 
formole  gia  stabilite  da  Giovanni  Bebnoulli  {Ada  Erud.  1712;  Opera 
omnia,  T.  T,   p.  511)   e  dal  Lagny  (Mem.  de  Paris,    1705),    ma  altre  in 
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cni  entrano  le  secanti  degli  angoli  considerati.^)  —  Non  pago  di  queste 
soluzioni  del  problema  della  divisione  degli  archi  il  Fagnako  ne  diede  nn' 
altra  per  approssimazione  (n.  27)  basata  sulF  identita 

2*±T ""  "2*  —  "2"  "*"  "2"  —  1**  "*       ' 

ora  Y  espressione 

3       ' 

ove  si  prenda  il  segno  -f*  ^®  ^  ^  dispari  e  11  segno  —  se  ^  pari,  h  sempre 
nn  intero  g^  onde  la  fonnola  precedente  si  pno  scrivere  nei  dae  modi  segaenti: 

g    ~    2*    —  2"  "*"  2»*  —  2'**  "'  ' 

^  ^9^_L_g^i9^\g^i 
8  2*   —  2^*  "^  2"  —  2**  "' 

che  potranno  utilizzarsi  per  dividere,  mediante  bisezioni  ripetute,  V  angolo 
^  in  3  0  ^  parü  egaali. 

Geometria  elementare. 

Massimi  e  minimu  Gli  scritti  nn.  11  e  15  contengono  le  soluzioni 
dei  due  seguenti  problemi:  I.  Sia  data  la  retta  AB  tagliata  per  meta  in 
C  da  ona  retta  CF  facente  con  AB  V  angolo  semiretto  ACE,  determinare 

SU  CF  il  punto  E  tale  che  il  qnoziente risulti  masaimo  o  mi- 

Jj  Ja" 

nimo.  Per  m  »»  3,  n  =  1  si  ritrova  ona  qnestione  proposta  al  Faonano 
da  Guido  Gramdi.  n  (snggerito  al  Fagnano  dal  P.  Orazio  Borgondio): 
Dati  in  iin  piano  un  angolo  ed  an  cercbio,  troyare  quella  tangönte  al 
cerchio  di  cni  ^  minimo  il  segmento  intercetto  fra  i  lati  .dell'  angolo  ^J. 
Maggiore  Interesse  teorico  possiede  la  memoria  n.  32,  oye  Giordano  Biccati 
si  propose  di  fondare  la  teoria  degli  isoperimetri  nel  piano  sopra  semplici 
considerazioni  geometriche  elementare:  e  V  intento  stesso  di  nn  ben  noto 
opuscolo  del  geometra  greco  Zenodoro,  del  quäle  il  nostro  autore  sembra 
abbia  ignorata  la  esistenza,  quantunque  esso  sia  stato  pubblicato  a  Basilea 
sin  dal  1538,  assieme  al  Commento  all*  Almagesto  di  Teonb  Alessandriko. 
Quadraiura  del  cerchio,  Nella  Annotationes  in  locum  quendam  Cartesii 
ad  circüli  quadraiwram  spedantem  {Novi   Cornm.  Petrop,,  T.  VIII,   Petrop. 


43)  Cfr.  anche  uno  schediasma  presentato  dal  Fagnano  air  Accademia  degli 
Arcadi  di  Borna  e  pubblicato  in  P,  M.  T.  II,  p.  469—476  col  iitolo  Aliro  metodo 
per  la  sezione  indefinita  degli  archi  circolari  aenza  il  stissidio  deHh  serie. 

44)  Per  altro  problema  coikgenere  a  qnesti  due,  si  vegga  P.  If.,  T.  11, 
p.  209—211. 
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1763,  p.  157  — 168)  Eulbro  ha  dimostrato  un  procedimento  per  quadrare 
il  oerchio,  che  si  troya  segnalato  in  nn  frammento  tolto  dai  manoscritii 
di  Cabtbsio.  Tale  procedimento  pn&  enundarsi  algebricamente  cod:  „Se 
si  determinano  snccessivamente  le  quantita  positive  o^,  x^^  o^,  ...  per 
modo  che  sia: 

si  ayra 

«  +  «1  +  ^2  +  ^8  H "=  -~" 

GiORDANO  RiccATi  avendo  appreso  questo  procedimento  dagli  Acta 
Erud.  1763,  volle  (v.  n.  34)  dimostrarlo  elementarmente  e  vi  pervenne 
fondandosi  sopra  qneste  due  proposizioni :  1.  L'  area  del  poligono 
regolare    di  2n   lati   inscritto   nel   cerchio    di   raggio  B  h   egaale    ad   nn 

rettangolo  avente  per  lati  —  ed  il  perimetro  del  poligono  di  n  lati  inscritto 

nel  medesimo  cerchio.  2.  L'  area  di  un  cerchio  h  media  proporzionale  tra 
Y  area  di  qnalxuique  poligono  regolare  ad  esso  circoscritto  e  quella  di  un 
poligono  isoperimetro  e  simile  al  primo. 

Segiom  piane  del  paräboloide  iperböUco.  Ouido  Grandi  si  ^  proposto  di 
mostrare  (v.  n.  12),  che,  oltre  ai  coni  ed  ai  cilindri,  esistono  altre  superficie 
aventi  per  sezioni  piane  delle  parabole  e  delle  iperboli.  A  tale  scopo  considera 
un  prisma  avente  per  basi  i  due  triangoH  ABE,  DCF  e  lo  sega  con  un 
piano  parallele  alla  faccia  BOFE*^  ottiene  cosi  sulle  due  basi  le  rette  fra 
loro  paraUele  QH,  ML,  e  conduce  G^X;  il  luogo  di  tutte  le  rette  e  una  super- 
ficie in  cui  si  trovano  infinite  iperboli  ed  infinite  parabole:  ciö  h  oggi  evidente 
dal  momento  che  quella  superficie  altro  non  e  che  un  paräboloide  iperbolico. 

Calcolo  inflnitesimale  e  applicazioni  geometriche. 

Polemica,  crUica,  metodisHca.  Nel  T.  XXYII  del  CHorfuüe  de'  letterati 
cf  Italia^)  il  Conte  Giuuo  Fagnako  ammise  come  possibile  di  giungere 
ad  un'  equazione  di£ferenziale  del  seguente  tipo 

y  dx  X  dar  dxdy         y  dx 

senza  supporre  costante  dy  o  dx.  Tale  asserzione  fu  combattuta  di  Nicolo 
Bebnoulli  {Ada  erud,  T.  XXIX),  il  quäle  la  ritenne  legittima  soltanto  per 
c  =  —  h,     n  Faqmano  rispose    nel  T.  XXXI  del   0-iomale  suddetto**)    e 


46)  V.  il  n.  26  delP  Indice  contenuto  nella  1  parte  del  presente  scritto. 
46)  y.  il  n.  31  deir  Indice  succitato. 
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provocö  cosi  an  nnoYO  Bcritto  del  suo  oppositore  (^Äda  erud,,  Bnppl.  T.  IX). 
Ed  a  qnesto  nuovo  attacco  il  Faqnano  „fece  mpondere"  dal  proprio  fig^lio: 
mi  espiimo  cosi  perche  la  parte  dottrinale  della  memoria  n.  13  fa  inserita 
sotto  11  nome  del  padre  nel  T.  11  (p.  282—291)  delle  P.  M. 

AI  pari  di  quesio  scritto  polemico,  possiede  nn  certo  yalore  permanente 
anche  la  memoria  pseudonima  n.  25,  ove  V  autore  —  che  e  sienramente  Oittl.io 
Fagnano  (nome  di  cui  Giovanni  Galfi  e  Flavio  Gangini  sono  anagrammi) 
—  rivendica  alF  autore  delle  P.  M.  le  indag^i  sulla  lemniscata  esposte  dal 
Maglaurik  nel  suo  Trattaio  delle  ftussiom,  adducendo  come  prova  il  fatto 
che  i  rabÜYi  studi  del  Fagnano  risalgono  agli  anni  1715—171 8,  mentre 
V  opera  del  MAm«AURiN  usci  in  Inglese  nel  1742  e  sette  anni  dopo  in 
Francese.  L'  autore  cozregge  poi  un'  errata  rappresentazione  geometiica  che 
si  trova  nell'  Art  802  di  qoel  Trattato  e  stabilisce  un  teorema  soll'  iper- 
bole  iyi  assunto  senza  dimostrazione  (Ait.  799  e  927). 

Interessantissime  sono  le  due  lettere  di  Yincenzo  Biccati  di  coi  Consta 
lo  scritto  n.  86.  La  prima,  non  gia  perche  contiffiie  una  rivendicazione  di 
priorita,  ma  perch^  richiama  alla  memoria  il  fatto  obe  il  Riccati  mede- 
simo^^)  e  Paolo  Frisi^^)  si  occuparono  piu  di  un  secolo  fa  di  un  ponto 
notevoUssimo  del  piano  di  un  triangolo:  parlo  di  quel  punto  per  cni  e 
minima  la  somma  delle  distanze  dei  yeiüci^^;  e  dimostrarono  geometricar 
mente  essere  desso  quel  punto  le  cui  congiungenti  con  i  vertici  stessi  formano 
a  due  a  due  angoli  fra  loro  eguali.  La  seconda,  non  gia  per  avere  toccata 
una  quesüone^)  a  cui  piu  tardi  Greqorio  Fontana  ^^)  eonsacro  un  arti- 
colo  speciale,  ma  perch^  fa  vedere  che  V.  Eiocati  per  primo  ebbe  ed 
attuö  V  idea  di  fondere  il  calcolo  differen0iale  coli'  integrale. 
„Se  avessi  —  egli  scrive  —  scelto  il  metodo  di  parlar  prima  del  Calcolo 
differenziale,  e  delle  affezioni  delle  curye,  che  da  esso  deduconsi;  appresso 
del  Calcolo  integrale,  e  delle  affezioni,  che  ne  abbisognanp,  voi^^)  ayreste 

47)  Nelle  Instittttiones  analyticae  a  Y.  Riccato  etß.  Sauldiho  (Bononiae,  1767). 

48)  De  probUnuitibus  quibusdam  maximorutn  et  minimorum  (Atti  dell'  Acc. 
di  Siena,  T.  IV,  1771). 

49)  Su  tal  punto  attirö  rattenzione  dei  geometri  il  Fbhmat  proponendo 
il  problema:  «Datis  tribas  punetis,  quartum  reperire,  a  quo  si  ducantar  tres 
rectae  ad  data  puncta,  summa  trimn  haram  rectanun  sit  minima  qoantitas» 
{Oeuvres  de  Fermat,  ed.  Tamnebt  et  Hekby,  T.  I,  1891,  p.  153). 

50)  Se  ogni  settore  circolare  sia  esprimibile  mediante  un  settore  iperbolioo 
immaginario. 

51)  Sopra  i  logaritmi  delle  quantitä  negative  e  sopra  gVimmaginari  (Mem. 
delle  See.  Ital.  delle  Scienze,  T.  l,  1782,  p.  183—202). 

52)  Questa  lettera  e  in  risposta  a  tre  articoli  d{  G.  Psssuri  ioseriti  nel 
Nuovo  Oiomale  de*  letterati  d'Itdlia  (T.  I,  p.  50,  T.  II,  p.  29,  T.  lü,  p.  78).  II 
Pbsbuti  replicb  con  le  Biflessioni  amüitiche  ete,  (Livomo,  1777). 
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ragione  d'  appormi  nna  perpetua  confasione,  e  d'  ayer  faori  d'  ogni  bnon 
ordine  mescolata  nna  cosa  coli'  altra.  Ma  il  mio  metodo  e  interamente 
diverso;  e  yoi  dovreste  esaminare  s'  esso  sia  baono  e  ordinato,  non  se  sia 
conforme  a  metodi  altmL  h/fiämMk  mdB^  in  isUto  di  fare  meglio  cotal 
diauiiiim,  ye  V  esporro .  minutamente.  Mio  disegno  h  stato  d'  umtB  inaieiiie 
il  calcolo  differenziale  e  integrale,  dividendo  V  Opera  in  due  parti.  Nella 
prima  tratto  delle  prime  differenze,  nella  seconda  delle  difPerenze  seconde  e 
ulteiiori.  Qnanto  alla  prima  la  divido  in  dae  libri.  Nel  primo  tratto  di 
quella  parte  del  calcolo  differenziale,  che  condace  o  scioglie  formole  com- 
poste  d'  nna  sola  yariabile.  Egli  h  yero  cbe  mostro  nel  principio  la  diffe- 
renziazione,  ed  integrazione  d'  alcune  semplicissime  formole  a  due  yariabili; 
perche  ne  faccio  oso  in  progresso  in  alcune  formole  d'  una  yariabile.  Ma 
la  facilita,  e  V  eleganza  permette  agli  autori  una  si  discreta  liberta.  Nel 
secondo  libro  tratto  di  quella  parte  del  calcolo  differenziale  e  integrale, 
che  conduce,  o  scioglie  formole  composte  di  due  o  piü  yariabili.  Nelle 
seconda  parte,  che  forma  il  terzo  libro,  parlo  del  calcolo  differenzio-differen- 
ziale,  e  del  suo  integrale.  Sembrami  d'  ayere  esattamente  eseguito  cosi 
fatto  metodo,  che  mi  sono  proposto.  —  Eccoyi  la  ragione,  che  m'ha  in- 
dotto  ad  abbandonare  il  metodo  antico.  Se  ayessi  prima  parlato  del  cal- 
colo differenziale  e  poi  deir  integrale,  sarebbe  stato  di  mestieri,  che  col 
differenziale  troyassi  le  fonnole,  e  con  essi  sciogliessi  i  problemi  diretti; 
indi  passando  alF  integrale  le  richiamassi  di  nuoyo  per  applicarle  ai  pro- 
blemi inyersi,  il  che  porta  lunghezza  e  nojosa  ripetizione Quanto  a' 

principianti ,  io  n'ho  fatte  replicate  prove,  e  y'  assicuro  che  il  mio  metodo 
riesee  loro  piii  facile  del  comune.^'  Sia  questa  lunga  citazione  giustificata 
dal  fatio  che  la  questione  didattica  della  fusione  del  calcolo  differenziale 
coir  integrale  e  oggi  all'  ordine  del  giomo! 

Farmole  di  integrcmone,  Alla  Nuova  Baccolta  Fagnano  figlio  ha  som- 
ministrato  tre  articoli  (nn.  29,  30,  31)  tutti  relatiyi  a  certi  integral!  gia 
conosciuti.     Nel  primo  deduce  dair  identita 

.  .                (1  +  t  tg  xT  -  (1  -  t  tg  0?)" 
tißnx  =  - — ' — :s_'- 

(1  +  »  tg  a:)"  +  (1  -  i  tg  ic)« 
altre  analoghe  che  portano  a  condudere  la  relazione  seguente 


/'  dx    -       / tgna;       \  »• 
ignx               Kyi  +  tg'nx/ 


nonch^  altre  somiglianti;  cosi  resta  illustrata  un  asserzione  contenuta  nel 
§.  XI  della  memoria  di  Giovanni  Bernoulli  intitolata  Continiiatio  maferiae 
de  trajedoriis  reciprocis  (Acta  Emd.,  Suppl.  T.  IX;  Opera  Oinnia,  T.  II, 
p.  600).     L'  articolo  secondo  conceme  invece  gli  integrali: 
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dx 


/'  dx       r  dx       r     dx  r 

coB  ä'    J  goz^x*    J  cos  AT  sen  0? '    J  i 


6eu"*ic 


e  si  riattacca  a  ricerche  di  Eulero;  il  terzo  inyece  si  connette  nnovamente 
a    risultati    di   Giov.  BfiBNOUiiLi,    tendendo    a   dimostrare    le    ridtudone    di 

7 V  *    / n'  —  Tutte  queste  indagini   sono   evidentemente 

connesse  a  quelle  (che  risalgono  al  1718)  i  cai  riBoltati  sono  consegnati 
nelle  Sohizione  di  tre  problemi  di  calcolo  integrale  (P.  üf.,  T.  11,  p.  492 — 
503),  oye  Giulio  Carlo  de'  Fagnani,  giunse  alla  rettificazione  della  cunra 
logaritmica  con  metodo  proprio,  dififerente  da  qnelli  (a  lai,  del  resto  ignoti) 
che  condossero  il  Marchese  de  l'  Hopital  (1692),  Huygbns  (1693),  Jacopo 
RicoATi  (1715)"),  e  Cotes  (1722)  allo  stesso  risultato. 

H  teorema  dd  binamio  per  un  esponente  qualunque,  Contemporanee 
alle  inyestigazioni  di  Fagmano  padre,  testö  citate,  sono  quelle,  di  gran  Innga 
piu  importanti,  contenute  nell'  articolo  Maniera  di  far  servire  aUa  geometria 
alcune  dignitä  hnmaginarie  (P.  M,,  T.  II,  p.  476 — 492),  ove,  assai  prima  di 
Eulero,  sono  considerate  e  trattate  in  modo  originale  le  potenze  ad  espo- 
nente immaginario.     lyi  il  nostro  autore  considera  la  qnantita 

•E»        ^     I     ♦•         I    n  (n  —  1)     9    ,    n  (n  —  1)  (n  —  2)    •    , 
~1'         1.2  '  1.2.3  ' 

e  si  domanda  qnale  ne  sia  V  espressione  in  termini  finiii,  qualunque  sia  n. 

Per  rispondere  osserya  che,  differenziando  rispetto  a  x,  si  oüiene 

dE  n       ^  dE  dn 

E    ossia     -^FT  =  n 


dx         l  +  Ä  E  l+iT 

donde  integrando  si  ricaya 

cioe  il  teorema  del  binomio  per  un  esponente  qualunque.  II  Fagnano 
applica  questo  importantissimo  risultato  ad  esprimere  in  serie  di  quantita 
reali  le  seguenti  quantita  apparentemente  immaginarie 

(1  +  x)^^~^  +  (1  +  x)-^^^^^^       (1  +  x/^-^  —  (1  +a?r  ^_Zl. 

2  '        '  2vcr-i 

e  se  ne  serye  per  risolyere  il  problema  seguente:  „Dati  il  cerchio  di  raggio 
1  e  la  iperbola  equilatera  di  potenza  1,  troyare  il  settore  del  piimo  che 
equiyale  alF  area  compresa  fra  V  iperbola,  V  asse  delle  o:  e  le  Ordinate  re- 
latiye  alle  asscisse  1  e  o;  -f-  ^-^^  ^  conclude:  „e  dunque  motiyo  di  sperare, 
che  questa  mia  inyenzione  giungeia  affatto  nuoya  agli  analisti,  poiche,  per 


53)  y.  la  Vita  del   Gokte  Jacopo  Biccati    icritia  dal  Ciy.  C.  di  Boyxao  in 
0.  2?.,  T.  IV,  p.  XW. 
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qnanto  i  a  me  noto,  ninno  di  essi  a  mai  dato   segno  ^  credere  che   si 
potesse  far  nso  delle  qaantita  innalzate  a  dignita  immaginarie." 

Ärchi  di  canica  a  differenza  rettificabile;  spirali  sinasoidi.  Per  non 
alltiogare  ulteriormente  questo  scritto  non  analizzo  il  lavoro  n.  28,  di  cui 
h  palese  e  confessato  il  legame  con  uno  inserito  in  P.  M.  (T.  11,  p.  504  — 
510);  e  per  quanto  conceme  le  memorie  nn.  2,  3  e  4  mi  basti  ricordare^) 
che  esse  fanno  risalire  al  Contb  di  Faonano  la  scoperta  delle  spirali 
sinusoidL 

Non  h  infrequente  Y  udire  affermare  (anche  da'  giadici  piu  benevoli) 
che,  prima  del  1850,  i  matematici  Italiani  lavorarono  isolatemente,  senza 
prendere  parte  al  grande  movirnento  intellettuale  che  fece  raggiungere  alle 
Scienze  esatte  lo  stato  in  cui  attnalmente  si  trovano.  Da  qnanto  esponemmo 
nelle  pagine  precedenti  —  ove,  in  quasi  ogni  linea,  s'  incontra  il  nome  di 
qualche  sommo  matematico  oltramontano  —  risulta  che  quelF  affermazione 
e  disforme  dal  vero,  almeno  per  quanto  conceme  il  See.  XYIII.  I  lavori 
del  RuFFiNi  e  del  Malfatti,  del  Paoli  e  del  Fontana,  del  Bordoni  e  del 
Mainardi,  e  di  altri  minori,  bastano  ad  estendere  la  portata  di  tale  con- 
clusione  sino  alla  meta  del  Secolo  attuale. 


54)  Cf.  G.  LoRiA,  Integrdli  Euleriani  e  spircUi  sinusoidi  (Etesoconti  dell'  Acc. 
di  Praga,  1897). 


4  bis)  In  qnesto  articolo  h  esposto  quel  procedimento  per  integare  certe 
eqnadoni  diflFerenaiali  che  si  chiama  metodo  della  dimezeata  separazione.  Qaesto 
metodo  fa  comnnicato  nel  1714  da  J.  Riccati  a  B.  Zbhdriki  e  questi,  a  meszo 
del  BouRaiTST,  lo  portb  a  conoBcensa  di  Lbibniz,  che  cosi  giadicoUo,  in  una  lettera 
diretta  al  Bouboübt  stesso,  da  Hannoyer  nel  Dicembre  dell*  anno  suddetto,  e  che 
non  si  trova  nei  Math.  Schriften,  ed.  Qkbhabdt:  cLe  discours  Analytique  de  votre 
Ami,  snr  la  mani^re  de  s^parer  les  inconnues  dans  les  Equations  diffärentielles, 
me  parait  ing^nieux,  et  ses  m^ditations  märitent  d*§tre  cultiv^es  et  äclaircies  plus 
amplement.  Je  compare  ces  sortes  de  m^thodes  avec  les  diffi^rents  tours  d'adresse 
dont  on  se  sert  dans  le  calcol  de  Diophante,  quand  il  s'agit  de  räsoudre  les 
Equations  en  nombres  rationnaoz.  Je  ne  sais  si  c'est  M.  Zendbihi,  on  quelque 
autre  Ami  que  tous  avez  en  Italie.  Quelqn*il  soit,  il  parait  capable  de  donner 
quelqne  chose  de  considärable,  et  je  vons  suppUe,  Monsieur,  de  Teihorter  k 
poursuivre.  Cependant  il  faut  que  je  diso  qu*il  y  a  des  s^parations  des  inconnnes 
dans  les  di£Färentielles,  qni  ne  suffisent  point  pour  en  tirer  les  quadratures,  qnoique 
on  ait  coutume  de  prendre  Tun  pour  Tantro  {Opere  del  Conte  Jacopo  Riccati, 
Nobile  Tretfigiano,  T.  l,  Lncca  1761,  p.  436). 

14  bis)  Avendo  il  Manfbbdi  fatto  omaggio  della  sua  opera  a  Lbibbiz,  rice- 
vette  da   questi  la  segnente  lettera,   assai   lusinghiera   ed   interessante,   che  il 

Abh.  nr  Gesch.  d.  Matliem.    IX.  18 
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Fabroni  ha  pabblicata  per  primo  (Vitae  Italarum  doctrinae  exceUentium  etc.,  T.  V, 
Pisis  MDCCLXXIX,  p.  223—224)  e  che  non  trovb  posto  in  Leibnizens  Math.  Schriften^ 
ed.  Gebhabdt 

lilastriSBimo  et  celeberrimo  Viro  Gabubli  Makfbedio  Guilelmus  Lbibnitius  S.  P.  T. 

Pro  mauere  egregio  gratias  et  meo  et  publice  nomine  tibi  ago.  Debebit 
tibi  Italia,  aliisqoe  paacis,  ne  expers  sit  elegantioris,  profundiorisqae  Geo- 
metriae  nuper  apertae.  Nee  dubito,  vestra  ingenio  magnos  in  ea  progressus 
factara,  ubi  semel  rectae  viae  institerint.  Vobis  totam  prope  Algebra  debemos, 
qualis  hactenus  habetur;  nam  cubici  gradns  resolutio  Sgipionis  Fbbbei,  et 
biquadratici  est  Ludovici  Fkrbabu.  In  Geometria  sublimiore  coeperant  prae- 
clari  aliquid  agere  Cavalehius  et  Tobbicellius  ;  sed  cum  in  ipsis  initiis  haesissent, 
alii  eorum  studiis  adiuti  progressi  sunt  longius,  tandemque  res  ad  qaoddam 
Analyseos  seu  Calculi  genus  a  me  perducta  est.  £am  quis  yidetur  multum  abesse 
a  perfectione?  cum  ne  in  Algebra  quidem  hactenus  aliquis  publice  processerit 
ultra  quartum  gradum,  aut  saltem  yiam  longius  progrediendi  ostenderit.  Tu 
quidem  eleganti,  atque  utili  compendio  sparsim  exposita  complexus  es,  ut  facilius 
apparet,  quid  adhuc  desideretur.  Aequationem  differentialem ,  quam  sub  finem 
Operis  construis  ita  resolvere  soleo;  si  fit  dy  :  dx  >==  e  +  vy^  posito  t^,  et  z  dari 

per  a;    utcumque.    Fiet    y  ^^^r^  nCz  dx  :  n    et    log  n  ■«  ryda;,    seu   h*^       =«i 

adeoque  tandem  erit  y  =>  b^^     'ffzdx  :  6"^'  *). 

Optet  antem  regressu  facto  Catalogos  exhiberi  aequationum  differentialiam 
tractabilium,  ut,  oblata  aliqua,  constitnere  facilius  possimus  primo  aspectu,  an  sit 
in  potestate.  Sed  maxime  prodest  artem  exerceri  per  probTemata,  veluti  si  quis  sibi 
proponat  in  superiiciebus  datis  minimam  a  dato  puncto  ad  datum  ducere,  aliaqne 
id  genus.  Per  problemata  enim,  et  ingenium  acuitar,  et  scientia  augetur,  atque 
in  usus  transfertnr. 

Ceterum  mihi  semper  gratissimum  erit,  tuo  Tel  amicorum  tuorum  discere, 
quid  apud  vos  in  provehendis  scientiis  geratur.  Nam  et  anatomiam  pulchre  apud 
vos  excoli  Video.  Sed  Medicina  ipse  ubique  adhuc  squallet,  nee  reperta  satis  ad 
usum  accomodantur.  Itaque  felicioribns  saeculis,  id  est  quibus  homines  et  maxime 
Principes,  magis  rem  Suam  corent,  transcribere  haec  oportet.  Quod  superest 
vale,  et  fave. 

Dabam  Hannoverae,  10.  April  1708. 
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yyjfaihemata  tnathematieU  $eribuntur,**    Consvxc. 

1.  Objet  de  la  präsente  note.^)  Les  travanx  de  Böckh,  de  Th.-H.  Mabtin, 
de  ScHiAPABELLi,  de  P.  Tannert  et  de  leurs  continuatenrs  sar  rastronomie 
des  Grecs;  ceux  des  savants  qni,  avec  Cürtze,  ont  fait  connaitre  la  yie  et 
Toeuvre  de  Copernic;  les  recherches  qui  ont  abouti  a  la  pnblication  com- 
pl^te  du  proc&s  de  Qalil^e  et  a  Celle  d'one  nouvelle  Edition  de  ses 
Oeuvres;  enfin  des  ecrits  r^ents  de  Poikcari^  et  de  Duhem  snr  la  Philo- 
sophie des  sciences  physiques,  ont  attire  Tattention  snr  le  role  pr^ponde- 
rant  qu'a  Jone  dans  le  passe  et  que  jouera  dans  Tavenir,  Texplication  pure- 
ment  geom^trique,  ou  si  Ton  veut,  cin^matique,  des  ph^nomenes  naturels. 

Neanmoins,  on  n'a  pas  encore  räoni,  josqn'a  present  que  nous  sa- 
chions,  dans  un  ecrit  special,  les  temoignages  anciens  et  modernes  qui 
prouvent  que,  depuis  deuz  mille  ans,  il  j  a  une  tradition  de  plus  en  plus 
claire  tendant  a  etablir  cette  proposition  fondamentale:  «Pour  qu'une 
theorie  scientifique  (quantitative)  de  l'ünivers  soit  satisfai- 
sante,  il  suffit  qu'elle  r^nde  compte  des  phenom^nes,  au  point 
de  vue  purement  g^ometrique  ou  cinematique.)^ 

Si  nous  en  avions  eu  le  temps,  nous  eussions  youlu  tenter  la  collec- 
tion  de  teztes  dont  nous  venons  de  parier;  mais  a  defaut  du  memoire  de- 
taille  qu'il  nous  a  et^  impossible  de  faire,  nous  crajons  utile  d'en  donner, 
dans  cette  note,  au  moins  une  esquisse,  ou  plutot  d'en  reunir  quelques 
iragments  qui  pourront  faire  connidtre  la  tendance  generale  de  la  science, 
signalee  plus  haut. 

2.  Le8  sept  syst^mes  de  rancienne  astronomie.    On  peut  distinguer 

dans  Tancienne  astronomie,  sept  sjstemes  pour  rendre  compte  des  mouve- 
ments  Celestes:  1^  Le  Systeme  du  feu  central,  de  Philolaus.  Dans  ce 
Systeme,  un  astre  imaginaire  (rAntiterre),  la  Terre,  la  Lune,  le  Soleil,  les 
cinq  planetes  (Mercure,  Venus,  Mars,  Jupiter  et  Satume),  et  enfin  la  sphere 
des  etoiles  fixes,  circulent  autour  du  centre  du  monde,  occupe  par  le  feu 


1)  Noas  appelons  aneienne  astronomie  (nous  ne  disons  pas  astronomie 
ancienne)  celle  qui,  de  Philolaus  k  Ticho  Bbah^,  explique  les  mouvements 
Celestes  par  la  combinaison  de  mouvements  circulaires.  Pour  nous,  l'astronomie 
moderne  commence  avec  Eäplib. 
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central.  2^  Le  Systeme  des  spheres  homocentriqae  d'EuooxE,  dans  lequel 
toos  les  astres  ont  des  mouvements  assez  compliques  aatonr  de  la  Terre, 
supposee  immobile  aa  centre  du  monde  et  a  une  distance  invariable  de 
cbaque  astre.  3^  Le  Systeme  d^Hi^RACLiDE  du  Pont  oq  de  Tun  de  ses  con- 
temporains:  dans  ce  Systeme,  les  etoiles  sont  fixes,  la  Terre  a  im  monve- 
ment  de  rotation  dinme  et  est  le  centre  du  monde  et  du  mouvement 
propre  de  la  Lune  et  du  Soleil,  mais  le  Soleil  est  le  centre  du  mouvement 
propre  des  cinq  planetes.  4^  Le  Systeme  d'AKiSTARQUE  de  Samos  :  le 
Soleil  est  au  centre  du  monde;  il  est  le  centre  du  mouvement  propre  des 
planetes  et  de  la  Terre;  la  Terre  est  encore  le  centre  du  mouvement  propre 
de  la  Lune.  5^  Le  Systeme  d'HipPARQUE  et  de  Ptol^m^,  oü  tous  les 
astres  ont  des  mouvements  circulaires,  ou  composes  de  mouvements  circu- 
laires,  autour  de  la  Terre,  replacee  au  centre  du  monde  et  immobile. 
6^  Le  Systeme  de  Copernic,  ou  tous  les  astres  ont  des  mouvements  circu- 
laires ou  composes  de  mouvements  circulaires,  autour  du  Soleil,  suppose 
immobile  au  centre  du  monde.  7®  Le  Systeme  de  Ticho  Brah^  ou  le 
Soleil,  la  Lune  et  les  planstes  ont  des  mouvements  composes  de  mouve- 
ments circulaires:  les  planetes  autour  du  Soleil,  le  Soleil  et  la  Lune  autour 
de  la  TeiTe;  la  Terre,  immobile  au  centre  du  monde,  est  d'ailleurs  aussi 
le  centre  du  mouvement  circulaire  des  etoiles  fixes. 

KEPLER  inaugure  Tastronomie  moderne  en  assignant  aux  planetes  et 
u  la  Terre  un  mouvement  elliptique  autour  du  Soleil,  mouvement  qui  equi- 
vaut  a  la  combinaison  d'im  nombre  infini  de  mouvements  circulaires,  comme 
le  prouve  la  tbeorie  des  series  de  Fouribr.  Enfin  Newton,  par  sa  decou- 
verte  de  Tattraction  universelle,  demontre  que  les  mouvements  4lementaires 
des  astres  du  Systeme  solaire  sont  des  combinaisons,  en  nombre  fini,  de 
mouvements  elliptiques,  hyperboliques  ou  paraboliques,  incessamment  va- 
riables. 

Ces  divers  systemes  rendent  compte  des  pb^nomenes  Celestes,  de 
mieux  en  mieux,  du  premier  au  demier,  a  part  le  troisi^me  et  le  qua- 
tri^me,  le  sixi^me  et  le  septieme,  qui  sont  completement  equivalentS;  a  ce 
point  de  vue. 

3.  Distinction  entre  1' Astronomie  et  la  Physiqne  ehez  les  Anciens. 

Au  premier  abord,  on  peut  s'etonner  de  la  diversite  des  assertions  qui  sont 
a  la  base  de  ces  systemes,  savoir:  Äu  centre  du  monde  se  trouve,  au  le  fcu 
central  (Philolaus),  ou  la  Terre  immobile  (Eudoxe,  Ptol^h^e,  Ticho- 
Brah6),  ou  la  Terre  anim'Ce  d'un  mouvement  de  rotation  (HiSraclide  du 
Pont),  ou  le  Soleil  (Aristarque,  Copernic). 

Mais,  en  realite,  ces  assertions  n'appartiennent  pas  a  ^Astronomie  pro- 
prement  dite,  teile  que  Tentendent  les  Anciens;  elles  sont  empruntees  par 
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les  Astronomes  a  la  Physiqae,  c'est-a-dire  a  cette  partie  de  la  Philosophie 
que  noas  appelons  Cosmologie.  Poiir  les  Anciens,  a  partir  du  temps 
d'AKis^OTE,  «c'est  la  Physiqne  qui  fournit  au  moins  les  principes  des  ez- 
plications»,  remarque  P.  Tannbry;  4:l'astrologie  [rastronomie]  n^interrient 
que  pour  le  developpement  mathematique  de  ces  principes»^).  «Les  mathe- 
maticiens,  d'apr^s  Akistote,  dit  de  meme  Schiaparelli,  en  faisant  des 
hjpotheses  astronomiques  ne  cherchent  pas  a  determiner  comment  les  choses 
sont  vraimeDt  dans  la  nature,  mais  seulement  a  representer  les  mouvements 
Celestes  d'une  maniere  qui  ne  repugne  pas  aux  phenomenes  et  soit  com- 
mode  poiu:  leur  calcul  et  leur  prediction.>') 

Dans  ses  helles  etudes  sur  les  sjstemes  de  Grecs,  Schiaparelli  a  mis 
en  lumiere,  relativement  a  cette  distinction  entre  T Astronomie  et  la  Phj- 
sique,  un  passage  de  Posidonius,  resume  ou  cite  par  Geminus  et  conserve 
par  SiMPLicius,  ou  cette  distinction  est  fortement  marquee.  Nous  nous 
contenterons  d'en  citer  la  conclusion:  <rOXcDg  yiiQ  ov%  icttv  iatqoXoyov  %h 
yvmvaiy  xi  TiqtfkaMV  iött  t^  q>v(SEiy  tmI  nola  xa  xtvfiTccy  Hkic  iTto&iöeig 
sidriyoviuvog  x&v  (dv  (uvovxmvj  x&v  dh  mvovfiivmv^  CKOTtst  xlciv  iTto^iösciv 
&xoXav^cei  xic  X€exa  x6v  oi(f(xvbv  g>aiv6(uva,  AjKJtxtov  ii  aixm  iQX'^S  ^taqa 
XiyO  (pvoiiuyvy  ccitX&g  slvat  nal  i^uxlag  tuxI  xexayfiivag  xivrfiug  x&v  aCxQfov^ 
8t*  &v  istoiel^ei  iynwdMv  oi^av  xi^v  jpQsiocv  anavxmv^  x&v  fihv  xccxä  ita- 
QalXriXovg^  xSyy  81  »axa  Ao^ot;^  »vTiXovg  etXov(iivmv,y>^)  On  peut  la  traduire 
a  peu  pres  ainsi:  «D'une  maniere  absolue,  il  n'appartient  pas  a  Tastronome 
de  savoir  ce  qui  est  fixe  par  nature  et  ce  qui  se  meut;  mais  parmi  les 
hypotheses  relatives  a  ce  qui  est  immohile  et  a  ce  qui  se  meut,  il  exa- 
mine  quelles  sont  Celles  qui  correspondent  aux  phenomenes  Celestes.  II 
doit  recourir  au  physicien  pour  les  principes  [de  ses  recherches,  afin  de 
savoir,  par  exemple]  que  les  mouvements  des  astres  sont  simples  et  regu- 


2)  Becherches  sur  l'kistoire  de  Vastronomie  grecgue  (Paris,  Gauthiek-Villars, 
1893),  p.  28. 

3)  Origine  del  Sistema  planetario  eliocentrico  pressi  %  Chreci  (Memorie  del 
R.  Ibtituto  Lombarde,  Classe  di  scienze  matematiche  e  natnrali,  Vol.  XVlil — IX  della 
Serie  III  —  Fascicolo  V,  1898),  p.  70.  ün  ezpos^  dätailld  de  Tävolution  parement 
g^mätrique  des  divers  syst^mes  de  rancienne  astronomie,  principalement  d^apr^s 
ScHiAPABBLLi,  SC  trouve  dans  TmsioN,  Pour  Vastronomie  grecque  (Revue  des  questions 
scientifiques,  Louvain,  1898,  2«  särie,  t.  XV,  pp.  5—47, 435—475;  t.  XVI,  pp.  111—168). 

4)  Nous  citons  ce  passage  d'apräs  le  Memoire  de  ScmAPABELLi  indiquä  plus 
haut  (p.  100),  et  nous  lui  empruntons  la  substance  de  notre  traduction  (p.  85). 
Schiaparelli  avait  d^jä  attirä  Fattention  sur  le  passage  de  Posidonius  dans  son 
c^l^bre  Memoire  sur  les  Präcurseurs  de  Copebnic  dans  Tantiquit^.  Voir  la  tra- 
duction allemande  de  Curtze:  Die  Vorläufer  des  Copernigüb  im  Alterthum  (Leipzig, 
1876,  QüANDT  und  Händel),  pp.  68-70  note;  pp.  102—103,  n«  XL. 
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lieremeut  ordonnes;  aa  mojen  de  ces  moayements,  il  proaveni  ensaite  qne 
le  choenr  de  toos  les  astres  est  circnlaire,  soit  paraUelement,  soit  obliqae- 
ment  [a  requateur].> 

Voici  an  autre  passage,  non  moins  caract^ristiqne,  d'ÄDBASTS  d'APHBO- 
DisiAS,  cite  par  Th^on  de  Shtbme:  cQaoiqne  Hipparque  ne  fht  pas  nn 
phjsicien  et  qa'il  n'eat  pas  considere  avec  soin  qaels  sont  les  moave- 
ments  reels  tels  qu'ils  sont  dans  la  natnre  et  cenx  qni  ne  sont  qa'appa- 
rents  ou  accidentels,  toutefois,  etc.>^) 

Comme  on  le  voit,  ponr  les  Qrecs,  c'est  an  pbjsicien  seul  a  decider 
ce  qui  est  immobile  ou  ce  qui  se  ment;  il  saffit  a  Tastronome  d'expUqner 
les  pbenomenes,  de  saurer  les  apparences,  si  Ton  peut  ainsi  dire,  en  em- 
plojant  une  expression  fran^aise  qni  traduit  exactement  les  termes  grecs 
et  latins  correspondants.  Du  moment  qu'il  en  est  ainsi,  on  comprend  poor- 
quoi  les  Grecs  ont  pu  passer  si  facUement  du  Systeme  d'H^RACLmE  du 
Pont  a  celui  d'AiusTARQUE,  et  de  celui-ci  a  celui  d'HiPPARQUE:  ils  n'avaient 
pas  a  s'inquieter  des  realites  dont  le  domaine  etait  reserve  aux  pbjsiciens; 
le  passage  d'uu  Systeme  a  un  autre  etait  une  question  de  geom^ine.  On 
connaissait  d'ailleurs,  depuis  Euclidb^,  les  principes  fondamentaux  snr  le 
mouvement  relatif,  necessaires  pour  savoir  ce  que  devenaient  les  pbeno- 
menes quand  on  rerapla^ait  un  Systeme  par  un  autre. 

4.  Ptol^m^e.  Ftol^m^e,  comme  astronome,  partage  la  maniere  de 
Yoir  de  ses  predecesseurs  sur  Tindiffi^rence  du  cboix  des  bypothkies,  du 
moment  qu'elles  expliquent  les  pbenomenes. 

Dans  les  sept  premiers  cbapitres  du  livre  I  de  T Almageste,  il  expose 
le  plan  de  son  ouYrage  et  en  fait  connaitre  les  bypotbeses  fondamentales 
deduites  autant  que  possible  de  Tobserration.  Par  exemple,  il  n'admet  pas 
que  la  Terre  ait  un  mouyement  de  translation,  parce  que  les  ^toiles  fixes 
n'ont  pas  de  pai*allaxe. 

Mais  quand  il  s'agit  de  Timmobilite  de  la  Terre  ou  de  sa  rotation 
diume,  il  est  bien  force  d'admettre  qu'aM  point  de  vue  de  l'astronomie,  Its 
deux  hypotfieses   sont   admissihles   et  meme  que  la  secande  est  plus  Single. 


5)  SCHIAPABELLI,  M^m.  p.  76. 

6)  Dklajcbbe,  dans  son  Histoire  de  V Astronomie  ancienne  (p.  60)  donne  ä  ce 
Bujet  les  denx  thäor^mes  suivants  de  VOptique  d*£ucLiDE:  «Si  plosiears  objeta 
sont  en  mouvement  et  un  seul  tranquille,  il  parait  se  mouvoir  en  sens  oppos^. 
Si  plusieurs  corps  se  meuyent  avec  des  vitesses  inegales  et  que  Toeil  soit  empörte 
dans  le  mdme  sens,  les  objets  qui  auront  la  m^me  vitesse  que  Toeil  paraltront 
stationnaires;  ceux  qui  auront  une  vitesse  plus  grande  parattront  ayancer;  enfin 
ceux  qui  auront  une  yitosse  moindre  parattront  aller  en  arri^re>.  (Voir  F^dition 
de  VOptique  de  Heibebo,  p.  110.) 


Note  sor  le  caractöre  g^m^tarique  de  rancienne  astronomie.  281 

S'il  la  rejette,  c'est  au  nom  de  la  physique:  «H  y  a  des  gens,  dit-il,  qui 
tout  en  se  rendant  a  ces  raisons  [contre  nn  monvement  de  la  Terre, 
comman  avec  les  ania^s  corps  grares],  parce  qa'il  n'y  a  rien  a  j  opposer, 
prötendent  que  rien  n'empSche  de  supposer,  par  ezemple,  que  le  ciel  etant 
immobile,  la  Terre  toume  antonr  de  son  aze,  d'occident  en  Orient,  en 
faisant  cette  r^volntion  une  fois  par  jour  a  tres  pen  pres;  oa  que  si  Tun 
et  Tantre  tournent,  c'est  antonr  du  meme  axe,  comme  nous  avons  dit  et 
d'nne  maniere  conforme  aox  rapports  que  nous  observons  entre  euz.  II 
est  vrai  que,  qmnt  aux  astres  eux  m^mes  et  en  ne  cons%d4ra/nt  que  les 
phenomdnes,  rien  n'empiche  peut-etre  que,  pour  plus  de  simplicit^,  cela 
ne  soit  ainsi,  Mais  ces  gens-la  ne  sentent  pas  combien,  sous  le  rapport  de 
ce  qui  se  passe  autour  de  nous  et  dans  Fair,  leur  opinion  est  ridicule  .... 
Les  corps  qui  ne  seraient  pas  appuyes  sur  eile  (la  Terre)  paraitraient 
toujours  ayoir  un  mouvement  contraire  au  sien  ....  S'ils  disaient  que 
Tathmosphere  est  emport^e  par  la  Terre  avec  la  meme  vitesse  que  celle-ci 
dans  sa  revolution  [rotation  diume]  il  n'en  serait  pas  moins  vrai  que  les 
corps  qui  y  sont  contenus,  n'auraient  pas  la  meme  vitesse;  ou  s'ils  en 
etaient  entrain^s  comme  ne  formant  qu'un  corps  avec  Tair,  on  n'en  verrait 
aucun  preceder  ni  suivre;  mais  tous  paraitraient  stationnaires;  et  soit  qu'ils 
Yolassent  ou  fussent  lances,  aucun  n'avancerait  ou  ne  s'^arterait  jamais; 
c'est  pourtant  ce  que  nous  voyons  arriyer,  comme  si  le  mouvement  de  la 
Terre  ne  devait  leur  causer  ni  retard,  ni  acc^l^ration»  (Traduction  Halma, 
I,  pp.  19,  20,  21). 

Apres  avoir  ainsi  rejete  la  rotation  diume  de  la  Terre,  au  nom  de 
la  physique,  et  non  pas  de  Gastronomie,  et  avoir  expos^  ses  autres  postulats 
fondamentauz,  il  dit,  dans  son  chapitre  7:  «Ces  hypoth^ses  Etaient  un 
preliminaire  indispensable  pour  les  d^tails  ou  nous  allons  entrer  .  . .  EUcs 
seront  d'aiUeurs  confirtnSes  par  leur  accord  avec  les  phenovntnes  qui  seront 
demontres  dans  la  suite.> 

A  partir  de  ce  moment,  Ptol^miSe  n'est  plus  qu'astronome  et  quand 
plusieurs  hjrpotheses  expliquent  un  ph^nomene  d^terminä,  il  choisit  Tune 
ou  l'autre  a  volonte,  par  exemple,  celle  de  Fepicycle  ou  de  Fexcentrique, 
pour  le  Soleil  et  la  Lune:  «La  vraie  cause  de  cette  apparence  d'irr^gularite 
[dans  le  mouvement  du  soleil]  peut  s'expliquer  par  deux  suppositions  pre- 
mieres  et  simples.  L'une  ou  Tautre  rendra  egalement  raison  des  phenomines» 
(Halma,  I,  p.  170).  «Nous  pourrions  ^g^ement  expliquer  la  premiere  in- 
egalite  [de  la  Lune]  par  l'epicycle  et  par  Texcentrique;  mais  comme  nous 
avons  deux  inägalites,  nous  jugeans  plus  convenable  d'employer  l'une  des 
hypotheses  pour  la  premiere  inegalite  et  Tautre  pour  la  seconde>  (Halma, 
I,  p.  239). 
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Plus  loin,  il  affirme  plnsieurs  fois  que  resseniiel  est  d'ezpliqaer  les 
monvements  ehestes  par  des  hjpotheses  suf&santes.  Voici  encore  one  cita- 
tion  en  ce  sens:  4^11  faut  autant  qu'on  peat,  adapter  les  hjpotheses  les 
plus  simples  aux  moayements  Celestes;  mais  si  elles  ne  snffisent  pas,  il 
faut  en  choisir  d'autres  qoi  les  expliquent  mienx>  (Halma,  II,  p.  374). 

5.  Saint  Thomas  d'Aqnin.  Au  mojen  äge,  on  pent  citer  8.  Thomas 
d'AqL'IN  coinme  le  plus  illustre  repräsentant  de  la  Thfologie  et  de  la 
Philosophie;  comme  tel,  il  a  eu  la  plus  grande  influence  sur  les  th^logiens 
et  les  philosophes  ulterieurs.  Hiplek'')  a  fait  connaitre  un  passage  de 
son  commentaire  du  De  codo  d'ARisTOTE  ou  il  dit  tr^s  nettement  que  le 
choiz  des  hjpotheses  est  indiffereut,  en  Astronomie.  ^Quod  [il  s'agit  de 
Texplication  du  mouyement  des  planetes]  etiam  postremi  Astrologi  diversi- 
mode  facere  conati  sunt,  Ilhmm  autem  suppositiones,  quas  adinvenerunt, 
non  est  necessarium  esse  veras:  licet  enim  tälUms  suppositionibus  facHs  ap- 
pareofU  solvere,  non  tarnen  oportet  dicere  has  suppositiones  esse  veras,  quia 
forte  secundum  aJiquem  modum  nondum  ah  hominihus  compre- 
hensutn  apparentia  circa  Stellas  salvantur.  Aristoteles  tarnen  utiiur 
huiusmodi  supposUumbus  ad  qtuüitatem  motuum  ta^^quam  veris.'k 

Nous  avons  rencontre  dans  la  Somtne  iheologique  (1,  32,  1,  ad  2),  an 
autre  passage  plus  cat^gorique  encore  dans  le  meme  sens:  nÄd  secundum 
dicendum,  quod  ad  aliqu^m  rem  dupliciter  inducifur  ratio.  Uno  modo  ad 
prohandum  sufficienter  aliquam  radicem:  sicut  in  scienHa  naturali  induahtr 
ratio  sufficiens  ad  prohandum  quod  coeli  motus  semper  sit  uniformis  veloci- 
tatis.  Mio  modo  inducitur  ratio  non  quae  sufficienter  probet  radicem,  sed 
quae  radid  iam  impositae  ostendat  congruere  consequentes  effectus:  sicut  in 
aströlogia  ponitur  ratio  excentricorum  et  epicy darum  ex  hoc,  quod  hoc  posi- 
tione  facta  possuM  sälvari  apparentia  sensihilia  circa  motus  codestes:  non 
tarnen  ratio  haec  est  sufficienter  prohans,  quia  etiam  forte  alia 
positione  facta  salvari  possent> 


7)  Cii6  p.  65,  note  dans  le  IV.  Heft  des  Mitteilungen  des  Coppernicus -Verein 
zu  Thorn.  M.  Hipleb  renvoie  ä  T^dition  de  Parme  des  Oeuvres  de  S.  Thomas, 
t.  XIX,  p.  720.  NouB  avoDB  ydrifiä  le  passage  dans  le  t.  II  de  IMdition  de  Venise 
de  1593,  p.  49,  col.  1,  de  la  seconde  pagination.  A  la  p.  58,  col.  2  de  cette  der- 
niäre  editioD,  on  lit:  inPossumus  autem  et  hrevius  dicere  quod  quidam  Eraclitts 
PoNTicDS  posuit  terram  in  medio  moveri  et  coelutn  quiescere:  euius  opinionem  hie 
Aristoteles  ponit>.  Aristote  eile  cette  opinion,  mais  ne  Tattrihue  pas  ä  Hera- 
cLiDEs  Du  Pont,  que  S.  TnoifAs  connaissait  donc  d^ailleurs.  Notons  aussi  que 
HiPLER  (1.  c.  p.  55,  note  3)  eile  encore  ce  qui  suit  de  S.  Thoicas:  tCmnes  prae- 
dicti  articuU  [de  motibus  coelestibusj  vcl  parum  vel  nihil  faciunt  ad  doctrinam 
fidei,  sed  sunt  penitus  physicii^  (S.  Th.  Aq.  Opp.  Parmae,  XVF,  p.  164). 
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Cette  remarque  tr^s  jnste  de  S.  Thomas  que  l'accord  d'ane  hypothese 
ayec  les  faits  ne  pronve  pas  la  r^alite  de  cette  hypothese  semble  avoir  en 
plus  tard  one  grande  influence. 

6.  Le  Commentariolus  de  Copernic;  la  Narration  prima  de  Rheticns. 

Le  premier  de  ces  Berits  est  astronomique  dans  le  sens  strict  da  mot  II 
a  pour  titre:  Nicolm  Cofebnici  de  hypothesihus  motuum  caelestium 
a  se  constituits  Commentariolus.  Cofebnic  rejette  les  hypotheses  de 
ses  devanciers  comme  insuffisantes;  il  en  propose  de  nouvelles:  rimmobilite 
du  soleil,  la  mobüit^  de  la  terre,  etc.,  saus  s'occuper  le  moins  du  monde 
si  elles  soat  vraies  ou  non.  II  demande  seulement  qu'on  lui  permette 
de  les  admettre  comme  postulats:  Si  nohis  aliquae  petitiones  . .  .  con- 
cedantur,  quae  hoc  ordine  sequuntur  (Mittheilungen  des  Coppernicus- 
Vereins,  Heft  I,  p.  6). 

La  Narraiio  prima  de  Bheticus  est  ecrite  dans  le  meme  esprit  astro- 
nomique: D'un  bout  a  Tautre  de  ce  Memoire,  Tanteur  ne  cesse  de  parier 
d'hjpotheses  explicatives  des  mouvements  Celestes,  les  unes  anciennes  et 
devenues  insuffisantes,  les  autres  nouvelles  et  expliquant  les  nouvelles  in- 
egalites;  il  en  montre  la  convenance  au  point  de  vue  philosophique  (voir, 
par  exemple,  p.  465  de  VJ^ition  S^culaire  du  livre  de  Copernic,  le  passage 
relatif  a  rimmobilite  de  la  huitiime  Sphäre),  mais  il  n'affirme  pas  qu'elles 
soient  n^essaires  et  fait  la  distinction  habituelle  entre  le  role  du  physicien 
et  celui  du  mathematicien.     Montrons-le  par  quelques  citations: 

€Frimum  autem,  ut  terrae  mobiUtate  apparentictö  in  coelo  plerasque  fieri 
posse,  aut  certe  commodissime  salvari  assumeret,  eum  [Copebnicum] 
aeqtUnodiarum  ....  praecessio,  et  edipHcae  ohliquitatis  mutatio  induxit>  {id. 
s6c.,  p.  460).  ^Et  quid  DfominumJ  praeceptorem  moveret,  ut  tanquam 
mathematicus  aptam  motus  glohi  raiionem  non  assttmeret,  cum  viderä  tali 
assumpta  hypothesi  ad  certam  rerum  codestium  doctrvnam  constituendam 
nobis  unicam  odavam  sphaeram  eamque  vmmotam,  . . .,  sufficero  (JEld.  sec, 
p.  461).  €Cumque  haud  ignores,  quem  locum  hypotheses  seu  iheoriae  apud 
astronomos  häbeant,  et  in  quantum  mathematicus  a  physico  differai, 
cto  {Ed.  sec,  p.  463).  —  IL  est  persuade  d'ailleurs  que  les  hypotheses 
de  Copernic  sont  les  meilleures  possibles  et  qu'ARiSTOTE  et  Ptolj&mjSe  s'y 
convertiraient  s'ils  revenaient  a  la  vie  (pp.  463,  464).  Mais  jusqu'au  bout, 
il  les  appelle  des  hypotheses,  meme  au  moment  oh  il  en  fait  le  plus  grand 
eloge  possible  en  disant  qu'elles  sont  pour  ainsi  dire  identiques  aux  pheno- 
menes:  €Eo  vero  gratiorem  tibi  utra/mque  [NarrcMonem]  fore  spero,  quo 
clarius  artificum  propositis  öhservationibus  ita  D.  pracceptorls  mei  hypotheses 
Toig  qxxivofiivotg  conscntire  videbis,  ut  etiam  int  er  se  tanquam  bona  de'- 
finitio  cum  dcfinito  converti  possinti>  {ild.  sec,  p.  489). 
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7.  Le  livre  des  H^volutions  de  Copernic.    Dans  le  livre  des  Bevo- 

lutions,  Copernic  ne  se  tient  pas  exclusivement  sur  le  teirain  de  T Astro- 
nomie conune  dans  le  Commentariolus.  Dans  les  chapitres  7  et  8  dn 
livre  I,  il  aborde  franchement  la  question  philosophique  du  mouvement  de 
la  Terre  et  de  rimmobilite  da  Soleil.  Dans  la  dedicace  an  pape,  il  fcouche 
meme  a  la  qnestion  th^ologiqne,  qui  deyait  tenir  nne  si  grande  place 
dans  les  discussions  relatives  an  Systeme  du  monde,  an  temps  de  Galil^e, 
mais  c'est  ponr  T^carter. 

A.  Dans  cette  dedicace  an  pape,  Copernic  fait  Fhistoire  de  sa  pensee: 
les  hjpotheses  courantes  ne  rendant  pas  bien  compte  des  phenomenes,  il 
a  cm  devoir  partir  de  la  snpposition  de  la  mobilite  de  la  Terre,  sonienne 
antrefois  par  quelques  Anciens,  pour  donner  de  meilleures  explications  des 
faits  que  ses  pred^cesseurs:  nQuia  sciebam  aUis  ante  me  hanc  concessam 
Ubertatem,  id  quoslibet  finget ent  draUos  ad  demonstrandum  phaenomena 
astrorum,  existimam  mihi  quoque  facHe  pennitti,  ut  eaperirer,  an  posito 
terrae  aliquo  motu  firmiores  demonstrationes  quam  iUarum  essent,  invemri  in 
revoluäone  orbvum  caelestium  possent  Ätque  itu  ego  positis  motibus  quos 
terrae  infra  tribuo»,  etc.  (Ed.  s4c,,  p.  6),  Quoiqu'on  en  ait  dit,  tonte 
cette  dedicace,  a  part  la  fin  dont  nous  allons  parier,  est  ecrite  au  point  de 
vue  astronomique,  c'est-a-dire  que  Copernic  n'j  parle  du  mouvement  de  la 
Terre  que  comme  d'une  hypothese  explicative  des  ph^nomenes  Celestes.  Ce 
qui  le  prouye  bien,  c'est  que  la  Congr^gation  de  rindex,  dans  les  celebres 
corrections  qu'elle  a  fait  au  livre  des  B^volutions,  dans  son  Monitum  du 
15  mai  1620  (voir  le  BuUettino  de  Bonoompagni,  IX,  p.  704,  note)  n'j  a 
trouve  rien  a  retrancher  sauf  les  dix  lignes  (ßd.  sec.^  p.  7,  1.  16 — 25)  oü 
Copernic  exprime  son  d^dain  pour  les  (unccioXo^i  qui,  ne  sachant  rien  des 
mathematiques,  se  melent  d'en  juger  en  s'appujant  a  tort  sor  räcriture 
sainte.  Mais  le  bei  aphorisme  par  lequel  il  tennine  ce  passage:  Maffie- 
mata  maihematids  scribuntur,  prouve  que,  dans  sa  pens^,  son  livre  est 
avant  tont  astronomique. 

B.  Dans  les  premiers  chapitres  du  livre  I  des  Bevolutions,  Copernic, 
a  rimitation  de  Ptol^m^e  au  debut  de  FAlmageste,  expose  les  hjpotheses 
fondamentales  qui  vont  etre  la  base  de  son  ouvrage.  Au  eh.  5  et  6,  il 
agite  les  deux  questions  oü  il  va  se  separer  de  PtoliSm^e:  la  Terre  est- 
eile  immobile;  esc-elle  le  centre  du  monde?  A  propos  de  la  premiere,  il 
pose,  ayec  la  meme  clarte  qu'EuCLiDE,  le  principe  du  mouvement  relatif: 
nOmnis  enim  quae  videtur  secu/ndum  locum  mutatio,  atä  est  propter  spectatae 
rei  motum,  out  videntis,  aut  certe  disparem  utriusque  wt*to*KWcm»  (£d.  scc. 
p.  16),  Puis  appliquant  la  chose  a  la  Terre,  il  observe  que  tout  mouve- 
ment attribue  a  celle-ci  aura  sa  repercussion  en  sens  inverse,  dans  le  mou- 
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vement  des  astres.  C'est,  comme  on  yoit  le  principe  meme  de  tont  son 
livre.  Mais  ce  mouvement  est-il  r^el?  la  terre  n'est-elle  pas  au  centre  da 
monde  ?  la  sph^  des  ^toiles  fixes  est-elle  immobile  comme  il  le  conclut,  par  in- 
dnction,  au  eh.  6,  de  la  lentenr  croissante  des  moayements  des  planstes 
qiDLand  elles  sont  plus  eloign^es  de  nons?  Ce  sont  oes  qnestions  qu'il  exa- 
mine  en  pbilosophe,  en  physicien,  dans  les  ohapitres  7  et  8.  La,  et  la 
seulement,  il  expose  et  refdte  de  son  mienx,  sans  faire  du  taut  intervenir 
Vastronomie,  les  raisons  tir^es  de  la  physique  par  Aribtote  et  PTOL^Mic 
ponr  ^tablir  Fimmobilit^  de  la  Terre ^).  H  conclat  modestement:  aVides 
ergo,  guod  ex  his  omnibus  prohahilior  sit  mobilitas  terrae  quam  ^us 
quieSy  praeserdm  in  quotidiana  revoUUione,  tanquam  terrae  maxitne  proprian 
(id.  sie,  p.  24),  Cette  discnssion  philosopbique  termin^e,  il  revient  a 
Fastronomie,  pour  ne  plus  la  qnitter,  dans  son  cbapitre  9,  oii  il  ach^ye 
l'expos^  des  hjpothises  fondamentales  de  son  liyre:  il  indiqne,  comment  par 
induction,  on  pent  etre  amen^  a  atiribuer  plnsienrs  moayements  a  la  Terre 
et  il  resame  tr^s  bien,  en  ane  seale  phrase,  comment  il  poarra,  au  moyen  de 
ces  hjpoth^ses,  expliquer  tous  les  ph^nom^nes  {ßd.  sie.,  p.  25). 

C.  Tout  le  reste  du  liyre  des  R^yolutions  est  purement  astronomique 
comme  celui  de  PtoliSm^e  apr^s  les  sept  premiers  chapitres  du  d^but. 
Comme  Ptol^m^,  Copebnic  sait  que  ses  explications  sont  ind^pendantes 
de  la  y^t^  objectiye  des  prinoipes  qui  en  sont  la  base;  ces  pnncipes 
sont  des  hjpothises  explicatiyes  et  rien  de  plus.  Voici  quelques  dtations 
emprunt^s  a  Tlfedition  s^culaire  a  l'appui  de  cette  maniire  de  yoir:  aJam 
ipswn  motum  [terrae]  in  summa  eapanemus,  quatenus  opparenHa  per  ipsum 
tanquam  hypothesim  demonstrenkir»  (p.  31,  1.  3 — 4),  a, , .  ex  motu  terrae 
.  . .  quo  tanquam  principio  et  hypothesi  utemur  in  demonstraUombus  äH- 
orumn  (p.  34,  1.  18 — 19).  Dans  l'ancien  Manuscrit,  retrouy^  de  nos  jours, 
yient  ensuite  un  passage  efiace,  commen^ant  par  ces  mots:  (nEt  ai  fateamur 
solis  Umaeque  cwrsu/m  in  immohiUtate  quoque  terrae  demonstrari  poese,  in 
caeteris  vero  erranHbus  minus  congruH»  (p.  34,  L  6 — 7  de  la  note),  puis 
un  autre  effac^  aussi  (p.  36,  note  1.  9 — 18)  oh  CopEBmc  dit,  presque 
conune  PosmoNius,  que  Tastronome  emprunte  ses  principes  a  la  physique: 


8)  Nou8  ayons  analys^  les  raisons  de  Copsmiic,  dans  les  Änndles  de  la 
Sociäi  seientifique  de  Bruxdles,  1894,  t.  XYIU,  !»•  partie,  pp.  12->16.  Dans  le 
Monitum  de  la  congr^gation  de  rindez  de  1620,  on  dit  &  propos  du  chapitre  8: 
€Totum  hoc  Caput  passet  expungi:  quia  ex  professo  traetat  de  veritate  moftus  terrae, 
dum  solvit  veterum  rationes  probantes  eius  quieiem;  cum  tarnen  problematice 
videatur  loqui,  ut  Studiosus  satisfiat  et  series  et  ordo  libri  integer  maneat,  emendetur 
ut  infra>.  Soivent  deux  corrections  insignifiantes,  pnia  la  suppression  de  la  con- 
clnsion  cit^e  dans  le  texte  depnis  vides^  jusque  propria. 
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nQuae  ex  philosophia  mcUeriali  ad  instUtäionem  nostram  necessaria  viddxmtur 
tanquam  principia  et  hypotheses  .  .  .  summctHm  recensuimus.  Assuni- 
psimus  etiam  quihusdam  revolutumibtis  mobilem  esse  terram  ...»  Dans 
rintrodaction  du  ÜTre  11,  il  annonce  qn'il  va  s'occuper  da  mouyemeiit  di- 
nme,  bneyement  parce  qu'on  en  a  trait^  suffisamment  avant  Ini:  uNihü 
refert,  si  quod  Uli  per  quietem  terram  et  mundi  verOginem  demonstrant,  hoc 
nos  ex  opposito  suscipientes  ad  eandem  concurramus  metam,  quoniam  in  his 
quae  ad  invicem  stmt,  Ha  contingit,  ut  ricissim  sibi  ipsis  consen- 
tiant  {id,  sec,.  p.  73).  —  Le  titre  du  ck  3  du  livre  III  est:  nHypo- 
theses  quibtis  asquinoctiorum  obliquitatisque  signiferi  et  aequinoctialis  muta- 
iio  demonsiatum  {ßld,  sec.^  p.  163).  —  Daus  les  quatre  premieres  editions, 
on  trouye  ce  passage  (efface  dans  Fancieu  Manusorit):  nEstque  prarsus 
eadem  demonstratio,  si  terra  in  f  quiesceret  atque  sol  in  ab  c  <^cumcur- 
rente  moveretur,  ut  apud  Ptolemeum  et  äliosty  (JSrf.  sSc,,  p.  204,  dernieres 
lignes  de  la  note).  —  Delambre  (dans  son  Histoire  de  VÄstonomie  moderne, 
p.  134)  fait  remarquer  que  Copernic  sait,  comme  Ptol^m^e,  que  Ton  peut 
expliquer  les  mouvements  de  plusieurs  manieres.  C'est  ce  qu'il  fiait,  par 
exemple,  pour  Mercure,  livre  V,  c.  32:  De  alia  quadam  ratione  ac- 
cessus  a  c  recessus,  nPrius  autem  quam  recedamus  a  Mercurio  placuii 
alium  adkiw  modum  recensere  priore  non  minus  credibilem,  per  quem 
accessus  et  recessus  ille  fieri  ac  inteUigi  possitn  {id.  sec,^  p.  394).  —  Enfin,  au 
debüt  du  livre  VI,  il  caract^rise  tres  bien  son  explication  des  mouyements 
des  planstes  en  latitude,  comparee  a  celle  des  anciens:  uQuae  igitur  prisd 
Mathematid  hie  etiam  per  stabilitatem  terrae  demonstrasse  rati  sunt,  eadem 
per  assumptam  ejus  mobilitatem  majori  fortasse  compendio,  ac 
magis  apposite  facturi  sumus»  (JÖd.  sec.,  p.  412). 

üne  preuve  ä  posteriori  du  caractere  purement  astronomique  du  livre 
de  CoPEBNic,  c'est  que  la  Congregation  de  Tlndex,  dans  son  MonUtmtf  n'a 
plus  trouv4  a  corriger  dans  tout  Fouvrage,  a  parür  du  eh.  12  du  Livre  I 
jusqu'a  la  fin  (de  la  page  35  a  la  page  444  de  FEdition  s6culaire)  que 
ce  qui  suit:  In  Üb.  4.  cap,  20.  p.  122.  vin  titulo  capitis  dde  varba 
(herum  trium  syderum)  quia  terra  non  est  sidusn  (Boncompagni,  loc.  dt.). 
Le  titre*  en  question  ^tait:  nDe  magnitudine  horum  trium  syderum,  solis, 
lunue  et  terrae  ac  invicem  comparatione»  (J^d.  sec,  p.  282,  1.  29). 

8.  La  preface  d'Osiander.  On  peut  tirer  de  ce  qui  prec^e  les  con- 
clusions  suivantes:  1®  Au  point  de  vue  fhdologique,  Coperntc  ne  croit  pas 
la  doctrine  de  la  mobilite  de  la  Terre  contraire  a  la  Bible  (fin  de  la  de- 
dicace  au  pape).  2^  Au  point  de  vue  philosophique,  il  la  trouve  plus  pro- 
bable que  Celle  de  Fimmobilite  de  la  Terre  (c.  7  et  8  du  Livre  I  des  Be- 
volutions).     3®  Au  point  de  vue  astronomique,  Copbbnic  prouve  que  ITijpo- 


Note  sur  le  caractöre  g^om^trique  de  rancienne  astronomie.  287 

ihhse  de  la  mobilite  de  la  Terra  expliqne  les  phänom^nes  d'ane  maniere 
plus  simple  que  Thypothese  contraire;  mais  il  sait  qae  celle-ci  peut  aussi 
serrir  a  les  expliqner  {Commentariolus ;  toat  le  livre  des  R^oltiüons). 

OsiANDER,  oa  bien  est  moius  persaad^  que  Copernic  an  point  de  vue 
philosophique  et  th^logique,  oa  il  craint  plus  que  Copernic  les  p^ripat^- 
ticiens  et  les  tbäologiens.  C'est  pourquoi  il  conseille  a  Copernic  d'äcrire 
une  pr^face  purement  astronomique  a  son  livre:  «De  hypothesibus  ego  sie 
sensi  semper  non  esse  artiados  fidd,  sed  fundamenta  calctdi,  ita  tU  etiamsi 
fälsae  sint,  modo  tnotmun  g>aiv6(uva  exacte  exMbeant  nihü  referat. . . .  Qtmre 
plausihüe  fore  videretur  si  hac  de  re  in  praefatione  nonnihü  attingeres.i^ 
n  ^crit  la  meme  chose,  le  meme  jour,  a  Bheticus  qui  se  trouve  präs  de 
Copernic  (Prowe,  Copemicus^  I.  Band,  11.  Theil,  p.  522 — 523).  On  ignore 
quelle  a  ^te  la  r^ponse  de  Copernic.  Ce  qui  est  le  plus  probable,  c'est 
que  Copernic,  sans  rien  cbanger  a  son  livre,  a  laiss^  a  Osiander  le  soin 
d'ecrire,  sous  sa  propre  responsäbilitd ,  une  pr^face  dans  le  sens  indique. 
C'est  ce  qu'OsiANOER  a  fait,  sans  towiher  en  rien  aua>  opinions  (kMogiques 
et  philosophiques  de  Copernic  relatives  a  la  mobilit^  de  la  Terre.  Dans  le 
celebre  avant-propos  intitul^:  Ad  lecforcm  de  hypothesibus  huQus  operis  (J^. 
s^c^  p.  1)  Osiander  se  contente  d'exposer,  avec  une  grande  clart^,  le  role 
des  bjpotbises  en  astronomie.  II  termine  cet  expos^  de  la  doctrine  tradi- 
tionnelle  ^  ce  sujet  par  ces  mots:  ^(.Neque  qmsquam,  quod  ad  hypotheses 
attinet,  quicquam  certi  ab  astronomia  expedet,  cum  nihü  Uüe  praestare 
queati^  {ßld>  s6c,^  p.  2).  C'est  au  fond  la  meme  pens^e  que  celle  de  Saint 
Thomas  exposee  plus  baut. 

Cet  avant-propos  d'OsiANDER  a  scandalise  Eitler  et  beaucoup  de  sa- 
vants  de  notre  temps,  qui  ignorent  ou  oublient  la  distinction  ancienne  entre 
Tastronomie  et  la  pbjsique.  Mais  cette  distinction  ^tait  dassique  au  temps 
d'OsiANDER  et  apres  lui,  comme  on  peut  le  voir  dans  le  livre  de  Prowe, 
qui  fait  a  ce  sujet  des  citations  caract^ristiques  de  Gemma  Frisius  (p.  392, 
393),  de  Mj^lanchthon  (p.  527),  de  Mullerus  (p.  527),  de  Fr.  Bacon 
(p.  526).  En  voici  une  de  Desoartes  dans  le  meme  sens:  «Les  astro- 
nomes  ont  invent^  trois  differentes  bjpotbeses  ou  suppositions  qu'ils  ont 
seulement  tacb^  de  rendre  propres  a  expliquer  tous  les  pbenomenes,  sans 
s'arreter  particulierement  a  examiner  si  elles  etaient  en  cela  conformes  a 
la  verit^>  (Pfincipes  de  la  Philosophie^  Ed.  Coüsm,  3*  paiüe,  n®  15,  p.  188). 

Osiander  n'a  donc  pas  trabi  la  pensee  de  Copernic;  il  s'est  contente 
de  parier  de  la  partie  astronomique  des  Bevoltdions,  en  en  laissant  de 
cöte,  par  prudence  ou  parcequ'il  n'etait  pas  convaincu,  la  partie  pbiloso- 
pbique  et  la  partie  tbeologique. 

9.  Gallige.     Copernic   est  avant  tout  astronome  dans  le  sens  strict 
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da  mot;  il  n'est  philosophe  oa  phjsicien  qn'accidentellement.  C'est  Tin- 
yerse  pour  GaliliSe.  Galil^e  est,  dans  le  sens  ancien,  bien  moins  astro- 
nome^)  qne  phjsicien:  des  hjpotheses  explicatives  commodes  poar  le  calcol 
ne  Ini  snffisent  pas;  c^est  la  realite  qn^il  vent  atteindre:  il  veut  savoir  ce 
qui  est  immobile  et  ce  qui  se  meat.  Sa  yraie  gloire  d'aiUenrs,  c'est 
d'avoir  ete  le  fondatenr  de  la  Methode,  indactiye,  experimentale  et  mathe- 
matique  a  la  fois,  en  philosophie  naturelle;  c'est  ensuite,  d'avoir  renyerse 
la  vieille  conception  dualistiqne  (phjsique  terrestre,  phjsiqne  Celeste)  de 
Vünivers,  enfin  d'ayoix*  trouye  les  premieres  lois  de  la  djnamiqne,  a  propos 
de  la  chnte  des  corps  pesants.  Mais,  si  phjsicien  qu'il  soit,  il  sait  tres 
bien,  quel  est,  d'apres  la  tradition,  Tobjet  de  TAstroDomie.  On  a  de  lui 
un  Trattato  deUa  Sfera  ovvero  Cosmografia  (Vol.  II  de  TEdition  FAyARo, 
pp.  203 — 255)  on  il  expose,  ayec  sa  nettete  habituelle,  ses  idees  sur  ce 
sujet.  La  cosmographie  ou  description  du  monde,  dit-il  en  substance,  ne 
s'occupe  pas  de  tout  ce  qui  regarde  le  monde:  eile  traite  du  nombre,  de  la 
distribution,  de  la  figure,  de  la  grandeur,  de  la  distance  et  surtout  des 
mouyements  des  parties  du  monde  en  laissant  la  consideration  de  la  sub- 
stance  et  des  qualites  de  ces  parties  au  phjsicien  {filosofo  naturale).  Le 
cosmographe  obserye  les  apparences  ou  phenamenes;  il  imagine  ensuite  des 
hypothhes  ou  su^ßposUwns  telles  qu'elles  repondent  aux  apparences;  en  troi- 
sieme  lieu,  il  prouye  par  des  demonstrations  gSomStriques  que  les  pheno- 
menes  s'ensuiyent  des  hjpotheses;  enfin,  il  fait  des  coI^mIs  qui  permettent 
de  retrouyer  a  chaque  moment  la  position  des  corps  Celestes  (X.  c,  pp.  211 — 
212).  Dans  ce  cours  d'astronomie ,  Galil^e  part  de  l'hjpoth&se  que  la 
Terre  est  immobile,  bien  qu'il  fut,  depuis  longtemps,  persuade  de  la  doc- 
trine  contraire  (il  la  Signale  dans  son  chapitre  6),  parce  qu'il  sait  que  Ton 
peut  sauver  les  apparences,  en  partant  de  Tune  et  Tautre  supposition. 

En  maints  endroits  de  ses  ouyrages,  il  a  indique  ayec  nettete  ce  qui 
distingue  le  phjsicien  de  l^astronome,  ou  comme  il  dit,  Tastronome  pküo- 
saphe  de  Tastronome  pur,  ou  astronome  cälculateur.  Voici,  par  exemple, 
une  citation  de  son  liyre  sur  les  Taches  Solaires  (Ed.  Yenturi,  1718, 
t.  II,  pp.  98 — 99;  id,  Favaro,  t.  V,  p.  102):  «ei  ya  retinendo  come  yeri, 
e  reali,  e  realmente  tra  loro  distinti,  e  mobili  quelli  Eccentrici  totalmente, 
o  in  parte  quei  Deferenti,  Equanti,  Epicicli,  ec.  posti  da  i  puri  AstrononU 
per  facilitare  i  loro  calcoli,  ma  non  gia  da  ritenersi  per  tali  dagli  Ästro- 


9)  n  Ta  m§me  6t6  trop  peu.  Dans  son  Dialogo  de  1632,  il  a  publik  une 
hjpoth^se  sur  Torigine  des  planstes,  qui  est  incompatible  avec  les  lois  de  K^lsb 
(son  ami  et  son  correspondant) ,  publikes  depuis  longtemps.  Voir  notre  article  ä 
ce  siget,  dans  les  Annäles  de  la  SocüU  sctentifigue  de  BruxeUes,  1894,  t.  XVill, 
!"•  partie,  pp.  46—49,  90—92. 
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nomi  Filosofi,  li  quali  oltre  aUa  cnra  del  salvare  in  quälunque  modo  Tap- 
parenze,  cercano  d'inyestigare,  come  problema  massimo  ed  ammirando,  la 
Vera  costUuzione  ddV  Universo,  poiche  tal  costitozione  ^,  ed  e  in  uno  solo 
modo,  vero,  reale,  ed  impossibile  ad  essere  altramente  >  .  . . 

La  distinciion  est  encore  plns  fortement  marqaee  dans  le  cel^bre 
Dialogo  de  1632  qui  amena  la  condamnation  de  Galil^b  en  1633. 
Dans  cet  ouvrage,  Galil^e  ezpose  Tensemble  des  decouvertes  par  lesquelles 
il  renouvelle  la  m^thode,  renverse  la  phjsique  aristotelicienne  et  fait  con- 
naitre  les  lois  de  la  chute  des  corps;  il  croit  aussi  pouvoir  demontrer  la 
realite  da  double  monyement  de  la  Terre,  an  mojen  de  sa  celebre  preuve 
tiree  des  marees.  An  fond,  le  livre  est  donc  rialiste  et  appartient  tont 
entier  a  la  Physigue  on  a  la  Philosophie  naiureUe.  Mais  qnand  Galil^e  j 
parle  dn  Systeme  du  monde,  il  est  lie  par  le  decret  de  la  Congregation  de 
rindex  du  5  mars  1616;  c'est  pourquoi  il  dissimnle  son  vrai  but:  il  d^- 
clare  au  d^but,  il  d^clare  a  la  fin  et  en  d'antres  endroits  qu'il  ne  parle 
qn'hjpothetiquement,  par  jeu  d'esprit,  bref  qu'il  fait  de  V Astronomie  pure. 
4^  Ho  presa  nel  discorso  la  parte  copemicana  procedendo  in  pura  ipotesi 
matemoHca,  .  .  .  Si  esamineranno  li  fenomeni  celesti,  rinforzando  Tipotesi 
copemicana. . .  aggiungendo  nnove  speculazioni,  li  quäli  perö  servano  per  fa- 
cilitä  d'astronomia ,  non  per  neeessitä  di  natura.^  II  appelle  ensuite  sa 
theorie  des  marees  tma  fantasia  ingegnosa  (Ed.  Sonzogno,  Milan,  1877; 
pp.  19 — 20;  ^d.  Favaro  pp,  29 — 30).  «II  principale  scopo  dei  puri  astro- 
nomi  h  il  render  solamente  ragione  delle  apparenze  nei  corpi  celesti,  e  ad 
esse  ed  ai  moyimenti  delle  stelle  adattar  tali  strutture  e  composizioni  di 
cerchi,  cbe  i  moti  seeundo  quelli  calcolati  respondano  alla  medesime  appa- 
renze, poco  curandosi  di  ammetter  qualcbe  esorbitanza,  cbe  in  fatto  per 
altri  respetti  avesse  del  difficile»  (td.  Sonz.,  p.  306;  ed.  Fav.,  p.  369).  A 
la  fin,  il  cite  et  semble  admettre  Targument  d'ÜRBAiK  VIII:  Dieu  peut  pro- 
duire  les  marees  autrement  que  ne  Fexplique  Galil^e  et,  par  suite,  la  d^- 
monstration  du  mouvement  de  la  Terre  qu'il  en  tire  n'est  pas  probante. 
Autrement  dit,  de  ce  qu'une  bjpothese  explique  les  ph^nomenes,  il  n'en 
resulte  nullement  qu'elle  soit  la  seule  possible:  c'est  au  fond  la  remarque 
d'OsiANDER  et,  avant  lui,  de  S.  Thomas. 

On  sait  que  Galil^b  n'a  pu  persuader  a  ses  juges  qu'il  se  tenait 
yraiment  sur  le  terrain  de  Fhypotbese  et  il  a  ete  condanm^:  il  Fa  ete  au 
nom  de  la  Philosophie  et,  par  consequence,  de  la  Theologie,  mais  nullement 
au  nom  de  FAstronomie  dans  le  sens  strict  du  mot^^).    Ses  juges  de  1633, 


10)  Voir  notre  article   bot  ce   point,   Annodes  de  la  SociÜi  scientifique  de 
Bruxelks,  1899,  t  XXIII,  V^  partie,  pp.  62—67. 

Abh.  xnr  Gesoh.  d.  Mathem.  IX.  19 
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les  auteurs  du  Monitum  de  1620,  cite  plus  haut,  et  ses  adversaires,  pbilo- 
sophes  ou  tbeologiens,  en  1616,  avaient,  en  effet,  snr  rAstronomie  propre- 
ment  dite  et  sur  le  role  des  hjpoiheses  dang  cette  science,  les  idees  tradi- 
tio nnelles  ezposees  dans  le  present  travail.  Ponr  le  montrer,  il  snfBra  de 
faire  nne  citation  caracteristique,  que  nons  empnintons  a  one  lettre  ecrite, 
le  12  avril  1615,  a  Foscarini,  par  Bellarmik,  a  cette  epoque  le  plus  celebre 
des  adversaires  de  Fhypothese  heliocentrique ,  au  point  de  vne  philosophique 
et  theologique:  «V(e8tra)  P(atemita)  e  il  Sig.  Galileo  facciano  prndent«- 
mente  a  contentarsi  di  parlare  ex  suppositione  e  non  assolutamente  come 
io  ho  sempre  creduto,  che  abbia  parlato  il  Copernico,  percbe  il  dire,  che 
supposta  la  terra  si  mnove  e  il  sole  stia  ferme  si  salvano  tatte  le  appa- 
renze,  meglio  che  con  porre  gli  eccentrici  e  epicicli,  e  benissimo  detto  e 
non  ha  pericolo  nessuno  e  questo  hasta  äl  matematico  (Grisar,  Gälüei- 
studien,  Beilage  IX,  p.  367.     Begensbnrg,  Pustet  1882).' 

La  condamnation  de  Galil^e  en  1633  a  en  pent-etre  one  inflnence 
facheuse  sur  le  developpement  de  Tezegese  biblique,  mais  eile  n'en  a  pas 
en  snr  celui  de  TAstronomie,  parce  qn'apres  comme  avant,  on  la  regardait 
comme  la  science  des  phenomdnes  Celestes. 

10.  Conclnsion.  La  qnestion  du  centre  du  monde,  soulev^e  tout  de 
fois  par  les  philosophes  depuis  Philolaus  jusqu'a  Galil^e,  a  disparu  des 
preoccupations  du  monde  sayant,  parce  que  Ton  ignore  si  TÜnivers  pent 
etre  assimile  a  un  corps  geometrique  ayant  un  centre.  Le  Soleil  d'ailleurs, 
depuis  la  publication  du  livre  des  Principia  de  Newton,  en  1687,  a  perdu 
la  place  privilegiee  qu'on  lui  avait  assigne  dans  TUnivers  apr^s  Copernic; 
il  est  devenu  une  etoile  comme  les  autres. 

Ensuite,  on  a  reconnu  peu  a  peu  qu'il  est  impossible  de  donner  un 
sens  pr^cis  a  Uantique  question:  qu'est'Ce  gm  est  immobile,  qu'est-ce  qui  se 
meut,  parce  que  se  mouvoir  ou  etre  immobUe  sont  des  termes  tout  relatifs. 
Par  suite,  les  assertions,  en  apparence  contiudictoires  de  Ptol^mj^  et  de 
Copernic  sur  le  mouvement  du  Soleil  ou  de  la  Terre  ne  presentent  aucune 
antinomie;  ce  sont  deuz  manieres  äquivalentes  d'ezprimer  un  seul  et 
meme  fait. 

En  general,  tout  ce  qu^U  y  a  de  quarditatif  dans  les  phinombnes  de 
mouvement  de  points  materiels  est  d^crit  d'une  manidre  adequate  et  oomplefe 
si  Von  fait  cannaitre  d  chaque  instofU  les  distances  mutuelles  de  ces  points, 
Les  anciens  astronomes  avaient  sans  doute  le  sentiment  confos  de  cette 
v^rite  fondamentale  quand  ils  disaient  que  le  choiz  des  hypotb&ses  ezpli- 
catives  des  phenomdnes  Celestes  est  indifferent;  ils  comprenaient  vaguemeut 
que  ces   hjpotheses  etaient  au  fond    equivaleutes  a  une   description    con- 
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densee  des  phenomenes  (voir  ci  dessns  la  demiere  citation  de  Eheticns), 
et  c'est  poorquoi  ils  se  seryaient  si  hardiment  de  snppositions  tr^s  diverses 
en  apparence  les  anes  des  autres. 

GALn^i^E  a  entrevu  la  relativite  essentielle  du  mouvement  qnand  il  dit  et 
pronve,  dans  le  Dialogo  (Ed.  Sonz.,  pp.  20, 175,  etc.;  ed. Fav.,  pp.  30,  214, ete.) 
qu'aucune  experience  (faite  snr  la  Terre)  ne  peut  etablir  qne  la  Terre  est  en 
mouvement  on  est  immobile.  Le  principe  de  la  relativite  est  indique  plos 
explicitement  par  Descartes  (Op.  c,  2®  partie,  n^  29,  p.  143):  «Lorsque 
nons  verrons  qne  deux  corps  qni  se  toachent  imm^atement  seront  trans- 
portes  Tun  d'nn  cote  et  l'antre  d'on  autre  et  seront  reciproqnement  se- 
pares,  nons  ne  ferons  point  de  difficulte  de  dire  qu'il  j  a  tout  autant  de 
mouvement  en  Fun  conmie  en  l'antre.»  —  Apr^s  les  Frmcipes  de  Newton, 
on  erat,  pendant  qnelqne  temps,  que  Ton  possedait  ane  explication  d^fna- 
mique  du  monde,  mais  on  reconnut  assez  vite  qu'elle  etait  purement  cini- 
matique  comme  Celles  de  l'ancienne  astronomie:  les  eguaiions  diffSrentidlcs 
de  la  mica/nique  andlytique,  etant  äquivalentes  ä  leurs  integrales,  ne  contiennent, 
au  fond,  comme  ceUes-ci,  que  des  disia/nces.  «Tout  ce  que  nous  vojons  bien 
distinctement  dans  le  mouvement  d'un  corps,  dit  d'ALEsiBERT  dans  sa  Dy- 
namique,  c'est  qu'il  parcourt  un  certain  espace  et  qu'il  emploie  un  certain 
temps  a  le  parcourir;  c'est  donc  de  cette  seule  idee  qu'on  doit  tirer  tous 
les  principes  de  la  mecanique,  quand  on  veut  les  demontrer  d'une  maniere 
nette  et  precise.  Aussi  ne  sera-t-on  pas  surpris  qu'en  cons^quence  de  cette 
reflexion,  j'aie  pour  ainsi  dire  detoume  la  vue  de  dessus  les  causes  mo- 
trices  pour  n'envisager  uniquement  que  le  mouvement  qu'elles  produisent.> 
—  «L.  J.  DU  BuAT  (1824)»,  dit  de  Saint  Venant,  «definit  les  forces  accele- 
ratrices  de  simples  accroissements  de  vitesse  et  les  forces  motrices  des  pro- 
duits  de  ces  accroissements  par  les  masses.»  —  «Quel  que  soit  un  probleme 
de  Mecanique  terrestre  ou  Celeste,  dit  encore  de  Saint  Venant,  les  forces 
n'entrent  jamais  ni  dans  les  donn^es,  ni  dans  le  resultat  cherche  de  la  So- 
lution. On  les  fait  intervenir  pour  resoudre  et  on  les  elimine  ensuite,  afin 
de  n'avoir  finalement  que  du  temps,  ou  des  distances  ou  des  vitesses,  comme 
en  commen^ant»^^).  Jacobi  est  du  meme  avis  dans  sa  celebre  these  (1825): 
<(.  Theoria  Mechanices  analytica  causam  agnoscere  nullam  potest ;  quidni,  sicuti 
differentialia  prima  velocitatis  nomini,  secunda  virium  insignimus,  simüe 
quid  ad  altiora  quoque  differentialia  adhiheatur^  de  quihus  fheoremata  pro- 
poni  possint  prorsus  anäloga  iis  quac  de  vi  et  de  velocitaie  drcumfenmtur> 
( Werlr,  III,  p.  44). 


11)  Pour  ces  cibalions,  voir  MotoKo,  Statique^  Paris,  Gauiuiea  Villabs,  1B68, 

pp.  xxin--xxv. 
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Duhamel  a  expose  d'nne  maniere  d^taülee,  la  these  de  la  relati?ite 
essentielle  du  monvement,  dans  son  ouvrage  Des  Mähodes  dans  Its  sciences 
de  raisonnement  (Paris,  Qauthier-Villaes,  2*  partie,  1866,  n^  ö,  pp.  5—6; 
4*pariie,  1870,  nM,  pp.  XVH— XIX,  n«  163,  pp.  223—225).  I^iUnstres 
g^metres  ou  physiciens  (Kirchhopp,  Helmholtz,  Poincar^,  Duhem)  con- 
siderent  de  plas  en  plus  la  Mecaniqne  rationelle  et  la  Phjrsique  mathe- 
matiqne  a  nn  point  de  vue  pnrement  cinematiqne  et  relativiste.  Poincar^, 
dans  nne  pr^face  cel^bre,  a  demontre  le  theor^me  snivant:  «Si  an  pheno- 
mbne  compprte  une  explication  mecaniqne  compl^te,  il  en  comportera  une 
infinite  d'antres  qui  rendraient  egalement  bien  compte  de  tontes  les  parti- 
cularites  rev^lees  par  rexperience)^  (EledricitS  et  OpUque,  1890,  Paris,  Carr£; 
p.  XIV).  Les  theories  mathematiques,  dit-il  aillenrs,  ont  «ponr  bnt  mdqne 
de  coordonner  les  lois  physiqnes  que  Texp^rience  nons  fait  connaitre» 
{ThSorie  maihimaHque  de  la  Uimidre,  1889,  Paris,  Carr^,  Pref.  p.  I).  Duhem 
a  publik  sur  le  meme  sujet  une  s^rie  d'articles  qui  ^puisent  pour  ainsi 
dire  la  question  et  mettent  dans  une  lumi^re  complete  la  vraie  portee  des 
tbeories  mathematiques  relatives  a  la  nature^^).  Nous  ne  pouvons  qu'j 
renvoyer  le  lecteur,  a  qui  nous  rappelons,  pour  terminer,  le  mot  de 
CoPERNic:  Mafhemata  fnatkemaäds  scribuntur,  afin  qu'il  n'attribue  pas  a  notre 
th^se  une  portee  m^taphysique  qu'elle  n'a  pas. 

12)  Quelques  riflexions  au  sujet  des  theories  physiques  (Revue  des  Questions 
acientifiques,  1892,  2®  aerie,  T,  189—177).  —  Physigue  et  mitaphysique  (Ib.,  1893, 
2«  Serie,  t.  IV,  pp.  56—83).  L*iv6lution  des  iMories  physiqties  du  X  VII*  sikU 
jusqu'ä  nos  jours  (Ib.,  1896,  2«  serie,  t.  X,  pp.  463—499). 
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IN   KÖNIGSBERG    l/p. 


In  der  Vorrede  zum  letzten  Halbbande  seiner  umfassenden  „Geschiebte 
der  Mathematik^'  spricht  der  verehrte  Jubilar  den  Wunsch  und  die  Hoff- 
nung aus,  dafs  sein  Lebenswerk  eine  Fortsetzung  für  dieses  Jahr- 
hundert finden  möge. 

In  gewissem  Sinne  ist  die  „Encyklopädie^^  bestimmt,  die  fragliche 
Lücke  auszufallen.  Zweifellos  wird  der  Encyklopädie  ein  Vorzug  mangeln, 
der  das  CANTOR'sche  Werk  auszeichnet,  die  strenge  Einheitlichkeit,  die  das 
Ganze  durchzieht.  Aber  ist  es  nicht  ebenso  berechtigt,  die  verschieden- 
artigen mathematischen  Eichtungen,  die  gerade  die  zweite  H&lfte  dieses 
Jahrhunderts  aufweist,  dadurch  zum  unmittelbarsten  Ausdruck  zu  bringen, 
dafs  ein  ansehnlicher  Teil  der  lebenden  Vertreter  dieser  Richtungen  pro 
parte  virili  selbst  zum  Wort  kommt?  Es  sei  erlaubt,  das  Prinzip  der  En- 
cyklopftdie  in  Gestalt  eines  Paradoxons  zusammenzufassen:  die  geschlossenste 
Einheitlichkeit  hinsichtlich  der  dogmatischen  Vorschriften  für  die  historische 
Auffassung  und  die  objektive  Darstellung  —  für  die  litterarischen  Quellen- 
angaben und  Bezeichnungsweisen — Hand  in  Hand  mit  der  freiesten  indivi- 
duellen Bethätigung,  mit  dem  Rechte  jedes  Mitarbeiters,  seine  Grund- 
auffassungen vom  Wesen  seiner  Wissenschaft  überhaupt  innerhalb  seines 
spezifischen  Themas  zur  gröfstmöglichen  Geltung  zu  bringen.  Dafs  die 
Lösung  dieses  Paradoxons  einer  fortlaufenden  Verständigung  darüber  be- 
darf, inwieweit  der  starre  Buchstabe  der  Gesetzesvorschrift  einer  geistigen 
Differenzierung  fähig  ist,  inwiefern  die  Freiheit  des  Willens  unbeschadet 
des  Eausalnexus  der  Dinge  zur  Wirkung  kommt  —  das  ist  sicher  die 
Hauptsohwierigkeit  des  ganzen  Unternehmens,  das  seinen  „Existenznach- 
weis'^  auf  jeder  Stufe  seiner  Entwickelung  stets  von  Neuem  zu  führen  ge- 
nötigt ist. 

Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  die  vielen  Einzelnheiten  des  der  En- 
cjklopädie  nach  langen  Vorbereitungen  zu  Grunde  gelegten  Programms 
einzugehen.  Nur  ein  delikater  Punkt  sei  kurz  berührt,  der  bereits  von 
verschiedenen  Seiten  diskutiert  ist,  weshalb  sich  die  Stoffeinteilung  der 
Encjklop&die  nach  Gliederung  und  Bezeichnung  nicht  an  die  von  der 
Pariser  Kommission  festgelegte  Norm  gehalten  hat. 
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Vorab  sei  betont,  dafs  irgend  ein  künstlich  genährter  Gegensatz  hier- 
bei nicht  bestanden  hat  und  nicht  besteht.  Wenn  ein  direkter  Anschluis 
an  jene  im  Übrigen  vortreffliche  Normierung  für  die  Zwecke  der  Encjklo- 
pädie  nicht  opportun  erschien,  so  lag  das  einmal  an  der  weitgehenden  Unter- 
teilung des  Stoffes  (man  vgl.  den  Baum,  den  dort  die  Elementannathematik 
einnimmt,  etwa  im  Verhältnis  zur  „Mengenlehre"),  sodann  aber  daran ,  dafs 
eine  so  ausgeprägte  Individualisierung  der  einzelnen  Disziplinen  ihrem  be- 
ständigen Ineinandergreifen  hinderlich  zu  sein  schien. 

Diese  inneren  Wechselbeziehungen,  die  gerade  einen  Hauptcharakterzug 
der  modernen  Mathematik  kennzeichnen,  schienen  durch  fortlaufende  Ver- 
weise auf  die  rein  äufserlich  numerierten  einzelnen  Artikel,  bei  denen  der 
Leser  jederzeit  direkt  sich  Rats  erholen  kann,  greifbarer  und  praktischer 
hervorzutreten. 

Wir  beschränken  uns  nunmehr  darauf,  aus  der  Fülle  des  Stoffes,  der 
in  den  zwei  bisher  erschienenen  Heften  niedergelegt  ist,  einzelne  Merkmale 
herauszugreifen. 

Der  erste  Artikel,  I  A  1,  von  H.  Schubert,  behandelt  die  Grundlagen 
der  elementaren  Arithmetik.  Der  Leser  wird,  wenn  er  es  auch  sonst  nicht 
wufste,  sofort  den  Eindruck  erhalten,  dafs  dem  Verfasser  auf  dem  frag- 
lichen Gebiete  eine  langjährige  Erfahrung  zu  Gebote  steht. 

Die  Anmerkungen  der  ersten  Seiten  geben  eine  Vorstellung  davon,  zu 
welcher  Ausdehnung  und  Bedeutung  die  „Psychologie^  der  Arith- 
metik gelangt  ist.  Die  elementarsten  Operationen,  die  man  früher  wie 
etwas  Selbstverständliches  entgegennahm,  erscheinen  der  neueren  Forschung 
nur  als  Endglieder  eines  langen,  teils  bewufsten,  teils  unbewuMen  Denk- 
prozesses. 

Im  weiteren  Verlauf  der  Entwickelung  tritt  immer  deutlicher  das 
leitende  „Prinzip  der  Permanenz"  hervor,  das  in  seiner  ausführlichen 
und  vorsichtigen  Fassung  sehr  wohl  geeignet  erscheint,  bekannte  Verr 
knüpfung^gesetze  für  bekannte  Zahlengebiete  auf  neu  geschaffene  Zahlen- 
gebiete zu  übertragen. 

Überblickt  man  den  ganzen  Artikel,  so  ist  man  geradezu  erstaunt  über 
die  geringe  Anzahl  der  arithmetischen  Begriffe  und  Sätze,  die  der  unend- 
lich ausgedehnten  Analjsis  als  Fundament  dienen. 

Der  zweite  Artikel,  I  A  2,  von  E.  Netto,  giebt  auf  denkbar  knappstem 
Baume  eine  Übersicht  dessen,  was  bisher  auf  dem  Gebiete  der  Kombinatorik 
und.  insbesondere  ihrer  Hauptanwendung,  der  Theorie  der  Determinanten 
geleistet  ist. 

Wie  kaum  ein  anderer  Artikel,  erhebt  er  sich,  von  den  elementarsten 
kombinatorischen  Operationen  ausgehend  zu  den  feinsten  und  verwickeltsten 
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Determinantensätzen.  Über  dem  Ganzen  schwebt  ersichtlich  der  ERONECKER'sche 
Geist  der  Kritik,  der  mit  den  rein  formalen  Untersuchungen  der  älteren 
Eombinatoriker  gar  strenge  ins  Gericht  geht,  aber  dafür  überall  bestrebt 
ist,  dem  toten  Buchstaben  der  Formel  eine  Seele  einzuflöfsen.  Andererseits 
könnte  man  fast  bedauern,  dafs  hiebt  derselbe  Stoff  zugleich  von  einem 
Engländer  bearbeitet  werden  konnte;  wir  sind  ja  aber  in  der  Lage,  das 
grofse  historische  Werk  von  Th.  Muir  über  Determinanten  zu  besitzen. 

Wir  kommen  zu  I  A  3,  „den  Irrationalzahlen  und  der  Konvergenz 
unendlicher  Prozesse"  von  A.  Pringsheim.  Wir  geben  der  Hof&iung  Kaum, 
dafs  gerade  dieser  Artikel,  der  den  Übergang  von  der  Arithmetik  zur 
eigentlichen  Analysis  verkörpert,  bei  den  Lehrern  der  mittleren  und  höheren 
Schulen  eine  eingehende  Würdigung  finden  möge.  Der  ruhmlichst  bekannte 
Verfasser  hat  keine  Mühe  gescheut,  selbst  auf  die  Gefahr  zu  grofser  Aus- 
führlichkeit hin,  seinen  delikaten  Stoff  nicht  nur  fafslich  und  elegant  dar- 
zustellen, sondern  ihn  auch  mit  einer  Fülle  wörtlicher  Zitate  aus  mathe- 
matischen Klassikern  auszustatten,  um  beim  Leser  historischen  Sinn  zu  erwecken. 

Bekanntlich  spielt  der  Verfasser  in  neueren  polemischen  Auseinander- 
setzungen über  den  Wert  und  die  Tragweite  der  logischen  und  intuitiven 
Methoden  eine  maJGsgebende  Rolle;  aber  selbst  wenn  man  ihn  als  Ultra- 
Logiker  bezeichnen  wollte,  müiste  man  ihm  zugeben,  dafs  er  hier  seinen 
Überzeugungen  einen  möglichst  objektiven  Ausdruck  verliehen  hat.  Die 
Kunst  der  Darstellung  ist  freilich  eine  so  lebhafte  und  bestechende,  dafs 
der  Leser  alle  Mühe  hat,  seinen  eigenen  Standpunkt  zu  wahren.  Verfolgt 
man  die  Entwickelung  der  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen,  und  ver- 
gleicht man  den  mangelhaften  Standpunkt  eines  Lagrange  mit  den  Schlufs- 
theoremen  des  Verfassers  selbst,  die  in  ihrer  Schärfe  und  Allgemeinheit 
schwerlich  noch  überboten  werden  dürften,  so  mufs  man  zu  der  Erkenntnis 
gelangen,  dafs  das  19.  Jahrhundert  mehr  wie  jedes  frühere,  einen  völligen 
Umschwung  in  der  Mathematik  herbeigeführt  hat;  man  mufs  freilich  auch 
wünschen,  dafs  die  bis  zur  äufsersten  Grenze  ausgebildete  Theorie  den  in 
ihr  aufgespeicherten  unermefslichen  Gedankenvorrat  den  Anwendungen  auf 
Naturwissenschaften  und  Technik  zugute  kommen  lassen  möge,  um  nicht 
das  esoterische  Besitztum  weniger  Auserwählter  zu  bleiben,  sondern  um  in 
den  Fortschritt  der  Kultur  mit  starker  Hand  einzugreifen. 

In  I  A  4  entwickelt  E.  Study  die  Theorie  der  gemeinen  und  höheren 
komplexen  Gröfsen.  Es  steht  zu  hoffen,  dafs  Alle,  die  bisher  noch  Vor- 
urteile metaphysischer  Art  gegen  die  Verwendung  komplexer  GrÖlsen  ge- 
hegt haben,  durch  die  Leetüre  dieser  klar  und  überzeugend  geschriebenen 
Abhandlung  eines  Besseren  belehrt  werden.  Von  besonderem  Interesse 
dürften    in   pädagogischer   und    erkenntnistheoretischer   Hinsicht    die    Aus- 
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fühiningen  über  die  linearen  Gruppen  jc'=  x  +  er,  x  =  ax^  x'=  ax  +  6, 

Ot  X     (     1) 

a;'=— 7^-^  sein,  und  die  Erweiterung  ihres  Wirkungsbereiches,  falls  man 

die  auftretenden  Oröfsen  als  komplex  ansieht.  Die  Lehre  der  höheren 
komplexen  Gröfsen  (von  der  Form  aiei  -j-  a^e^  -jr  '  '  '  ~\''  ^n^^n)  ist  eine  der 
jüngsten  Schöpfungen  der  Mathematik,  um  deren  Aufbau  der  Verfasser 
selbst  sich  wesentlich  verdient  gemacht  hat;  ihre  Theorie  wird  dadurch 
verwickelter,  aber  auch  interessanter,  als  bei  der  Multiplikation  der  neuen 
Zahlen  das  kommutative  Gesetz  fallen  gelassen  wird.  Ueber  die  Verwend- 
barkeit der  neuen  Theorie  werden  vorderhand  die  Meinungen  noch  geteilt 
sein;  schon  jetzt  ist  aber  zuzugeben,  dals  die  Algebra,  die  Lehre  der  konti- 
nuierlichen Gruppen,  die  Zahlentheoiie  vermöge  der  höheren  komplexen 
Zahlen  ihren  Gesichtskreis  wesentlich  erweitert  haben.  Ein  bedeutender 
erkenntnistheoretischer  Vorteil  zeigt  sich  darin,  dafs  über  die  Stellung  der 
Quatemionen  zu  verwandten  Gröfsen  volle  Klarheit  geschaffen  wird. 

Der  folgende  Artikel  I  A  5  über  „Mengenlehre*'  von  A.  Sghoenflies 
dürfte  der  sein,  der  an  die  Fassungskraft  der  Leser  die  grö&ten  Anforde- 
rungen stellt.  Handelt  es  sich  doch  um  die  von  G.  Cantor  begründete 
Theorie  der  transfiniten  Zahlen,  die,  anfänglich  lebhaft  beanstandet,  zur 
Zeit  einen  immer  gröfseren  Kreis  von  Anhängern  und  Bearbeitern  gewinnt, 
und  in  alle  Teile  der  Analysis  und  Geometrie  als  ein  Klassifikationsprinzip 
ersten  Banges  einzudringen  berechtigt  erscheint. 

Schon  die  Originalarbeiten  erheischen  zu  ihrem  Studium  eine  müh- 
same und  andauernde  Mitarbeit;  es  hiefse  daher  Unmögliches  verlangen, 
wollte  jemand  blofs  an  der  Hand  der  vorliegenden  überaus'  gedrängten 
Wiedergabe  die  Tragweite  der  erklärten  Begriffe  erfassen.  Man  muis  aber 
dem  Verfasser  um  so  mehr  zu  Dank  verpflichtet  sein,  dals  er  mit  Erfolg 
bestrebt  gewesen  ist,  mit  nüchterner  Vorurteilslosigkeit  überall  den  realen 
Kern  aus  den  verwickelten  Erscheinungen  herauszuschälen,  und  alle  ii^nd- 
wie  transcendentalen  Spekulationen  als  hier  nicht  her  gehörig  beiseite  zu 
schieben.  Dafs  gerade  bei  einem  solchen  Gebiete  eine  sorgfältige  und 
kritisch  gesichtete  Litteraturzusammenstellung  von  besonderem  Werte  ist, 
liegt  auf  der  Hand. 

In  glücklicherer  Lage  war  der  Bearbeiter  von  I  A  6,  der  „Endlichen 
diskreten  Gruppen",  H.  Burkhardt,  insofern  die  Leistungsfähigkeit  dieser 
von  Cauchy  ins  Leben  gerufenen  Theorie  längst  aufser  Frage  steht.  Der 
Text  in  seinem  Lapidarstile  gleicht,  wenn  das  Bild  erlaubt  ist,  einer  Ge- 
setzestafel. Der  Verfasser  war  wohl  zu  dieser  Condensation  um  so  eher 
berechtigt,  als  gerade  sein  Stoff  in  einer  Beihe  ausgezeichneter  Lehrbücher 
durchgearbeitet   ist,   und    konnte    das  Hauptgewicht   in   die  Anmerkungen 
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verlegen,  die  denn  in  der  That  eine  ganze  Geschichte  von  menschlicher 
Geistesarbeit  erzählen.  In  der  neuesten  Fortentwickelang  der  Lehre  machen 
sich  zwei  sehr  verschiedenartige  Strömungen  bemerklich;  während  sich  auf 
der  einen  Seite  in  Fragen  der  praktischen  Abzählbarkeit  gewisser  Gruppen 
eine  Art  Sport  herausgebildet  hat,  der  vor  keiner  noch  so  mühsamen 
empirischen  Bechnung  zurückschreckt,  stehen  auf  der  anderen  Seite  ganz 
neue  und  aus  der  Tiefe  geschöpfte  6egri£fsbildungen,  die  ungeahnte  Per- 
spektiven für  die  Zukunft  eröfi&ien. 

Mag  es  bei  diesen  Bemerkungen,  die  doch  nur  ein  aphoristisches  Ge- 
präge tragen,  sein  Bewenden  haben;  sollten  sie  ein  allgemeineres  Interesse 
für  den  Fortgang  des  Werkes  erwecken,  so  haben  sie  ihren  Zweck  erfüllt. 
Eine  von  angesehener  Seite  ausgesprochene  Befürchtung  wird  sich  ho£fent- 
lich  nicht  bewahrheiten,  daiüs  nämlich  die  Encyklopädie  fast  unmittelbar 
nach  ihrem  Erscheinen  bereits  „veraltet"  sein  würde.  Wir  glauben  viel- 
mehr, dafs  sie  allen  späteren  Untersuchungen  ähnlicher  Natur  zur  blei- 
benden Grundlage  dienen  wird,  und  dafs  der  in  ihr  lebendige  Geist 
historisch -kritischer  Erfassung  jüngster  Dezennien  in  seiner  unmittelbaren 
Wirkung  sich  stets  gleich  bleiben  wird.  Wenn  sich  das  Gefühl  für  die 
Unterscheidung  zwischen  quantitativer  und  qualitativer,  äuüserer  und  innerer 
Vermehrung  des  Wissensstoffes  immer  mehr  verfeinern  wird,  wenn  das  Be- 
streben wachsend  dahin  gehen  wird,  ausgedehnte  Gruppen  von  Sätzen  als 
im  wesentlichen  gleichwertig,  als  „Varietäten  eines  und  desselben  Stamm- 
tjpus"  zu  erkennen,  dann  wird  auch  die  jetzt  so  drohend  scheinende  Ge- 
fahr zurücktreten,  dafs  die  Wissenschaft  an  der  Über  Wucherung  mit  un- 
übersehbarem Einzelmaterial  erstickt. 


ZUR  TERMmOLOGIE  DER 
ÄLTESTEN  MATHEMATISCHE!^  SCHRIFTEN 

m  DEUTSCHER  SPRACHE. 


VON 

FELIX   MÜLLER 

IN   LOSCHWITZ. 


Wer  die  historische  Entwickelung  der  mathematischen  Wissenschaften 
studiert  hat,  der  wird  nicht  erstaunt  sein  über  die  grofse  Zahl  von  Fremd- 
wörtern, deren  sich  deutsche  Mathematiker  bedient  haben  und  noch  be- 
dienen. Müssen  sie  doch  die  Quellen  ihrer  Wissenschaft  in  griechischen, 
lateinischen,  arabischen,  italienischen,  französischen  und  englischen  Schriften 
suchen.  Mit  dem  Inhalt  der  Wissenschaft  sind  auch  die  fremdsprachlichen 
Eunstausdrücke  entlehnt.  Bei  der  Herübemahme  aber  war  es  den 
Deutschen  nicht  in  gleichem  Mafse  möglich  wie  andern  Völkern,  die  deutsche 
Sprache  durch  Aufnahme  fremder  Wurzeln  zu  bereichem.  „Wenn  das  Neu- 
hochdeutsche, sagt  Ernst  Eckstein^),  wie  seinerzeit  das  Althochdeutsche, 
das  Angelsächsische  und  noch  in  späterer  Zeit  die  romanischen  Sprachen, 
—  die  Kraft  besäüse^  fremdsprachliche  Elemente  so  mit  dem  eigenen  Sprach- 
safte zu  durchdringen,  wie  dies  der  triebmächtige  Baumstamm  mit  den 
ihm  aufgepfropften  Schöfslingen  thut,  so  würde  die  Fremdwort  er  frage 
für  uns  ebensowenig  vorhanden  sein,  wie  für  die  Franzosen,  Italiener, 
Spanier  u.  s.  w."  — 

Die  moderne  Sprachreinigungsbewegung  hat  auch  unsre  Wissenschaft, 
die  Mathematik,  nicht  verschont.  Sie  will  zahlreiche  mathematische  Fremd- 
wörter, die  Jahrhunderte  hindurch  bestanden  haben,  und  an  welche  sich 
im  Laufe  der  Zeit  eine  reiche  Begriffsfälle  geknüpft  hat,  mit  einem  Male 
über  Bord  werfen.  So  soll  das  Wort  Geometrie,  das  eine  mehr  als 
zweitausend  Jahre  alte  Geschichte  hat,  durch  das  Wort  Raumlehre  er- 
setzt werden,  das  überdies  längst  in  ganz  anderem  Sinne  für  eine  rein 
metaphysische  Doktrin  in  Gebrauch  ist.  Es  ist  schon  wiederholt  und  mit 
Recht  hervorgehoben  worden,  dafe  die  modernen  Puristen  das  Kind  mit 
dem  Bade  ausschütten.  Müssen  wir  uns  doch  häufig  die  von  ihnen  ent- 
stellten mathematischen  Sätze,  um  sie  zu  verstehen,  in  die  Sprache  der 
gebildeten  Mathematiker  zurückübersetzen^).     Wenn   ein   modemer  Mathe- 


1)  Ernst  Eckstein.  Verstehen  wir  Deutsch?  Volkstümliche  Sprachunter- 
suchungen.   Leipzig  1894.    Die  Fremdwörter,  S.  125. 

2)  Wir  erinnern  an  den  mifshandelten  Fythagoras:  „Die  Gesamtheit  der  Ge- 
vierten über  den  beiden  Gesenkten  ist  gleich  der  Gevierten  über  der  Unter- 
spannenden". 
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matiker  sich  berufen  glaubt,  ,,als  neaer  Herkules  den  Augiasstall  der 
mathematischen  Sprache  Yon  Fremdwörtern  zu  reinigen'^  so  ist  sein  Unter- 
fangen nur  ein  Beweis  dafür,  dafs  er  mit  der  historischen  Entwickelang 
seiner  Wissenschaft  nicht  vertraut  ist.  Wie  überhaupt  das  Studium  der 
Geschichte  einer  Wissenschaft  den  Gelehrten  zur  Bescheidenheit  erzieht, 
indem  sie  ihn  vor  Überschätzung  seiner  eigenen  Leistungen  bewahrt,  so 
zeigt  es  ihm  auch,  dals  es  niemals  gelingen  wird,  durch  eine  geschickte 
Verdeutschung  Ersatz  für  zahlreiche  Fremdwörter  zu  finden. 

Der  nachstehende  Aufsatz,  welcher  sich  mit  der  Terminologie  der 
ältesten  mathematischen  Schriften  in  deutscher  Sprache  be- 
schäftigt, hat  insbesondere  den  Zweck,  zu  zeigen,  daJGs  die  Versuche,  fremd- 
sprachliche mathematische  Kunstwörter  durch  deutsche  zu  ersetzen,  schon 
sehr  alt  sind  und  dals  sie  sich  stetig,  bald  mit  gröfserem,  bald  mit  ge- 
ringerem Erfolge  wiederholt  haben.  Das  Stadium  der  mathematischen 
Nomenklatur  ist  nicht  nur  in  rein  sprachlicher  Beziehung  von  Wichtig- 
keit., es  dient  uns  auch  in  der  Geschichte  der  Mathematik  dazu,  die  Quellen 
zu  finden,  aus  denen  ein  Schriftsteller  geschöpft.  In  M.  Camto&'s  grolsem 
Geschichtswerke  finden  sich  zahlreiche  Belege  dafür.  Eine  Durchforschung 
der  älteren  deutschen  mathematischen  Litteratur  mit  besonderer  Bücksicht 
auf  Verdeutschungen  von  Fremdwörtern  wird  zugleich  einen  nützlichen  Wink 
geben  dafür,  inwieweit  Sprachreinigungsversuche  berechtigt  sind  und  wel- 
chen Erfolg  dieselben  f&r  die  Zukunft  versprechen. 


I.  Teil. 

Chronologisehe  übersieht  ttber  die  fBr  die  mathematisehe  Terminologie 

wiehtigen  Quellen. 

Bevor  wir  an  unsre  eigentliche  Aufgabe  gehen,  wollen  wir  eine  kurze 
chronologische  Übersicht  über  die  ältesten  und  älteren  mathematischen 
Schriften,  die  in  deutscher  Sprache  abgefaist  sind,  geben  und  auf  deren 
Bedeutung  für  die  mathematische  Terminologie  im  allgemeinen  aufmerksam 
machen.     Dieselbe  ergiebt  sich  häufig  schon  aus  dem  Titel. 

Als  der  Erste,  welcher  mathematische  Lehren  in  deutscher  Sprache 
geschrieben  haben  soll,  wird  der  gelehrte  E[lostergeistliche  Notker  Labeo 
zu   St.  Gallen   genannt,   der  um   das   Jahr  1000   lebte').     Von   ihm   sagt 


3)  S.  GüNTHEB,   Geschichte   des   mathematischen   Unterrichts   im   deutschen 
Mittelalter  bis  zum  Jahre  1525.    Monumenta  Gemianiae  PaedUtgogica  HL   Berlin 

1887,  S.  46. 
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Stalin  (Württemb.  Geschichte  I,  1841,  S.  616),  er  habe  die  erste  Arith- 
metik in  deutscher  Sprache,  wahrscheinlich  eine  freie  Bearbeitnng  der 
Arithmetik  des  Boethius,  verfaM,  und  Ambros  (Geschichte  der  Musik  IE, 
1864,  S.  99)  nennt  Notker  als  Verfasser  der  ältesten  bis  jetzt  bekannten 
Schrift  über  Theorie  der  Musik. 

In  der  Mitte  des  XIY.  Jahrhunderts  schrieb  Eonrad  von  Meoenberg, 
Domherr  zu  Regensburg,  eine  Bearbeitung  der  Sphära  des  Sacrobosco  in 
mittelhochdeutscher  Sprache'*).  Auf  dieses  „erste  deutsche  Handbüchlein 
der  Physik  und  Astronomie"  hat  zuerst  Diemer  ^)  aufmerksam  gemacht. 
Da,  wie  Diemer  nachgewiesen  hat,  die  „deutsche  Sphära"  Eonrad  Hein- 
fogel's  vom  Jahre  1516  ein  wenig  erweiterter  Abdruck  der  MEGENBERa'schen 
Bearbeitung  ist,  so  werden  wir  später  darauf  zurückkommen. 

Die  älteste  uns  erhaltene  geometrische  Schrift  in  deutscher  Sprache 
ist  die  Geometria  Culmensis.  So  bezeichnet  man  eine  f&r  Feldmesser 
bestimmte  Anleitung  zur  Ausmessung  von  Flächen,  die  auf  Veranlassung 
des  Hochmeisters  des  deutschen  Ordens  Conrad  von  Jungingen  um  1400 
von  einem  unbekannten  Verfasser  zusammengestellt  wurde*).  Dieses  Buch 
hat  neben  dem  lateinischen  Text  eine  deutsche  Übersetzung.  Es  wurde 
unter  starker  Benutzung  der  Practica  geometriae  demonstrativa  des  Domi- 
Nicus  Parisiensis  verfafst^).  Es  ist  für  die  mathematische  Terminologie 
von  grosser  Wichtigkeit. 

Aus  dem  Anfange  des  XV.  Jahrhunderts  stammt  ein  in  deutscher 
Sprache  geschriebener  arithmetischer  Traktat,  der  sich  in  einem  Wiener 
Codex  (no.  3029)  befindet^).  Herr  A.  Naol,  der  ihn  zuerst  erwähnt,  giebt 
von  demselben  an,  dafs  er  ganz  auf  dem  Boden  der  italienischen  Praxis 
stehe.  Die  Verpflanzung  der  italienischen  Arithmetik  nach  Deutschland 
wird  noch  durch  zwei  andere  Algorithmus-Traktate  bezeugt,  die  ebenfalls 
deutsch   geschrieben   sind   und   sich   in   den  Münchener  Handschriften  des 


4)  GüMTHEB,  1.  c.  S.  167. 

6)  DiBMER,  Kleine  Beiträge  zar  altem  deutschen  Sprache  und  Litteratur, 
Wien  1851,  S.  60  fF. 

6)  Geometria  Culmensis.  Ein  agronomischer  Traktat  aas  der  Zeit  des  Hoch- 
meisters GoHBAD  TOM  JunoiKOBM  (1393 — 1407).  Herausgegeben  von  Dr.  H.  Mxxdthal. 
Leipzig  1886.     76  8.  8^ 

7)  Über  den  Inhalt  b.  M.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathe- 
matik, II,  1892,  S.  137 — 141.  Ober  den  Dominicus  Parisiensis  vgl.  M.  Gurtze, 
Mathematisch-historische  Miscellen.    8.   Biblioth.  math.  (2)  IX,  1895,  S.  107. 

8)  Alfred  Naol,  Über  eine  Algorithmus-Schrift  des  XII.  Jahrhunderts  etc. 
Z.  f.  Math.  n.  Phys.  XXXIV;  Hist.  litt.  Abt.  S.  145. 

Abh.  Bur  Gesch.  d.  Mathem.  IX.  20 
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XY.  Jahrhunderts  no.  4162  und  no.  7088  befinden^.  Im  Beginne  des  leg- 
ieren wird  das  Rechnen  (der  Algorithmus)  „die  Kunst  des  weisen  hoch- 
gelehrten meisters  Ax^ai^  genannt.  Hoffentlich  werden  diese  ältesten  Bechen- 
bücher  bald  herausgegeben  werden. 

Spätestens  im  Jahre  1445  schrieb  ein  Hildesheimer  Stiftsschüler 
Bernhard  ein  elementares  Rechenbuch  in  niederdeutscher  Sprache,  durch 
dessen  Herausgabe  und  Übersetzung  Herr  Friedrich  ünger^^)  sich  ein 
grofses  Verdienst  erworben  hat.  Trotzdem  es  deutsch  geschrieben,  sind  die 
lateinischen  Eunstausdrücke  beibehalten. 

Ein  Bruchstück  einer  Algebra  in  deutscher  Sprache  aus  dem  Jahre 
1461,  sowie  eine  vollständige  Abhandlung  über  denselben  Gregenstand,  auch 
in  deutscher  Sprache,  mit  dem  lateinischen  Titel:  ^Begula  delacose  secun- 
dum  6  capitula',  finden  sich  untermischt  mit  lateinischen  Manuskripten  in 
der  Handschrift  der  königl.  Hof-  und  Staatsbibliothek  zu  München  Nr.  14908. 
Auf  dieselbe  hatte  zuerst  Gerhardt  aufmerksam  gemacht  ^^).  Später  bat 
M.  CuRTZE^')  sämtliche  Stücke  des  Sammelbandes  herausgegeben  und  er- 
läutert. Bemerkenswert  ist,  dafs  in  einigen  dieser  Stücke  lateinische  und 
deutsche  Sprache  abwechseln. 

Die  Geometria  Gulmensis  lehrte,  Figuren  auszumessen;  die  erste  An- 
leitung in  deutscher  Sprache,  geometrische  Figuren  richtig  zu  zeichnen, 
enthält  eine  unter  dem  Namen  „Geometria  deutsch^'  bekannte  Schrift. 
Heideloff,  der  diese  Schrift  in  seinem  Buche:  „Die  Bauhütte  des  Mittel- 
alters in  Deutschland",  Nürnberg  1844,  Seite  95— -99  abdruckt,  fugt  dem 
Titel  hinzu:  „angeblich  von  Hans  Hösch  von  Gmünd  1472".  S.  Günther 
hat  diese  Geometrie  in  einem  Sammelband  mathematischer  Druckwerke  der 
Nürnberger  Stadtbibliothek,  ohne  Angabe  von  Verfasser,  Druckort,  Zeit  etc. 
aufgefunden  und  veröffentlicht*').  M.  Curtze  bemerkt  zu  dieser  Veröffent- 
lichung, dafs  sich  in  der  Münchener  Hof-  und  Staatsbibliothek  ein  Manu- 
skript aus  dem  Jahre  1477  befindet,  das  auf  Blatt  62 — 73  ebenfalls  eine 
Geometria  (Feldmefskunst),  deutsch,  enthält,  die  offenbar  von  der  obigen 

9)  Naql,  1.  c.  S.  168  Anm. 

10)  Frxedbich  ünqeb,  Das  älteste  deutsche  Bechenbncfa,  herausgegeben  und 
übersetzt.  Z.  f.  Math.  u.  Phys.  XXXm,  1888,  ffist.-litt.  Abt.  S.  126—146.  Vgl. 
M.  Cahtob,  Vorl.  üb.  Gesch.  d.  Math.  II,  159—160. 

11)  Gbrhabdt,  Zur  Geschichte  der  Algebra  in  Deutschland.  Berl.  Monatsber. 
1870,  S.  141. 

12)  M.  CusTZK.  Ein  Beitrag  zur  Geschichte  der  Algebra  in  Deutschland  im 
fOnfzehnten  Jahrhundert.  Z.  f.  Math.  u.  Phys.  XL,  Suppl.  1895.  Abh.  z.  Geech. 
d.  Math.    Heft  7.    S.  31—142. 

13)  S.  GüMTHBB,  Zur  Geschichte  der  deutschen  Mathematik  im  fünfzehnten 
Jahrhundert.    Z.  f.  Math.  u.  Phys.  XX,  1875;  Hist-litt.  Abt.  S.  1  ff. 
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verschieden  ist^^).  Auch  die  erstgenannte  Geometria  deutsch  bietet  in 
sprachlicher  Hinsicht  manches  Interessante. 

In  der  zweiten  H&lfte  des  XV.  Jahrhunderts  wurden  in  Deutschland 
zahlreiche  Vorschriften  gegeben,  wie  auf  den  Linien  zu  rechnen  sei^). 
Es  erscheint  nun  eine  von  dem  Abacus-  und  Eolumnenrechnen  wesentlich 
verschiedene  Bechnung  mit  Rechenpfennigen  oder  Baitpfennigen  (jetons, 
projectilia,  counters)  auf  der  Bechenbank  oder  der  Bankir,  auf  der 
wagerechte  Linien  gezogen  sind,  welche  den  auf  oder  zwischen  ümen 
liegenden  Zahlen  oder  Marken  ihren  Wert  verleihen.  Die  nächst  höhere 
Linie  giebt  den  zehnfachen,  der  Zwischenraum  (spatium)  zwischen  ihr  und 
der  nächst  tieferen  den  fünffachen  Wert  der  letzteren.  Der  Verbreitung 
der  praktischen  Arithmetik  kam  die  Erfindung  der  Buchdruckerkunst  ganz 
besonders  zu  statten.  In  der  ersten  Hälfte  des  XVL  Jahrhunderts  wurden 
zahlreiche  Rechenbücher  durch  den  Druck  veröffentlicht^^. 

Von  deutschen  gedruckten  Bechenbüchern  sind  wohl  die  ältesten 
die  beiden  von  Hbinbich  Petzbmstjbimeb  in  Bamberg  1482  und  1483  ge- 
druckten^^. Von  dem  eisteren,  dessen  Verfasser  Ulrich  Waombr,  ein 
Nürnberger  Beehenmeister,  ist  nur  ein  winziges  Fragment  erhalten.  Das 
zweite,  wahrscheinlich  auch  von  ülrioh  Waqneb  verfalst,  wird  gewöhnlich 
„das  Bamberger  Bechenbuch  von  1483^'  genannt.  Eine  eingehende  Schil- 
derung desselben  giebt  Cantob  in  seinen  Vorlesungen^®). 

In  dem  oben  angeführten  Buche  von  Heideloff  ist  unmittelbar  hinter 
der  Oeometria  deutsch  abgedruckt  (8.  101 — 116):  „Das  Beüsbüchlein 
der  Malsbretter  von  Matthias  Boritzbb,  Donmieister  von  Begensburg  1486.'^ 
BeUbbüchlein  ist  Zeichenbüchlein,  Mafsbretter  sind  Schablonen.  Der  ur- 
sprüngliche Titel  war:  „Mathes  Boriczer,  Dz  Puechlen  der  fialen  gerech- 
tikait.'*  Fiale  ist  die  mit  Blumenknäufen  und  Blattwerk  verzierte  Spitzsäule 
der  gothischen  Baukunst  ^^).  Übersetzt  und  erläutert  wurde  dieses  Büchlein 
von  Beichenspfbgsk  (Trier  1845).  Aus  derselben  Zeit  stammt  eine  vielfach 
ähnliche  Anweisung  zur  Zeichnung  der  Spitzsäulen  von  Hans  Schmutter- 
MAYB,  das  V.  EssENWEiM  ueu  herausgegeben^). 

14)  M.  Cubtze,  Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  Guntheb's.  Ebenda  S.  57  ff.  — 
Der  Aufsatz  von  1477  ist  oben  S.  40 — 63  zum  Abdruck  gekommen. 

15)  Vgl.  M.  Cantob,  Vorl.  üb.  Gesch.  d.  Math.  H,  198  ff. 

16)  Alfbsd  Naol,  1.  c.  S.  146  Anm.  u.  S.  168  Anm. 

17)  Fb.  Ühoib,  Die  Methodik  der  praktischen  Arithmetik  in  historischer  Ent- 
wickelang vom  Ausgange  des  Mittelalters  bis  aaf  die  Gegenwart.  Leipzig  1888, 
S.  36,  37  u.  ff. 

18)  1.  c.  n,  202—208. 

ID)  S.  GüHTHu,  Gesch.  d.  math.  ünt.  S.  342  ff. 

20)  Anzeiger  f.  Kunde  der  Vorzeit  1881,  Sp.  65  ff.  Nach  GOmtsbb  1.  c.  S.  343  Anm. 

20  • 
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Da  die  Visierer  sich  zur  BeBtimmung  des  Inhaltes  von  KohlmaCien 
und  Fässern  „der  Kunst  arismetrica'^  bedienten,  so  gehören  auch  die 
Visierbücher,  welche  die  Herstellung  und  Anwendung  der  Visierrute 
lehrten,  in  die  mathematische  Litteratur.  Das  älteste  deutsch  geschriebene 
„Fisirbüchlein  auf  allerhand  Eich^,  gedruckt  zu  Bamberg  1487,  hat  zum 
Verfasser  den  Maler  Hanns  Sporer,  auch  Hanns  Briefmaler  genannt. ^^). 

Einige  Jahre  später  als  das  Bamberger  Bechenbuch  erschien  im  Druck 
ein  anderes,  das  vieles  zum  Teil  wörtlich  aus  ersterem  entlehnt:  „BehSde 
vnd  hübsche  Bechenung  auff  allen  kauffinanschafft",  von  Johann  Widman 
VON  Eger,  Leipzig  1489.  Es  besteht  aus  drei  Teilen:  l)  von  Kunst  vnd 
Art  der  Zal  an  jr  selbst  (Bechnen  nut  ganzen  und  gebrochenen  Zahlen), 

2)  Yon  der  Ordnung   der  Zal  (Proportionen   nach  Jordanus,   Begeldetri), 

3)  von  der  Art  des  Mefsen,  die  da  Qeometria  genannt  ist  (praktische  Mefs- 
künde  nach  Frontinüs)*'). 

Mit  dem  Beginn  des  XVI.  Jahrhunderts  mehren  sich  die  in  deutscher 
Sprache  herausgegebenen  Bechenbücher,  sowohl  diejenigen,  welche  das 
„Bechnen  auf  Linien",  als  die,  welche  das  „Bechnen  auf  der  Feder",  d.  fa. 
unser  schriftliches  Zifferrechnen  lehren.  Da  diese  Bücher  sich  in  der  Dar- 
stellung sehr  ähnlich  sehen,  so  genügte  es  fOr  unsere  Zwecke,  einige  der 
bekannteren  auszuwählen,  deren  Titel  wir  hier  folgen  lassen. 

Jacob  Köbel  (Stadtschreiber  zu  Oppenheim):  Ain  New  geordnet 
Bechenbiechlin  auf  der  linien  mit  Bechenpfeningen:  den  Jungen 
angenden  zu  heislichem  gebrauch  vnd  hendeln  leychtlich  zu  lernen  mit 
figuren  vnd  exempeln.  Oppenheim  1514.  24  Blätter.  8^.  3.  Aufl.  1518. 
46  S.  8^.  Figuren  sind  unsere  Ziffern;  dieselben,  „die  gemeinen  oder  ziffer- 
zalen",  treten  aber  nur  da  auf,  wo  sie  erklärt  und  mit  der  römischen 
Ziffer,  der  „teutschen  Zal'\  verglichen  werden;  im  übrigen  werden  nur  rö- 
mische Zahlzeichen  gebraucht. 

Johann  Böschenstery  (1472  zu  Efslingen  —  1540^  Wiedererwecker 
der  hebräischen  Sprache):  Ain  New  geordnet  Bechenbiechlin  mit 
den  Zjffern  den  angenden  Schülern  zu  Nutz,  Inhaltet  die  Siben  Species 
Algorithmi,  mit  sampt  der  Begel  de  Try  und  sechs  Begeln  und  Spruch  von 
der  Begel  Fusti  mit  vil  andern  guten  Fragen,  den  Kyndem  zum  Anfang 
nutzbarlich.    Augsburg  1514.    48  S.  8^»'). 


21)  S.  GüNTHBB,  Gesch.  d.  math.  Unt.  S.  328  ff. 

22)  Näheres  über  Widican  von  Eger  und  sein  Bechenbuch  findet  man  in 
M.  Cantob,  Vorl.  n,  209-217;  P.  Tbeütleih,  Die  deutsche  Cofs.  Z.  f.  Math.  u. 
Phye.  XXIV,  1879,  Suppl.  Abb.  z,  Gesch.  d.  Math.  Heft  2,  S.  1—124;  S.  Günther, 
ünterr.  i.  Mittelalt.    S.  304  ff. ;  Fb.  ÜNaEB,  Die  Methodik  etc.    S.  40  ff.,  u.  a. 

23)  M.  Camtob  (Vorles.  II,  385)  nennt  Geobq  Rezchelstein,    dessen  Bechen- 


L. 
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um  die  chronologische  Beihenfolge  xinsrer  Quellen  festzuhalten,  müssen 
wir  hier  einschieben  Jacob  Eöbel:  Ejn  new  geordst  Yjsirbuch.  Helt 
yn.  Wie  man  yff  eins  yden  Lands  Eych  vn  Mafs,  ein  gerecht  Yjsirat 
mache  YÜ  do  mit  ein  jgklich  onbekant  Vafs  yjsieren,  anch  synen  inhalt 
erlernen  solle.  Den  anhebenden  Schülern  Visirens  Leichtlich,  mit  Figuren 
vnnd  Ezempeln  zu  lernen,  angezeigt.  Angehengt  Tafeln.  Oppenheym.  1515. 
29  S.  4^. 

Der  berühmte  Rechenmeister  Adajc  Riesg  (auch  Bies,  Bys,  Byse),  geb. 
1492  zu  Staffelstein  bei  Lichtenfels  in  Franken,  gest.  1559  zu  Annaberg, 
hat  drei  Yorschiedene  Bechenbücher  geschrieben,  die  alle  mehrfache  Auf- 
lagen erlebten^).  Das  erste,  welches  nur  das  Linienrechnen  lehrt,  stammt 
aus  dem  Jahre  1518:  „Bechnüg  auff  der  linihen  gemachtes  Die  Aus- 
gabe Yon  1530  hat  62  S.  kl.  8^  Das  zweite  heilst:  „Bechenung  auff 
der  Linihen  Yn  Federn,  Auf  allerley  handthimng  gemacht'^  Erfurt 
1522.  Zweite  Auflage  1529,  101  S.  kl.  OktaY.  Das  dritte:  „Bechnung 
nach  der  lenge,  auff  den  Linihen  Ynd  Feder.  Darzu  forteil  Ynd  be- 
hendigkeit  durch  die  Proportiones  Practica  genant.  Mit  grüntlichem  Ynter- 
rieht  des  Yisirens'*,  Leipzig  1550,  196  Blätter  4^,  legt  den  Schwerpunkt 
auf  das  praktische  Bechnen,  nachdem  es  zuerst  das  Bechnen  auf  Linien  und 
dann  das  Zifferrechnen  Yorgetragen,  und  giebt  eine  grofse  Zahl  Yon  Auf- 
gaben.   „Nach  der  lenge^*  heilst  ohne  Abkürzung. 

Auch  unter  den  eigentlichen  Qelehrten,  die  noch  lange  Zeit  hindurch 
lateinisch  zu  schreiben  pflegten,  finden  wir  einige,  die  es  nicht  Yerschmähten, 
eine  Anweisung  zur  praktischen  Arithmetik  in  deutscher  Sprache  heraus- 
zugeben: Hbnricub  Grammateus,  Christoph  Budolff,  Peter  Apian  und 

HiGHAJEX    StIFEL. 

Das  Bechenbuch  des  Grammateus  (Heinrich  Schreiber,  Lehrer  an 
der  Wiener  UniYersitat,  sp&ter  zu  Erfurt^*),  giebt  in  seinem  Titel  den  yoII- 


bnch  1532  erschien,  aU  einen  der  Ersten  in  Deutschland,  welcher  Arithmetik  nnd 
Dichtkunst  zu  yereinigen  bestrebt  war.  Auch  Böschenstein  kleidet  seine  Regeln 
in  Yerslein,  z.  B.  fCU:  die  Regula  fusti  (Bruttorechnung): 

Regel  fusti  dreu  ding  haben  wil  Was  jedem  tail  zu  zim  und  bleib 

Lauter  unrain  mit  musters  zil  Das  an  seyn  stat  in  die  regel  schreib 

Aufs  dem  muster  thu'  den  fusti  formiren  Fürohin  beyden  fragen  nach  practycier 
Den  darnach  yom  lautem  subtrahiren.        Fusti  beyd  possen  in  ain  summa  summir. 

Auch  in  Widmak's  Algorithmus  Unealis  (ca.  1497)  finden  sich  lateinische  Hexa- 
meter, welche  die  Numeration  erklären.  (E.  Wappleb,  Beitrag  z.  Gesch.  d.  Math. 
Z.  f.  Math.  u.  Phys.  XXXIV.  1889,  Suppl.  S.  147  ff.) 

24)  Ausführliches  über  Adam  Riesb  s.  bei  ünoeb,  Die  Methodik  der  prakt. 
Ar.  etc.  S.  48—53. 

26)  M.  Castob,  Vorl.  ü,  S.  363  ff. 
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ständigen  Inhalt  an:  „Ein  new  künstlich  Busch,  welches  gar  gewifs 
Ynd  behend  lernet  nach  der  gemainen  Hegel  Detre,  welschen  praetic,  regeln 
falsi  vn  etliche  regeln  Gösse  mancherlai  schöne  yB  zu  wissen  notdürfl^g 
Bechnüg  auf  Eaufimannschaffc.  Auch  nach  den  proportion  der  kunst  des 
gesangs  ym  diatonischen  geschlecht  ausz  zutajlen  monochordum,  orgelpfejffen 
ynd  andere  ynstrument  aus  der  erfindung  Pythagore.  Wejtter  ist  hierjnnen 
begriffen  buechaJten  durch  das  zomal  (d.  i.  Journal),  Kaps  (Kassabuch  für 
das  in  einer  Kapsel  verwahrte  Geld)  vnd  schuldbuch.  Visier  Ruthen  zu 
mache  durch  den  Quadrat  ynd  triangel  mit  vil  andern  lustigen  stücken  der 
Qeometrej.''  Wien  1515.  96  Blätter,  klein  8^  Zu  den  letzteren  Stücken 
gehört  die  Verdoppelung  des  Würfels. 

Sacrobosgo's  deutsche  Sphära,  von  der  wir  schon  oben  sprachen,  hat 
den  Titel:  „Sphera  mate.rialis,  geteutscht  durch  mejster  Conradt  Hetn- 
FOGEL  von  Nuremberg  |  eyn  anfanck  oder  fundament  der  ghenen,  die  da 
lust  haben  zu  der  kunst  der  Astronomy/^    Cöln  1519.    7  Bogen,  gr.  8^ 

Jacob  Köbel  schrieb  auch  eine  Anleitung  zum  Zifforrechnen:  „Mit 
der  Kryde  od'  Schreibfedern  |  durch  die  zeiferzahl  zu  rechne  |  Ein 
neüw  Bechepüchlein  |  den  angenden  Schülern  d'  rechnüg  zu  ere  ge- 
truckt."     Oppenheim  1520.     40  Blätter.    8^. 

Christoph  Budolff  von  Jauer,  der  bedeutendste  Schüler  des  Gram- 
MATEUS,  verfafste  das  erste  Lehrbuch  der  Algebra  in  Deutschland.  „Be- 
hend vnnd  hübsch  |  Rechnung  durch  die  kunst  |  reichen  TOgeln  Algebre, 
so  ge  I  meincklich  die  Cofs  genennt  werden.  Dar  |  innen  alles  so  treulich 
an  tag  gegeben,  das  |  auch  allein  aufs  vleifsigem  Lesen  on  allen  mündtliche 
Unterricht  mag  begriffen  werden.  Hindangesetzt  die  meinüg  aller  dere  |  so 
bifsher  vil  ungegründten  regeln  an  |  gehangen.  Einem  jeden  liebhaber  | 
dieser  kunst  lustig  vnd  ergetzlich.  |  Zusamen  bracht  durch  Ohristoffen  Bu- 
dolff vom  Jawer."     Wien  1525. 

Der  bedeutendste  deutsche  Künstler  des  XVI.  Jahrhunderts,  Albrecht 
Dürer**)  aus  Nürnberg  (geb.  1471,  gest.  1528),  widmete  Handwerkera  und 
Künstlern  eine  Anleitung  zum  richtigen  geometrischen  Zeichnen:  „Under- 
wejsung  dermefsung  mit  dem  zirckel  und  richtschejt,  in  Linien,  ebenen 
und  gantzen  corporen.'^  Arnheim  1525.  89  S.  fol.  Dieses  Buch  ist  für 
die  mathematische  Terminologie  von  grofser  Wichtigkeit,  da  Dürbr  den 
Gebrauch  der  Fremdwörter  möglichst  vermeidet  und  viele  wohl  selbstgewählte 
deutsche  Ausdrücke  an  ihre  Stelle  setzt. 

Wir  erwähnten  schon  oben,  dafs  Christoph  Budolff  auch  eine  An- 
leitung zum  Zifferrechnen  geschrieben.     Sie  erschien  zuerst  1526  zu  Wien. 


26)  M.  Cantob,  Vorl.  II,  S.  421  ff.  —  S.  Günther,  ünterr.  i.  Mittela.   S.  361  ff. 
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„Künstliche  Rechnung  mit  der  Ziffer  ynd  mit  den  zaipfenninge,  sampt 
der  Wellischen  Practica  ynd  allerlei  forteil  aoff  die  Eegel  de  Tri."  Auch  1540. 

Der  gelehrte  P£trus  Apianus  (eigentlich  Bienewitz,  Professor  der 
Astronomie  an  der  TJniversit&t  zu  Ingolstadt,  gest  daselbst  1552)  ist  auch 
Verfasser  einer  Kaufmannsrechnung  in  drei  Büchern.  „Ein  newe  ynd 
wolgegründte  ynderweisung  aller  Kauffmans  Rechnung  in  dreien 
Büchern  mit  schönen  Regeln  ynd  fragstücken  begriffen.  Sonderlich  was 
fortel  ynnd  behendigkeit  in  der  Welschen  Practica  ynnd  ToUeten  gebraucht 
würd,  desgleichen  yormals  weder  inn  Teutscher  noch  in  Welischer  Spraa- 
chen  etc.  getruckt."  Vorwort  1527.  Frankfurt  1537  (nach  Tbbutlein 
auch  1532). 

Peter  Apianus  ist  auch  als  Erfinder  trigonometrischer  Instrumente 
berühmt.  Sein  Instrumenhim  primi  mohüis  dient  zur  Auffindung  des 
Sinus  und  Sinus  yersus^.  In  der  K.  Bibliothek  zu  Berlin  feuiden  wir: 
Quadrans  Apiani  astronomicus  et  jam  recens  inyentus  et  nunc  primum 
editus.  1532.  Ingolstadii,  und  Folium  populi,  instrumentnm  a  Petro 
Apiano  jam  recens  inyentum  etc.  „In  diesem  neuen  Instrument,  das  die 
Oestalt  hat  eines  blats,  werden  durch  den  Sonnenschein  in  der  gantzen  Welt 
gefunden  die  genaue  Stunden  des  Tages,  und  aus  derselbigen,  yermittels 
dieses  blats,  magst  du  die  Stunden  yom  Auf  ynd  Niedergang  der  Sonnen, 
desgleichen  die  Judenstund  (welche  durch  die  gantze  Bibel  im  Alten  ynd 
Neuen  Testament  gebraucht  werden)  leichtUch  erkennen.*'  Ingolstadt  1533. 
Zeichnung  und  Erklärung. 

Eine  ausfEQirlichere  Anleitung  zum  Gebrauche  des  Quadranten,  zugleich 
mit  den  Elementen  des  praktischen  Messens,  giebt  Joannes  Stöffler  yon 
Justingenn.  „Von  künstlicher  Abmessung  aller  grölse,  ebene  oder 
nidere,  in  die  lenge,  höhe,  breite  ynnd  tiefe,  als  graben,  Cistemen  ynd 
brunnen.  Man  mög  darzu  kommen  oder  nit,  mit  einem  Astrolabio  ynd  Qua- 
dranten, oder .  mefsleiter.  Aus  wahrem  grund  der  Qeometrie,  Perspectiua 
ynd  Arithmetic.  Allen  werckleuten,  Bawleuten,  Büchsenmeistem,  Feldmessern, 
ynnd  jederman  nützlich  zu  gebrauchen.  Ein  gar  künstlich  Sonnuhr,  Hora- 
rium  bilimbatü  genant,  alle  Stunden  des  Sonnen  schein  nach,  gründtlich 
zu  ersehen.  Einn  yast  leichtes  künstlichs  Geometrisch  Instrument,  damit 
zu  messen  alle  höhe,  weite  ynnd  tiefe.  Als  thüm,  gebew,  bäum,  f eider, 
ecker,  tieffe  graben,  brunnen,  täler  usw.  wie  die  sein  mögen.  Durch  herm 
Philipsen  Weiss  Schöffen  ynnd  des  Baths  zu  Frankfurt  an  tag  ge- 
benn."    1636. 


27)  M.  Camtob^  Vorl.  II,  S.  371,   nach  S.  Gükthbb,  Peteb   und  Philip  Apian 
Abh.  d.  k.  böhm.  GW.  (6)  XL,  S.  27. 
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„Der  nützlichen  vnd  frejen  knnst  Oeometria  haben  sich  bishero  |  wenig 
in  ynserer  Teutschen  sprach  angenomen^',  heiM  es  in  der  Widmung,  die 
WoLFFGAKG  ScHMiDT,  Rechenmeister  zu  Bamberg,  seiner  Geometrie  Yorauf- 
schickt.  „Für  alle  künstliche  wercklent  |  als  Steinmetzen  |  Maler  |  Büd- 
hawer  |  Schreiner  |  yn  dergl.  künstner'^  ist  bestinunt:  „Das  erst  Buch 
der  Geometria.  Ein  kortze  vnterweisong  |  was  |  vn  waranff  Geometiia 
gegründet  sej  |  vnd  wie  man  |  nach  anweysang  der  selben  |  mit  dem  Circkel 
vnd  Bichtschejdt  |  allerley  Lini  |  Flech  |  ynd  Cörper  aufsthejlen  |  vnd  |  in 
furgegebener  proportion  |  machen  soll."     Nürnberg  1539.    127  S.  4®^). 

Dafs  wir  bei  unsrer  sprachlichen  Durchmusterung  der  deutschen  ma- 
thematischen Schriften  die  bedeutenderen  Werke  eines  Gelehrten  übergehen 
und  bei  den  minder  bedeutenden  verweilen  müssen,  konunt  uns  am  deut- 
lichsten zum  BewuTstsein  bei  Michael  Stifel^^).  Seine  „Deutsche 
Arithmetica,  inhaltend  die  Hausrechnung,  deutsche  Cofs,  Eorchrechnung^, 
Nürnberg  1545.  92  Bl.  4^.,  lehrt  das  Rechnen  auf  den  Linien  in  seinem  ganzen 
umfange  bis  zur  Wurzelausziehung,  femer  die  Colis  bis  zu  Aufgaben  über  qua- 
dratische Gleichungen  und  endlich  die  Eirchenrechnung,  computus  eccle- 
siasticus.  Zu  erwähnen  ist  hier:  „Die  Cofs  Christoffs  Rui>olffs,  mit 
schönen  Exempeln  der  Colis  durch  Michael  Stifbl  Gebelsert  und  sehr  ge- 
mehrt." Königsberg  i.  Pr.  1553 — 1554,  eine  neue  Bearbeitung  des  oben 
genannten  ersten  deutschen  Lehrbuchs  der  Algebra. 

Zu  gleicher  Zeit  mit  Adam  Riese's  „Rechnung  nach  der  Lenge'',  die 
wir  schon  oben  vorweggenommen,  erschien:  Johann  Albertus  (Rechen- 
meisters zu  Wittemberg):  „Rechen büchlein  auf  der  Federn  |  Gantz 
leicht  I  aus  rechtem  grund  |  Li  Gantzen  ynd  Gebrochen  |  Neben  angehefftem 
ynlangst  ausgelafsenem  Büchlein  „Auf  den  Linien''  |  Dem  einfeltigen  ge- 
meinen Mann  und  anhebenden  der  Arithmetica  zu  gut."  3.  Aufl.  1550. 
Wittemberg.    180  S.  8®. 

Nicht  blofs  xmifangreicher,  sondern  auch  weit  besser  als  die  bisher 
genannten  Rechenbücher  ist  das  des  Simon  Jacob  von  Coburg  (Rechen- 
meisters und  Rathschreibers  zu  Frankfurt  a.  M.):  „Ein  New  vnd  Wol- 
gegründt  Rechenbuch  |  auf  den  Linien  vn  Ziffern  |  sampt  der  Welschen 
Practic  ynd  allerley  vortheilen  |  neben  der  extraction  Radicum,  vn  von  den 
Proportionen  |  mit  vilen  lustigen  Fragen  vn  Auffgaben  |  etc.     DeDsgleichen 


28)  Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  über  den  Inhalt  und  die  Bedeutnng  der  von 
uns  benutzten  Schriften  Ausführliches  zu  sagen.  So  ganz  unbedeutend,  wie  Herr 
M.  Cantor  (Vorl.  II,  412)  meint,  scheint  uns  die  Geometrie  Wolffoang  Schmidt's 
nicht  zu  sein. 

29)  Ausführliches  über  Stifel  und  sein  Hauptwerk,  die  ArithmeHea  integra, 
findet  man  bei  M.  Cantor,  Vorl.  U,  Kap.  XLII,  S.  394  ff. 
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ein  Yollkomner  Bericht  der  Begel  Falsi  |  mit  neuwen  Inuentionibus,  De- 
monstrationibus  |  vnd  vortheilen  |  so  bifs  anher  |  für  ymnüglich  geschetzt  | 
gebefsert  j  dergleichen  noch  nie  an  tag  kommen,  und  dann  von  der  Geo- 
metria,  wie  man  mancherley  Felder  ynd  ebne  |  auch  allerley  Corpora  | 
Begnlaria  ynd  Irregnlaria  |  mefsen  |  Aream  finden  vn  rechnen  sol/^ 
Frankfurt  a.  Main.  1565.  352  S.  4^.  .  Die  Vorrede  stammt  aus  dem  Jahre 
1552.  Er  bedient  sich  lateinischer  und  griechischer  Eonstansdrücke  und 
giebt  nur  vereinzelt  bei  der  Erklärung  derselben  deutsche  Übersetzungen 
dafür. 

Nach  dem  Tode  Jacob  Eöbel's  (f  1533  zu  Oppenheim)  erschien 
seine  „Geometrei  von  künstlichem  Mefsen  vnd  absehen  allerhand 
höhe,  fleche,  ebene,  weite  vnd  breite.  Als  Thüm,  Kirchen,  bäw,  bäum, 
yelder  vnd  äcker  usw.  mit  künstlich  zuberejtem  Jacobstab,  Philosophischem 
Spiegel,  Schatten  ynd  Mefsruten,  Durch  schöne  Figurn  vnd  Ezempel.^^ 
Oppenheim.  1553.  55  S.  Auf  S.  14  steht  ein  neuer  Titel:  „Ein  künstlich 
subtile  ynderrichtunge,  Wie  durch  einen  Spiegel  Ein  Höhe  eines  thurms 
Auch  die  Länge  einer  Ebene  Als  Acker,  Wisen  usw.  erkennen  ynd  erfarenn 
solt.  Darzu  in  der  Vorrede  Warumb  das  Spiegelglafs  erfunden.  Jetzo 
dem  Jacobstab  angehencket  yon  Jacob  Eöbel.  Anno  1531.^^  Ein  dritter 
Titel  auf  Seite  23  lautet:  „Von  mefsen  ynd  theylen  des  Erdtrichs,  Ecker 
ynd  Velder,  in  was  form  ynd  gestalt  die  sein.  Durch  Jacob  Eöbel  be- 
schrieben/^   Ohne  Datum. 

Endlich  finden  wir  eine  deutsche  Übersetzung  des  Euklid,  allerdings 
zunächst  nur  der  3  arithmetischen  Bücher.  Johann  Scheybl:  Das  sibend  | 
acht  ynd  neunt  buch  |  des  hochberühmten  Mathematici  Euclidis 
Megarensis'^)  |  in  welchen  der  Operationen  ynnd  regulen  aller  gemainer 
rechnung  |  yrsach  grund  ynd  fundament  |  angezaigt  wirt  |  . . .  aufs  dem 
latein  ins  teütsch  gebracht  |  ynd  mit  gemainen  exemplen  also  illustrirt 
ynnd  an  tag  geben  |  das  sy  ein  yeder  gemainer  Bechner  leichtlich  yer- 
stehn  I  ynnd  jme  nutz  machen  kan.^^     Augspurg  1555.    237  S.    8^. 

Um  dieselbe  Zeit  mufs  auch  Wilhelm  Holtzmann,  genannt  Xylander 
(1532  in  Augsburg  —  1576  zu  Heidelberg,  als  Professor  des  Griechischen) 
seine  Euklidübersetzung  begonnen  haben.  Dieselbe  erschien  zu  Basel  1562. 
Sie  hat  den  Titel:  „Die  Sechs  Erste  Bücher  Euclidis  j  Vom  Anfang 
oder  Grund  der  Geometrj.  In  welchen  der  rechte  Grund  |  nit  allain  der 
Geometrj    (yersteh   alles   kunstlichen  |  gewisen  |  ynd  yortailigen    gebrauchs 


30)  Diese  Verwechselung  des  Mathematikers  Euklid  mit  dem  Philosophen, 
welche  durch  den  lateinischen  Schriftsteller  Valebius  Maximus  yeranlafst  war, 
dauerte  bis  auf  Glayius  1574.    S.  M.  Cantob,  Vorl.  I,  224,  II,  612. 
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des  Zirckels  |  Liniais  oder  Bichtsclieittes  vnd  andrer  Werkzeuge  |  so  za 
allerlaj  abmefsen  dienstlich)  sonder  auch  der  fümemsten  stuck  ynd  yortail 
der  Bechenkhunst  |  furgeschrieben  vnd  dargetban  ist.  —  Ans  Oriecbischer 
sprach  in  die  Teütsch  gebracht  |  aigentlich  erklärt  |  Auch  mit  verstent- 
lichen  Exempeln  |  grtlndlichen  Figuren  |  vnd  allerlaj  den  nutz  fär  äugen 
stellenden  Anhängen  geziert  |  Dermalen  vormals  in  TeÜtscher  sprach  nie 
gesehen  worden.  —  Alles  zu  lieb  vnd  gebrauch  den  Eunstliebenden  Teüt- 
sehen  |  so  sich  der  Geometxj  vnd  Rechenkunst  anmafsen  |  mit  vielf&ltiger 
mühe  vnd  arbeit  zum  trewlichsten  eramet  vnd  in  Truckh  gegeben  |."  Wie 
die  Vorrede  sagt,  ist  das  Buch  bestimmt  für  Künstler,  als  Maler,  Gold- 
schmiede, Baumeister  und  andere,  die  griechischer  und  lateinischer  Künste 
und  Sprachen  unerfahren.  „Es  soll  sich  auch  niemand  verwundern,  dafs 
ich  etliche  fremde  Wörtlein  hierin  beibehalten,  und  als  wohlbekannt  und 
ieutsche  gebraucht  hab:  Als  nämlich  seiend:  Proposition,  Operation,  Struc- 
tur,  Distantz,  Excefs,  Collect,  Best  und  andere  dergl.  Dann  ich  das  nit 
allein  nach  dem  Brauch  der  alten  Gelehrten  gethan  hab,  welche  in  ihre 
Sprach  solche  ausländische,  aber  sehr  bequeme  und  bedeutliche  Wörtlein 
angenommen  und  gleichsam  mit  dem  Bürgerrecht  begabt  haben  (wie  denn 
auch  beim  Cicerone  eine  gute  Anzahl  griechischer  Wörtlein  verblieben; 
ja  auch  aller  freien  Künste  Namen  griechischer  Sprachen  vorbehalten  seien), 
sondern  auch  zuvor  in  teutscher  Sprachen  mehr  fremde  Wörtlein  gebraucht 
werden,  weder  vielleicht  nutz  und  loblich:  dais  ich  hoff  mir  hierin  nach- 
zugeben sei,  ob  ich  Neuerung  zu  vermeiden  etliche  wohlgebrauchte  und 
im  Schwank  gehende  dieser  Künsten  Benennungen  bleiben  lafsen  und  nit 
in  teutsche  verändert  habe,  sonderlich  dieweil  z.  T.  dieselben  vormals  be- 
kannt, (als  in  der  Bechenkunst:  Addieren,  Subtrahieren,  Multiplizieren, 
Dividieren,  Facit^  Quotient,  Best,  Summ  oder  Collect,  Badix  Quadrata  u.  a., 
im  Mefsen:  Centrum,  Diameter,  Circumferentz,  Triangel,  Quadrat,  Basis, 
Cathetus,  Hjpotenus  u.  s.  w.)  z.  Teil  von  mir  also  genügsam  an  ihren  Orten 
erklärt,  dafs  sich  niemand  bald  daran  stofsen  wird.^'  — 

Nach  einem  Zwischenraum  von  48  Jahren  erscheint  eine  neue  Über- 
setzung der  6  ersten  Bücher  der  Elemente  von  Simon  Marius  (aus  Guntzen- 
hausen,  Fürstlich  Brandenburgischem  Mathematiker):  „Die  Ersten  Sechs 
Bücher  Elemente rum  Euclidis.  In  welchen  die  Anfilng  vnd  Grund 
der  Geometria  ordentlich  gelehrt,  vnd  gründlich  erwiesen  werden,  mit  son- 
derm  Fleifs  vnd  Mühe  aufs  Griechischer  in  vnsere  Hohe  deutsche  Sprach 
übergesetzet,  vnd  mit  verständlichen  Exempeln  in  Linien  vnd  gemeinen 
Bational  Zahlen,  Auch  mit  Newen  Figuren,  auff  das  leichtest  vnd  aigent- 
lichest  erkläret.  Alles  zu  sonderen  Nutz  den  jenigen,  so  sich  der  Geo- 
metria, im  Bechnen,  Kriegfswesen,  Feltmäfsen,  Bauen  vnd  andern  Künsten 
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vnnd  Handtwerckem  zu  gebranchen  haben/'  Onoltzbach  1610.  Christian 
nnd  Joachim  Ernst,  Markgrafen  zu  Brandenburg,  gewidmet.  „Etliche 
griechische  Termini  oder  Wörter,  die  ich  im  Verdeutschen  hab  behalten, 
die  hab  ich  alle  jedwedes  an  seinem  Ort  erkläret/* 

Ein  an  neuen  Übersetzungen  lateinischer  Eunstausdrücke  ins  Deutsche 
reiches  Buch  ist  die  deutsche  Bearbeitung,  die  der  grofse  Astronom  Johannes 
Kepler  von  seiner  Nova  StereomeMa  doliorum  vinanorum^^)  selbst  be- 
sorgte. „Aufszug  aufs  der  yralten  Hefse-Eunst  Archimedis  vnd 
deroselben  newlich  in  Latein  aufsgangener  Ergentzung,  betreffend  Rechnung 
der  körperlichen  Figuren,  holen  Gefefsen  vnd  Weinfässer,  sonderlich  defs 
österreichischen,  so  vnder  allen  anderen  den  artigsten  Schick  hat.  Er- 
klärung ynd  Bestättigung  der  Osterreichischen  Weinvisier-Buthen,  ynd  dero- 
selben sonderbaren  gantz  leichten  behenden  Gebrauchs  an  den  Landfäfsem. 
Erweitterung  defsen  auff  die  aufsländische,  so  auch  auf  das  Geschütz  ynd 
Kugeln.  Sampt  einem  sehr  nutzlichen  Anhang  von  Vergleichung  defs  landt- 
gebräuohigen  Gewichts,  Elen,  Klaffter,  Schuch,  Wein-  vnd  Traid-Maafs  vnder 
einander  vnd  mit  andern  aufslftndischen,  auch  Alt-Bömischen/^  Lintz  1616. 
Um  jedermann  das  Verständnis  der  Kunstausdrücke  zu  vermitteln,  hat 
Kepler  ein  deutsch-lateinisches  Verzeichnis  dieser  Termini  vorausgeschickt. 

Eine  groüse  Zahl  verdeutschter  Kunstwörter  enthält  die  praktische 
Geometrie  von  Daniel  Schwenter  (1585  zu  Nürnberg  geb.,  1628 
Professor  der  Mathematik  und  der  orientalischen  Sprachen  zu  Altdorf). 
„Geometriae  practicae  novae  et  auctae  libri  IV*',  Nürnberg  1625, 
mehrfach  aufgelegt,  auch  1667.  820  S.  gr.  8*^.  Derselbe  ist  auch  bekannt 
durch  seine  'Deliciae  Fhysico-Mathematicae',  oder  ^Mathematische 
vnd  Philosophische  Erquickstunden'.  „Darinnen  Sechshundert  drej 
vnd  sechzig  Schöne,  Liebliche  vnd  Annehmliche  Kunststücklein,  Auffgaben 
vnd  Fragen,  aufs  der  Rechenkunst,  Landtmessen,  Perspectiv,  Naturkündigung 
vnd  andern  Wifsenschafften  genomen,  begriffen  seindt.*'  Nürnberg  1636. 
574  S.  gr.  8^.  Eine  Fortsetzung  derselben  gab  der  als  deutscher  Dichter 
und  Gründer  des  Pegnesischen  Blumenordens  bekannte  Georg  Philipp 
Harsdörffer:  „Der  Mathematischen  und  Philosophischen  Er- 
quickstunden Zweyter  Theil."   Nürnberg  1651.    695  S.  gr.  8^. 

„Damit  der  Unvergleichliche  Archimedes  nunmehr  kein  Sicilianer  mehr, 
sondern  ein  Teutscher  sein,  auch  recht  und  ungestümmelt,  ohne  Beimischung 
fremder  Wörter,   reden   möchte",  fertigte  Johann  Christoph  Stürm  (geb. 


31)  Über  die  Bedeutung  dieses  Werkes  fär  die  Stereometrie  s.  M.  Cantor, 
Vorl.  11,  750 ff.,  und  Geshabd's,  Gesch.  d.  Math,  in  Deutschland.  München  1877, 
S.  109  ff. 
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1635,  seit  1669  Professor  der  Mathematik  und  Physik  in  Altdorf)  eine 
Übersetzung  der  Werke  des  Arcuimedes:  „Des  unvergleichlichen 
Arohimedis  Eunstbücher  oder  Heutigs  Tags  befindliche  Schriften.  Aus 
dem  Griechischen  in  das  Hochdeutsche  übersetzt  und  mit  nohtwendigen 
Anmerkungen  durch  und  durch  erl&utert.^  Nürnberg  1670.  427  -f"  32  S.  fol. 
In  dem  Yorbericht  heilst  es  weiter:  „Wann  dann  zu  solchem  End  yiele 
Lateinische  und  Griechische  Kunstwörter  aufs  neue  haben  verteutscht  wer- 
den mülsen,  welche  den  kunstliebenden  Leser,  bis  er  deroselben  ge wohnet, 
etwas  anstehen  machen  möchten,  als  haben  wir  solche  Yerteutsohungen 
sambt  ihren  gleichgeltenden  und  bekannten  Lateinischen  und  Griechischen 
Wörtern  in  einem  gedoppelten  Register  nach  derer  Buchstaben  Ordnung 
hier  voransetzen  wollen;  damit  man  im  Falle  bedürfens  sich  daher  Bahts 
erhohlen,  und,  an  statt  der  bilÜBher  gebräuchlichen  fremden,  die  teutsche 
Kunstwörter  allgemach  ge  wohnen,  und  also  mit  denen  Teutschen  teutsch 
zu  reden  lernen  möge.*^  Im  Text  hat  Sturm  den  Verdeutschungen  meist 
den  lateinischen  resp.  griechischen  Namen  in  Klammem  hinzugefügt. 

Während  Holtzmann  und  Simon  Marius  nur  die  ersten  6  Bücher  der 
Elemente  des  Euklid  übersetzt  hatten,  erschien  im  Jahre  1694  eine  deutsche 
Übersetzung  der  8  geometrischen  Bücher,  also  1 — 6  und  11  und  12,  unter 
dem  Titel:  „Teutsch-Bedender  Euglidbs,  Oder  Acht  Bücher  Von  Denen 
Anfängen  Der  Mefs-Kunst  |  Auff  eine  neue  und  gantz  leichte  Art  |  zu  Nu- 
tzen  Allen  Generalen  |  Ingeniem  |  Natur-  und  Warheit-Kündigem  |  Bau- 
Meistern  I  Künstlern  und  Handwerckem.  In  Teutscher  Sprach  eingerichtet 
und  bewiesen  |  durch  A.  E.  B.  V.  P."  Wien.  375  S.  4^.  Der  Übersetzer 
ist  BuRCKHARDT  VON  PiRKENSTEiN.  Er  ucnnt  sich  in  der  2.  Auflage  zu 
Frankfurt  1699»*). 

Wir  haben  noch  eine  Übersetzung  der  ersten  6  Bücher  der  Euklidischen 
Elemente  zu  nennen,  von  Samuel  Bbyher:  „In  Teutscher  Sprache  vor- 
gestellter EuGLiDEs,  Defsen  VI  erste  Bücher  auf  sonderbare  Art  |  Mit 
Algebraischen  Zeichen  |  also  eingerichtet  sind  |  dafs  man  derselben  Beweise 
auch  in  andern  Sprachen  gebrauchen  kann."  Kiel  1697.  392  8.  4^  Das 
Buch  ist  für  uns  dadurch  merkwürdig,  dafs  der  Verfasser  alle  Fremdwörter 
ohne  Ausnahme  verdeutscht;  er  fügt  allerdings  meist  die  lateinischen  Aus- 
drücke in  Klammem  hinzu. 

Wir  schliefsen  unsre  Litteraturübersicht  mit  der  ersten  deutschen 
Encjklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  die  allerdings  schon  in 
das  XVIII.  Jahrhundert  hinüberreicht.  Sie  ist  verfafst  vqu  dem  Sohne  des 
oben  genannten  Johann  Christian  Sturm,  von  Leonhard  Christoph  Sturm, 


32)  J.  Rooo.  Handbuch  der  mathematischen  Literatur.  Tübingen  1830,  S.  820. 
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unter  dem  Titel:  ,,Kiirtzer  Begriff  der  gesambten  Mathesis  |  Bestehend  in 
V  Theilen."    Prankfurt  a.  0.  1707. 

Charakteristisch  f&r  die  Terminologie  dieser  älteren  mathematischen 
Schriften  in  deutscher  Sprache  ist,  dafs  die  Mehrzahl  derselben  nicht  für 
Gelehrte  bestimmt  war,  sondern  für  solche  Leser,  die  der  lateinischen  und 
griechischen  Sprache  unkundig  waren.  Aus  den  deutschen  Bechenbüchem 
sollten  die  Kinder  des  Volks  lernen;  die  geometrischen  Schriften  deutscher 
Sprache  sollten  den  Handwerkern  und  Eünstlem  die  f&r  ihren  Beruf  er- 
forderlichen Kenntnisse  mitteilen.  Das  war  für  die  meisten  der  im  Vor- 
hergehenden genannten  Verfasser  der  Grund,  Fremdwörter  zu  vermeiden 
und  dieselben  möglichst  durch  deutsche  Wörter  zu  ersetzen.  Von  einer 
sogenannten  Sprachreinigung  im  modernen  Sinne  war  also  durchaus  nicht 
die  Bede.  In  den  meisten  der  obigen  Schriften  dienen  die  Verdeutschungen 
lediglich  dazu,  das  Fremdwort  zu  erklären.  Daher  finden  sie  sich  auch 
häufig  nur  in  den  den  Lehren  voraufgehenden  Definitionen;  im  nachfolgenden 
Texte  werden  dann  wieder  die  Fremdwörter  wie  deutsche  Wörter  gebraucht. 
Häufig  werden  auch  im  Texte  beide  Ausdrücke  zugleich  angewendet^  das 
Fremdwort  voran  imd  das  deutsche  in  Klammem,  oder  umgekehrt. 


n.  Teil. 
Über  ältere  Yersaehe,  mathematische  Kunstaasdrftcke  zu  verdeatschen. 

Die  für  uns  in  Frage  kommende  Litteraturepoohe  umfafst,  wie  aus 
dem  vorigen  Abschnitt  zu  ersehen  ist,  ungeföhr  drei  Jahrhunderte,  von  ca 
1400 — 1700.  Um  den  tms  zugewiesenen  Baum  nicht  zu  überschreiten, 
müssen  wir  uns  mit  einer  möglichst  knappen  Übersicht  über  die  Ver- 
deutschungen mathematischer  Kunstausdrücke  begnügen,  welche 
wir  in  den  oben  angeführten  Schriften  gefanden  haben.  Wir  befolgen  dabei 
die  systematische  Anordnung. 

A.  Allgemeines:  Mathematische  Disziplinen.     Methode. 

Ober  die  Wandelung  der  Namen  unserer  Wissenschaft  und  ihrer  Dis- 
ziplinen haben  wir  bereits  in  einem  früheren  Aufsatze  ausführlicher  be- 
richtet^^). Die  einzelnen  Disziplinen  der  „gesamten  Mathesis '\  wie  es  in 
dem  Compendium  des  Leonhard  Christoph  Stürm  heilst,  werden  „Künste" 
genannt,  wohl  weil  einige  derselben  im  Mittelalter  zu  den  artes  liberales 
zählten.     Die  ars  calculatoria  ist  die  Kunst  der  Zahl  (Geom.  Culm.),  die 

38)  Felix  Müllsb.  Historisch  -  etymologische  Studien  über  mathematische 
Terminologie.    Gymn.  Pr.    Berlin  1887,  S.  5  ff. 
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Knnst  arithmetica  ist  die  Beohenkanat,  die  Kunst  Geometria,  die  ertmose 
oder  Erdmessnng  (Geom.  Cnlm.,  Schwentbr  u.  a.)  wird  Mefskanst  genannt, 
der  geometra  Meijskünstler  (J.  Sttjrm)  oder  Landmesser  (8chwemt£r);  all- 
gemeiner definiert  Simon  Jacob:  Geometria  ist  die  Knnst  alle  Grölisen  zu 
messen.  Die  Algebra  oder  Cofs,  „die  bei  den  Alten  Kunst  von  Dingen 
heilst"  (Stifel)^),  könnte  man  Stellkunst  nennen,  sagt  Leomhard  Christoph 
Sturm;  Astronomie  ist  Stemkunst,  statica  Wagkunst,  mechanica  Hebe-  oder 
Bewegkunst,  optica  Sehekunst,  catoptrica  Spiegelknnst,  Chronologia  Zeit- 
kunst. Auch  die  Edelkunst  musica  gehört  zu  den  mathematischen  Künsten. 
Wie  die  gesamte  Mathesis  in  die  erwägende  (theoretische)  und  ausübende 
(praktische)  geteilt  wird,  so  auch  die  Geometrie.  Die  Geometria  Culmensis 
lehrt  die  wirkende  ertmose.  Schlielslich  ist  zu  erwähnen,  daJB  Logistica 
speciosa  mit  Buchstabenrechnung  (J.  Chr.  Sturm),  Planimetrie  mit  Ermessung 
der  Ebene,  Stereometria  Messung  körperlicher  Dinge  (Schwentbr),  Cosmica 
Wissenschaft  des  Himmels  und  der  Gestirne  (L.  Sturm)  übersetzt  wird. 

Die  Methode  oder  Lehrart  (J.  und  L.  Sturm)  unterscheidet  sich  in 
analytische,  d.  h.  grundforschende  und  synthetische  oder  grundsetzende 
(J.  Sturm).  Analysis  heifst  Grundforschung  (J.  Sturm)  oder  Lösekunst 
(Bether).  Für  Axiom,  notio  communis,  wird  gebraucht:  allgemeine  Wissen- 
schaft, allgemeine  Lehre,  gemeine  Erkenntnis  oder  Verstand,  Grundspruch, 
Grundsatz  oder  unerweislicher  Ausspruch.  Definition  ist  Beschreibung,  Er- 
klärung, Worterklärung,  Auslegung;  definitio  nominalis  Benennung.  Postn- 
latum  wird  übersetzt  Aufgabe  oder  Vorgabe,  Begehrung  oder  Anforderung, 
Forderung  oder  Heischung,  Beding;  Propositio  heifst  meist  Füigabe  oder 
Vorgabe,  Lehrsatz  (Schwekter  und  J.  Sturm),  Vortrag  oder  Hauptsatz 
(Reyhbr),  und  Stifel  sagt  Propositz.  Bei  Michael  Stifel  findet  man 
mehrfach  den  Versuch,  den  Fremdworten  durch  Vermeidung  der  lateinischen 
Endungen  -ion,  -itas  u.  a.  einen  deutschen  Klang  zu  geben;  er  bemächtigt 
sich  des  fremden  Wortstammes  und  versieht  ihn  mit  deutschem  Auslaut'^). 
Aus  Demonstratio  macht  Stifel  Demonstratz;  andere  übersetzen  Be Weisung 
oder  Beweis.  Demonstratio  directa  ist  bei  L.  Sturm  klarer,  und  indirecta 
überzeugender  Beweis.  Porisma  ist  Anhang  oder  Zugabe;  corollarium  oder 
consectarium  ist  Folge  oder  Nachsatz;  problema  Aufgabe,  aber  auch  Hand- 
griff (Pirkekstein)  oder  Werkstück  (Reyher);  theorema  Betrachtung  oder 


34)  cosa,  Ding,  hiefs  die  Unbekannte  bei  den  italienischen  Mathematikern 
des  XIV.  Jahrhunderts;  s.  M.  Cantok,  Vorl.  II,  145  ff. 

35)  Ernst  Eckstbih  (1.  c.  S.  125)  hebt  hervor,  dafs  gerade  auf  diese  Weise 
die  deutsche  Sprache  durch  viele  Lehnwörter  hätte  bereichert  werden  können. 
Die  lateinisch  oder  romanisch  klingenden  Endungen,  die  wir  leider  beibehalten 
haben,  sind  es,  die  das  feinere  Sprachgefühl  Tcrletzen. 
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Beweisstück  (Rether),  lemma  ist  Lohnsatz  oder  Hülfsatz,  auch  Erleichtemng 
(Pibkenstein)  und  Vorsatz  (Bbyhbr);  Scholion  Anmerkung  oder  Erinnerung; 
principium  Vorbetrachtung;  operatio  Handgriff^  Ausführung,  Wirkung;  hypo- 
thesis,  assumptum,  Angenommenes. 

B.  Elementares  Beclmen. 

Im  elementaren  Beqhnen  bediente  man  sich,  wie  wir  schon  oben  ge- 
sehen, anfänglich  der  römischen  Zahlzeichen,  welche  gemeine  deutsche  Zahlen 
genannt  wurden,  und  später  der  „Barbarischen  Ziffern'*  (Habsdörffer). 
Für  letztere  hatte  man  den  Namen  Figuren  (Köbel,  Apian,  Stipel),  doch 
trat  das  Wort  Ziffer  oder  Zifferzahl  schon  mehrfach  gegen  Ende  des 
XV.  Jahrhunderts  auf  und  wird  in  der  Mitte  des  XVI.  Jahrhunderts  all- 
gemein. Von  den  neun  bedeutlichen  Figuren,  figurae  significativae,  unter- 
schied sich  die  Nulla,  die  unbedeutliche  Figur.  Das  Wort  nuUa  kommt  in 
Italien  zuerst  bei  Lucas  de  Boroo  (1494),  in  Deutschland  bei  Köbel  und 
BöBGHENSTEiN  (1514)  Yor.  Figur  wird  von  Böschenstedy  für  Speoies, 
Bechnungsart,  gebraucht.  Die  9  elementaren  Bechnungsarten  mit  ihren 
deutschen  Erklärungen  waren  folgende:  1.  Numeratio  —  Zählung,  2.  Additio 

—  Zusammenthuung,  auch  Zusammenraytung,  3.  Subtractio  —  Abziehung, 
4.  Duplatio  —  Zwiefachung,  5.  Multiplicatio  —  Mannigfaltigung,  Vielmachung, 
Mehrung,  6.  Mediatio  —  HaJbmachung,  Zweiteilung,  7.  Divisio  —  Teilung, 
8.  Progressio  —  Fürzähhing,  Aufsteigung,  Fori;gehung,  9.  Extractio  radicum, 
Ausziehung  der  Wurzeln.  Widkan  bezeichnet  mit  Mehrung  die  2.,  4.,  5.,  mit 
Minderung  die  3.,  6.,  7.,  mit  Mittelmals  die  1.,  8.,  9.  Bechnungsart.  Dem- 
entsprechend gebraucht  man  für  numerieren  —  zählen;  die  Ordnung  der 
Zahl  (Stife;l)  hiefs  bei  den  meisten  Stelle  oder  Stett,  die  in  der  Sand- 
rechnung des  Archhiedes  auftretende  Oktade  heiCst  bei  J.  Stubh  Zahl- 
achter; addieren  —  hinzusetzen,  zusammenlegen,  zusammensetzen,  zusammen- 
geben; subtrabieren  —  abziehen,  abnehmen;  duplieren  —  zwiefältigen, 
zwiefachen;  multiplizieren  —  mehren,  mannigfaltigen,  vielföltigen,  yielmachen; 
medieren  —  halbieren,  hälften,  halbteilen;  dividieren  —  teilen;  progredieren 

—  fOrzählen;  radicem  extrahieren  —  Wurzel  ausziehen.  Für  Summa,  Ag- 
gregat, Collect  gebraucht  Habsdörffer  Zahlsammlung.  Pluszeichen  und 
Minuszeichen  übersetzt  Beyher  Zusammensetzungs-  und  Abzugszeichen.  Bei 
der  Subtraktion  auf  den  Linien  werden  die  Bechenpfennige  aufgehobea 
(elevare),  daher  „es  hebt  sich  auf  ^  Best,  Facit,  Belikt,  Differentia  werden 
nur  selten  durch  Unterschied  ersetzt  (J.  Stürm).  Die  mensa  oder  mensula 
Pythagorae,  der  pythagoreische  Tisch  oder  Tafel  der  Mannigfaltigung 
(Eöbel),  ist  das  Einmaleins.  Produkt  wird  durch  Harsdörffer  verdeutscht 
Auskunft,  durch  J.  Sturm  das  Kommende;  das  Entspringende.     Dividendus 
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ist  bei  ScHEYBL  geteilte  Zahl,  divisor  teilende  Zahl  oder  Teiler.  Für  pars 
aliqnota  sagt  Pirkenstein  gerad  aufmessender  Teil,  L.  Sturm  Teil;  für  pars 
aliquanta  Ersterer  nicht  gerad  aufmessender  Teil,  L.  Stubm  Stück  einer 
Zahl.  Quotus  ist  bei  J.  Sturm  Teilungszähler.  Die  fractiones  oder  minu- 
tiae  vulgares  seu  mercatoriae,  die  gemeinen  Brüche,  werden  unterschieden 
von  den  fractiones  astronomicae  seu  minutiae  phjsicae,  den  Sexagesimal- 
brüchen.  Dem  Besolvieren,  Auflösen  (Simon  Jacob)  oder  der  Besolutz 
(Stifel)  steht  gegenüber  das  Reduzieren,  Aufgelöstes  zu  Ganzen  machen 
(S.  Jacob).  Für  Proba  hat  die  Geometria  Culmensis  Bewerung,  ebenso 
EöBEL,  letzterer  auch  Probierung,  und  Stifel  Probatz.  Die  Progressio 
ist  entweder  continua,  eine  natürliche  oder  in  natürlicher  Ordnung,  oder 
discontinua,  unterschnitten  oder  in  gleichen  Mitteln.  Differenz  oder  Exzefs 
heifst  hier  Übertretung  oder  unterschied.  Für  Exponent  der  Progression, 
oder  signatura  (Apian)  hat  Harsdörffer  Benennung  der  Progrefs.  Radix 
quadrata  ist  gevierte  Wurzelzahl  oder  yiereckete  Wurzel  oder  bei  ScirwEirrBR 
Quadratwurzel.  Numeri  abstracti  übersetzt  Holtzmaim  ledige  Zahlen  und 
numeri  concreti  benannte  Zahlen. 

Das  Wort  Algorithmus^)  bedeutet  meist  Rechnen  überhaupt.  „Eine 
Lehre  der  Species"  erklärt  Simon  Jacob,  ähnlich  Rudolff.  Am  häufigsten 
wird  es  für  Ziffemxechnen,  selten  für  Abacusrechnen  gebraucht.  Algorith- 
mus linealis  ist  Rechnung  auf  den  Linien.  Die  Spacia  zwischen  den  Linien 
heifsen  bei  Köbel  Feidunge.  Der  Name  der  Cambien  oder  Bankire  konunt 
von  Campus,  Feld;  daher  auch  das  italienische  cambiare,  wechseln. 

Besondere  Namen  finden  wir  für  eine  gi'ofse  Anzahl  von  Rechnungs- 
regeln. Die  wichtigste  derselben  ist  die  Regel  de  tri,  regula  de  tribus 
numeris,  Regel  von  drei  bekannten  Zahlen  (Simon  Jacob),  nämlich  numerus 
emptionis,  Zahl  des  Kaufs  oder  der  Ware,  numerus  pretii,  Zahl  des  Geldes, 
numerus  quaestionis,  Zahl  der  Frage  (Böschenstein).  Weil  sie  kostbar  und 
nützlich,  wird  sie  auch  regula  aurea,  güldene  Regel  genannt,  oder  regula 
magistralis,  ein  meisterlich  Ordnung  (Böschenstein).  Man  unterscheidet 
regula  de  tri  conversa  siye  eyersa,  verkehrte  oder  umgekehrte,  und  compo- 
Sita,  zwiefache  (Apian).  Andere  Regeln  sind:  regula  consortii  sive  societatis, 
Gesellschaft  (der  Kauf  leute),  Regel  vom  Wucher  (d.  i.  Zinseszinsrechnung), 
Regel  vom  Wechsel  (d.  i.  Umrechnung  von  Geldsorten),  regula  cecis,  coeci, 
coecis,  zekis,  oder  virginum  oder  potatorum  (Lösung  unbestimmter  Gleichungen 
1.  Grades),  von  Zeche  (die  mehrere  in  yerschiedenem  Verhältnis  zu  bezahlen 
haben).     Practica,  Praktik  heilst  behende  Rechnung  (Schetbl)  oder  subtile 


36)  Über  den  Ursprung   des  Wortes  Algorithmus  s.  Felix  Müller,  Etym. 
bist.  Stadien,  S.  16. 


Zar  Terminologie  der  älteBten  matbematischdi  Schriften  in  deutscher  Sprache.  321 

Behendigkeit  (Simon  Jacob).  Die  Welsche  Praktik  ist  eine  von  den  Walen 
überkommene  Rechnung  mit  Vorteil  und  Behendigkeit  (Riese).  Der  Vorteil 
besteht  in  der  Distraktion,  Zerstreuung  oder  Zerfällung  (Stifel),  d.  h.  nach 
Cantor^*^  Zerlegung  eines  gebrochenen  Multiplikators  in  eine  Summe  von 
sogen.  Stammbrüchen,  d.  h.  Brüchen  mit  dem  Zähler  1.  Endlich  sei  noch 
erwähnt  die  Tolletrechnung;  sie  „lernet  durch  die  Rechenpfennig  ein  Metall 
aus  dem  andern  ziehen*'  (Apian),  d.  h.  den  Feingehalt  der  Legierungen  be- 
stimmen. Das  Wort  Tollet  kommt  wahrscheinlich  aus  dem  italienischen 
tavoletta,  Täfelchen*®). 

C.  Arithmetik  und  Algebra. 

Bis  in  den  Anfang  des  XVII.  Jahrhunderts  behielt  man  die  römische 
Einteilung  der  Zahlen  in  die  folgenden  3  Arten  (oder  Manieren)  bei: 
1.  numeri  digiti,  Fingerzahlen  (Einer),  2.  numeri  articuli,  Gliedzahlen 
(Zehner),  3.  numeri  compositi  sive  mixti^  (aus  Einern  und  Zehnem)  zu- 
sammengesetzte Zahlen.  Harsoörffer  unterscheidet  numerus  monadicus, 
einzehlige  Zahl,  und  numerus  decadicus,  Zehner.  Nach  der  Zusammensetzung 
aus  Faktoren  gab  es  mannigfaltige  Gruppierungen.  Eine  Primzahl  nannte 
ScHEYBL  erste  Zahl,  Schwentbr  ungeteilte,  nit  prim  ist  komponiert  oder 
gemacht.  Numerus  par,  impar  wird  wörtlich  mit  gleiche,  ungleiche  Zahl 
übersetzt  in  einem  Müncliener  Codex  v.J.  1461'^),  bei  Apian  und  L.  Sturm; 
Schetbl,  Stifel  u.  a.  sagen  gerade  und  ungerade;  pariter  par  (2")  ist 
gleich-gleich  oder  zugleich  gerad  (Scheybl),  pariter  impar  [2(2«  -|-  1)] 
gleich'Ungleich  oder  zugleich  ungerad,  pariter  par  et  pariter  impar  [2"(2«  -|-  1)], 
ungleich  gleich  oder  zugleich,  gerad  und  zugleich  ungerad,  impariter  impar 
[(2w  -{-  l)  (2n  -f-  l)]  ungleich  ungerad.  Die  aus  2  Faktoren  (Seiten)  zu- 
sammengesetzte Zahl,  numerus  planus  seu  superficialis,  heifst  flache  oder 
ebene  Zahl  (Scheybl)  oder  Flachenzahl  (L.  Sturm);  die  aus  3  Seiten  be- 
stehende, numerus  solidus  seu  corporalis,  heilst  feste  oder  dicke  Zahl 
(Scheybl)  oder  körperliche  Zahl  (Simon  Jacob)  oder  Körperzahl  (L.  Sturm). 
Im  Vergleich  der  Zahl  mit  der  Summe  ihrer  Faktoren  unterschied  man 
nach  Thcon  von  Smyrna  numerus  perfectus,  ganz  gerechte  (Münch.  Codex), 
vollkommene  Zahl  (Scheybl,  Schwentbr,  Stifel  u.  a.),  numerus  deficiens, 
gebrechende  (Münch.  Codex)  oder  mangelhafte  Zahl,  numerus  abundans, 
überflüssige  oder   überschieüsende   Zahl.      Multiplex    ist    eine   mannigfaltige 


37)  M.  Cantor,   Rezension  in    Z.  f.  Math.  XX,  1875,   Hist.-lit.  Abt.  S.  68; 
8.  auch  Trbutlein,  Das  Rechnen  im  16.  Jahrb.  1.  c.  S.  92  ff. 

88)  S.  GüNTHEB,  Gesch.  d.  matb.  Unt.  S.  322;  M.  Cantok,  Vorl.  II,  203. 

39)  M.  CuRTZE,  Malhematiscb-hiBtoriscbe  Miscellen.  Nr.  5.   Bibl.  math.  (2)  IX 
1895,  S.  39.^ 

Abh.  zur  Oeich.  d.  Matheni.  IX.  21 
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Zahl  (Schetbl)  oder  eine  vielfache  Gröfse  (Pirkekstein,  Rbyher  o.  a.); 
submnltiplex  ein  ünteryielfach  (Pibkenstein).  Für  potentda  „konnte  man 
sagen  Vermögen,  ein  recht  wunderliches  Wort^\  meint  J.  Sturm.  Quadrat 
wird  übersetzt  gevierte  Zahl  oder  viereckete  Zahl  oder  Vierkantzahl,  anch 
sagt  man  dafür  die  Quadratz  (Simon  Jacob).  Quadrieren  ist  Mehrung  mit 
sich  selbst  (Geom.  Culm.)  oder  Führen  durch  sich  selbst  (J.  Sturm),  qua- 
driert, in  sich  selbst  gemacht  (J.  Sturm).  Die  rationale  Zahl  ist  eine  ans- 
sprechliche  Zahl  (Holtzmann)  oder  wohlgeschickte  (Che.  Eudoi-fp);  eine 
irrationale  dagegen  eine  unaussprechliche  oder  ganz  ungeschickte;  für  surdus 
sagt  HoLTZMAi^N  unnatürliche,  Stifel  surdische,  L.  Sturm  surde  Zahl.  Com- 
municantes,  mittelmäfsige  Zahlen  (Stifel,  Budolff)  werdön  erst  durch 
Heben  rational  zu  einander.  Positiv  und  negati?  übersetzt  Stifbl  zugesetzt 
und  abgezogen. 

Werden  zwei  Zahlen  mit  einander  verglichen,  so  bildet  man  die  (!) 
Verhältnis,  auch  Schick  (Kepler);  ratio,  Zusammenhaltung  zweier  Dinge, 
die  eines  Geschlechts  (Simon  Jacob);  setzt  man  zwei  Verhältnisse  einander 
gleich,  so  entsteht  die  Proportio,  Proportz,  Vergleichung,  gleiche  Verhältnis 
oder  das  Ebenmafs,  oder  Gleichförmigkeit  der  Verhältnisse;  proportzlich 
geteilt  (Holtzmann)  heilst  in  gleichem  Verhältnis  geteilt.  Proportionalitas, 
&vaXoyi(x,  ist  Vergleichung  der  Proportzen  (Simon  Jacob).  Das  Vorderglied, 
antecedens,  heifst  vorgehend;  das  Hinterglied,  consequens,  nachfolgend  oder 
nachgehend.  Proportionalzahlen  (a  :  2»  =  c  :  d)  sind  vergleichliche  oder 
gleichverhaltende  oder  ebenmäfsige  Zahlen.  Für  die  Verhältnisse  hatte  man 
zahlreiche  Namen ;  ratio  dupla,  doppelte  Verhältnis  (2  a :  a),  tripla,  dreifache 
(3  a  :a),  quadrupla,  vierfache  (4  a  :a),  multiplex,  vielfältige  oder  reine 
(na :  a),  subdupla,  unterdoppelte  (w :  a,  wo  m  <  2  a),  subtripla  (w :  a,  wo  w  <  3 fl), 
superparticularis,  überteilige  (l  -f-  ^  ^  ^))  sesquialtera,  anderthalbige  (3  a :  2  a), 
sesquitertia,  eineindrittelfache  oder  überdreiteilige  (4a  :  3a),  subsuperparti- 
cularis,  unten  überteilig  (n  :  w  +  1),  superpartiens,  überteilend  (n  -\-  k:  n, 
wo  Ä;  <  n),  subsuperpartiens,  unten  überteilend  («  :  «  -f-  Ä:),  multiplex  super- 
particularis, vielfach  überteilig  (mn  -|-  1  :  n),  multiplex  superpartiens,  viel- 
fach überteilend  (ww  +  Ä  :  »);  ratio  duplicata  [a:  c^=  (a  :  &)*]  ist  ein 
zweimaliges,  gedoppeltes  oder  zweifach  grölseres  Verhältnis,  und  triplicata 
[a  :  ci  =  (a  :  5)']  dreimaliges,  dreifach  gröfseres.  Auch  die  genera,  Ge- 
schlechter, der  Proportzen  sind  hier  zu  nennen,  die  aus  a:h  =  c:  d  folgen: 
inversa,  umgewendet  oder  umgekehrt  (b  :  a  =  d  :  c),  composita,  zusammen- 
gesetzt, zusammengebracht,  zusammengethan,  gesammelt,  versammelt  (a-^-b:  h 
=  c  -f-  ^  *•  ^)?  tind  zwar  verbunden  vorwärts  (L.  Sturm)  (a  -|-  6 :  a  =  c  -{-  c?  :  r) 
oder  verbunden  rückwärts  (a  -{-  h  :  h  =  c  -\-  d  :  d)^  disjuncta,  zerteilt,  von 
einander  geschieden  (a  —  b  :  a  =  c  —  d:c;   a  —  b  :b  =^  c  —  d:  d)^  con- 
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versa,  verwendet,  heransge wendet  {a',a  —  h  =  c:c  —  d);  endlich  permu- 
tata,  verwechselt,  wech^elweis  (a  :  c  »=  2» :  d),  welche  nicht  aus  der  ersten 
folgt.  In  der  stetigen  Proportion  oder  ordentlichen  Ebenmäfsigkeit  (Reyhsr) 
heifst  die  mittlere  Proportionale  entweder  Mittelzahl  (Apian)  oder  mittlere 
ebenmäiJBige  Gröfse  (Eether)  oder  mittlere  gleichverhaltende  (J.  Stubm). 
Schlieiüslich  bemerken  wir  noch,  dafs  commonsurable  Gröfsen  gleichmäfsige 
heifsen,  incommensorable  ungleichm&fsige  (Pibkemstein,  J.  Sturm)  oder  un- 
zusammenmefsliche  (J.  Sturm). 

Von  den  figurierten  Zahlen  sind  hier  zu  erwähnen:  numerus  angularis, 
Winkelzahl  (drei-  oder  viereckige),  circularis,  Zirkelzahl,  pyramidalis,  drei- 
oder  vierständige,  musicus,  Kling-  oder  Singzahl  (Harsdörffer). 

Neben  Equation  oder  Equaiz  (Stifei/)  wird  Yergleichung  gebraucht; 
combinatio  ist  Paarung  (Schwenter),  combinieren  paaren. 

D.  Ebene  Geometrie. 

Bei  der  grofsen  Mannigfaltigkeit  der  Ausdrücke,  welche  die  geome- 
trischen Begriffe  erfahren  haben,  wird  es  hier  häufiger  als  in  den  vorher- 
gehenden Abschnitten  notwendig  sein,  den  einzelnen  Verdeutschungen  die 
Namen  der  Übersetzer  hinzuzufügen.  Zugleich  mufs  wiederholt  darauf  auf- 
merksam gemacht  werden,  dafs  mehrere  der  genannten  Schriftsteller  sich 
der  deutschen  Ausdrücke  nur  bedienen,  um  den  fremdsprachlichen  Kunst- 
ausdruek  zu  erklären. 

1.  Allgemeines.  Die  Planimetria  ist  eine  Ermessung  der  Ebene 
(Schwenter),  für  grofse  Entfernungen  gebraucht  man  Geodäsia.  Die  Di- 
mensionen (Ausstreckungen  nach  Holtzmann)  sind  Länge,  Breite  und  Höhe 
oder  Tiefe.  Für  spatium  sagt  Sohwenter  Weite,  ebenso  für  das  sonst  all- 
gemein gebrauchte  Distantz.  Mensuratio  übersetzt  Kepler  Ejch.  Von  In- 
strumenten zum  Zeichnen  und  Messen  wird  am  häufigsten  erwähnt  das 
Lineal  oder  Richtscheidt  (Geom.  deutsch,  Dürer,  Schmid,  Schwenter)  oder 
Höltzlein  (Reyher),  der  Cirkel  oder  Passer  (Revhbr),  dessen  Spitze  FuTs 
oder  Ort  (Geom.  deutsch)  oder  Stift  (Reyher)  heifst,  der  Gnomon  oder 
Winkelmafs  (Geom.  Culm.,  Rether),  Winkelhaken  (Holtzmann,  Schwenter), 
Winkelkreuz,  crucze  (Geom.  Culm.),  femer  das  meiJBegeezew  (Geom.  Culm.), 
d.  h.  die  Mefsstange,  die  scala  altimetra  oder  Mefsleiter  (Stöffler),  die 
Bussole  oder  das  Magnetkästchen  (L.  Sturm),  das  pei^endiculum  oder  die 
Bleiwage  (Schwenter).  Alhidada  ist  der  Regel  Zeiger  (Stöffler).  In 
der  Geometria  Culmensis  wird  triarbor  übersetzt  drebom,  d.  i.  Dreibaum 
oder  Tragebaum ;  vielleicht  ein  aus  den  drei  Schenkeln  zweier  gleichen  Neben- 
winkel bestehendes  Instrument,  das  dazu  diente,  einen  rechten  Winkel  an- 
zutragen;  rechter  oder  gerechter  drebom  wird  auch  für  gerade  senkrechte 

21* 
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Linie  (cathetus)  gebraucht.  Geometnsch  zeichnen  heifst  reiXsen,  aafreifsen 
(Düber,  Kepler,  Schwenter).  Die  Lösung  der  Aufgaben  kann  nach  Durer 
sein  entweder  mechanice  (d.  h.  annähernd  richtig)  oder  demonstrative,  d.  fa. 
kunstrichtig  (J.  Sturm). 

2.  Elementargebilde.  Der  Punkt  ist  ein  Stüpffen  (Schmid),  Stöpff- 
lein  (Simon  Jacob),  Düttel  oder  Düpffelein  oder  Tipflin  (Holtzmann, 
Sghwenter,  Reyher)  oder  ein  Tupf  (J.  Sturm).  Linie  ist  ein  langer  Bifs 
(Geom.  deutsch,  Schmid,  Simon  Jacob)  oder  ein  Strich  (Schmid,  Kepler, 
Pirkenstein,  Bether)  ;  recta  linea  ist  gerade  oder  scheidtrecht  lini  (Schmid), 
gestrackte  oder  rechte  Linj  (Holtzmann),  Gerade  oder  Strecke  (Kepler), 
gerader  Strich  oder  Zug  (Beyher);  curva  linea  ist  ein  gebogen  Bil^  (Geom. 
deutsch),  eine  krumme  oder  gebogene  Linie  (Schmid,  Holtzmann),  ein 
krummer  Zug  (Beyher);  concav  ist  eingebogen  oder  hohl,  convez  ausgebogen 
(Dürer,  Schmid,  Simon  Jacob).  Der  Richtung  nach  ist  die  gerade.  Linie 
erstens  horizontal,  d.  i.  überzwerg  (Geom.  deutsch,  Dürer,  Köbel),  oder 
wagrecht  (J.  Sturm,  Schwenter),  zweitens  perpendicular  oder  aufrecht 
(Köbel,  Dürer),  wagrecht  (Dürer,  Schmid,  Schwenter,  Simon  Jacob, 
Simon  Marius),  bleirecht  (Pirkenstein,  Beyher),  schnurgerecht  (Holtz- 
mann); Schmid  sagt:  „aufrecht,  wagrecht,  winkelrecht,  bleirecht  ist  alles  ein 
Ding".  Das  Lot  ist  bei  Beyher  ein  bleirechter  Senkstrich  oder  nur  Senk- 
strich.  Drittens  kann  die  Gerade  weder  horizontal  noch  perpendicular  sein; 
dann  heifst  sie  schlemm  lini  (Dürer),  oder  schlimmst  treffend  (Kepler), 
d.  i.  unter  schiefem  Winkel,  oder  überzwerg  (Simon  AL^ius)  oder  über  ort 
(Ort  ist  Ecke)  und  ortlini  (Dürer).  Parallele  Linien,  equidistantes,  heilsen 
parr  oder  barlini  (Dürer),  gleichständige  (Apian),  Nebenlinien  oder  eben> 
ferre  [d.  i.  gleichfeme]  (Schmid),  gleichweitige  (Simon  Jacob,  Schwenter), 
gleichlaufende  (Kepler,  Schwenter,  Harsdörffer,  Pirkenstein,  J.  Sturm), 
Nebenstriche  (Beyher). 

Angulus  ist  überall  Winkel;  aber  „wenn  man  ihn  von  aufsen  sieht, 
heifst  es  Eck"  (Dürer).  Man  unterscheidet  flache  oder  ebene  Winkel  and 
közperliche  (Schmid,  Holtzmann,  Schwenter,  Pirkenstein,  Bbyher).  Je 
nachdem  der  Winkel  von  zwei  Geraden  oder  von  zwei  krummen  Linien 
oder  von  einer  Geraden  und  einer  krummen  Linie  eingeschlossen  wurde, 
nannte  man  ihn  damals  rechtlinischer  (Simon  Mabius,  Schwenter),  gerad- 
linichter  (Pirkenstein),  geradstrichiger  (Beyher)  Winkel,  oder  krumm- 
linischer,  krummlinichter  (Schwenter,  Pirkenstein),  oder  drittens  ver- 
mengter, vermischter  Winkel  (Schwenter).  Der  Gröfse  nach  ist  der  Winkel 
l)  acutus  —  scharf,  spitz,  spitzig  (Schmid,  Simon  Marius,  Kepler,  Pirken- 
stein, L.  Sturm)  oder  eng  (Dürer,  Schmid,  Simon  Marius),  2)  rectus  — 
recht  (Dürer,  Schwknter,  L.  Sturm),  gerecht  (Dürer,  Holtzmann),  recht- 
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raefsig  (Chr.  Rüdolff),  ein  rechter  Winkelhack  (Schmid),  und  3)  obtusus  — 
weit  (DüaER,  Schmid,  Simon  Jacob,  Simon  Mariüs,  Holtzmmnn,  Schwenter) 
oder  stumpf  (Dürer,  Schwenter,  L.  Sturm,  J.  Sturm);  vertex  heilst 
Scheitelpunkt  (J.  Sturm),  Gipfel,  Wipfel,  Wirbel  (Kepler);  anguli  verti- 
cales  sind  Scheitel-  oder  Kreuzwinkel  (J.  Sturm);  anguli  altemi  —  Wechsel- 
winkel (J.  Sturm). 

3.  Geradlinige  Figuren.  Superficies,  welche  lang  und  breit  ist,  heifst 
Fläche  (SoHMiD,  Reyhbr,  J.  und  L.  Sturm);  superficies  plana  ist  velt  oder 
siecht  gevilde  (Geom.  Culm.),  Veldung  (Geom.  deutsch,  Simon  Jacob, 
Kepler),  ebenes  Feld  (Dürer,  Kepler),  ebene  Fläche,  gerade  oder  scheidt- 
rechte  Fläche  oder  Ebene  (Schmid),  Ebene  (Dürer,  J.  und  L.  Stürm). 
Geradlinige  Figuren  heifsen  recht  wendig  velt  oder  gevilde  (Geom.  Culm.), 
Felder  (Dürer),  rechtlinische  Figuren  (Holtzmann,  Schwester),  geradseitige 
Gestalten  (Bether),  Flächen  oder  Figuren  (L.  Sturm),  latus,  Seite,  heifst 
in  der  Geom.  Culm.  want.  Für  Triangulus  sagen  alle  bis  auf  J.  Sturm 
Triangel,  nur  selten  Dreieck;  doch  Rbyhbr  gebraucht  nur  Dreieck,  die 
Geom.  Culm.  geer,  dry  wjnkelecht  velt  oder  gevilde,  und  Schmid  drei- 
eckicht  feld,  Triangel,  dreieckige  Flech,  Dreiort.  Auch  hier  wird,  wie  beim 
Winkel,  unterschieden:  rechtlinischer ,  krummlinischer,  vermischtlinischer 
Triangel  (Schwenter).  Triangulus  orthogonius  sive  rectangulus  wird  über- 
setzt rechtwinkelecht  geer  (Geom.  Culm.),  winkelrechter  Triangel  (Simon 
Marius,  Schwenter,  Pirkbnstein),  rechteckiger  oder  winkelmessiger  Tri- 
angel (Holtzmann),  rechtwinkliger  Triangel  (Schmid,  Pirkenstbin  u.  a.); 
acutangulus  ist  spitzig  (Schmid,  Schwenter),  scharfwinklig  (Schmid, 
Schwenter,  Holtzmann,  Pirkenstein) ,  scharfeckigt  (Holtzmann,  Simon 
Marius),  spitzwinklig  (Beyher,  J.  u.  L.  Sturm);  obtusangulus  sive  am- 
blygonius:  stumpf  (Schmid),  weit  (Schwenter),  weiteckigt  (Holtzmann, 
Simon  Marius),  stumpfwinklig  (Schwenter,  Pirkenstein,  J.  u.  L.  Sturm  u.  a.); 
obliquangulus  unrechtwinklig  (Schwenter);  ferner  equilaterus:  gljchwendig 
(Geom.  Culm.),  gleichseitig  (Pirkenstein,  Simon  Marius,  Schwenter  u.  a.); 
scalenus:  ungljch wendig,  ungleichseitig;  isosceles:  gleichfüfsig  (Simon  Ma- 
rius, Holtzmann,  J.  Sturm).  Die  drei  Seiten  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
heifsen  basis  (sie  stand  bei  Vermessungen  horizontal),  cathetus  und  hjpo- 
t^enusa  (sie!);  die  basis  heifst  auch  Grundlinie;  cathetus  „ist  eine  ge- 
senkte Lini,  die  auffrecht  oder  wagrecht *^)  Seite"  (Schmid);  hTpot^enusa 
(immer  mit  th  geschrieben !),  die  unterzogene  (Holtzmann)  ist  „die  in  einem 
rechtwinkligen  Triangel  über  Ort  [Eck]  geht"  (Schmid).  Von  einer  dem 
Winkel  gegenüberliegenden  Seite  heifst  es,    sie  ist  dem  Winkel  unterzogen 


40)  wagerecht  wird,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  für  yertikal  gebraucht. 


326  i'elix  Müller: 

(HoLTZMANN,  SiMON  Marius  u.  a.)  oder  nnterstreckt  (Simon  Jacob),  oder 
sie  unterspannt  (Pirkenstein)  oder  überspannt  (Reyher)  den  Winkel;  von 
zwei  Seiten  wird  der  Winkel  begriffen  (Holtzmann)  oder  beschlossen  (Sriron 
Marius). 

Tetragonum  sive  qnadrilatemm  wird  übersetzt  vierwynkelen  oder  vier- 
ecketen  gevilde,  quadrangil  (Geom.  Culm.),  vierecket  rechtwinklig  Figur 
oder  Fierung  (Dürer),  gefiert  Feld  oder  Vierort  (Schmid),  vierseitige  Figur 
(Simon  Jacob),  viereckigte  Figur  oder  vierseitige  Flache  (Schwenter), 
Vierung  oder  Viereck  (Harsdörffer),  Viereck  (selten  Schwenter,  Bevher, 
J.  Sturm).  Das  Wort  Quadrat  (Simon  Jacob  ü.  a)  wechselt  ab  mit  vier- 
eckecht Vierkanten  veld  (Geom.  Culm.),  gefierte  Ebene  (Dürer),  Viemng 
oder  gerecht  Vierung  (Geom.  deutsch,  Holtzmann,  Kepler),  recht  Gevierts 
oder  Vierung  (Schmid),  gefierte  Fläche,  in  vier  rechten  Winkeln  und  glei- 
chen Seiten  beschlossen  (Riese),  regulierte  Vierung  (Schwenter),  gleich- 
seitiges und  gleichwinkliges  Viereck  (Harsdörffer,  Reyher),  gleicbvier- 
seitige  Figur  oder  gleiches  Viereck  (Pirkenstein).  Quadratische  Mafse 
sind  Th'kante  mose  (Geom.  Culm.),  superficies  pedalis  quadrata,  geviret  vns 
(Geom.  Culm.),  Schachtschuh,  Kreuzschuh,  viereckichter  Schuh  (Köbei^ 
L.  Sturm).  Oblongum  ist  lang  sjten  gevilde,  daz  vier  rechte  winkel  hat 
(Geom.  Culm.),  ablange  Vierung  (Schmid,  Kepler),  verlengte  Vierung  (Simon 
Jacob),  rechtwinklig  verl&ngte  oder  überlengte  Vierung  (Dürer),  winkel- 
rechtes Parallelogramm  (Simon  Marius,  Holtzmann),  winkelrechte  ablange 
oder  verlengte  Vierung  (Simon  Marius,  Holtzmann,  Pirkenstein),  länglicht 
Viereck  (Reyher),  längliches  Rechteck  (L.  Stürm).  Rhombus  wird  in  der 
Geom.  Culm.  elmuhahym^^)  genannt,  femer  übersetzt  gleichseitige  Raute 
oder  geschrait  Vierort  (Schmid),  geschoben  Quadrat  (Simon  Jacob),  ge- 
schrägte Vierung  (Simon  Mariüs,  Holtzmann),  Raute  oder  Rauten vierung 
(Schwenter),  Raute  (Kepler,  Harsdörffer,  L.  Stürm,  Reyher),  auch  ge- 
schoben Viereck  (Reyher).  Rhomboides,  ein  schiefwinkliges  Parallelogramm, 
hiefs  glych  [similis]  elmuhahym  (Geom.  Culm.),  ablange  Raute  oder  ge- 
schrait verlengte  Vierung  (Schmid),  ablange  Rautenfierung  (Dürer),  ge- 
schoben verlengte  Vierung  (Simon  Jacob),  geschrägte  überlengte  Viemng 
(Simon  Marius,  Holtzmann),  ablange  Raute  oder  Rautenvierung  (Schwenter), 
länglichte  Vierung  oder  ablanges  oder  geschobenes  Viereck  (Harsdörffer), 
länglichte  Raute  oder  nebenstrichiges  Viereck  (Reyher).  Endlich  heifst 
Trapez  elmifarifa  (Geom.   Culm.),  spiefseckig  Viereck  (Kepler),    Tischlein 


41)  Die  Namen  elmuabia  und  elmuhaiifa  sind  von  den  Euklidübersetzem 
aus  dem  Arabischen  herabergcnommen  (Ateluart,  Campanus  u.  a.).  S.  M.  CAirroB, 
Vorl.  U,  93,  140,  21Ö,  267. 
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(Schwenter),  ungleiche  Vierung  (Pirkbnstein,  Simon  Marius,  Schwenter), 
ungleichlaufendseitiges  Viereck  (J.  Sturm),  ungeschickt  Viereck  (Reyher) 
Complementa  [bei  uns  Ergänzungsparallelogramme,  die  von  der  Diagonale 
durchschnitten  werden]  heifsen  Ausfüllungen  (Simon  Marius,  Pirkbnstein) 
oder  ErfüU-Parallelogramma  (Schwenter).  Die  beiden  Ausfüllungen  mit 
einem  der  übrigen  Quadrate  bilden  den  Gnomon,  Winkelhaken  oder  Winkel- 
mafs  (PiRKENSTEix,  Schwenter). 

Es  wird  nicht  ohne  Interesse  sein,  den  Wortlaut  des  pythago- 
reischen Lehrsatzes  bei  einigen  der  älteren  Schriftsteller  zu  vergleichen. 
In  der  Oeometria  Culmensis  (1400)  heifst  es:  „Alzo  wirt  das  Vierkante 
veld,  gemessen  vs  der  langen  want,  alzo  gros  alz  dj  bejde  Vierkante,  dy 
do  werden  gemessen  von  den  zwen  wenden  des  geren,  dy  do  czusamene 
treten  in  dem  rechten  wynkel."  In  dem  Rechenbuche  Simon  Jacobs  von 
Coburg  (1552)  lautet  dieser  Satz:  „In  einem  jeden  triangulo  Orthogonio, 
thun  die  beyde  quadrat,  basis  und  catheti,  samentlich  so  viel  als  das 
quadrat  Hypothenuse."  Holtzmann  (1562)  übersetzt  Buch  I,  Pürgab  47: 
„In  den  winkelrecbten  triangeln  ist  das  quadrat  der  seitten^  so  vnder  den 
gerechten  winckel  gezogen  wird,  gleich  so  grofs  als  beyde  quadrat  sambtlich 
der  andern  zweier  seitten,  welche  den  gerechten  winckel  begreiffen."  End- 
lich sagt  der  alle  Fremdwörter  mit  Consequenz  vermeidende  Samuel  Revher 
(1697):  „In  jedwedem  rechtwincklicbten  Dreyeck,  ist  das  gleichseitige  und 
gleichwincklichte  Viereck,  welches  von  dem  Strich,  so  dem  rechten  Winckel 
entgegen  stehet,  gemacht  wird,  eben  so  grofs,  als  die  beeden  Vierecke  zu- 
sammen, welche  von  den  beeden  Seiten,  so  den  rechten  Winckel  begreiffen, 
gemacht  werden." 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Vielecken.  Poligonium  ist  ein  vil- 
wendig  gevilde  oder  vmmereyte  (Geom.  Culm.),  ein  vileckieht  feld  (Schmid), 
eine  vielseitige  Figur  (Simon  Jacob,  Simon  Marius),  oder  vieleckigte  Figur 
(Pirkbnstein,  Schwenter),  eine  vieleckigte  Gestalt  (Reyiier),  ein  Vieleck 
(Pirkenötein,  J.  Sturm).  Man  unterscheidet  vieleckigte  regulierte  Figuren 
und  unregulierte  (Simon  Jacob,  Schwenter);  erstere  heifsen  auch  geord- 
nete (Kepler),  gleichseitige  (Holtzmann),  gleichecket  (Dürer),  gleichseitig 
und  gleicheckigt  (Pirkenstein)  ;  letztere  ungeschickt  und  ungleich  (Holtz- 
mann). In  der  Oeometria  deutsch  wird  ein  gerecht  Fünfort,  Siebenort, 
Achtort  u.  s.  w.  gezeichnet.  Ein  Vieleck  mit  einspringenden  Winkeln  heisst 
in  der  Oeometria  Culmensis  campus  tortuosus  seu  extraeminens ,  ein  wan- 
schaffen  gevilde.  Peripheria  polygoni  ist  vmmereyte  (Geom.  Culm.),  Um- 
zäunung (Kepler),  Umlauf  (J.  Sturm).  Für  Diagonale  finden  wir  twerlini 
(Geom.  Culm.),  über  Ort  Lini  (Geom.  deutsch),  überzwerchenlini  (Köbel), 
Ecklini  überoi*t  (Schmii>),  Ortlini  (Dürer),  Zwerglini  (Dürer,  Pirkenstein), 
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Zwerlinie,  Querlinie,  Durchzug  (Kepler),  Zwergstrich  (Reyher).  Für  Basis 
wird  auch  gesagt  Boden  (Scheybl,  Holtzmann),  Grundlinie  (Simon  Jacob, 
HoLTZMANN,  J.  Sturm),  Bodenünic  (Kepler),  Grundseite  (Simon  Marius), 
Grundstiich  (Eeyher).  Corauscus,  römisch  coraustus,  Seheitellinie  [d.  h. 
durch  den  Scheitel  parallel  zum  Horizont],  erklärt  Simon  Jacob  als  „mit 
der  Basis  parallel  oder  gleichweitig/^  SchlieMich  sei  bemerkt,  daJGs  der  In- 
halt einer  Figur,  area  oder  caropus,  genannt  wird  geyilde  oder  behaJdung 
(Geom.  Culm),  Feidung  (Simon  Jacob,  Holtzmann). 

4.  Kreis.  Beim  Kreise  ist  zu  unterscheiden  die  Kreislinie  und  die 
Kreisfläche.  Circulus,  die  Linie,  heilst  in  unserm  Zeitabschnitt  meistens 
Cirkel,  aber  auch  runder  Rifs  (Geom.  dtsch.),  Cirkellinie  (Scumid,  Dürer, 
Schwenter),  scheublich  oder  runde  Lini  (Schmid),  Kreis  oder  Kreislinie 
(Harsdörffer,  Beyuer,  J.  und  L.  Sturm).  Area  circularis  heilst  cirkel- 
velt,  cirkelgevilde,  scheybelechter  ackir  (Geom.  Culm.),  Cirkelfeld  (Kepler), 
imnde  Ebene  (Simon  Jacob),  Kreis  (Harsdörffer,  Bether),  Kreisfläche 
(J.  Sturm).  Centrum  bleibt  bei  den  meisten;  doch  findet  sich  auch  Mittel- 
punkt (Schmid,  Dürer,  Pirkenstein,  Schwenter)  oder  Mitteldüpffel  (Reyher). 
Circumferentia,  peripheria  ist  vmmeswejff  des  cirkels  oder  ymmecrejls 
(Geom.  Culm.),  ganzer  runder  Bifs  (Geom.  dtsch.,  Schuid),  Umkreis  (Köbel, 
Simon  Marius,  Kepler,  Pirkenstein,  Schwenter,  J.  Sturm),  Umkreis  oder 
Kreiszug  (Reyher).  Semicirculus  ist  Halbkreis  (Reyher,  J.  Stürm).  Pur 
Quadrant  sagt  Dürer  rechter  Quadrant,  Pirkenstein  Viertelbogen,  J.  Sturm 
Yiertelskreis  oder  Kreisviertel.  Arcus  circuli  wird  übersetzt  Cirkeltmm 
[plur.  -ümmer]  (Schmid,  Schwenter),  runder  Rifs  (Geom.  dtsch.).  Bogen 
(Kepler,  Schwenter,  Reyher)  oder  Kreisbogen  (J.  Sturm).  Diameter  ist 
Mittelrifs  (Schmid)  oder  Durchzug  (Schmid,  Kepler),  Durchschneider  (Simon 
Marius,  Schwenter),  Durchschlag  (Reyher),  Durchmesser  (J.  Sturm). 
Radius  helTst  fast  überall  halber  Diameter  (z.  B.  Dürer,  Simon  Jacob, 
Pirkenstein),  aber  auch  Halbmesser  (J.  und  L.  Sturm).  Chorda  (Simon 
Jacob,  L.  Sturm)  oder  subtensa  wird  übersetzt  ein  unterzogener  Rifs  oder 
Senne  (Schmid),  Unterzug  oder  Senne  (Kepler),  Senne  (Schw^enter). 
Sagitta  ist  die  Höhe  eines  Cirkelschnittes  oder  Boltz  (Kepler).  Tangens 
ist  Anstreicher  (Kepler),  eine  Linie,  die  einen  Cirkel  anrühret  (Dürgri 
Simon  Marius,  Pirkenstein,  Schwenter),  anrührender  Strich  oder  Rühr- 
strich (Reyher);  secans  Durchschneider  (Kepler),  Zerschneidende  (Holtz> 
mann).  Sector  circuli,  „Cirkelzahn,  eigentlich  zu  teutsch  der  Schuster  Werk- 
mefser^'  (Kepler),  wird  auch  übersetzt  Ausschnitz  eines  Cirkels  (Pirkbn- 
stein),  Kreisteil  (J.  Sturm),  Kreisschnitt  (Rgyhbr);  segmentum  circuli  ist 
Stuck  von  dem  cirkelvelde  (Geom.  Culm.),  Schnitz  eines  Cirkels  (Kepler, 
Pirkenstein),  Cirkelstück  (Simon  Jacob,  Schweni'er),  Stück  eines  Zirkels 
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(Holtzmann),  Kreisabschnitt  (Simon  Marius),  Kreisschnitt  (J.  Sturm), 
Kreisstück  (Beyher).  Angulus  in  segmento  ist  ein  Winkel  in  einem  Schnitz 
oder  auf  einem  Stück  oder  auf  dem  Umkreis  (Holtzmann,  Pibkenstein), 
oder  in  einem  Kreis  stehender  oder  Kreisstückswinkel  (Beyher).  Statt  des 
Winkels  bei  dem  Centro  (Holtzmaio?)  wird  auch  gesagt  Mittelpunkts  winkel 
(Pirkenstein),  Mitteldüpffelswinkel  (Reyher).  Qnadratura  circuli,  die  Ver- 
gleichung  eines  Cirkels  und  eines  Quadrats  (Dürer),  heifst  Kreisvierung 
(Pirkenstein,  J.  Sturm);  quadrieren  ist  yierkanten  (Geom.  Culm.),  qua- 
dratrix  die  Yierungslinie  (Schwenter,  J.  Sturm).  Bectificieren  bedeutet 
einen  gerunden  rifs  scheidtrecht  machen  (Geom.  dtsch.). 

5.  Andere  krumme  Linien«  Nächst  dem  Kreise  sind  die  wichtigsten 
krummlinigen  Figuren,  krumpwendig  yelder  (GeooL  Culm.),  die  sectiones 
conicae,  Kegelschnitte  (Kepler),  Kegellinien  (J.  Sturm).  Auf  sie  führt  die 
Aufgabe,  ein  Bechteck  von  gegebener  Gröfse  an  eine  Gerade  von  gegebener 
Länge  anzutragen  ^^),  applicare,  oder  anzuschlagen  (Beyher),  daher  mangel- 
haftens  angeschlagenes  und  übertreffendes  oder  überschiefsendes  Viereok 
(Beyher).  Ordinatim  applicatae  übersetzt  J.  Sturm  ordentlich  gezogene 
Linien.  Die  Ellipse  heilst  ablanger  Cirkel  oder  Eilinie  (Kepler),  wennechtjn 
gevilde  (Geom.  Culm.),  ablange  runde  Linie  (Schwenter),  Oyallinie  oder 
die  kleine  Kegeleierlinie  (Harsdörffer),  Eilinie  (Dürer),  ermangelnde 
Kegellinie  (J.  Sturm),  Langrundung  (L.  Sturm);  die  Hyperbel  Gabellinie 
(Dürer),  Hohllinie  oder  auch  gebrochene  Eierlinie  (Harsdörffer),  über- 
treffende Kegellinie  (Sohwenter,  J.  Sturm);  die  Parabel  Brennlinie  (Dürer, 
Kepler,  Schwenter,  Harsdörffer,  L.  Sturm),  rechtwinkliger  Kegelschnitt 
(Kepler),  vergleichende  Kegellinie  (J.  Sturm)  ^).  Parameter,  latus  rectum, 
übersetzt  J.  Sturm  Mitmesser.  Asymptote  ist  „die  Lini,  die  in  die  weitten 
läuft  ynd  ninuner  mehr  zu  keym  end  kombt'*  (Dürer)  oder  niemals 
zusammenkommende  Linie  (J.  Sturm). 

Von  andern  krummen  Linien  sei  erwähnt  der  Cylinderschnitt,  Walger- 
schnitt (Kepler),  conchois,  die  Muschellinie  (Dürer,  J.  Sturm,  Schwenter, 
Harsdörffer),  linea  aranei,*  die  Spinnenlinie  (Dürer,  Schwenter),  ovalis, 
Eilinie  (Kep&er,  Schwenter,  J.  Sturm),  spiralis,  Schneckenlinie  (Schmid, 
Kepler,  Schwenter,  J.  und  L.  Sturm),  helica,  Schraubenlinie  (Dürer, 
Schmid),  flezuosa  seu  serpentina,  Schlangenlinie  (Schmid,  Schwenter). 
Eine  aus  Kreisbogen  hergestellte  „einem  wolgestalten  ey  gleiche"  Linie  ist 
Düker's  Eylinie.  Die  lunula  Hippocratis*  heifst  Mondsfigur  (Simon  Jacob), 
Mond  (Schwenter),  Halbmond  (J.  Sturm). 

42)  Siehe  Euclidid  Elementa  C.  I,  pr.  44. 

43)  Nach  MsNÄcHMus  hiefsen  die  KegelBchnitte  ij  tov  dlvymvlov,  dff^oyatviov^ 
&lißXvy<oviov  %mvov  TOfii};  Tgl.  Felix  Mülleb,  HiBtor.-etymol.  Stadien,  1.  c.  S.  24ff. 
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6.  Yergleichnng  von  Strecken  nnd  Fignren.  Commensurable  Strecken 

werden  gemeinmäfsliche  (Pikkenstein)  oder  gleichmäfsige  (Beyher,  J.  Sturm), 
incommensnrable  aber  nDgleicbmäfsige  (J.  Sturm)  genannt.  Proportionale 
Linien  gleichverhaltende  (Pirkenstein,  J.  Sturm)  oder  ebenmäfsige  (Beyher); 
die  mittlere  Proportionale  heifst  Mittellinie  (Schwenter),  mittlerer  eben- 
mäfsiger  Stricb  (Reyhee),  mittlere  Gleichverhaltende  (J.  Stürm).  Die  Ver- 
doppelang des  Würfels  führt  auf  die  Aufgabe,  zu  zwei  gegebenen  Linien 
zwei  gerecht  Mittellini  (Dürer)  oder  zwei  Linien  in  ordentlicher  Proportion 
(Schwenter)  zu  zeichnen.  Die  divina  proportio  des  Paciuolo  (um  1509), 
der  goldene  Schnitt,  die  göttliche  Verhältnis  ist  die  Aufgabe,  eine  Linie 
media  et  eztrema  ratione  seciren  (Schwenter),  oder  nach  der  äufsersten 
und  mittleren  Verhältnis  teilen  (Pirkenstein,  Bevher). 

Die  Ähnlichkeit  der  Figuren  heifst  vielfach  Gleichförmigkeit.  Similis 
heifst  in  Art  und  Gestalt  ähnlich  (Schmid),  gleichförmig  nnd  gleichgestellt 
(Pirkenstein),  oder  nur  ähnlich  (Kepler)  oder  gleichförmig  (Schwenter, 
Simon  Marius,  Holtzmann),  gleichähnlich  (Reyher).  Homologe  Geraden 
in  gleichförmigen  Vielecken  heifsen  gleichförmig-haltnus  sagende  (Piskek- 
stein)  oder  Verhältnis-ähnliche  Geraden  (Reyher). 

7.  Trigonometrisches.  Bei  der  Beschreibung  des  zur  Feldmessung  be- 
nutzten Quadranten  tritt  vor  allen  die  schon  den  Arabern  eigentümliche  Winkel- 
funktion umbra,  Schatten,  auf;  umbra  recta,  rechter  Schatten,  ist  die 
Cotangente;  umbra  versa,  verkehrter  Schatten,  die  Tangente.  Apian  hat 
die  drei  Funktionen  sinus,  sinus  versus,  sinus  complementi,  unsem  cosinus. 
Die  Sekante  wurde  von  Koppernikis  in  die  Wissenschaft  als  neue  trigono- 
metrische Funktion  eingeführt;  er  nannte  sie  Hjrpotenuse,  entsprechend  der 
Tangente  als  Kathete  ^^).  Sinus  wird  von  Simon  Jacob  medietas  chordae, 
von  Kepler  halbe  Sehne  genannt.  Sinus  totus,  der  ganze  Sinus  (Schwenter) 
ist  der  halbe  Diameter  (Simon  Jacob);  sinus  rectus,  der  rechte  Sinus 
(Schwenter);  und  sinus  versus  oder  sagitta,  ist  Boltz  (Kepler)  oder  Pfeil 
(Schwenter).  Der  Name  Trigonometrie  kommt  wahrscheinlich  als  Titel 
zuerst  bei  Pitiscüs  (1595)  vor*^). 

£.  Stereometrie. 

Die  Stereometrie  lehrt  die  Messung  körperlicher  Dinge  (Schwenter). 
Ihr  Gegenstand  ist  der  Corpus,  das  Solidum  (lang,  breit,  tief)  (Simon 
Jacob),  oder  das  Dichte  (Pirkenstein),  die  volle  leibhafte  Figur  (Kepler), 
der  Leichnam  (Harsdörffer) ,  der  Körper  (Schmid,  L.  Sturm).  Grenzen 
der  Körper  sind  teils  plana,  Ebenen,  teils  curvae  superficies,  krumme  oder 

44)  M    Camtok,  Vorl.  II,  S.  438. 
4ö)  M.  Cantor,  Vorl.  II,  S.  555. 
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gebogene  Flächen,  oder  Rundungen.  Solidi  planum  yel  hedra  ist  die  Wand 
(Kepler);  basis  solidi  der  Boden  (Kepler)  oder  die  Grundfläche  (J.  Stürm), 
planum  superius  der  Tisch  (Kepler).  Zwei  sich  schneidende  Ebenen  bilden 
das  angulum  solidum,  den  dichten  Winkel  (Pirxenstein)  oder  körperlichen 
Winkel  (Schhio,  Schwenter),  der  dreiecket  oder  gegiert  sein  kann.  Plana 
paraliela  sind  gleichweit  abstehende  Ebenen  (Pirkenstein)  oder  Neben- 
flächen (Bether).  Die  Kante,  latus  solidi,  ist  ein  langes  Eck,  Reifen, 
Schärfe  (Kepler)  oder  scharfe  Seite  (Dürer).  Die  Corpora  unterscheiden 
sich  in  columnaria  und  pyramidalia  (Simon  Jacob).  Der  Cubus  ist  ein 
geviert  Corpus  (Köbel,  Dürer),  recht  gevierter  Würfel  (Kepler),  oder 
Würfel  (Dürer,  Pirkenstein,  J.  u.  L.  Sturm,  Rether  u. -a.).  Cubikelle 
ist  gewürfelte  Elle  (Chr.  RrDOLFp).  Parallelepipedum  übersetzt  Kepler 
Quadratstuck  oder  yiereckts  gefierte  Säule,  L.  Sturm  parallel  viereckigter 
Stock;  parallelepipedon  rectangrulum  ist  gerade  Säule  (Kepler).  Prisma 
oder  seratile  ist  Zwerstuck,  Speidel,  Wecken  (Kepler),  Ecksäule  (Pirken- 
STEIN,  J.  Sturm),  eckigte  Säule,  und  zwar  drei-,  vier-,  fünfeckigte  Säule 
(Dürer,  L.  Sturm),  oder  gerader  gleichdicker  Stock  (L.  Sturm).  Corpus 
pyramidale  übersetzt  Schmid  feuerförmiger  Körper,  wohl  in  der  Meinung, 
pyramis  komme  von  tti)^,  Feuer  her.  Piremus  heifst  bei  den  alten  Ägyptern 
die  Seitenkante  der  Pyramide,  und  es  wurde  dieser  Name  bei  den  Griechen 
zum  Namen  des  ganzen  Körpers.  Bei  Plato^^)  ist  allerdings  die  regel- 
mäfsige  Pyramide,  das  Tetraeder,  das  Symbol  des  Feuers.  Sonst  heilst  die 
Pyramide  meist  Spitzsäule  (Pirkenstein,  Harsdörffer,  J.  Sturm)  oder  zu- 
gespitzte Säule  (Kepler),  und  zwar  3-,  4-,  5-  eckigst;  pyramis  laterata^  aber 
ist  bei  Schmid  eckigte  Feuerform.  Superficies  prismatis  übersetzt  J.  Sturm 
einfach  mit  Eckfläche.  Die  abgestumpfte  Pyramide  heifst  Stumpf  oder 
Stock  oder  Trum  (plur.  Trümmer).  Volumen  ist  körperlicher  Inhalt  (Simon 
Jacob),  Fülle,  Raum,  Leib  (Lepler),  cubischer  Inhalt  (L.  Sturm). 

Die  regelmäfsigen  Polyeder  heifsen  corpora  regrularia,  regulierte  Körper 
(Schmid  u.  a.),  die  allenthalben  gleich  sind  von  Feldern,  Ecken  und  Seiten 
(Dürer).  Ein. von  Dreiecken  begrenzter  Körper  ist  ein  drianglich  corpus 
(Dürer).  Polyeder  wird  übersetzt  vielecket  corpus  (Schmid)  oder  viel- 
flächige Figur  (Pirkenstein).  Tetraeder  ist  eine  viergleicheckigte  Spitz- 
Säule  (L.  Sturm),  Octaeder  doppelte  viereckigte  und  gleichseitige  Spitzsäuto 
(L.  Sturm),  Icosaeder  ein  kuglichter  Körper  von  20  gleichseitigen  Triangeln, 
Dodecaeder  ein  kuglichter  Körper  von    12  regulär  Fünfecken  (L.  Sturm). 


46)  Plato  Timaeus  §  115,  Diälogi  ed.  Becker  Pars  III,  vol.  11,  p.  71.  Djlby- 
P0DIU8  Ai^iTiov  8€U.  Dictionarium  maikematicum ,  1578,  p.  20:  Ugnt  dicunt  pro- 
partionaletn  esse  pyramidem*. 
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ScHMiD,  PiRKENSTEiN  Und  ScHWENTER  sagen^  sie  hätten  die  Namen  der  fünf 
regelmäfsigen  Körper  nicht  zu  yei*deutschen  gewufst.  Corpora  irregularia 
heifsen  unregulierte  (Dürer)  oder  nit  regulierte  (Schmid).  Obeliscus  wird 
spitzige  Säule  oder  viereckigter  Pyramis  genannt  (Schwenter). 

Wir  kommen  nun  zu  den  Körpern,  die  eine  curra  superficies,  Ban- 
dung (Kepler)  oder  gebogene  Ebene  (Dürer)  haben.  Der  Cylinder  ist 
eine  runde  Säule  oder  Bundsäule  (Dürer,  Schjiid,  Kepler,  Simon  Jacob, 
J.  u.  L.  Sturm),  auch  Walze  (Pirkenstein,  Kepler)  oder  Walger,  Welle 
(Kepler)  genannt.  Sein  Mant«!  heilst  bogne  Ebene  (Dürer),  Bundfläche 
(J.  Sturm),  äufserlich  Feld  oder  Bock,  Bohr,  Binde  (Kepler).  Conus  ist 
aufrechter  Kegel  (Simon  Jacob),  oder  Kegel  (Harsdörffer,  Pirkenstein, 
J.  und  L.  Sturm),  oder  Bundspitz  (Harsdörffer)  oder  pyramis  rotunda, 
runde  Feuerform  (Schmid);  seine  Basis  heilst  Grund  (Dürer),  Grundfläche 
oder  Grundscheibe  (Kepler,  J.  Sturm);  seine  Achse  Axt  oder  Graat  (Kepler); 
sein  Mantel  runde  Fläche  oder  Bundfläche  (J.  Sturm)  oder  rundes  Dach, 
Binde,  Bock  (Kepler).  Truncus  coni  ist  Kegelstück  (J.  Sturm),  abgeschnit- 
tener oder  gestumpfter  Kegel  (Simon  Jacob),  oder  Stumpf,  Stock,  Trum 
(Kepler).  Bhombus  solidum,  zween  gesellete  Kegel  (Kepler),  heifst  Doppel- 
kegel oder  Kegelweck  (J.  Sturm). 

Sphaera  ist  meist  die  Kugel  oder  die  spheer  (Dürer,  Sacrobosco- 
Hetnfogel);  ihre  superficies  ist  kuglete  Ebene  (Dürer),  äuTserste  Fläche 
der  Kugel  (Simon  Jacob)  oder  Kugelfläche  (J.  Sturm),  ihre  axis  Aohs 
(Heynpogel),  Ecks  (Schmid),  Azlini  (Dürer),  Axt  (Schwenter),  Achse 
(Pirkenstein),  Mittellinie  (J.  Sturm).  Segmentum  sphaericum  ist  Kugel- 
schnitz (Dürer,  Kepler),  oder  Kugelschnitt  (J.  Sturm);  sector  sphaericus 
Kugelteil  (J.  Sturm),  Kugelzahn  (Kepler);  Calotte  das  runde  Feld  des 
Kugelschnitzes  oder  das  Hütlein  (Kepler);  zona  der  Gürtel  (Kepler). 

An  die  Kugel  knüpfen  wir  einige  Kunstausdrücke  aus  der  mathe- 
matischen Geographie.  Axis  mundi  ist  Axt  der  Welt  (Dürer)  oder 
Achsstrich  (L.  Sturm);  polus  Angelpunkt  (L.  Sturm),  polus  mundi  Welt- 
angel. Ist  die  Achse  senkrecht,  so  ist  die  spheer  aufgericht,  ist  die  Achse 
schräg,  eine  schlemme  spheer  (Heynpogel).  Von  den  Himmelskreisen  sind 
folgende  zu  nennen:  der  Äquator  ist  ebenechter  Kreis  oder  Gleicher  des 
Tags  und  der  Nacht  (Heynfoqel);  Horizont  Augenender  (Heynfogel),  ho- 
rizontalische Fläche  (Schwenter),  Gesichts-Ender  (L.  Sturm);  Meridianus 
Mittagslinie  (Dürer),  Mittagskreis  (L.  Sturm),  Mittagscirkel  (Schwenter), 
Mittentager  Kreyfs  (Heynpogel);  circuli  tropici  Sonnenwendkreise  (Heyn- 
fogel, L.  Sturm);  circuli  polares  Poluskreise  (L.  Sturm);  circuli  latitu- 
dinis,  longitudinis ,  declinationis  Kreise  der  Breite,  Länge,  Abweichung 
(L.  Sturm);  zodiacus  zeichentragender  Kreis  (Heynfogel)   oder  Thierkreis 
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(Apian,  Heynfogel),  ecliptica  Sonnenstrafse  (L.  Sturm).  Merkwürdigerweise 
übersetzt  Heynfogel  coluri  die  zwejen  waldt  ochssen  Erejfs,  nach  der  Ety- 
mologie des  Wortes  Kolur  „von  xmlov^  membrum,  und  ovQog,  bos  Silvester'' 
des  Sacrobosco^^).  Bekanntlich  kommt  Kolor  von  xoXovQog,  abgestutzt, 
weil  diese  Kreise  nirgend  vollständig  zu  sehen  sind.  Rectascension  ist  ge- 
strackte  Aufrichtung  (Heynfogel).  Zona  torrida  verbrennter  Gürtel  (Kepler)  ; 
Fixsterne  heifsen  auch  Haftsteme  (J.  Sturm),  Kometen  Schwanzsteme 
(L.  Sturm).  Epicykel  ist  Oberkreis  (Heynfogel).  Schwenter  sagt:  „Die 
Teutschen  nennen  die  Epakten  Facten." 

Zum  SchluTs  seien  die  Namen  einiger  Körper  genannt,  die  J.  Sturm 
und  Kepler  der  Messekunst  Archimedis  entlehnt  oder  neu  ersonnen  haben. 
Sphäroides  ist  eine  kugelähnliche  Figur,  Afterkugel  (J.  Sturm),  auch  ablange 
Kugel,  gedruckte  Kugel  (Kepler);  conoides  eine  kegelähnliche  Figur,  After- 
kegel (J.  Sturm),  hyperbolicum  ein  Arbishaufen,  Bergkülbel  (Kepler),  pa- 
rabolicum  Heuschober  (Kepler).  Von  den  zahlreichen  Körpern,  die  Kepler 
in  seiner  Doliometria  erwähnt,  nennen  wir  schliefslich  folgende:  malum 
Apfelrund,  citrium  Citronenrund,  oliva  Olivenrund,  prunum  Z wespenrund, 
fusum  Spulenrund. 


47)  8.  GuNTHKK,  Math,  ünterr.  im  Mittelalter,  S.  185  Anm. 


DIE  RECHENMETHODEN 
AUF  DEM  GRIECHISCHEN  ABAKUS. 
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ALFRED   NAGL 

IN    WIEN. 


Es  ist  eine  interessante  tind  fdr  manch  anderen  Zweig  der  Kultur- 
geschichte belehrende  Thatsache,  dafs  die  Methoden  der  einfachsten  ele- 
mentaren Rechnungen,  die  wir  heute  als  einen  Gegenstand  des  ersten 
Unterrichts  zu  betrachten  gewohnt  sind,  das  Bemühen  von  Jahrtausenden 
und  unzähliger  Geschlechter  in  Anspruch  genommen  haben.  Wir  begegnen 
auf  diesem  langen  Wege  hervorragenden  Namen  des  geistigen  Lebens,  aber, 
was  vielleicht  noch  mehr  sagen  will,  die  praktische  Bedeutung  der  Sache, 
die  der  Wissenschaft  wie  dem  gemeinen  Leben  stündlich  sich  aufdrängende 
Notwendigkeit,  mit  Zahlenaufgaben  auf  eine  einfache  sichere  Art  fertig  zu 
werden,  hat  die  stete  Anteilnahme  aller  Kreise  des  Volkslebens  zu  dieser 
Aufgabe  herangerufen. 

Frühzeitig  stellen  sich  sehr  anerkennenswerte  Fortschritte  auf  diesem 
Gebiete  ein,  aber  es  mangelt  auch  nicht  an  Rückschritten,  und  seltsamer- 
weise haben  wir  einen  solchen  gerade  bei  dem  Volke  zu  bemerken,  dem  die 
Menschheit  ihre  wichtigsten  Kulturfortschritte  verdankt. 

Die  Griechen  haben  das  Rechnen  auf  dem  Rechenbrette  höchst  wahr- 
scheinlich von  den  Ägyptern  überkommen.  Herodot  (2,  36),  indem  er  von 
den  Elementarkenntnissen  der  Ägypter  berichtet  und  selbe  mit  denen  der 
Griechen  vergleicht,  macht  die  Bemerkung,  dafs  beide  Völker  die  Schrift 
und  das  Rechnen  mit  den  Rechensteinen  (kayl^ovrai  tf;i^9P0i(fi)  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  führen:  die  Griechen  von  der  Linken  zur  Rechten,  die 
Ägypter  aber  umgekehrt.  Es  ist  allerdings  die  einzige  Spur,  die  wir  trotz  der 
zahlreichen  Schriftmonumente  des  bilder-  und  schreibseligen  Kulturvolkes 
am  Nil  von  diesem  Gegenstande,  der  doch  so  manchen  Anlafs  zu  bildlicher 
Darstellung  giebt,  dort  bisher  entdecken  konnten.  Er  war  mit  seinem  Apparate, 
dem  mit  einem  Linienscbema  versehenen  Brette  (griechisch  aßa^^  latein. 
aJxicus)  und  den  zugehörigen  Steinen,  i/z^gpoi,  calculi  auch  \calc\üi]  abaculi 
(Plinius  h.  n.  36, 199),  eine  ziemlich  schwerfUllige,  unhandliche  Einrichtung, 
die  namentlich  auch  den  grofsen  Nachteil  hatte,  im  Bedarfsfalle  nicht  immer 
zur  Hand  zu  sein.  Aber  die  Methode  ihrer  Numeration  war  ein  voll- 
ständig und  genau  entwickeltes  dekadisches  Stellensystem,  in 
welchem  jede  Stelle  durch  eine  Kolumne,  den  Raum  zwischen  zwei 
Linien,    dargestellt    war    und    durch    Einlage    der    entsprechenden    Anzahl 

Abh.  SQT  Oosch.  d.  Matheni.  IX.  •>2 
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jener  zeichenlosen  Steinchen  funktionierte.  Stellen,  die  keine  Einheiten  ent- 
hielten and  im  indisch -arabischen  Systeme  durch  das  NoUzeichen  aus- 
gedrückt werden,  zeigten  diese  ihre  Bedentang  aaf  dem  Abakns  einfach 
durch  das  Leerbleiben  der  betreffenden  Kolumnen  an.  Die  Anordnung  der 
Zahlendarstellung  war  dabei  der  unsrigen,  von  der  Einerstelle  nach  links 
aufsteigenden  genau  entsprechend. 

Es  scheint  vielleicht  ein  einfacher,  naheliegender  Gedanke,  dafs  man 
das  Yorgezeichnete  umstftndliche  Linienschema  des  Bechenbrettes  weggelassen 
und  die  leeren  Stellen  als  solche  durch  eine  kennbare  Marke  bezeichnet 
hätte,  von  welchem  Standpunkte  dann  zur  Verwendung  von  einfachen  Zahl- 
zeichen f&r  die  9  Einheiten  anstatt  der  zeichenlosen  Steinchen,  mit  einem 
Worte  zur  schriftlichen  dekadischen  Numeration  in  heutiger  Form  eben- 
falls nur  noch  ein  kleiner  Schritt  gewesen  wäre.  Aber  der  Schritt  unter- 
blieb und  der  erklärliche  Drang  nach  einer  rein  schriftlichen  Methode  führte 
auf  den  schon  angedeuteten  Abweg. 

Die  Griechen  halfen  sich  nämlich  —  die  ältesten  Spuren  reichen  nicht 
vor  das  3.  Jahrhundert  v.  Chr.  zur&ck  und  finden  sich  im  Ägypten  der 
Ptolemäer,  —  in  der  Weise,  dafs  sie  ihrem  Schriftalphabet,  vermehrt  durch 
die  3  alten  Episemen  auf  27  Zeichen,  die  Bedeutung  von  Zahlzeichen  gaben, 
je  9  Zeichen  f&r  die  Einer,  Zehner  und  Hunderter,  die  dann  mit  Bei- 
setzung von  Strichelchen  links  in  die  nächst  höheren  Stellenkategorien  der 
Tausender,  Zehn-  und  Hunderttausender  übersetzt  werden  konnten  Bas 
Schema  dieser  Numeration  war  das  folgende: 
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Wir  finden  diese  Methode  der  Zahlendarstellung  in  allen  mathematischen 
Schriften  der  Folgezeit,  und  nicht  wenige  derselben  geben  uns  durch  Bei- 
spiele auch  ein  ziemlich  klares  Bild  davon,  wie  die  Bechenmethode  in  der- 
selben beschaffen  war.  Der  allerdings  unleugbare  Vorteil  der  schriftlichen 
Rechnung  erscheint  dabei  durch  den  Verlust  des  dekadischen  Darstellungs- 
systems mehr  als  aufgewogen  und  es  trat  an  dessen  SteUe  nun  eine  mehr 
auf  geschickte  Handhabung  im  einzelnen  Falle,  als  auf  strenge  und  sichere 
Systematik  gegründete  Rechen  weise,  die  kaum  den  Namen  einer  Methode 
verdiente.  Im  Multiplizieren  wurden  die  einzelnen  erhaltenen  Teilprodukte 
nacheinander  hingeschrieben  wie  ein  gewöhnlicher  Schrifttext,  von  dem  sich 
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dann  eine  solche  Rechnung  überhaupt  in  der  änfseren  Erscheinung  nur 
durch  die  Strichelchen  unterschied,  und  es  war  Sache  weiterer  zweckmftfsiger 
Verwendung  dieser  Aufschreibung,  daraus  die  Endsumme  zu  ermitteln. 
Besondere  Schwierigkeiten  bot  die  Bestimmung  der  dekadischen  Potenz  der 
Produkte  aus  den  einzelnen  Faktoren  und  noch  höhere  nattkrlich  die  Durch- 
fahrung einer  selbst  einfachen  Diyision.  Selbst  in  dem  von  den  griechischen 
Astronomen  angenommenen  Systeme  der  Sexagesimalbrüche,  das,  unseren 
Dezimalbrüchen  im  Prinzipe  völlig  gleichstehend,  an  sich  zur  Btellendarstellung 
hindrftngte,  fand  die  alphabetische  Numeration  statt.  Doch  kamen  dabei  die 
sexagesimalen  Stellen  durch  die  trennenden  Zeichen:  ^fwi^ai,  gradus  (Qanze), 

'tcc  jtQ&xay  minutae  primae  iw?:) ,  "t«  SevrEQa,  mintäae  seamdae  y^^  =  -^j , 

'"t«  vqIxo^  rnmutae  terHae  \-r^  =  21600/  ^'  ^'  ^'  ^^  schönem  graphischem 

Ausdrucke.  Aber  f&r  uns  haben  die  erhaltenen  Operationsbeispiele  in  alpha- 
betischen Zeichen^)  den  besonderen  Wert,  dafs  sie  uns  ermöglichen,  die 
Bechenmethoden  auf  dem  Abakus  mit  ziemlicher  Sicherheit  zu  bestimmen. 
Mit  der  Einrichtung  des  griechischen  Abakus  werden  wir  bekannt  ge- 
macht durch  verschiedene  gelegentliche  Bemerkungen  in  litterarischen  Texten 
und  durch  einige  erhaltene  Monumente,  hauptsächlich  aber  durch  eine  an- 
fangs des  Jahres  1846  auf  der  Insel  Salamis  bei  Athen  gefundene  Marmor- 
tafel, daher  gewöhnlich  als  die  salaminische  bezeichnet.')    Form  und  Ein- 


1)  a.  Abchimbdbs  (VcciL(iitrjs  und  KvitXov  fidtQfjoig)  und  Eutokios  in  Archimedis 
Opera  omma  cum  eammentariis  Euroon  ed.  J.  L.  Hbibsro.  Lipsiae  1881.  b.  Thbon; 
Oiavos  'AlB^avdifimg  *T3t6nvriiia  elf  xb  fCQ&xov  xfjg  TlxoXiiuc^  Ma^.  6vvxa^Biaq, 
Texte  ei  trad,  fr.  par  Halma.  Paris  1821.  c.  Hkron;  Heronis  Älexundrini  Oeometrir 
corum  et  steream.  rel.  ed.  Fbzkd.  Hultsch,  Berol.  1864. 

2)  Die  oftgenannte  salamioiBche  Tafel  hatte  während  der  Dmcklegnng  dieser 
Schrift  ihre  Gteschichte.  Sie  wurde  auf  mein  Ersuchen  zu  Athen  und  auf  Salamis 
gesneht,  leider  vergebens  und  mufs  vorläufig  als  verschollen  betrachtet  wer- 
den. Die  seinerzeit  unmittelbar  nach  ihrer  Entdeckung  an  Ort  und  Stelle  an- 
gefertigte Zeichnung  bei  RahoabA  in  der  Revue  arch^ologique  III  (Paris  1846)  p.  296 
ist  also  dermalen  als  ihr  einziges  Überbleibsel  hinzunehmen.  (Vergl.  ebenda 
p.  806  Lbtronme  fiber  die  Zahlxeiohen  und  p.  401  Vincbnt  über  die  Tafel  selbst.) 
Es  ist  daher  eine  genaue  Nachbildung  hieven  hier  vorangestellt.  Zum  Glücke 
hat  BamoabA  durch  genaue  Beschreibung  und  Mafsangaben  das  Monument 
wenigstens  für  das  Studium  in  technischer  Richtung  gerettet.  Er  giebt  an  in 
Metermafs:  Länge  der  Tafel  1-6,  Breite  0-76,  Abstand  des  Schemas  der  fOnf 
Linien  vom  nahen  Schmalrande  0-26,  Länge  seiner  Linien  0-27,  deren  Abstand 
untereinander  0*03,  Abstand  des  Schemas  der  elf  Linien  vom  vorigen  0*5,  Länge 
seiner  Linien  0<88,  deren  Abstand  unter  einander  0-086,  Höhe  der  Zahlzeichen  an 
den  beiden  Längsseiten  der  Tafel  0-013,  ihr  gegenseitiger  Abstand  0-04,  Höhe 
der  Zahlzeichen  an  der  Schmalseite  und  der  Kreuze  in  den  elf  Linien  0-02,  ihr 
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ricbtung  mögen  aus  der  beifolgenden  Bildtafel  entnommen  werden.  Die  ab- 
weichenden Meinungen  über  diese  Tafel  will  ich  noch  am  Schlüsse  würdigen 
und  mich  hier  unmittelbar  ihrer  Funktion  nach  meinen  Ergebnissen  zu- 
wenden. 

Vor  allem  ist  die  Numerati on  auf  dem  Linienschema  dieser  Tafel 
völlig  auTser  Zweifel  und  für  uns  unmittelbar  anschaulich  durch  ''die  ganz 
gleiche  Einrichtung  von  noch  allgemein  im  Gebrauch  Btehenden  Bechen- 
maschinen:  der  chinesisch-japanischen  Soru-Ban')  und  des  russischen  Tschotü. 
Namentlich  aber  sind  die  erhaltenen  antik-römischen  Abakus-Exemplare,  die 
in  den  seitlichen  Spalten  für  die  Teil-  oder  Bruchgröfsen  wesentlich  dieselbe 
Einrichtung  zeigen,  wie  die  salaminische  Tafel,  ein  erster  und  entscheidender 
Beweis  für  die  eigentliche  Bestimmung  dieser  Tafel.  Wie  auf  dem  römischen 
Abakus'*)    die  seitlich    rechts    befindlichen    Spalten    durch    die    unmittelbar 


Abstand  005  Meter.  Die  Erhaltung  der  Tafel  war  nach  Banoabi^  eine  vollkommene. 
(Eine  Nachbildung  derselben  in  Holz  nach  diesen  Mafsangaben  bat  sich  mir  für 
das  Studium  als  sehr  erspriefslich  erwiesen.) 

Diese  Anmerkung  bildet  somit  eine  Art  Nachtragsbericht.  Damit 
ist  aber  zugleich  die  weitere  Nachricht  zu  verbinden,  dafs  das  Suchen  nach  der 
Tafel  Ranoab^'s  zur  Entdeckung  einer  anderen  Tafel  dieser  Art,  gleich- 
falls auf  Salamis  geführt  hat  (April  1899),  welche,  wie  ich  vernehme,  in  das 
Centralmuseum  zu  Athen  überführt  werden  soll.  Herr  Professor  Eubitschsk  (Wien), 
dem  ich  für  diese  Vei*mittlungen  grof^en  Dank  schulde,  hat  mir  von  der  neuen 
Entdeckung  eine  Photographie  überlassen.  Darnach  ist  diese  Marmortafel  der 
vorigen  fast  vdYlkommen  gleich,  sowohl  an  Gröfse,  als  in  der  Einrichtung.  Nor 
erscheint  ihre  Ausführung  weniger  sorgtUltig,  die  Zahlzeichen  sind  in  allen  drei 
Reihen  von  gleicher  Höhe  und,  was  hier  sehr  bedeutsam,  die  Zeichen  der 
Reihe  an  der  einen  Schmalseite  stehen  aufrecht  nach  aufsen,  gleich 
denen  der  beiden  Langseiten.  Dieser  Umstand  berührt  ein  wesentlicheis  Moment 
der  nachfolgenden  Ausführungen.  Ich  mufs  mir  vorbehalten,  der  neuen  Ent- 
deckung späterhin  womöglich  gerecht  zu  werden,  übergebe  aber  dennoch  diese 
Arbeit  dem  Urteile  der  wissenschaftlichen  Welt  in  dem  Gefühle,  dafs  durch  die- 
selbe nichtsdestoweniger  die  Einsicht  in  die  Technik  des  Rechnens  auf  dem  antiken 
Abakus  geft^rdert  werden  dürfte.  Indes  hat  die  operative  Verwendung  dieser 
Zeichenreihe  im  Sinne  meiner  Darstellung  auch  nach  ihrer  Stellung  auf  der  neu 
entdeckten  Tafel  keine  Schwierigkeit  und  es  mag  vielleicht  diese  Richtung  der 
Zeichen  nach  aufsen  lediglich  der  Bequemlichkeit  des  Schrifthauers  zuzu- 
schreiben sein.   Die  Tafel  ist  der  Breite  nach  in  der  Mitte  entzwei  gesprungen. 

8)  Vergl.  darüber  Alfred  Wsstfal  in  den  „Mittheilungen  der  deutschen 
Gesellschaft  für  Nationalökon.  und  Völkerkunde  Ostasiens.'*  Yokohama  und  Berlin 
(Asher)  1875,  Heft  8  S.  27:  Über  die  chinesisch-japanische  Rechenmaschine;  Heft  9 
S.  43:  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  in  Japan;  S.  54:  Ober  das  Wahr- 
sagen auf  der  Rechenmaschine.  —  Vorzügliche,  ihren  Gegenstand  erschöpfende 
Darstellungen. 

4)  Abbildungen,  die  wichtigste  bei  Marcus  Velser,  Opera ^  Nürnberg  1682, 
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dabeistehenden  Bruchzeichen  fOr  ^  (sextula)^  \  (sicüicus)  und  ^  der  Unze 
(semuncia;  die  Spalte  der  uncia  jedoch  ist  rechts  an  das  Schema  der  ganzen 
Gröfsen  unmittelbar  angeschlossen)  bezeichnet  sind,  so  zeigen  auf  dem  sala- 
minischen  die  an  dessen  Ränder  verwiesenen  Zahlzeichen  in  ihrer  Beihen- 
folge  von  rechts  nach  links  ganz  deutlich  an,  dafs  das  kleinere  Linienschema 
rechts  (wir  stehen  an  der  Längsseite  der  Tafel  mit  der  vollständigsten 
Zahlenreihe)  mit  seinen  vier  Kolumnen  f&r  die  Teilgröfsen  der  Drachme 
bestimmt  ist,  nämlich  der  Reihe  nach  für  die  Aufnahme  von  -^  (X  Chal- 
kus),  ^  (T,  Tetartemorion),  ^  (C,  Hemiobolion)  und  ^  (I,  Obolos)  der 
Einheit,  während  die  weiter  folgenden  Zahlzeichen  sich  auf  die  ganzen 
Zahlen  (Drachmen)  und  auf  die  Kolumnen  des  groisen  Linienschemas  be- 
ziehen, zunächst  mit  der  Einheit  (h,  dem  attischen  Zeichen  fär  die  Drachme) 
und  deren  Fünffachem  (P  für  tjrivrc),  dann  den  Zehnem  (A,  dixa  und  P 
für  50),  den  Hundertern  (H,  i%ctt6v  und  P  für  500)  und  den  Tausendern 
(X,  %CXioi  xmd  P  für  5000).*)  Das  letzte  Zeichen  links,  T,  bedeutet  das 
Talent,  6000  Drachmen.  Und  so  steht  diese  vollständigste  der  drei  Zahlen- 
reihen in  genauer  Übereinstimmung  mit  dem  noch  im  Mittelalter  wieder- 
klingenden, schönen  und  für  die  Sache  sehr  anschaulichen  Gleichnisse  bei 
PoLTBius  5,  26:  „Denn  in  Wahrheit  sind  diese  (es  handelt  sich  dort  um 
einen  am  makedonischen  Kdnigshofe  in  Ungnade  gefallenen  Günstling)  zu 
vergleichen  den  Rechensteinen  auf  dem  Rechentische.  Denn  auch  diese  gelten 
je  nach  dem  Willen  des  Rechnenden  bald  nur  einen  Chalkus  und  alsbald 
wieder  ein  Talent  !"•) 


p.  422,   819,  842,    in   Naturgröfse.    Erhaltene    Monumente    je    eines    zu    Paris 
und  Rom.    Auch  Welseb'b  Abakus  ist  verschollen. 

5)  Diese  nach  einem  Grammatiker  des  zweiten  Jahrhunderts  n.  Chr.  recht 
unzutreffend  als  herodianische  benannten  Zeichen,  waren  in  Wirklichkeit  die 
ursprünglichen  Zahlzeichen  der  Griechen.  Sie  sind,  wie  sich  zeigt,  nichts  anderes, 
als  die  Anfangsbuchstaben  der  betreffenden  Zahlwörter.  Ausgabe  des  Hebodian 
von  A.  Lenz,  Leipzig  1867.  —  Der  knappe  Raum  dieser  Abhandlung  gestattet 
nicht,  den  Anteil  verschiedener  Gelehrter  an  der  Aufklärung  der  Zeichen  dieses 
Abakus  hervorzuheben.  Über  die  Teilung  des  att.  Obols  in  8,  nicht  6  Chalkus 
yergl.  Bobckh,  Metrol.  Unt.  24.  32.  Archäol.  Ztg.  1847,  p.  44  (Ges.  kl.  Seh.  VI,  464). 
HuLTSCH,  Metrol.  ss.  gr.  157,  Index  vv.  6ßol6g,  xaXuovgy  tetaqvTiiiOQiov. 

6)  X)vz(og  yccQ  Biöiv  oitot  naganX'/iöiot  taig  ifcl  t&v  AßccKÜov  ^<potg'  'Enetvai 
TS  yocQy  xcKTtt  rijv  roi)  iprjq>iifxvtO£  povlriötv  &Qti  x^^^^^i  *^^  naQavt£%a  xdXavvov 
dvvavtai.  —  Einen  ähnlichen  Ausspruch  legt  Diogenes  Laertius  I,  60  dem  Solon  bei. 
Die  fflr  das  Verständnis  dieses  Monumentes  sehr  wichtige  Stelle  des  Poltbius  hat 
schon  Ranoabi£  bezogen ,  ohne  jedoch  auf  ihre  so  bezeichnende  Übereinstimmung 
mit  der  vollständigen  Zahlenreihe  auf  der  salaminischen  Tafel  aufmerksam  zu 
werden. 
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Der  einzelne  Stein  galt  also,  in  eine  Kolumne  eingelegt^),  eine  Ein- 
heit derselben,  handelte  es  sich  nun  um  eine  Bruchkolumne,  oder  um  eine 
dekadische  Stelle.  Dabei  ist,  ganz  genau  wie  bei  der  ostasiatischen  Bachen- 
maschine  und  dem  römischen  Abakus,  im  grofsen  Linienschema  der  Teil 
jeder  Kolumne  über  der  waagrechten  Mittellinie  für  die  Fünffachen  bestimmt, 
ein  Umstand,  der  auch  durch  die  pentadischen  Zeichen  der  drei  Zahlenreihen 
deutlich  markiert  erscheint.  Die  Zahl  9  z.  B.  wird  somit  in  jeder  Stelle 
durch  4  Steine  unterhalb  und  1  Stein  oberhalb  dieser  Querlinie  dargestellt 
Das  Kreuz  zwischen  der  zweiten  und  der  dritten  Kolumne  scheidet  die 
Zehner-  von  der  Hunderterstelle  ^)  und  vor  der  Marke  in  der  Mitte  des 
Schemas  wird  die  Stelle  der  Zehntausender  erreicht,  der  Myriaden,  welche 
in  der  griechischen  Zahlendarstellung  und  Benennung  eine  bedeutsam  ab- 
schliefsende  Bolle  spielen.  So  kann  sich  die  Darstellung  der  Zahlen  auf 
dem  grofsen  Linien-  oder  yielmehr  Kolumnenschema  genau  angepaDst  der 
griechischen  Numeration  und  mit  guter  Übersicht  vollziehen.  Dabei  ist  der 
beträchtliche  Baum  zwischen  beiden  Linien  Schemen  vortrefflich  für 
die  Aufnahme  eines  entsprechenden  Vorrates  von  Bechensteinen  geeignet, 
um  von  da  nach  beiden  Seiten  hin  f£hr  die  Darstellung  der  TeilgröXsen  und 
der  ganzen  Zahlen  mit  gleicher  Bequemlichkeit  verschoben  zu  werden«  Die 
geschmackvolle,  von  echt  attischem  Feinsinn  zeugende  Einrichtung  dieser 
Tafel  ist  überhaupt  eine  Eigenschaft,  die  sich  sowohl  an  dieser,  wie  an 
manch  anderer  der  noch  zu  besprechenden  Einzelnheiten  bewfthrt. 

Wir  denken  uns  also  den  Bechnenden  an  jener  Längsseite  der  Tafel 
stehend,  welche  die  vollkommenste  der  drei  Zahlenreihen  aufweist,  ein  Um- 
stand, der  im  Zusammenhange  seine  Begründung  finden  wird.  Der  Bechner 
hat  die  Kolumnen  der  vier  TeilgrÖfsen  zu  seiner  Bechten  und  auf  den- 
jenigen der  ganzen  Zahlen  vollzieht  sich,  entsprechend  der  Folge  jener 
Zahlzeichen  am  unteren  Bande  der  Tafel,  die  Numeration  dekadisch  auf- 
steigend von  rechts  nach  links. 

Wie  bei  allen  Systemen  des  Bechenbrettes  mit  beweglichen  Steinen, 
so  besteht  auch  hier  das  Addieren  lediglich  in  einem  Zulegen,  „Hinzu- 
geben" von  Steinchen  zu  der  in  den  Kolumnen  liegenden   Zahl  mit  nach- 


7)  Dafs  hierbei  die  Kolumnen  als  solche  und  nicht  die  Linien  fungierten, 
geht  auf  das  bestimmteste  schon  aus  der  Übereinstimmung  der  Ansahl  der  Seiten- 
kolumnen mit  den  vier  Zahlseichen  der  TeilgrÖfsen  hervor. 

8)  Als  Unterteilung  der  vierstelligen  Numeration  der  Grriechen;  denn 
bekanntlich  teilten  dieselbe  sprachlich  und  graphisch  ihre  Zahlen  nicht  wie  wir 
nach  drei  Stellen  z.B.  987.664,321,  sondern  nach  vier:  9.8765  4321  und  sagten: 
9  Sdyriadenmal  8765  Myriaden  etc.  Vergl.  Abchhucobs,  Sandrechnung  a.  a.  0., 
Appollonios  bei  Pafpos,  II  passim. 
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folgender  Ordnung  der  NnmeratioD.  Diese  geschieht  gelegentlich  während 
der  Rechnnngsoperation  und  einfach  in  der  Weise,  dafs  von  den  angesam- 
melten Steinchen  je  f&nf  im  unteren  Teil  einer  Kolumne  durch  einen  ein- 
zelnen im  oberen  (pentadischen)  Teile  derselben  und  je  zwei  Steinchen  im 
pentadischen  Teile  durch  eines  im  unteren  Teile  der  nächst  höheren  Ko- 
lumne ersetzt  werden.  Wie  sich  dann  durch  die  entsprechende  Bückauf- 
lösung die  Subtraktion,  das  „Wegnehmen^^  vollziehe,  bedarf  hier  wohl 
keiner  besonderen  Darstellung, 

Das  Problem  der  Bechenmethode  auf  dem  Abakus  beginnt  überhaupt 
stets  bei  der  Multiplikation.  Diese  ist  auch  im  Mittelalter,  in  der 
GERBERT'schen  Schule  und  beim  Rechnen  auf  den  Linien,  der  nächste  Ziel- 
punkt der  Lehrschriften,  welche  uns  von  beiden  Methoden  reichlich  er- 
halten sind.  Aber  für  den  römischen,  sowie  für  den  uns  hier  interessieren- 
den griechischen  Abakus  fehlt  uns  eine  so  unmittelbare  Quelle  und  wir 
müssen  dieselbe  durch  das  schwierigere  und  weniger  sichere  Mittel  der 
Kombination  ersetzen. 

Gewisse  Einzelheiten  der  salaminischen  Tafel  geben  hierbei  wertyollen 
Anhalt.  Der  eigentliche  Schlüssel  für  die  Lösung  besteht  aber  darin,  dafs 
die  Methoden  der  uns  erhaltenen  griechischen  Schriftrechnungen  deutlich 
ihren  Ursprung  auf  dem  Abakus  verraten,  insbesondere,  weil  ihre  Unvoll- 
kommenheiten  sich  aus  dem  Wesen  des  Abakus  naturgemäCs  erklären  und 
auf  demselben  sich  geradezu  in  Vorzüge  verwandeln.  Es  liegt  übrigens 
schon  in  der  Natur  der  Sache,  dafs  man  die  durch  J^ahrhunderte  ausschliefs- 
lich  geübte  Methode  auf  dem  Abakus  ohne  weiters  auf  das  schriftliche 
Rechnen  wird  übertragen  haben,  so  weit  sich  dabei  aus  der  Verschiedenheit 
beider  Einrichtungen  nicht  ein  allzugrofses  Hindernis  ergab. 

Höchst  unvollkommen  und  ungeschickt  ist  in  der  griechischen  Schrift- 
rechnung die  unverwandt  festgehaltene  Methode,  die  Multiplikation  mit 
den  zwei  höchsten  Stellen  zu  beginnen;  sie  wird  sodann  mit  jedem 
einzelnen  Faktor  des  Multiplikators  durch  den  ganzen  Multiplikanden  ein- 
scbliefslich  der  unveränderten  Bruchzahlen  fortgesetzt,  wobei  jedes  einzelne 
Produkt  der  Beihe  nach  hingeschrieben  wird. 

Die  Operation  stöfst  hier  gleich  bei  Beginn  an  die  charakteristische 
Schwierigkeit  in  der  Bestimmung  der  dekadischen  Potenz  der  einzelnen 
Produkte,  der  in  der  Positionsarithmetik  sogenannten  Stellenbestimmung. 
Das  Einmaleins  lehrt,  dafs  s'  mal  ^'  gleich  vif  ist  (6X9  =  54).  Warum 
aber  ist  fi  mal  %  gleich  9/14'  Myriaden  (6000x900  ==  5400000)?  Wir 
lösen  heutzutage  diese  Aufgabe  durch  die  Addition  der  Anzahl  der  den 
beiden  Faktoren  vorausgehenden  Stellen,  wenn  nicht  im  einzelnen  Falle 
schon  der  graphische  Aufbau  der  Stellenrechnung  uns  jede  Denkarbeit  ab- 
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nimmt.  Aber  die  griechische  Schriftrechnung  mofste  sich  da  mit  einer 
viel  umständlicheren  Vorstellung  geholfen  haben,  insofern  sie  nicht  immer 
auf  die  Stellenregel  des  Archimedes  zurückging.  Diese  für  die  Schrift- 
rechnung  aufgestellte  Regel  ist  aber  ein  Beweis,  dafs  ihre  Methode  dem 
Abakus  entstammt,  denn  sie  beruht  durchaus  auf  der  Z&hlung 
von  dekadischen  Stellen  oder  Kolumnen.  Aber  auch  ihr  Ausgangs- 
punkt, die  vorhergehende  Feststellung  der  Faktoren-Einheiten  ohne  Rück- 
sicht auf  deren  dekadische  Stellung,  für  welche  Einheiten  die  Griechen 
sogar  einen  technischen  Ausdruck,  nvd'iiivsg^  haben  ^),  ist  mit  der  Technik 
ihrer  Schriftrechnung  nur  unvollkommen  vereinbar. 

Die  Stellenregel  des  Archimedes  findet  sich  in  einer  bekannt-en 
Stelle  seiner  Sandrechnung  ( ^^/li^/rt^g).  Nachdem  er  gezeigt  hat,  wie  durch 
die  systematisch  aufsteigenden  Zahlenausdrücke  selbst  die  gröfsten  Mengen 
(der  Sand  der  Erdoberfläche)  zum  Ausdruck  gebracht  werden  können,  fährt 
er  fort:  „Dienlich  ist  aber  auch  das  zu  wissen:  wenn  von  Zahlen,  welche 
zu  der  Monade  (Einerstelle)  in  einer  gewissen  Proportion  (ccvaXoyla)  stehen, 
etwelche  von  ihnen  unter  sich  multipliziert  werden  sollen,  die  in  derselben 
Proportion  stehen,  so  wird  auch  das  Produkt  in  der  nämlichen  Proportion 
(zu  ihnen)  stehen,  indem  es  von  dem  gröfseren  der  beiden  Multiplikatoren 
soweit  absteht,  als  der  kleinere  derselben  von  der  Monade  in  seiner  Pro- 
portion absteht;  von  der  Monade  aber  wird  es  um  eine  Stelle  weniger  weit 
abstehen,  als  die  (Abstand8-)Zahl  beider  Faktoren  von  der  Monade  zu- 
sammen beträgt.'^  ^^)  t^'erständlich  ist  also  diese  Doppelregel  kaum  ohne 
die  Hülfsmittel  der  Stellenarithmetik,  und  es  lälbt  sich  nicht  verkennen,  dafs 
der  griechische  Schriftrechner  mit  der  ganzen  Fassung  dieser  Regel  auf  die 
Vorstellung  des  Abakus    zurückverwiesen   war.^^)     Sie   ergiebt  nach    ihren 


9)  Er  findet  eich  in  dieser  Bedeutung  bei  Pappob,  fragm.  lib.  11,  Satz  27. 

10)  Text  nach  der  Ausgabe  von  Heibebo  2,  270:  Xgi/joinov  di  im  aal  xoSb 
yi,yv(oa'K6(Uvov,  bI  xa  ägt&fi&v  &nb  x&^  fiovdSog  ivdXoyov  i6vxmv  nolXanlacid- 
i/mvTC  xi^vBq  icXXdXovg  x&v  i%  xäg  a'bx&s  &vaXoy{cL^^  6  yev6(tBvog  S/io^mg  iaöeixai 
in  x&g  aixäg  &vaXoy£ag,  &ni%aiv  änb  [ihv  toO  fitltovog  x&v  nolXanXaaiaidvxav 
dXXdXovg,  oaovg  6  iXdxxmv  x&v  TCoXXanXaaia^dvxoDV  dnb  (lovddog  dvdXoyov  dni%Bi. 
dnh  dh  x&g  (lovdSog  dtpi^si  svl  iXaxxdvag,  7)  oüog  iüxlv  6  dgi&fibg  üwccfifpoxigatv^ 
o^g  &ni%ovxi  dnb  iiovdSog  ot  noXXanXccaia^dvcsg  dXXdXovg.  Über  dvccXoyüxy  pro- 
portio  im  rein  mathemaüachen  Sinne,  vergleiche  die  klassische  Stelle  bei  Plato, 
Timaeus  7.    Cicebo,  Tinwetts  4.  5. 

11)  Die  Unmöglichkeit,  die  SteUenbestimmung  nach  dieser  Regel  auch  mit 
den  graphischen  Hülfs mittein  der  griechischen  Schriftrechnung  zu  bewerkstelligen, 
soll  damit  nicht  behauptet  sein.  Man  konnte  die  &vaXoy£ai  und  die  ,, Abstände*^ 
des  Archimedes  immerhin  auch  auf  den  dekadisch  angeordneten  Reihen  der 
alphabetischen  Zahlzeichen  nach  unserer  oben  gegebenen  Darstellung  bestimmen. 
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beiden  Formulierungen,  wenn  wir  die  Stellenzahl  der  beiden  Faktoren  durch 
a  und  h  ausdrucken,  für  die  Stelle  des  Produktes  (nftmlich  für  die  Einer- 
stelle desselben)  die  Formel: 

p  =  a  +  2»  —  1. 

Treten  wir  nun  mit  dieser  Operationsregel  an  den  Abakus  und  zwar 
an  die  vorbezeichnete  Stelle  der  Längsseite  mit  der  längsten  Zahlenreihe, 
so  macht  sich  unverweilt  ein  weiterer  hier  wichtiger  Umstand  bemerkbar. 
Der  Rechner  hat  dann  die  Zeichenreihe  an  der  andern  Längsseite  umgekehrt 
vor  sich,  dieselbe  kommt  daher  für  ihn  augenscheinlich  aufser  Betracht. 
Dagegen  steht  diejenige  an  seinem  eigenen  Standplatze  aufrecht  vor  ihm 
und  zwar  in  einer  Lage,  welche  einem  beständigen  Im -Auge -behalten 
minder  gunstig  ist.  Wohl  aber  entspricht  dieser  letzteren  Anforderung  auf 
das  beste  die  Zeichenreihe  an  der  linken  Schmalseite  der  Tafel  und  sie  hat 
für  diesen  Zweck  augenscheinlich  dadurch  noch  eine  besondere  Eignung  er- 
halten, dafs  ihre  Zeichen  erheblich  gröfser  sind  als  diejenigen  der 
beiden  Längsseiten.  Ohne  Frage  ist  also  diesen  beiden  Zeichenreihen 
nicht  blofs  eine  explikative,  die  Bedeutung  der  Kolumnen  anzeigende  Be- 
deutung, sondern  eine  besondere  Funktion  in  den  Rechnungsoperationen 
selbst  zugedacht,  und  welche  diese  Funktion  sei,  ist  für  den  praktischen 
Kenner  der  Eigentümlichkeiten  des  Abakusrechnens  unschwer  zu  erraten. 

In  allen  Formen  des  Abakus  tritt  nämlich  beim  Multiplizieren  das  Be- 
dürfnis nach  dem  Festhalten  der  beiden  Faktoren  auf.  Der  chinesisch- 
japanische hilft  sich  da  durch  eine  starke  Verlängerung  seiner  der  antik- 
römischen sehr  nahe  kommenden  Einrichtung,  wobei  dann  mehrere  Zahlen 
nebeneinander  auf  dem  Abakus  platzfinden,  und  durch  eine  sehr  sinnreiche 
Technik  des  schrittweisen  Yerdrängens  des  Multiplikators.  Aber  der  Abakus 
der  BOmer  in  den  erhaltenen  Stücken  ndt  verschiebbaren  Knöpfen  ^^  ver- 
langt, dafs  man  die  Faktoren  entweder  mit  geschriebenen  Zahlzeichen  oder, 
wenigstens  einen  derselben,  mit  den  Fingern  notiere.  Das  bedingte  also  ein 
Mitwirken  der  Schrift  oder  auch  des  Gedächtnisses  beim  Rechnen,  wodurch 
dieses  noch  umständlicher  wurde. 

Die  salaminische  Tafel  gestattet  nun  mit  ihren  Zahlenreihen  ein  An- 
setzen der  beiden  Faktoren,  und  es  ist  ganz  handgreiflich,  dafs  die 
untere  Zeichenreihe  beim  Rechnenden  für  die  Aufnahme  des  Multiplikators 
bestimmt  war,    diejenige    an   der   linken    Seite   aber,    mit  ihren    gröfseren, 


12)  Sie  entsprechen  genau  den  sog.  Körnern  des  ost  asiatischen.  Übrigens 
benutzten  die  Römer  gleich  den  Griechen  auch  eine  Tafel  mit  freibeweglichen 
Rechensteinen,  wie  dies  in  der  Natur  der  Sache  liegt  und  aus  zahlreichen  Ute« 
rarischen  Andeutungen  hervorgeht. 
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stärker  markierten  Zeichen,  für  die  des  Multiplikanden,  der  während  der 
Rechnung  unverändert  bleiben  und  beständig  im  Auge  behalten  werden 
mufs,  während  man  sich  vom  Multiplikator  die  eben  fungierende  Stelle 
nur  einmal  anzusehen  und  dann  zu  merken  pflegte.  Aus  der  Technik  der 
ganzen  Methode  gelangt  man  auch  zu  der  Einsicht,  da&  man  als  Multipli- 
kanden auf  dem  Abakus  in  der  Regel  die  an  Stellen  geringere  Zahl  fun- 
gieren lieis,  was  auch  die  salaminische  Tafel  selbst  durch  die  kürzere  Reihe 
der  Zahlzeichen  an  der  Schmalseite  anzudeuten  scheint. 

Die  Art  und  Weise  der  Markierung  der  Zahlen  auf  den  beiden  Zeichen- 
reihen entbehrt  allerdings  jeder  Überlieferung;  es  sind  aber  ihre  genaueren 
Einzelnheiten  auch  gleichgiltig.  Natürlich  geschah  sie  ebenfalls  durch  Auf- 
legen von  Steinchen  auf  die  Zeichen,  ganz  analog  wie  in  den  Kolunmen, 
also  bis  zu  vier  Steinchen  auf  den  dekadischen  und  durch  je  ein  Steinchen 
auf  den  pentadischen  Zeichen.  Dabei  wird  man^  sobald  die  Funktion  eines 
pentadischen  Zeichens  erforderlich  geworden,  dessen  Steinchen  mit  den- 
jenigen des  dekadischen  zusammengerückt  haben,  sodafs  sich  für  jede  deka- 
dische Stelle  eine  deutlich  geschiedene,  das  Ajiwenden  der  archimedischen 
Regel  erleichternde  Gruppe  darstellte.  Auch  wird,  um  die  Zeichen  sichtbar 
zu  erhalten,  das  Auflegen  der  Steinchen  nicht  auf  den  Zeichen,  sondern 
über  oder  unter  denselben  gegen  das  Innere  oder  Äufsere  der  Tafel  zu 
stattgefunden  haben. 

Bei  der  Wahl  eines  besondem  Rechenbeispieles  haben  wir  zu  erwägen, 
dafs  die  Multiplikation  von  Teilgröfsen,  wie  sie  die  Seitenkolumnen  und  die 
Zeichenreihe  der  salaminischen  Tafel  darstellen,  untereinander  praktisch  auch 
im  gemeinen  Leben  allerdings  vorkommen  mufste,  da  das  System  der  Ge- 
wichte bei  den  Griechen  mit  demjenigen  der  Geldteilung  völlig  überein- 
stimmte, ja  das  letztere  wohl  unmittelbar,  wie  das  römische,  aus  dem  Ver- 
kehre der  Zuwägung  des  Geldmetalles  entstanden  war.^') 

Die  Rechnung  in  gemeinen  Brüchen,  die  wegen  ihrer  Anwend- 
barkeit auf  alle  Teilgröfsen  neben  den  Stellenbrüchen  (Sexagesimal-  und 
Dezimalbrüchen)  stets  eine  wichtige  Funktion  behalten  wird,  bildet  den 
wunden  Punkt  des  Abakus.  Auf  diesem  kann  gleichzeitig  nur  eine  ganz 
beschränkte  Zahl  von  Brüchen,  für  die  die  Kolumnen  in  vomhinein  zu  be- 
stimmen sind,  dargestellt  und  verwendet  werden.  Für  den  täglichen  Ver- 
kehr genügt  dies  allerdings,  allein  genauere  Rechnungen  drängen  hier  zur 


13)  Yergl.  HuLTscH,  Metrologie  §  19.  Die  Drachme  zn  6  Obolen  (bez.  der 
Stater  zu  12  Obolen)  fügt  sich  genau  in  das  Zwölfersystem.  Die  Teilung  des 
Obolus  (=s  2  Halb-,  4  Viertelobolen  und  8  Chalkus)  beruht  auf  fortgesetzter  Hal- 
bierung diesftr  kleinsten  Mafseinheit. 
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Schrift.     Die  Teilgröfsen  der  griechischen  Metrologie  gestatten  nur  die  Dar- 
stellung folgender  Brüche  und  ihrer  Vielfachen: 

I     C     T     X 

\  dargestellt  durch     3     —     —     — 

i  „  „         2 

i  ,,  „         11 

fr  «  «  -^ 

i  «  „-11- 

IT  1»  «  11 

^         »1  11       —     —       1       i 

TT  11  «  ^ 

TT  1)  11  ■'■"i" 

TF  11  11  ^3 

I^f  11  11  1 

(Die  aufserdem  noch  darstellbaren  Brüche:  i  +  ^  ="  tTVi  ^*^"^  i  +  iV 
und  iV  +  1^  sind  völlig  unpraktisch.) 

Die  Darstellung  dieser  Brüche  auf  dem  Abakus  kann  bei  dem  noch 
genau  in  dieses  System  fallenden  Bruch  -^  für  den  halben  Chalkus  wohl 
durch  ein  einfaches  Auskunftsmittel  erfolgen,  wie  allenfalls  Auflage  eines 
Steines  unterhalb  der  Chalkus-Eolumne.  Dagegen  fällt  auf,  dafs  die  so 
naheliegende  Multiplikation  des  Obolus  mit  sich  selber  (i  X  i=  it)  ^^® 
ein  solches  Auskunftsmittel  für  den  \  -  Chalkus  (allenfalls  Auflage  eines 
Steines  oberhalb  der  Eolumnen'j  auf  dem  Abakus  nicht  ausführbar  ist. 
Dasselbe  gilt  für  die  Vielfachen  dieser  hier  wichtigen  BruchgröDse:  ^  und  ^. 

Die  Multiplikation  dieser  Brüche  mit  ganzen  Zahlen  bietet  an  sich 
keine  grofse  Schwierigkbit.  Von  den  dekadischen  Einheiten  ergiebt  z.  B. 
die  Multiplikation  von  10000  mit  ^  :  1666f ,  mit  -^  :  833|^  u.  s.  w.,  was 
alles  einfach  darstellbar  ist,  aber  entweder  vorher  im  Kopfe  ausgerechnet, 
oder  von  vornherein  gemerkt  werden  mufs.  Beides  ist  der  praktischen 
Natur  des  Abaknsrechnens,  bei  dem  man  mit  dem  Einmaleins  zur  Not  sogar 
in  der  Einschränkung  auf  1 — 5  seine  Auslangen  findet,  durchaus  zuwider. 
Die  Mitbenutzung  einer  vorgerichteten  Multiplikationstabelle  ist  daher 
für  diese  Einrichtung  ein  unabweisbares  Bedürfnis.  Die  nachfolgende  Auf- 
stellung einer  solchen  Tabelle  macht  natürlich  keinen  Anspruch  auf  Identiät 
mit  einem  antiken  Formulai'e,  wohl  aber  wird  sich  dem  praktischen  Rechner 
ihre  Unentbehrlichkeit  sofort  klarstellen,  sowie  er  bei  den  Brachgröfsen  an- 
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gelangt  ist.  Die  ZahlendarstelluDg  mit  den  altattischen  Zahlzeichen  ent- 
spricht darin  genau  den  Mastern,  die  uns  aus  den  attischen  Urkunden  be- 
kannt sind.^^)  Die  sich  hierbei  aufdrängende  Wahrnehmung,  dafs  diese 
schriftliche  Zahlendarstellung  in  genauer  Übereinstimmung  mit  der  mecha- 
nischen auf  dem  Abakas  selber  steht,  ist  für  die  Geschichte  dieser  Zahl- 
zeichen zu  wichtig,  als  dafs  hier  über  diese  Andeutung  hinausgegangen 
werden  könnte.  Für  die  Benützung  der  Tabelle  selbst  ist  nur  zu  bemerken, 
dafs  ihre  Produktansätze,  da  sie  aus  dekadischen  Einheiten  und  Stamm- 
brüchen entstanden  sind,  im  einzelnen  Anwendungsfalle  mit  den  Pjthmenen 
zu  multiplizieren  sind. 

Die  in  den  mathematischen  Schriften  der  Griechen  uns  erhaltenen 
Multiplikationsbeispiele  sind  durchweg  Quadrierungen  von  Zahlen,  da  sie 
insgesamt  der  Prüfung  von  Quadratwurzeln  dienen.  Nichtsdestoweniger 
glaube  ich  ein  solches  einem  freiangenommenen  vorziehen  zu  sollen.  Ich 
wähle  hier,  als  der  Praxis  der  Geldrechnung  auch  in  den  Teilgröüsen  ent- 
sprechend, ein  Beispiel  bei  Eutokios  aus  denjenigen  zum  IIL  Theoreme  der 
archimedischen  Kreisrechnung  ^'*):  3013^  ^  X  3013^  |.  Es  sieht  in  der 
Originalform  ^^)  mit  beigefügter  Darstellung  nach  modemer  Rechen  weise  aus 
wie  folgt: 

,yiy    L"  d"  3013  \  \ 

inl  ^yiy'  L"  d"  mit  3013  ^  J 

%     7 


M  M  fi'  juq>'  i\)v  9,000.000,  30.000,  9.000,   1500,  750 

y 

M  Q    r  «'  ß'  L"  30.000,  100,  30,  5,  2^ 

fi'  X'  ^'  «'  L"  L"  r  9000,  30,  9,  1^,  i  +  I 

fxfp'  t    a    L"  d"  ij"  1500,  5,  1^,  ^,  \ 

^v'  ß'  L"  L"  d"  n"  *S'        750,  2i,  ■^,  i,  i,  -^ 

SfAOv  M  ß%n&'  tg"  gleich  9082689^^ 

14)  A.  BoBCKH,  Urk.  über  das  Seewesen  des  attischen  Staates  (Staatohaos- 
haltung  d.  A.  III)  und  Corp.  J.  G.  I  p.  184  ss.  Attic.  I  p.  48.  II,  11,  p.  1  ss. 

15)  Edit.  Hbiberg  3,  S.  290.  Eutokios  schrieb  im  6.  Jahrhundert  n.  Chr.,  allein 
seine  Methode  ist  ganz  unverändert  die  altgriechische  SchriftrechnnDg.  Die 
mathematischen  Schriften  der  Griechen  haben  zahlreiche  Beispiele  in  gemeinen 
Brüchen,  bei  denen  auch  in  unserer  modernen  Schriftrechnung  die  dekadische 
Stellenmetbode  nur  eine  beschränkte  Anwendung  hat,  Der  Text  bei  Heibbbo 
bedarf  mancher  Verbesserungen.  S.  295  Note  1  Linie  2  t.  o.  mufs  es  heifsen 
1838 yV,  anstatt  ^^. 

16)  Und  mit  Unterlassung  jedes  unhistorischen  Versuches  einer  dekadischen 
Anordnung,  wie  er  in  den  Ausgaben  gemeinhin  zutage  tritt.  Auch  der  Sunmien- 
strich  ist  quellenwidrig. 
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Multiplikationstabelle  für  die  Teilgröfsen  der  Oracbme. 
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tV 
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C 

^ 
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T 

Ä 

1^     X 

X 

2^ 

6 
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xi 

Vi 
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X 
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um  der  Praxis  des  täglichen  Verkehres  noch  n&her  zn  kommen,  wollen 
wir  aufserdem  in  dem  einen  Faktor  die  höchste  Stelle  3000  weglassen, 
wodurch  auch  die  erste  Produktenreihe  wegfällt.  Das  Ergebnis  ist  dann 
(3013^  +  1)  X  (131  +  1)  =  414393V  ,     in    altattischer    Darstellung: 

MMMMXHHHHZiZiZinhhhhTX. 

Die  Anstellung  der  Aufgabe  zeigt  zunächst  sämtliche  Kolumnen  leer 
und  den  kleineren  Faktor  als  Multiplikanden,  somit  die  nachfolgende 
Form  der  beiden  Zahlenreihen: 

X  Die  Multiplikation  beginnt  der  Faktor  3000  der  Reihe    nach    mit 

•*  den  Multiplikanden   10  Ganze,   3   Ganze,    3   Obolen   und   3   HaJb- 

---*••  obolen,  deren  Produkte  gleichzeitig  in  die  Kolumnen  eingelegt 
[;.  werden.    Jeder  Multiplikator  wird  nach  Beendigung  seiner  Funktion 

<]  *       vom  Abakus  (untere  Reihe)  entfernt.    Bei  Beendigung  der  Multipli- 

fft  kation    steht    daher    die    untere    Zahlenreihe 

HCTX 


^         l  www 

|£         ^--     ».^      ttM  ^^^^   ^^^    ^^    Gesamtprodukt    liegt    in    den 


X        XPHPAPHCTX  Koluinnen. 

Es  ergeben  sich  im  vorliegenden  Falle  folgende  Einzelprodukte: 

Multiplikand  10   Ganze   (Drachmen),    3   Ganze,    3  Obolen, 

3  Halbobolen. 

a)  mit   Paktor  3000  Ganze  ergiebt  30  000  h 

9  000  „ 


^)     « 


») 


'•)  ,, 


M 


d)     „ 


n 


0    ., 


n 


1500 

)> 

760 

» 

0 

« 

w 

100 

30 

5 

2 

3  1 

3 

« 

71 

30 
9 
1 

n 

3„ 
3„ 

3 

c 

3 

Obolen 

») 

5 
1 

n 

3„ 

1« 

1 

1) 

n 

« 

1 

n 

1 

T 

3 

Halbobolen 

« 

2 

5» 

J7 

3„ 

1 
1 

1 

« 

Summa 

— 

» 

~^    » 

n 

1 

11 

1  X 

41  435  h 

20  1 

7 

£ 

3 

T 

1  X 

Summa    nach    Ordnung    der    Numeration   41 439  h  —  I  —  ClT    iX 
oder  41439^,  wie  oben. 
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Die  Ausführang  auf  dem  Abakus  beginnt  also  mit  der  Multiplikation 
3X1  =  3  und  der  Stellenbestimmung  4  +  2  —  1  =  5,  d.  i.  Einlage 
von  3  Psephen  in  den  unteren  Teil  der  fünften  Kolumne.  ^^)  Folgt  die 
Multiplikation  des  Faktors  3  mit  3,  dann  mit  3  Obolen^®)  und  mit 
3  Halbobolen  und  die  Einlage  der  Produkte  9  in  der  vierten,  15  in  der 
dritten  und  vierten,  75  in  der  zweiten  und  dritten  Kolumne,  unter  gleich- 
zeitiger Ordnung  der  Numeration.  Es  befinden  sich  jetzt  an  Eechensteinen: 
in  Kolumne  5  unterer  Teil  4  Stftck,  in  Kolumne  4  unterer  Teil  1  Stück, 
in  Kolumne  3  unterer  Teil  2  Stück,  in  Kolumne  2  oberer  Teil  1  Stück, 
und  Kolumne  1  ist  noch  leer,  ebenso  die  Kolumnen  der  Teilgröfsen; 
Summe  41  250  u.  s.  w.  Am  Schlüsse  der  ganzen  Rechnung  steht  an  der 
Seitenreihe  nach  wie  vor  der  Ansatz  13  Ganze  (Drachmen),  3  Obolen, 
3  Halbobolen,  die  untere  Beihe  ist  leer  und  das  Linienschema  bietet 
folgende  Gestalt: 


i 

f 

./ 

_\ 

• 

• 

1 

• 

i 

t 

• 
• 

• 

• 

t 

• 

Mit  der  dargestellten  Lage  des  Abakus  am  Schlufs  der  ganzen  Mul- 
tiplikation haben  wir  zugleich  schon  einen  wichtigen  Schritt  in  unserer 
letzten  Aufgabe,  der  Feststellung  der  Divisionsmethode,  gewonnen, 
n&mlich  die  Anstellung  der  Aufgabe.  Der  Dividend  lag  in  den  Kolumnen, 
der  Divisor  war  markiert  an  der  linken  Seitenreihe  und  die  untere  Reihe 
stand  leer  für  die  Au&ahme  der  Quotienten.  Ganz  unvermeidlich  mufste 
ja  der  griechische  Abacist  nach  Beendigung  einer  jeden  Multiplikation 
darauf  geraten,   dafs    sich   die    dargestellte   Operation    genau    auf 


17)  Man  wird  praktisch  mit  der  StellenbeBtimmuDg  beginnen,  die  Stelle 
zunächst  durch  Einlage  eines  Steines  in  die  betreffende  Kolumne  ganz  unten 
markieren  und  demselben  dann  nach  Multiplikation  der  Pyihmenen  die  Ergänzung 
auf  das  Produkt  zulegen. 

18)  An  dieser  Stelle  beginnt  die  Funktion  der  Multiplikationstabelle.  Die 
beiden  Fythmenen  sind  3  und  3.  Man  wird  nun  in  der  Tabelle  den  Faktor 
X  (1000)  mit  I  (^)  aufsuchen,  von  dem  Produkte  HP^Phllli  jede  einzelne 
Zahl  oder  Zahlengruppe  mit  den  beiden  Pythmenen  8  und  3  multiplizieren  und 
die  Produkte  in  die  betreffenden  Kolumnen  einlegen.  Ffir  die  nächstfolgende 
Multiplikation  3000  mit  3  Halbobolen  dient  dann  gleicherweise  der  unmittelbar 
folgende  Ansats  der  Tabelle. 
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demselben  Wege  auch  wieder  integrieren  lasse,  und  so  kann 
über  die  Division  smethode  der  Griechen  auf  dem  Abakus,  wenigstens  in 
ihrer  Wesenheit,  kein  Zweifel  übrig  bleiben.  Dabei  ist  immer  zu  merken, 
dafs  die  Wahl  eines  zu  kleinen  Quotienten,  die  in  unserer  Schriftrechnung 
als  ein  Fehler  sich  darstellt,  auf  dem  Abakus  den  Gang  der  Operation 
wohl  um  je  einen  Schritt  Yerl&ngei*t,  ein  Zulegen  des  ergänzenden  Quo- 
tienten und  ein  wiederholtes  Herausnehmen  des  Produktes  aus  dem  in  den 
Kolumnen  angestellten  Dividenden  erfordert,  sonst  aber  keinerlei  ünzukömm- 
lichkeit  verursacht.  Es  handelt  sich  dann  hierbei  nur  noch  darum,  die 
Numeration  auf  der  unteren  Zeichenreihe,  wo  jetzt  die  Quotienten  ent- 
stehen, in  analoger  Weise  zu  ordnen,  wie  dies  bei  der  Multiplikation  in 
den  Kolumnen  geschehen  mufste.  Für  die  Stellenbestimmung  der  ein- 
zelnen Quotienten  gilt  die  komplementäre  Form  der  archimedischen  Mul- 
tiplikationsregel : 

a  =  p  —  &  +  1; 

die  um  1  erhöhte  dekadische  Stellenzahl  des  Dividendus  (nämlich  der  Einer- 
stelle desselben)  weniger  der  Stellenzahl  des  Divisors  bestimmt  die  dekadische 
Stellung  des  Quotienten.  Wie  sich  dann  die  Subtraktion  des  Produktes  aus 
dem  in  den  Kolumnen  stehenden  Dividenden  mit  den  hiezu  nötigen  Auf- 
lösungen vollziehe,  bedarf  hier  ebenfalls  keiner  besonderen  Erläuterung. 

Von  Darstellungen  der  Division  habe  ich  in  den  griechischen  Schrift- 
rechnungen ein  einziges  Beispiel  gefunden,  in  Theons  Kommentar  zur  mathe- 
matischen Syntaxis  des  Ptolemäus,  und  zwai'  mit  Sexagesimalbrüchen.^^) 
Wir  können  daher  auf  die  Darstellung  dieser  Operation  im  Einzelnen  hier 
nicht  eingehen,  sondern  wollen  daraus  nur  die  wichtige  Regel  anmerken, 
welche  Theon  für  die  Division  von  Brüchen  durch  Brüche  im  Sexagesimal- 
sjstem  hervorhebt,  weil  die  Kenntnis  einer  analogen  Kegel  auch  für  die 
Operation  mit  gemeinen  Brüchen  notwendig  war,  wenn  nicht  wieder  die 
Multiplikationstabelle  in   Gebrauch    genommen    wurde.      „Es  geben ^^,    sagt 

Theon  a.  a.  0.,  „die  Minutae  primae  yvcc  nq&xa  ilii\%ovxa  =  — J  durch  Ganze 

gemessen  (nBQi  fihv  fioiQag  (leQiioftBvcc)  wieder  primae -^  gemessen  durch  primae 

geben   sie   Ganze;    die  seeioidae   U-^  =  -z^]    geteilt    durch    Ganze    geben 

secundae^    durch  prinme  geben  sie  primae,    die  iertiae  (^s)    geteilt  durch 

19)  Das  Beispiel  findet  sich  im  neunten  Kapitel  des  Kommentars  zum  ersten 
Buche  der  Syntaxis.  Ptolemabus  lebte  um  die  Mitte  des  zweiten,  Tbxon  gegen 
Ende  des  vierten  Jahrhunderts  n.  Chr.,  beide  zu  Alexandrien.  Es  liegt  keine 
Andeutung  vor,  dafs  sich  die  griechische  Rechen  weise  in  diesem  Zeiträume 
irgendwie  verändert  habe. 
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primae  geben  $ecunä(ie  u.  s.  w.".  Es  ist  die  Divisionsregel,  die  wir  in 
unseren  Dezimalbrüchen  wiederfinden  können.  Theon  nimmt  für  das  Bei- 
spiel der  Division  den  Ansatz 

15150  20'  15"  :  25»  12'  10"  (l515  +  g  +  ^  :  25  +  g  +  ^). 

Er  beginnt  sogleich  mit  der  Bestimmung  des  gröfsten  Quotienten  60, 
und  so  können  wir  voraussetzen,  dafs  ein  geübter  Bechner  auch  auf  dem 
Abakus,  gleich  uns,  mit  der  Messung  des  Divisors  in  der  höchsten  Stelle 
des  Dividendus  begonnen  und  dabei  für  die  Stellenbestimmung  des  Quo- 
tienten jener  komplementären  Form  der  archimedischen  Regel  sich  bedient 
haben  werde.  ^)  Delambre  in  seinem  sehr  lesenswerten  Kapitel  über  die 
Arithmetik  der  Griechen  ^^),  für  die  er  den  Mangel  einer  didaktischen  Dar- 
stellung der  Bechnungsoperationen  (Logistik)  als  auffallend  bezeichnet,  hebt 
hervor,  dafs  die  Griechen  gleich  uns  ihre  Divisionen  von  links  nach  rechts 
ausgeführt  haben;  er  meint  aber,  ihre  Operationen  seien  umständlicher  als 
die  unsrigen  gewesen  und  hätten  seitliche  Teiloperationen  und  Subdivisionen 
notwendig  gemacht:  „les  tdtonnements  et  les  essais  de  quotients  äaient  plus 
friquevds  et  plus  längs/'  In  Bezug  auf  die  schriftliche  Methode  der  Griechen 
sind  diese  Bemerkungen  ohne  Zweifel  richtig.  Für  den  Abakus  treffen  sie 
aber  keineswegs  zu,  da  auf  diesem  gerade  die  Division  durch  das  natürliche 
Anwachsen  von  allenfalls  zu  klein  gewählten  Quotienten  eine  wesentliche 
Erleichterung  und  einen  ruhigen  Gang  gewann.  — 

Die  angefahrten  Stellen  bei  Herodot  und  Polybius,  aber  auch  andere, 
wie  bei  Aeustophanes:  „Zuerst  nun  überrechne  dir^s  obenhin,  nicht  mit 
Bechensteinen,  sondern  blofs  mit  der  Hand'**^),  zeigen  deutlich,  wie  diese 
Einrichtung  neben  der  Fingerrechnung  vor  dem  Aufkommen  der  schrift- 
lichen Methode  die  einzige  und  allgemeine  Bechenweise  der  Griechen  ge- 
wesen war.  Insbesondere  möchte  ich  aus  dem  ausschliefslichen  Gebrauche 
der  sog.  Herodianischen  Zahlzeichen  in  den  von  Boeckh^')  herausgegebenen 
Urkunden,  das  Seewesen  der  Athener  betreffend,   den  Schlufs  ziehen,  daDs 


20)  Es  verdient  angemerkt  zu  werden,  dafs  die  archimedische  Stellenregel 
und  ihre  Funktion  im  Mittelalter  unter  ähnlichen  Verhältnissen  wieder  zum  Vor- 
schein kommt.  Vergl.  meine  Schrift:  „Das  Quadripartitum  des  Joannes  db  Muais 
und  das  praktische  Bechnen  im  vierzehnten  Jahrhundert."  Abhandlungen  zur 
Geschichte  der  Mathem.  V,  135—146. 

21)  DsLAMBBE,  Histoire  de  TAstronomie  ancienne,  vol.  II  (Paris  1817)  chap.  I 
p.  28,  Besmn^.  Eine  logistische  Schrift  wird  erwähnt  von  Eütokios  a.  a.  0., 
nämlich  die  Logistika  des  Maonos. 

22)  Vespae,  v.  656:  Kai  n^&xov  [ikv  Idyiaai  tpavloag  ft^  ipi^tpoig  &XV  &nb  x^t^^g- 
28)  Vgl.  Anm.  14. 

Abh.  xvT  Gesch.  d.  ÜAtliem.  IX.  23 
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zu  Athen  bis  tief  in  das  dritte  Jahrhundert  y.  Chr.  der  Abakus  neben  der 
Fingerrechnung  die  ausschliefsliche  oder  doch  vornehmliche  praktische  Bech- 
nungseinrichtnng  geblieben  ist.  In  der  That  zeigt  sich  gerade  die  sala* 
minische  Tafel  in  ausgezeichneter  Weise  geeignet,  die  Funktion  einer 
Kechentafel  zu  erfüllen. 

Ich  gehe  nun  an  die  Aufgabe,  die  abweichenden  Meinungen  über  diese 
Tafel  zu  prüfen. 

Eine  Ansicht,  dafs  die  Stellung  des  Operierenden  am  zeichenlosen 
Schmalrande  gewesen  sei^),  konnte  nur  den  mehrfachen,  höchst  unzu- 
länglichen Zeichnungen  der  Tafel  entsprungen  sein.  Die  Probe  auf  die 
wirklichen  Dimensionen  ergiebt,  dafs  der  Rechner  von  dort  aus  nicht  einmal 
das  mittlere  Linienschema  mehr  mit  Leichtigkeit  erreicht,  die  Zahlenreihen 
der  Längsseiten  beide  umgekehrt  (!)  vor  sich  gehabt  und  diejenige  der 
anderen  Schmalseite  kaum  mehr  gesehen  haben  würde. 

Eine  andere  Meinung  geht  dahin^  dafs  diese  Tafel  zugleich  auch  oder 
ausschliefslich  als  Spieltafel  gedient  habe.  Man  dachte  sich  ofifenbar  an 
die  zweite  Längsseite,  wegen  der  dort  befindlichen  Zahlzeichen,  eine  zweite 
Person,  also  zwei  sich  gegenüberstehende  Spieler.  Allein  abgesehen  davon^ 
dafs  die  in  jedem  Anbetracht  vollständige  Übereinstimmung  der  salaminischen 
Tafel  mit  dem  römischen  Bechenabakus  und  insbesondere  ihre  geradezu 
vortreffliche  Einrichtung  fCbr  diesen  Zweck  keinen  plausiblen  Grund  übrig 
lassen,  bei  derselben  an  eine  andere  Verwendung  zu  denken,  so  stOüst  ihre 
Benutzung  als  Spieltafel  auf  starke  Bedenken.  Spiele,  soweit  sie  Zahlen 
und  deren  Verhältnisse  zum  Gegenstand  haben,  bewegen  sich  aus  nahe- 
liegenden Gründen  ausschliefslich  in  ganzen  Zahlen.  Was  sollten  also 
hierbei  die  Kolumnen  und  Zeichen  für  die  Teilzahlen?  Die  Brettspiele  der 
Alten  kennen  wir  übrigens  ziemlich  vollständig,  es  ist  keins  darunter, 
welches  mit  dieser  Tafel  sich  irgendwie  in  Zusammenhang  bringen  lielse. 

Den  Anlals  zu  dieser  Meinung  hat  die  Zahlenreihe  an .  der  zweiten 
Längsseite  gegeben.  Es  ist  allerdings  nicht  erweislich,  wozu  sie  gedient 
habe.  Die  annehmbarste  Deutung  scheint  mir  ihre  Bestimmung  für  sog. 
linkshändige  Personen,  da  solche  an  der  andern  Seite  allerdings  nicht  un- 
wesentlich behindert  gewesen  wären.     Am  allerwenigsten   ist  die  Ansicht 


24)  Fbiedlbin  in  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Pbys.  IX  (1864)  S.  297  und  Zahlzeichen 
S.  74.  Fbibdlein  hatte  das  Mirsgeschick,  von  der  salaminischen  Tafel  nur  die  in 
Zeichnung  und  Verhältnisaen  ganz  falsche  Darstellung  in  Gsshasdt'b  Arch.  Ztg. 
1848,  S.  42  zu  kennen.  Über  die  von  ihm  angezweifelte  Transversallinie  vergl. 
den  an  Ort  und  Stelle  geschriebenen  Brief  lUnaABiä's  a.  a.  0.  296:  „Une  ligne 
transversale  coupe  ces  onze  lignes  perpendiculairement  et  en  deux  parties  egales^^ 
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annehmbar,  dafs  diese  Tafel  als  Bechentafel  und  gelegentlich  zugleich  auch 
dem  frivolen  Zwecke  des  Spieles  gedient  habe,  denn  dazu  ist  der  Gegen- 
satz im  Charakter  beider  Bestimmungen  ein  zu  grofser. 

Didaktische  Schriften,  welche  das  Rechnen  auf  dem  Abakus  zum 
Gegenstands  hatten,  sind  uns  ans  dem  Altertume  nicht  erhalten,  ja  es  be- 
stehen überhaupt  nur  sehr  unsichere  Anhaltspunkte,  dafs  solche  Lehr- 
anweisungen existiert  haben.  Sie  stofsen  stets  an  die  XJnausführbarkeit 
ausreichender  bildlicher  Darstellungen.  Diese  Methode  ist  im  besonderen 
dazu  bestimmt,  auf  der  Tafel  selbst  und  durch  unmittelbare  Operationen 
gelehrt,  gezeigt  zu  werden. 

Die  Griechen  haben  bekanntlich  das  Rechnen  nicht  der  Arithmetik 
(Lehre  von  dem  Wesen  und  den  Eigenschaften  der  Zahlen),  sondern  der 
Geometrie  als  „Logistik''  angegliedert.  Auch  dieser  auffallende  Umstand 
findet  seine  Erklärung  im  Abakus,  in  der  mechanischen  Einrichtung  für 
das  Rechnen,  also  in  einem  rein  ftuTserlichen  Umstände.  Das  Brett,  welches 
f&r  die  darstellende  Geometrie  bestimmt  war,  diente  zugleich  der  Logistik. 
Nur  mufs  da  gegen  die  aus  der  steten  Verbindung  von  Geometrie,  Brett 
und  Staub,  dann  den  Rechnungsoperationen  hervorgegangene  Meinung,  als 
ob  gleich  den  geometrischen  auch  den  logisüschen  Operationen  die  Staub- 
fläche gedient  hätte,  Widerspruch  erhoben  werden.  Eine  einfache  prak- 
tische Probe,  wonicht  das  Nachdenken  an  sich,  genügt,  um  zu  erkennen, 
dafs  ein  Rechnen  nach  der  Methode  des  Abakus  auf  einem  in  den  Staub 
gezeichneten  Kolumnenschema  einfach  widersinnig  gewesen  wäre.  Das  be- 
ständige Herumgreifen  im  Staube  und  die  notwendige  Folge  hiervon,  das 
Verwischen  der  Linien,  machen  jede  weitere  Ausführung  hierüber  entbehr- 
lich. Es  ist  aber  nicht  abzusehen,  warum  die  Griechen  nicht  gleich  von 
vorneherein  darauf  verfallen  sein  sollten,  die  eine  Seite  des  Brettes,  mit 
vielleicht  erhabenen  Rändern,  für  die  Aufnahme  der  Staubfläche  zu 
den  geometrischen  Zeichnungen  und  Schriftbeweisen,  die  andere  aber  zur 
Aufnahme  des  Rechnungsabakus,  hergestellt  mit  dauernden  Farben,  zu  be- 
stimmen. 

Mit  dieser  Rechentafel  haben  also  die  Griechen  in  der  That  ein  sehr 
rein  und  praktisch  entwickeltes  dekadisches  Stellenrechnen  verlassen,  dessen 
Vorzüge  durch  die  gröfsere  Bequemlichkeit  der  griechischen  Schriftrechnung 
nicht  entfernt  aufgewogen  wurden.  Übrigens  haben  sie  damit  in  der 
Kulturgeschichte  wenig  Glück  gehabt.  Denn  auTser  der  Sphäre  ihres  un- 
mittelbaren Kultureinflusses  —  die  Hebräer  haben  die  griechische  Methode 
der  Alphabetzahlen  angenommen,  und  die  griechischen  Alphabetzahlen 
finden  sich  auch  in  den  Handschriften  der  gotischen  Ulfilas- Bibel  — ,  hat 


2S 
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kein  Volk  diese  Methode  aDgenommen,  insbesondere  nicht  das  rOmisehe, 
oder  irgend  ein  anderes  Volk  des  Abendlandes  im  Mittelalter.  Der  Zweck 
jeder  Bechenmethode,  das  Gedächtnis  des  Rechnenden  za  entlasten,  ihm 
durch  graphische  Hilfsmittel  die  geistige  Yorstellong  der  ZahlenbewBgongen 
nach  Möglichkeit  abzunehmen,  wird  durch  die  schriftliche  Methode  der 
Griechen  in  einer  weit  unvollkommeneren  Weise  erreicht,  wie  durch  den 
Abakus.  Es  ist  also  nicht  zu  verwundern,  dab  die  Praxis  des  Abendlandes 
dem  letzteren  sich  niemals  abwandte. 

Koch  möge  schlieüslich  bemerkt  werden,  daüs  die  salaminische  Tafel 
keineswegs  das  einzige  Monument  des  griechischen  Abakus  ist.  Dazu  ge- 
hört auch  ein  anfangs  der  70er  Jahre  auf  Naxos  gefundenes  sog.  ö^pu&ita 
(Meisvorrichtung)  ^^),  eine  Steintafel  mit  Flüssigkeitsmafsen,  welche  am 
Schmalrande  rechts  die  Zahlzeichen: 

XPHPZiPhTIC 

hat  (das  T  also  hier  ein  Vielfaches  des  Obol,  am  wahrscheinlichsten  ein 
Triobolion),  augenscheinlich  zu  den  Geldrechnungen  bestimmt.  Insbesondere 
aber  kann  hier  nicht  unerwähnt  bleiben  die  Darstellung  des  rechnenden 
Tributeinnehmers  auf  der  berühmten,  in  einem  Grabe  bei  Canosa  (Canu- 
sium,  sw.  von  Barletta)  gefundenen  sog.  Dariusvase.^)  Derselbe  hat  den 
Abakus  vor  sich  mit  der  Zeichenreihe  an  der  rechten  Seite.  Die  Dar- 
stellung ist  nur  rudiment&r^^),  es  fehlt  das  Linienschema,  aber  die  Psephen 
sind  darauf  ersichtlich  (Heydemann  hält  sie  irrig  für  aufgezähltes  Greld). 
Die  Zeichen  haben  die  böotische  Form,  ihre  Beihe  beginnt  anstatt  des 
Talentzeichens  mit  dem  der  Myriade,  M,  dem  das  böotische  Tausender- 
zeichen folgt.  Es  fehlen  die  in  der  That  überflüssigen  pentadischen  Zeichen 
und    selbst    das    vorhandene    P    ist    nur    irrig    anstatt    des    böotischen 


26)  Siehe  A.  Dumont  in  Heyne  arch^ol.  N.  s.  XXVI  (1873),  43.  In  diese 
Klasse  gehört  wahrscheinlich  auch  das  Fragment  aus  Thyrrheion  in  Akamanien. 
Bull,  de  corr.  hellen.  X  (1886),  179.  —  Siehe  nun  auch  Anm.  2.  Nach  Doroar 
a.  a.  0.  46  soll  die  Tafel  Ranqab^'s  sich  damals  (1873)  im  Museum  des  ,,Tharm8 
der  Winde^'  su  Athen  befunden  haben. 

26)  Jetzt  im  Museum  zu  Neapel.  Abbildung  in  Monumetdi  ined.  pubbl.  ddW 
ist.  di  corr,  arch.  IX  (1869 — 1878)  tav.  LX.  Yergl.  H.  HMTDBMAinr  in  den  Annaii 
dieses  Institutes,  XLV  (1873),  20  und  über  die  böotischen  Zahlzeichen:  F.  Asgbxbos 
in  Gbbhabdt^s  Arch.  Ztg.  1867,  Nr.  103  f.  Hetsbiukn,  Die  Vaaensanmilung  des 
Mus.  naz.  zu  Neapel  n.  3263  und  p.  671,  Boeckh  in  C.  J.  G.  I,  p.  744^,  Fhakz, 
El.  epig.  gr.  p.  348. 

27)  Ähnlich  wie  die  Darstellung  der  Linienrechnnng  auf  einem  Kupferstiche 
bei  Van  Loon,  Hedendaagsche  Penningkunde  S.  162. 
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Einerzeichetis  I  eingestellt.  Es  folgen  noch:  O,  dae  bSotische  Zeichen  fOr 
den  Ohol,  <  fOr  den  Halbobol  und  T  filr  das  Tetartemorion,  den  Yiertel- 
obol.  Das  Zeichen  des  Chalkos  fehlt.  Diese  Darstellung,  welche  so  schSn 
den  Zweck  der  salaminiachen  Tafel  zur  äoTseren  Erscheinung  bringt,  möge 
hier  als  Seh luls Vignette  unseren  Aasfdhningen  nachfolgen. 


Naglt   Die  Rechenmethoden  auf  dem  griechischen  Ahakus, 
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Abh.  zur  Gesch,  d,  Mathem.     IX. 


DIE  GESCHICHTE  DER  EXAKTEN  WISSENSCHAFTEN 
UND  DER  NÜTZEN  IHRES  STUDIUMS. 


VON 

FERD.  ROSENBEROER 

IN   FRANKFURT   AM   MAIN. 


Die  Wissenschaften  sind  entwicklongsfthige  Einzelwesen  yon  perao- 
neuem  Charakter  mit  zeitlich  ganz  bestimmten  Entwicklungsrichtimgen,  und 
fast  mehr  noch  als  bei  menschlichen  Personen  hängt  der  momentane  Cha- 
rakter bei  einer  Wissenschaft  yon  ihrer  Yorentwicklnng  ab.  Man  sagt, 
daTs  jeder  tierische  Organismus  alle  Perioden  seines  Werdens,  ja  selbst  alle 
Entwicklungsstufen,  durch  welche  seine  Vorfahren  hindurchgegangen,  noch 
in  deutlich  erkennbaren  Besten  an  sich  trage.  Sicherer  aber  noch  als  für 
tierische  Individuen  gilt  dieser  Satz  für  das  Wesen  und  das  Werden  einer 
sich  organisch  entwickelnden  Wissenschaft. 

Trotzdem  verkennt  man  vielfach,  selbst  in  Kreisen,  die  sich  mit 
gröfstem  Eifer  und  grölstem  Erfolg  um  den  Fortschritt  der  exakten  Wissen- 
schaften bemühen,  den  Wert  der  Geschichte  dieser  Wissenschaften  und  httlt 
sich  von  geschichtlichen  Studien  fast  geflissentlich  fem.  Gerade  den  er- 
staunlich schnellen  Fortschritt  der  experimentellen  Disziplinen  benutzt  man 
wohl  auf  dieser  Seite,  um  das  zurückschauende,  scheinbar  den  Fortschritt 
nur  verlangsamende  geschichtliche  Studium  zur  Zeit  noch  als  unthunlich 
und  selbst  unmöglich  oder  doch  als  schädlich  oder  wenigstens  als 
einen  für  diese  Wissenschaften  unnützen  Luxus  zu  bezeichnen.  Solchen 
Angriffen  und  Ansichten,  die,  allerdings  mehr  unausgesprochen,  sich  doch 
noch  immer  wirksam  zeigen,  mit  einigen  Sätzen  gegenüber  zu  treten,  hielt 
ich  in  dieser  Festschrift  fär  besonders  am  Platze. 

Die  Behauptung  einer  Unmöglichkeit  der  Geschichtschreibung  für  ent- 
wicklungsfähige Wissenschaften,  die  schon  eine  reiche  Vergangenheit  haben, 
klingt  allerdings  von  vornherein  paradox,  erhält  aber  durch  die  Begrenzung 
auf  bestinamte  Wissenschaften  und  bestimmte  Momente  ihrer  Entwicklung 
einen  inunerhin  möglichen  und  begreiflichen  Sinn.  Man  giebt  nämlich  bei 
jener  Behauptung  ganz  gern  zu,  dafs  sogenannte  tote  Wissenschaften, 
deren  Entwicklung  längst  abgeschlossen  ist,  notwendig  historisch  begriffen 
werden  müssen  und  nur  so  verstanden  werden  können,  will  aber  die 
exakten  Wissenschaften  dann  um  so  strenger  von  einer  solchen  Be- 
handlung ausschliefsen,  weil  sie  in  ihrem  schnellen  Flusse  derselben  nicht 
standhielten;  von  einer  Geschichte  dieser  Wissenschaften  könne  danach  erst 
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in  Stillstandsperioden  der  Entwicklnng  ernster  die  Rede  sein,  die  aber  in 
absehbarer  Zeit  kaum  zu  erwarten  w&ren.  Doch  ist  damit  die  Trennung 
zwischen  den  toten  und  lebendigen  Wissenschaften  entschieden  zu  streng 
gefalst,  denn  in  Wirklichkeit  giebt  es  keinen  so  absoluten  Unterschied 
zwischen  denselben,  daüs  man  die  einen  als  durchaus  historisch  und  die 
andern  als  nur  modern  bezeichnen  könnte.  Wäre  eine  Wissenschaft  wirk- 
lich ganz  entwicklungsnufithig  geworden,  so  würde  sie  dadurch  den  Zn- 
sammenhang mit  der  menschlichen  Erfahrung  yerloiren  und  aufgehört  haben 
als  Wissenschaft  zu  existieren.  Umgekehrt  aber  giebt  es  auch  keine  nodi 
so  lebendige  Wissenschaft,  die  nur  in  der  Gegenwart  existierte  und  die  nicht 
zu  jeder  Zeit  einen  gewissen  Abschlufs  erstrebte,  der  eine  Grenze  zwi- 
schen der  in  Bildung  begriffenen  Gegenwart  und  der  yollendeten 
Vergangenheit  setzte.  Jede  Zeitepoche  ist  bemüht,  sich  auf  Grund  der 
gewonnenen  Erfahrungen  eine  geschlossene  Weltanschauung  zu  bilden;  und 
je  mehr  man  von  den  Erfolgen  der  Gegenwart  überzeugt  ist,  desto  mehr 
wird  man  glauben,  nur  von  diesen  aus  das  bis  jetzt  Errungene  yerstehen 
zu  können.  Viele  für  den  Fortschritt  begeisterte  Forscher  behaupten  aller- 
dings, dafs  es  während  der  Epochen  schnellster  Entwicklung  nicht  an  der 
Zeit  sei  Geschichte  zu  schreiben,  und  nehmen  daraus  Veranlassung  ihre 
geschichtlichen  Studien  ad  calendas  graecas  zu  vertagen.  Doch  hat  ihnen 
das  thatsächliche  Geschehen  nie  wirklich  Becht  gegeben,  und  meist  sind  in 
den  Perioden  schnellsten  Fortschreitens  einer  Wissenschaft  auch  geschidit- 
liche  Darstellungen  ihres  Werdens  zahlreich  yersucht  worden.  Dement- 
sprechend hat  gerade  die  physikalische  Disziplin,  welche  in  der  Neuzeit 
sich  am  schnellsten  ent?rickelte,  die  Elektrik,  nicht  die  wenigsten,  son- 
dern vielmehr  die  meisten  Schilderungen  ihrer  Entmcklungsgeschichte 
aufzuweisen,  und  diese  Darstellungen  sind  nicht  in  Perioden  verhültnis- 
mäfsigen  Stillstands,  sondern  vielmehr  in  Zeiten  schnellsten  Fortschreitens, 
wie  nach  der  Erfindung  der  Elektrisiermaschine  und  der  Verstftrkungsflasche, 
nach  der  Entdeckung  des  Galvanismus  und  endlich  in  der  (Gegenwart  er- 
schienen. 

Dieselbe  Sch?rierigkeit,  welche  man  hier  der  Geschichtsschreibung  ent- 
gegenhält, das  ewig  Veränderliche,  die  stete  Weiterentwicklung  ihres  Cregen- 
standes,  stellt  sich  übrigens  auch  den  Darstellungen,  der  sjstemaüsdien 
Wissenschaft  selbst  entgegen.  In  der  That  veralten  in  fruchtbaren  wissen- 
schaftlichen Epochen  die  Lehrbücher  der  systematischen  Wissenschaften  nodi 
schneller  als  die  geschichtlichen  Darstellungen,  und  manche  von  diesen 
werden  schon  während  des  Zeitraums  von  ihrer  Niederschrift  bis  zu  ihrem 
Erscheinen  im  Buchhandel  durch  die  Ereignisse  überholt.  Aber  diese  That- 
sache  hat  doch  niemals  weder  von  der  Ausarbeitung,  noch  von  dem  An- 
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kauf  und  dem  Gebranch  solcher  Bücher  zurückgehalten,  sondern  hat  viel- 
mehr das  Entstehen  immer  neuer  Bücher  nur  befördert. .  Ist  es  aber  zu 
jeder  Zeit  möglich  die  Wissenschaft  trotz  des  nie  endenden  Fortschritts  als 
ein  systematisches  Ganze  darzustellen,  so  kann  es  auch  zu  keiner  Zeit  un- 
möglich sein,  die  Geschichte  dieses  Systems  zu  schreiben.  Die  exakten 
Wissenschaften  sind  allerdings  bei  der  stetig  wachsenden  Erfahrung  in 
imjnerwährender  Umbildung  begriffen,  die  von  Niemand  zum  Stillstand  ge- 
bracht werden  kann;  aber  jeder  einzelne  Forscher  hat  doch  das  Becht  und 
die  Pflicht,  für  sich  zu  jeder  Zeit  innezuhalten,  um  in  rückwärtsschauender 
Betrachtung  die  Entwicklung  und  damit  das  Wesen  der  Wissenschaft  selbst 
zu  übersehen  und  zu  erforschen.  Mag  es  sein,  dafs  das  Bedürfnis  hierzu 
in  yerschiedenen  Zeiten  nur  mehr  oder  weniger  intensiv  und  oft  nur  recht 
vereinzelt  empfanden  wird;  der  gänzliche  Abweis  aller  historisch-kritischen 
Betrachtungen  *  erscheint  doch  auch  für  die  exakten  Wissenschaften  niemals 
wirklich  objektiv  begi*ündet  und  nur  das  Resultat  persönlicher,  subjektiver 
Empfindungen  zu  sein. 

L&M  sich  auf  diese  Weise  die  Behauptung  einer  Unmöglichkeit  der 
Geschichtsschreibung  für  keine  Zeit  aufrecht  erhalten,  so  hält  man  auf 
manchen  Seiten  um  so  eifriger  an  der  Charakterisierung  der  Geschichte  als 
eines  wenigstens  zu  gewissen  Zeiten  und  für  gewisse  Stufen  der  wissen- 
schaftlichen Ausbildung  schädlichen  Moments  fest.  In  der  That  giebt  es 
nicht  wenige  bedeutende  Forscher  und  erfolgreiche  Lehrer,  welche,  wenn 
auch  nicht  für  den  vollendeten  Gelehrten,  so  doch  für  Schüler  und  noch 
nicht  selbständige  Mitarbeiter  geschichtliche  Betrachtungen  als  schädlich 
zurückweisen  und  in  weiten  Kreisen  damit  Beifall  finden.  Eine  junge, 
schnelllebige  Wissenschaft,  macht  man  geltend,  kann  Zeitverluste  schlecht 
vertragen,  und  bedarf  der  Arbeitskräfte  aller  ihrer  Jünger,  um  bei  der 
günstigen  Gelegenheit  durch  die  gemeinsame  Anstrengung  einen  bedeu- 
tenden Schritt  vorwärts  zu  thun  und  das  Interesse  nicht  erkalten  zu 
lassen.  Ist  durch  fruchtbare  Entdeckungen  einmal  die  Möglichkeit  schnellen 
Fortschreitens  gegeben,  so  mufs  der  neue  Kreis  der  dadurch  bedingten  Er- 
fahrungen schnell  durchlaufen  werden,  weil  neue  Ideen  in  ihrer  ersten  Ju- 
gend immer  am  kräftigsten  wirken.  Es  hat  auch,  so  sagt  man  nicht  ganz 
der  Wahrheit  gemäfs,  in  Zeiten  schnellsten  wissenschaftlichen  Fortschritts 
gar  Niemand  Lust,  sich  um  alte  Geschichten  zu  kümmern  und  seine  Zeit 
mit  dem  Studium  veralteter  und  wertloser  Ansichten  zu  verlieren.  Jede 
junge,  kräftige  Wissenschaft  ist  danach,  wie  überhaupt  die  Jugend, 
unhistorischen  Sinnes,  und  es  ist  ein  sicheres  Zeichen  des  Alters, 
wenn  eine  Wissenschaft  in  historischen  Erinnerungen  zu  schwärmen  anfängt. 

Indessen  ist  eine  solche   Übertragung  der   menschlichen  Begriffe   von 
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Jung  und  Alt  anf  eine  sich  ohne  Ende  fortentwickelnde  Wissenschaft  doch 
nie  gerechtfertigt.  Eine  Wissenschaft  ist,  wie  die  Götter  Griechenlands, 
immer  alt  und  jung  zu  gleicher  Zeit,  je  nachdem  man  sie  in  Bezug  auf 
ihre  Vergangenheit  oder  Zukunft  betrachtet;  immer  hat  die  Wissenschaft, 
wie  das  Alter,  eine  grofse  Vergangenheit  hinter  sich  und,  wie  die  Jugend, 
eine  grofse  Zukunft  vor  sich.  Schon  die  griechischen  Naturphilosophen  sahen 
ihre  Wissenschaft  jedenfalls  mit  Recht  ftLr  sehr  alt  an  und  Aristoteles 
z.  B.  zitiert  in  seinen  Werken  häufig  die  Meinungen  der  „Alten''  Über 
das  vorliegende  Thema.  Wir  aber  halten  heutzutage  nach  mehr  als  zwei- 
tausendjähriger Entwicklung  noch  dafELr,  dafs  die  Naturwissenschaften  in 
frischester  Jugendblüte  begriffen  seien.  Alle  Wissenschaften  müssen 
Janusköpfe  tragen  und  können  ohne  die  Fähigkeit  des  gleichzeitigen  Bück- 
und  Vorwärtsschauens  nicht  in  richtiger  normaler  Weise  sich  ent?rickeln. 
Glücklicherweise  sind  auch  demgemäfs  die  Anlagen  und  Neigungen  der 
wissenschaftlichen  Arbeiter  yerschieden.  Die  Einen  sind  begierig  und  ffüiig 
dem  Neuen  nachzuforschen  und  dieses  hervorzubringen,  das  sind  die  Pioniere 
der  Wissenschaft;  die  Andern  sind  mehr  beflissen  und  mehr  geeignet,  die 
innere  Kultur  der  eroberten  Gebiete  zu  fördern,  das  sind  die  Männer  der 
Gesetze  und  der  Geschichte.  Beide  müssen  nach  ihrer  eigenen  verschie- 
denen Art  verschieden  verwendet  werden.  Nicht  Jeder  kann,  wie  Cäsar, 
Feldherr  und  Geschichtsschreiber  zu  gleicher  Zeit  sein,  aber  beide  sind  sie 
für  die  Entwicklung  der  Menschheit  nötig.  Die  systematische  Durch- 
arbeitung ?rie  die  historische  Darstellung  müssen  sich  zur  Vollendung  der 
Wissenschaft  ergänzen,  und  schädlich  könnte  die  geschichtliche  Behandlung 
nur  wirken,  wenn  dieselbe  zu  sehr  die  systematische  Arbeit  überwucherte, 
aber  auch  das  wäre  kein  Fehler  der  Geschichte  selbst,  sondern  nur  eines 
Müjsbrauchs,  den  man  wohl  in  absehbarer  Zeit  nicht  zu  befOrchten  hat. 

Wesentlicher  xmd  besser  begründet  erscheint  ein  andrer  Versuch  die 
Schädlichkeit  der  Geschichte  der  Wissenschaften  für  die  Entwicklung  ihrer 
Jünger  aus  dem  Charakter  der  Geschichte  abzuleiten.  Den  Urhebern  solcher 
Versuche  wird  die  Geschichte  vor  allem  durch  die  kritische  Natur  ver- 
dächtig, die  ihr  wesentlich  ist,  sowie  durch  die  vielfache  Beschäftigung  mit 
längst  veralteten  Ansichten  und  Theorien,  oder  gar  offenbaren  Irrtümern, 
die  sie  doch  als  oft  hochwichtige  Momente  früherer  Entwicklungsstufen 
nicht  übersehen  darf.  Von  dieser  Seite  aus  erscheinen  allerdings  geschicht- 
liche Betrachtungen  als  eine  nicht  unbedeutende  Gefahr  für  die  sichere 
Aneignung  des  positiven,  materiellen  Wissens,  für  das  richtige  Eingewöhnen 
in  die  Fundamentalanschauungen  der  Wissenschaft,  für  das  feste  Einprägen 
der  gegenwärtig  geltenden  Theorien,  oder  kurz,  als  eine  Gefahr  für  die 
Erweckung  xmd  Erhaltung  der  richtigen  Überzeugung  von  der  unumstöDs- 
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liehen  Autorität  der  Wissenschaft  Es  ist  auch  richtig,  dals  jeder  SchtQer 
zuerst  die  Wissenschaften  autoritativ  und  dogmatisch  aufnehmen,  dafs  er 
von  sichern  oder  wenigstens  für  sicher  gehaltenen  Fundamenten  aus  ge- 
führt werden  mufs,  wenn  er  überhaupt  Sicherheit  und  Klarheit  in  seinen 
Anschauungen  erlangen  soll.  Jedenfalls  darf  der  Schüler  in  der  ersten 
Aufnahme  des  wissenschaftlichen  Materials  nicht  dadurch  gestört  werden, 
dals  er  die  theoretischen  Vorstellungen  gleich  von  yomherein  in  allen 
den  Lichtem  sehen  lernt,  in  denen  sie  jemals  seit  ihrer  Entwicklung  ge- 
schillert, und  dafs  ihm  gleich  von  yomherein  klar  gemacht  wird,  wie  yiel 
und  wie  stark  sich  auch  die  exakten  Wissenschaften  im  Laufe  der  Zeit 
geirrt  haben.  Aber  einerseits  besteht  doch  die  Geschichte  nicht  blolB  aus 
Kritik  und  kann  sich  derselben,  wo  sie  nicht  angebracht  erscheint,  wohl 
enthalten;  und  andererseits  darf  auch  die  Begrenzung  des  Schülers  auf 
eine  bloüs  dogmatische  Aufnahme  der  theoretischen  Wissenschaft  nicht  zu 
weit  ausgedehnt  werden,  wenn  der  Schüler  nicht  zeitlebens  nur  Schüler 
bleiben  und  immer  nur  als  Handwerksgeselle,  nie  als  Meister  arbeiten  soll. 
Wie  weit  man  mit  einer  solchen  übertriebenen  pädagogischen  Beschränkung 
des  Urteils  kommt,  wie  schädlich  ein  solch  übertriebenes  Fernhalten 
von  der  Kritik  der  Entwicklung  der  Wissenschaften  überhaupt  werden 
kann,  das  zeigt  nicht  blols  die  Scholastik  des  Mittelalters,  sondern 
auch  die  der  nachfolgenden  Perioden,  die  Neuzeit  nicht  ausgenommen. 
Die  Geschichte  der  exakten  Wissenschaften,  yor  allem  die  der  Entdeckungen 
und  Erfindungen,  enthält  eine  Menge  yon  Momenten,  die  rein  erzählender 
Natur  zur  Kritik  nicht  herausfordem  und  nicht  yerfuhren  und  die  darum 
auch  im  Anfange  des  Studiums  keine  kritische  Unsicherheit  verursachen, 
sondern  nur  anregend  und  antreibend  wirken  können.  Von  welcher  Zeit 
an  und  wie  weit  daneben  auch  die  historische  Kritik  Berücksichtigung 
finden  soll,  das  hängt  sowohl  vom  Lehrer  wie  vom  Schüler  ab  und 
mufs  zum  guten  Teile  dem  Takte  des  ersteren  überlassen  bleiben. 

Gerade  für  die  Einführung  in  die  Wissenschaft  bietet  die  geschicht- 
liche Behandlung  so  viele  Vorteile  und  erscheint  so  natürlich,  dafs  nicht 
wenige  Lehrer  eine  rein  historische  Methode  für  den  Anfangs- 
unterricht empfohlen  und  mit  gutem  Erfolge  angewandt  haben.  Trotz- 
dem möchte  ich  dieselbe  doch  nicht  in  aller  Strenge  und  voller  Ausschliels- 
lichkeit  gut  heifsen,  denn  die  thatsächlich  geschehene  Entwicklung  der 
Wissenschaften  war  doch  niemals  durch  das  Wesen  der  letzteren  allein, 
sondern  oft  mehr  noch  durch  andere  äuTserliche  Faktoren,  wie  die  zur  Zeit 
herrschenden  religiösen,  nationalen  und  politischen  Zustände,  die  per- 
sönlichen Verhältnisse  der  Bearbeiter,  die  gleichzeitige  Entwicklung  ver- 
wandter Wissenschaften  etc.  bedingt.    Die  historische  Entwicklung  zeigt 
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darum  keineswegs  an  allen  Stellen  den  natürlichsten  und  kürzesten  Zugang 
zu  den  Schätzen  der  Wissenschaft,  sonst  müfste  man  in  den  Gang  des 
Unterrichts  auch  alle  Winkelzüge  der  wissenschaftlichen  Entwicklung, 
die  Drurchg&nge  durch  Afterwissenschaften,  wie  Astrologie,  Alchemie  etc. 
aufnehmen,  was  zwar  nicht  unmöglich,  vielleicht  auch  nicht  schädlich,  aber 
doch  für  die  meisten  Fälle  zeitverschwendend  wäre.  Der  Anfangs- 
unterricht in  den  exakten  Wissenschaften  wird  überhaupt  nicht 
einem  methodischen  Prinzip  nur  in  aller  Strenge  folgen  dürfen, 
sondern  wird,  mehr  eklektischer  Natur,  gemäfs  den  einzelnen  Themata 
sich  bald  rein  auf  die  Beschreibung  beschränken,  bald  mehr  der  histo- 
rischen Entwicklung  folgen  müssen,  wobei  man  den  letztem  Weg 
noch  immer  als  den  natürlichsten  und  darum  verständlichsten  bevor- 
zugen darf. 

Die  Behauptungen  der  Unmöglichkeit  und  Schädlichkeit  können  der 
Geschichtsschreibung  der  exakten  Wissenschaften  kaum  gefährlich  werden, 
weil  das  Bedürfnis  der  wissenschaftlichen  Entwicklung  doch  über  sie  hinaus- 
treibt. Bösartiger  und  nachteiliger  dagegen  ist  die  Bezeichnung  der  histo- 
rischen  Studien  als  eines  für  die  Wissenschaften  selbst  wertlosen  Luxus, 
weil  sie  eine  bequeme  scholastische  Einseitigkeit  der  Forschung  be- 
günstigt, zu  der  so  wie  so  schon  mancherlei  Neigung  vorhanden  ist.  Diesem 
Vorwurfe  müssen  wir  darum  ausführlicher  und  positiver  dadurch  entgegnen, 
dals  wir  die  Notwendigkeit  und  den  Wert  historischer  Forschungen 
für  die  Wissenschaften  direkt  nachzuweisen  suchen. 

Nehmen  wir  das  Allgemeinste  zuerst.  Die  Entwicklung  der  Wissen- 
Schäften  bildet  nur  einen  Teil  der  Entwicklung  des  Menschengeistes 
überhaupt,  aber  einen  der  wichtigsten.  Wer  die  historische  Entwicklung 
der  Wissenschaften  nicht  kennt  und  versteht,  der  wird  auch  die  Entwicklung 
des  Menschengeschlechts  überhaupt  nie  ganz  richtig  beurteilen  können. 
Seit  den  ältesten  Zeiten  zwar  hat  man  als  das  eigentliche  Gebiet  der  Ge- 
schichte immer  nur  die  politische  Historie,  die  Geschichte  der  Staaten- 
bildungen, der  Staatsmänner,  der  Eriegshelden  und  der  Kämpfe  betrachtet 
und  hat  dabei  das  Studium  der  wissenschaftlichen  Entwicklung  für 
unnötig  erachtet.  Doch  ist  leicht  einzusehen,  dafs  selbst  die  politische 
Geschichte  ohne  Berücksichtigung  der  wissenschaftlichen  Entwicklung  in 
vollständigster  Weise  nicht  begriffen  werden  kann,  dab  vielmehr  zur  Er- 
klärung der  politischen  Geschehnisse  ebenso  wie  politische  Mächte  auch 
wissenschaftliche  Kräfte  herangezogen  werden  müssen.  Dafs  in  den 
ältesten  Zeiten  das  letztere  Moment  kaum  hervortrat,  darf  nicht  Wunder 
nehmen,  da  die  Wissenschaften  damals  ihren  jetzigen  allgemeinen  EinfiuTs 
noch  nicht  erlangt  hatten,  sondern  fast  ausschliefslich  die  Sache  einer  kleinen 
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Anzahl  von  Aristokraten  des  Geistes  geblieben  waren.  Wahrscheinlich  aber 
war  auch  im  Altertum  schon  jener  DinfinTs  gröfser,  als  wir  jetzt  noch  be- 
merken können.  WüTsten  wir  mehr  und  Qründlicheres  über  die  Natur- 
und  technischen  Kenntnisse  der  Alten,  vielleicht  dürften  wir  auch  für 
damals  schon  einen  bedeutenderen  Einflufs  der  Wissenschaften  auf  die 
Entwicklung  der  Kulturvölker  konstatieren.  In  der  frühesten  Zeit  waren 
wohl  die  treibenden  Krftfte  fast  ausschlieMich  religiöser,  künstlerischer 
und  sozialer  Natur  oder  traten  doch  in  solchen  Formen  auf.  Je  mehr 
aber  die  Wissenschaften  wuchsen,  je  mehr  sie  vor  allem  nach  der  tech- 
nischen Seite  hin  sich  ausbildeten,  desto  stärker  wurde  umgekehrt  ihre 
Bückwirkung  auf  religiöse,  soziale  und  künstlerische  Vorstellungen  und 
damit  auf  den  Fortschritt  und  das  Leben  der  Menschheit  überhaupt.  Die 
politische  und  soziale  Entwicklung  Europas,  des  hauptsächlichsten  Kultur- 
trägers der  modernen  Welt,  hängt  heutzutage  in  der  Hauptsache  von  seinen 
Zusammenhängen  mit  und  seinen  Gegensätzen  zu  den  anderen  Erdteilen 
ab.  Diese  Verbindungen  und  Gegensätze  aber  beruhen  ihrer 
Stärke  und  ihrem  Charakter  nach  fast  ausschliefslich  auf  der 
Entwicklung  der  exakten  Wissenschaften,  ihrer  Technik  und  den 
darauf  gegründeten  Industrien.  Sagt  man  doch  einzelnen  Völkern  in 
der  Gegenwart  geradezu  nach,  daJGs  sie  friedliche  Verbindungen  wie 
kriegerische  Verwicklungen  nur  nach  dem  Einflüsse  einschätzten,  den  dieselben 
auf  ihre  Industrie  und  ihren  Handel  ausüben  könnten.  Die  zweck- 
mäfsige  Anpassung  der  Völker  für  den  Kampf  ums  Dasein  ge- 
schieht in  unserer  Zeit  vor  allem  auf  technischem  und  wissen- 
schaftlichem Gebiete,  und  selbst  die  Kriegstüchtigkeit  macht 
hiervon  kaum  eine  Ausnahme.  Darum  ist  das  Verständnis  der  wissen- 
schaftlichen Entwicklung  selbst  für  die  politische  Geschichte  eine  notwendige 
Vorbedingung. 

Also  mufs  der  üniversalhistoriker,  so  schliefst  man  von  Seiten  der 
exakten  Wissenschaften  nun  gern  weiter,  auch  die  Geschichte  der  Wissen- 
schaften mit  grofser  Sorgfalt  studieren,  das  ist  ebensosehr  sein  Recht  wie 
seine  Pflicht;  die  Männer  der  Einzelwissenschaften  aber  haben  mit  ihrer 
Geschichte  direkt  nichts  zu  thun  und  sind  in  dieser  Beziehung  zu  nichts 
verpflichtet  Indessen  bedeuten  solche  Aussprüche  doch  weiter  nichts,  als 
dafs  man  die  Sache,  deren  Notwendigkeit  man  im  Vordersatz  schon  zu- 
gegeben hat,  im  Nachsatz  wieder  für  unmöglich  erklärt.  Die  Geschichte 
einer  Wissenschaft  kann  zweckentsprechend  nur  der  schreiben,  der  diese 
Wissenschaft  von  den  Fundamenten  bis  zur  Spitze  völlig  studiert  und  be- 
griffen hat.  Welchen  Grad  von  Genie  aber  mtffete  man  danach  von  einem 
Geschichtsschreiber  verlangen,  der  als  Universalhistoriker  zur  richtigen  Schil- 
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derang  der  Entwickliixig  der  Menschheit  die  EntwickehmgBgesehichte  der 
Wiaseiuchaflen  selbst  originell  und  fandamental  erforschen  sollte?  Es 
kann  nichts  Sichereres  geben  als  den  Satz,  dafs  die  (xeschichte  der  exakten 
Wissenschaften  entweder  Yon  den  Einzelfoncheni  selbst  oder  gar  nicht  ge- 
schrieben wird.  Erst  wenn  die  Eimael Wissenschaften  selbst  ihre  eigene  Ent- 
wicklang studiert  und  geschildert  haben,  kann  auch  der  üniyenalhistoriker 
auf  Gnind  solcher  Stadien  eine  angemessene  Schilderang  der  menschlichen 
Entwicklang  nach  allen  Bichtangen  hin  Tcrsachen. 

Der  thatsächliche  Erfolg  giebt  daTon  deatlich  Zeagnis.  Mehr  and 
mehr  hat  man  in  neuerer  Zeit  die  Geschichte  der  geistigen  Enltar 
in  die  allgemeine  Oeschichtswissenschaft  aufgenommen.  In  den  Werken 
über  Weltgeschichte  sowohl  wie  in  den  speziellen  Tölkergeschichten  finden 
sich  zwischen  den  einzelnen  Teilen  der  politischen  Geschichte  weitere  Ab- 
schnitte zur  Schilderung  des  kulturellen  Fortschritts  an  passenden  Orten 
eingeschoben,  und  nicht  blols  in  rein  wissenschaftlichen  Werken  ist  das 
der  Fall,  auch  manche  Schulbücher  machen  ernsthaft  gemeinte  Versuche 
über  das  gesamte  geistige  Leben  der  einzelnen  Zeitepochen  übersichtlich  za 
referieren.  Leider  kommen  dabei  überall  die  exakten  Wissenschaften 
am  schlechtesten  weg.  Sehr  hftufig  merkt  man,  dafii  diese  Wissenschaften 
auf  unsern  hohem  Schulen  eine  ganz  isolierte,  wenig  beachtete  und 
unzureichende  Stellung  einnehmen,  und  dafe  sie  vielen  Besuchern  dieser 
Anstalten  inuner  fremdartige  und  kaum  begriffene  Erscheinungen  geblieben 
sind.  Die  Abschnitte  in  den  Lehrbüchern  über  die  zeitweilige  Entwicklung 
der  exakten  Wissenschaften  sind  gegenüber  denen  über  die  sogenannten 
Geisteswissenschaften,  Tor  allem  auch  gegenüber  denen  über  Kunst  und 
Künstler,  yon  unterscheidender  Knappheit  und  enthalten  vielfach  weiter 
nichts  als  einige  dürftige  persönliche  Notizen.  Ja  manchmal  sieht  es  sogar 
so  aus,  als  wären  sie  nur  aus  einzelnen  Schul-  und  Studienerinnemngen, 
die  schon  Jahrzehnte  zurückgreifen,  zusammengesetzt.  Die  landläufigsten, 
längst  veralteten  Phrasen,  unwahrscheinliche,  fabelhafte  Entdeckungsge- 
schichten und  Glorifikationen  populär  gewesener,  aber  wissenschaftlich  weniger 
bedeutender  Männer  bilden  den  Inhalt  solcher  Abschnitte,  die  oft  auch  keinen 
anderen  Zweck  als  den  der  äuTsem  Dekoration  haben. 

Man  darf  aus  diesen  Thatsachen  den  Historikern  keinen  Vorwurf 
machen,  wohl  aber  mit  vollem  Becht  den  Männern  der  Einzelwissen- 
schaften, die  der  Geschichte  ihrer  Spezialdisziplinen  selbst  nicht  das  ge- 
nügende Interesse  entgegenbringen.  Es  ist  die  Pflicht  eines  jeden  Menschen, 
der  beansprucht  auf  der  Hohe  seiner  Zeit  zu  stehen,  sich  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  über  die  Entwicklung  und  den  gegenwärtigen  Stand 
der  Kultur   zu    unterrichten.     Das    wird   aber  weniger  dadurch   möglich 
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sein,  dafs  er  alle  Wissenschaften  systematisch  durclistadiert,  da  eben  der 
systematische  Zusammenhang  eine  zweckmäfsige  Begrenzung  schwer  gestattet, 
als  yielmehr  dadurch,  daTs  er  das  historische  Werden  und  Wachsen  der 
Kultur  in  grofsen  Zügen  verfolgt.  Dazu  soll  allerdings  der  üniyersal- 
historiker  durch  die  allgemeine  Kulturgeschichte  in  erster  Linie  be- 
hilflich fein,  aber  eben  diese  Pflicht  wird  er,  in  Bezug  auf  die  Erfahrungs- 
wissenschaften Yor  allem,  nie  genügend  erfüllen  können,  wenn  nicht 
die  Einzelwissenschaften  ihr  Material  historisch  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
selbst  verarbeitet  und  ihre  Geschichte  schon  geschrieben  haben. 

Es  ist  auch  eine  Pflicht  der  exakten  Wissenschaften  gegen  sich 
selbst,  die  Bedeutung  ihrer  geschichtlichen  Entwicklung  für  die  Kultur 
möglichst  weit  verständlich  darzulegen  und  dadurch  das  allgemeine  In- 
teresse wach  zu  erhalten.  Die  exakten  Wissenschaften  stehen  der  All- 
gemeinheit des  schwierigen  Zugangs  und  Verständnisses  halber  ungünstiger 
als  andre  Wissenschaften  gegenüber.  Das  beeinfluTst  nicht  blols  die  Wert- 
schätzung ihrer  selbst,  wie  ihrer  Bearbeiter,  sondern  übt  zuletzt  auch  einen 
hemmenden  Einflufs  auf  ihre  Verbreitung  und  vielleicht  auch  auf  ihr 
Wachstum  aus.  Die  in  manchen  hochgebildeten  Kreisen  uns  auch  in  der 
Gegenwart  noch  immer  gegenübertretende  geringe  Bekanntschaft  mit  den 
exakten  Wissenschaften  könnte  jedenfalls  am  ehesten  durch  eine  passend  ge- 
schriebene Geschichte  der  wissenschaftlichen  Ideen  und  Prinzipien  gebessert 
werden,  die  ein  gutes,  wenn  nicht  das  beste  Teil  der  Wissenschaften  ent- 
hält. Einzelne  erfolgreiche  Versuche,  wie  z.  B.  die  Geschichte  der  in- 
duktiven Wissenschaften  von  Whbwell,  sprechen  stark  dafür. 

Besonders  aufl^ig  und  folgenreich  ist  die  geringe  Beachtung, 
welche  der  Geschichte  der  exakten  Wissenschaften  im  Unterricht  auf 
niederen  wie  höheren  Schulen  zu  teil  wird,  während  doch  gerade  hier 
auf  dieses  im  guten  Sinne  populäre  und  allgemeiner  verbindende  Element 
ein  besonderer  Nachdruck  gelegt  werden  sollte.  In  der  Methode,  wie  in 
dem  ganzen  systematisch-theoretischen  Aufbau  sind  die  empirischen  von 
den  philologischen  Wissenschaften  der  Schule  weit  getrennt;  in  der  Ge- 
schichte aber  berühren  sie  sich  vielfach  in  verschiedenen  Zeiten,  Völkern 
und  einzelnen  Persönlichkeiten,  so  dals  durch  die  Geschichte  der  Wissen- 
schaften vielfache  Verbindungen  und  sogar  eine  gewisse  Einheit  im  Unter- 
richte der  Schule  hergestellt  werden  könnten,  die  sonst  vollständig  fehlen, 
und  die  doch  eine  ganz  allgemeine  nützliche  Überleitung  des  Interesses 
von  einer  Gruppe  der  Wissenschaften  auf  die  andere  sehr  erleichtem. 

Wie  schon  angedeutet,  kann  man  nicht  behaupten,  dafs  die  empirischen 
Wissenschaften  in  dieser  Beziehung  ihre  Pflicht  bis  jetzt  bereits  voll  erfüllt 
hätten.    Von  den  wissenschaftlichen  Akademien  herab  bis  auf  unsere 
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niederen  Schalen  zeigt  sich  eine  Zwiespftltigkeit  der  Bildung,  die 
auf  der  einen  Seite  als  philosophisch-historisch  und  auf  der  andern 
Seite  als  mathematisch-naturwissenschaftlich  bezeichnet  wird.  Mag 
nun  diese  Zwiespftltigkeit  auch  bis  zu  einem  gewissen  Grade  in  der  Methode  und 
noch  mehr  in  der  schulgemftfsen  Entwicklung  der  Wissenschaften  selbst 
begründet  sein,  so  ist  sie  doch,  einerseits  durch  das  kolossale  Anwachsen 
des  Materials  und  andererseits  durch  den  Wegfall  des  y erbind  enden 
Einflusses  der  Philosophie,  die  sich  selbt  nach  jenen  beiden  Richtungen 
zweigeteilt  hat,  yiel  gröfser  geworden,  als  fär  die  Entwicklung  unserer 
modernen  Gresamtkultur  wünschenswert  und  nützlich  ist.  Den  gröfsten 
Schaden  haben  wohl  dabei,  wenigstens  in  Bezug  auf  den  Schulunterricht, 
die  empirischen  Wissenschaften  erlitten,  denn  sie  sind  am  st&rksten  zur 
Seite  gedrtingt  worden,  aber  sie  sind  dabei  auch  insofern  nicht  ohne  Schuld 
geblieben,  als  sie  die  Erforschung  ihrer  eigenen  historischen  Entwicklung 
yemachlässigten  und  dadurch  die  alle  Wissenschaften  ursprünglich  verbin- 
denden Fäden  in  Vergessenheit  geraten  liefsen. 

Alle  andern  haben  mehr  als  die  Naturwissenschaften  für  die  Erkenntnis 
ihrer  historischen  Entwicklung  gethan  und  haben  dadurch  ihre  Bedeutung 
für  die  allgemeine  Geistesbildung  in  steter  Erinnerung  erhalten.  Für  die 
philosophisch-historischen  Wissenschaften  ist  das  allerdings  nicht  weiter 
wunderbar,  ja  hier  erscheint  es  oft  nur  natürlich,  dafs  der  Unterricht  sich 
mehr  auf  die  historische  Entwicklung  konzentriert  und  der  Vortrag  der 
systematisch -theoretischen  Wissenschaft  dagegen  zurücktritt,  oder  dafs  der 
Unterricht,  wie  meist  in  der  Philosphie,  sich  ganz  in  eine  historische  Kriidk 
der  vorhandenen  Systeme  auflöst.  Aber  charakteristischer  Weise  haben  in 
neuerer  Zeit  auch  die  Künste,  die  doch  ebenfalls  an  einen  starken  Fort- 
schritt ihrer  Entwicklung  in  der  Gegenwart  glauben,  sich  mit  allgemeiner 
Zustimmung  und  vielem  Erfolg  auf  das  Studium  ihrer  Geschichte  geworfen. 
Die  meisten  Kunstschulen,  wie  viele  Universitäten  und  technischen 
Hochschulen,  haben  besondere  Professuren  für  Kunstgeschichte  er- 
richtet und  die  Kunsthistoriker  üben  durch  ihre  Kritik  auf  die  Entwicklung 
der  modernen  Kxmst  keinen  geringen  EinfiuTs  aus.  Selbst  einige  Mittel- 
schulen, die  höheren  Töchterschulen  wohl  ausnahmslos,  lassen  Kunst- 
geschichte auf  ihren  Stundenplänen  paradieren,  und  manche  Mütter,  die 
ohne  Verlegenheit  ihre  gänzliche  Unbekanntschaft  mit  dem  Wesen  und  der 
Entwicklung  physikalischer  Instrumente  und  Maschinen,  die  sie  täglich  vor 
Augen  haben,  gestehen,  würden  es  für  eine  Schande  halten,  wenn  ihre 
Töchter  nicht  zu  jeder  Zeit  mit  einem  kleinen  Vortrag  über  eine  beliebige 
längst  ausgestorbene  Malerschule  brillieren  könnt^i. 

In  den    Kreisen   der  Naturwissenschaftler    läTst   man    sich   eine  solche 
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Zurücksetzung  wohl  wenig  kümmern,  ja  manchmal  hat  es  gar  den  Anschein, 
als  oh  man  in  diesen  Kreisen  auf  den  Charakter  der  empirischen  Wissen- 
schaften als  durchaus  modemer  Errungenschaften  zu  stolz  sei,  um  nicht 
der  eigenen  langen  Vergangenheit  und  ihrer  mannigfachen  Fehl- 
schläge  und  Irrtümer  sich  einigermafsen  zu  schämen.  Man  setzt  sich 
darum  wohl  mit  yoller  Absicht  in  einen  Gegensatz  zu  den  andern 
Wissenschaften,  um  das  eigene  ausnahmsweise  schnelle  Vorwärtsschreiten  um 
so  kräftiger  zu  markieren.  Das  aber  hat  eben  auch  seine  Nachteile.  Indem 
die  exakten  Wissenschaften  sich  selbst  isolieren,  rufen  sie  auch  eine  gegen 
sich  gerichtete  Ausschliefsung  hervor,  durch  welche  die  Allgemeinheit  ihres 
Einflusses  und  ihrer  richtigen  Würdigung  vermindert  wird.  Die  exakten 
Wissenschaften  haben  sich  thatsächlich  durch  die  Macht,  die  sie  im  Leben 
der  Völker  wie  des  Einzelnen  ausüben,  eine  einzige  Stellung  und  ein  un- 
begrenztes Ansehen  in  den  weitesten  Kreisen  erworben,  dais  aber  ihre 
Kenntnis  dem  entsprechend  auch  in  der  ganzen  gelehrten  Welt  ver- 
breitet und  ihre  Wertschätzung  eine  ganz  angemessene  sei,  kann  man 
keineswegs  mit  yoller  Sicherheit  behaupten.  Jedenfalls  trifft  man  auch  in 
gelehrten  Kreisen  noch  gar  merkwürdig  schiefe  Ansichten  über  Natur- 
vorgänge und  ihr  Wesen  an,  deren  Beseitigung  doch  wohl  bei  einem  besseren 
AnschluTs  der  exakten  Wissenschaften  an  die  historische  Betrachtung  unserer 
Erkenntnis  eine  beschleunigtere  sein  könnte. 

Gehen  wir  nach  dieser  Besprechung  der  Aufsenstellung  zur  Wür- 
digung des  Einflusses  über,  den  die  Geschichte  auf  die  exakten  Wissen- 
schaften selbst  nach  innen  auszuüben  vermag.  Die  Art  die  Geschichte 
der  exakten  Wissenschaften  zu  studieren  und  darzustellen  kann  eine  mehr- 
fach verschiedene  sein,  und  je  nach  dieser  Art  ist  ihre  Aufnahme 
immer  eine  verschiedene  gewesen.  Dem  Ursprünge  interessanter  wissen- 
schaftlicher Entdeckungen  und  Aufsehen  erregender  Erfindungen  ist 
man  zu  allen  Zeiten  nicht  allein  in  den  Kreisen  der  Fachleute,  sondern 
unter  den  Grebildeten  überhaupt  mit  grofsem  Eifer  nachgegangen,  auch  die 
Persönlichkeiten  und  Lebensumstände  der  Entdecker  und  Erfinder 
haben  immer  die  weitesten  Kreise  in  hohem  Mafse  interessiert.  Aber  diese 
Art  des  historischen  Studiums  hat  meist  einen  zufälligen  und  etwas  di- 
lettantischen Anstrich  gehabt,  weil  die  Wahl  der  dabei  behandelten  Sachen 
und  Personen  immer  weniger  durch  das  Interesse  an  der  wissenschaftlichen 
Entwicklung  als  vielmehr  durch  zufäUige  Modethemata  und  zeitweilig 
herrschende  Sympathien  für  gewisse  Personen  und  Theorien  bestimmt 
war.  Nicht  immer  die  wichtigsten  Momente  wurden  dabei  aus  dem  Flusse 
der  Entwicklung  aufgenommen  und  epochemachende  Faktoren  blieben  bei 

dieser  Art   von   Geschichtsforschung    oft   ganz   unbeachtet.     Die    einzelnen 
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ScHldeniDgen,  ohne  Berücksichtigung  des  historischen  Zasammenhangs  be- 
arbeitet, halten  oft  einer  weitsichtigeren  Kritik  kaum  Stand,  und  die  sagen- 
haften Elemente,  welche  vielfach  aufgenommen  werden,  entziehen  sich  von 
vornherein  der  Eontrole.  Darum  bedarf  diese  Einzelgeschichtschreibung 
so  freudig  und  dankbar  ihre  Mitarbeiterschaft  auch  zu  begrüüsen  ist,  doch 
immer  noch  einer  sorgfältigen  Nachprüfung  durch  eine  weiter  ausholende, 
den  Zusanunenhang  erfassende  und  den  momentanen  Charakter  der  Wissen- 
schaft wohl  berücksichtigende  allgemeinere  Geschichtsforschung. 

Die  Geschichte  der  Entdecker  und  Erfinder  giebt  der  Zeit  wie  der  Ma- 
terie nach  eng  begrenzte  Bilder.  Zeitlich  weiter  greifend,  aber  materiell 
doch  noch  immer  ziemlich  beschränkt,  ist  auch  die  Geschichte  der  ein- 
zelnen wissenschaftlichen  Theorien,  die  darum,  obgleich  unab- 
hängiger als  die  vorige,  doch  immer  noch  der  Gesamtgeschichte  der  betref- 
fenden Wissenschaften  zur  kritischen  Ergänzung  bedarf.  Auch  die  Geschichte 
der  einzelnen  Theorien  ist  schon  inuner  fleifsiger  studiert  und  häufiger 
als  ein  Bedür&is  empfunden  worden.  Der  selbständige  Forscher,  welcher 
sich  lange  Zeit  mit  der  Lösung  einer  Aufgabe  intensiv  beschäftigt,  ist 
durch  verschiedene  Gründe  auf  das  geschichüiche  Studium  derselben  hin- 
gewiesen. Er  mufs  nachsehen,  ob  diese  Aufgabe  nicht  früher  schon  einmal 
ganz  oder  für  den  damaligen  Standpunkt  genügend  gelOst  ist  und  ob  er 
nicht  mit  einer  eigenen  Bearbeitung  derselben  nur  Arbeit  zweiter  Hand 
liefern  würde;  oder  ob  nicht  wenigstens  die  Aufgabe  früher  schon  begonnen 
und  angedeutet  worden,  so  dafs  seine  Arbeit  nur  in  der  Vollendung  und 
besseren  Begründung  der  Lösung  zu  bestehen  braucht;  oder  ob  nicht  im 
schlimmsten  Falle  die  geplante  Lösung  bereits  als  irrtümlich  oder  gar  un- 
möglich nachgewiesen  ist  Durch  solche  Studien  aber  wird  der  Forscher 
von  selbst  wohl  in  den  meisten  Fällen  so  viel  reines  Interesse  an  der  frü- 
heren Entwicklung  der  fraglichen  Theorie  gewinnen,  dafs  er  nicht  allein 
diese  speziell,  sondern  auch  die  andern  gleichzeitig  entstandenen  xmd  gegen- 
seitig sich  beeinflussenden  Theorien  mit  studiert  und  kritisiert  Viele  der 
bedeutendsten  Gelehrten  haben  durch  die  Veröffentlichungen  solcher  Studien 
nicht  blofs  der  Wissenschaft  Dienste  geleistet,  sondern  auch  das  Verständnis 
und  die  allgemeine  Würdigung  ihrer  eigenen  Arbeit  sehr  erleichtert  und 
beschleunigt. 

Eine  dahin  zielende  geschichtliche  Einleitung  sollte  jeder  Autor 
seiner  Arbeit  vorausschicken,  und  er  sollte  dabei  nicht  unterlassen,  die 
Entwicklung  und  Entstehung  seiner  Arbeit  gleich  mit  zu  schildern, 
so  sehr  ihm  vielleicht  auch  das  Oflenlegen  der  eigenen  Gedankengänge, 
erfolgreicher,  aber  besonders  auch  erfolgloser,  widerstehen  mag.  Niemand 
kann  den  Schaden,   welchen  eine  Unterlassungssünde  des  Autors   in  dieser 
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Beziehung  verursacht,  der  Wissenschaft  gegenüber  wieder  völlig  gut  machen, 
und  je  bedeutender  der  Forscher  war,  desto  unersetzlicher  wird  der  Verlust 
sein.  Auch  von  Freunden,  Gesellschafts-  und  Zeitgenossen  erfolgreicher 
Gelehrter  mufs  man  ähnliche  Dienste  erwarten,  denn  sie  vermögen  noch 
aus  eigener  sicherster  Beobachtung  Aufschlüsse  über  die  Entwicklung  wissen- 
schaftlicher Fortschritte  zu  geben,  die  später  auf  keine  Weise  mehr  zu 
erlangen  sind.  Nur  aus  Berichten  von  Zeitgenossen  kann  der  wissen- 
schaftliche Grund  und  die  Stimmung  erkannt  werden,  aus  denen  die 
wissenschaftlichen  Theorien  und  Systeme  hervorwachsen  und  wissenschaft- 
liche Entdeckungen  und  Erfindungen  scheinbar  plötzlich  hervorgebrochen  sind. 

Indessen  sind  die  Geschichten  der  einzelnen  wissenschaftlichen  Theorien 
noch  immer,  auch  in  ihrer  Summe,  noch  nicht  die  Geschichte  der  Wissen- 
schaft selbst.  Die  Arbeiten,  welche  die  geschichtliche  Entwicklung  der 
zeitweilig  geltenden  oder  auch  noch  zur  Geltung  zu  bringenden  Theorien 
behandeln,  haben  einerseits  immer  noch  ein  nur  beschränktes  Gesichtsfeld 
und  nehmen  andererseits,  eben  weil  sie  von  den  in  der  Gegenwart  vor- 
handenen Theorien  ausgehen,  ihren  Beurteilungsmafsstab  nur  aus  der 
Gegenwart.  Die  Geschichte  der  Gesamtwissenschaft  aber  mufs  nicht  blofs 
die  in  Geltung  gebliebenen,  sondern  auch  die  aufgegebenen  Theorien 
mit  in  Betracht  ziehen,  um  die  Entwicklung  richtig  zu  verstehen.  Die  ge- 
schichtlichen Darstellungen  der  einzelnen  Entdeckungen  und  Theorien  müssen 
als  Grundlage  ihrer  Betrachtungen  von  der  Gegenwart  ausgehen,  weil  ihnen 
das  allgemeine  historische  Fundament  fehlt.  Darin  ähneln  diese 
Darstellungen  der  systematisch-theoretischen  Schilderung  der 
Wissenschaft,  die  ebenfalls  von  der  Gegenwart  ausgehend,  zwar  Exkurse  in 
die  Vergangenheit  nicht  zu  scheuen  braucht,  aber  doch  immer  diese  letz- 
tern aus  der  erstem  zu  erklären  sich  bemüht.  Die  Geschichte  hingegen 
versucht  die  Weltanschauungen  der  Vergangenheit  zu  rekon- 
struieren und  aus  ihnen  ein  Verständnis  der  Gegenwart  zu  gewinnen.  In 
diesem  Gegensatze  der  geschichtlichen  gegen  die  systematische  Methode  der 
Forschung  scheint  mir  der  Hauptwert  der  ersteren  als  einer  notwen- 
digen Ergänzung  der  letzteren  zu  liegen. 

Die  systematisch-theoretische  Darstellung  schliesst  mit  der 
Gegenwart  ab  und  stellt  die  Wissenschaft  als  eine  mit  dieser  vollendete 
Sache  vor,  die  ihren  Zusammenhang  nur  in  sich  selbst  hat.  Alle  in  der 
Vergangenheit  liegenden  Entwicklungsmomente  können  dabei  auTser  Be- 
tracht bleiben.  Denn  entweder  haben  sie  sich  als  wahre,  bleibende  Er- 
rungenschaften erwiesen,  dann  sind  sie  in  der  systematischen  Wissenschaft 
gegenwärtig  noch  vollkommen  erhalten;  oder  sie  beruhten  nur  auf  seitdem 
erkannten  Fehlem  und  Irrtümern,  dann   ist  ihre  Berücksichtigung  für  die 
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Gegenwart  unnütz  and  vielleicht  sogar  schftdlich.  Auch  weitere  Ansblicke 
in  die  Zukunft,  Ideen  über  eine  mögliche  Weiterentwicklung  darf  man 
von  der  systematischen  Wissenschaft  kaum  erwarten,  denn  dazu  ist  eines- 
teils eine  richtige  Beurteilung  der  Vergangenheit  nötig  und  andemteils  st^t 
die  Überzeugung  von  der  Vollkommenheit  der  Gegenwart  ihnen  hindernd 
entgegen. 

Es  ist  nur  menschlich  natürlich,  daüs  jede  Gegenwart  sich  selbst  eine 
gewisse  Vollendung  zuerkennt,  die  alle  Vergangenheit  übertrifft  und  einer 
ergänzenden  Zukunft  nicht  bedarf.  Forscher  wie  Lehrer  der  Wissen- 
schaften sind  mit  wachsendem  Erfolg  ihrer  Thfttigkeit  in  immer 
wachsender  Versuchung  die  gegenwärtige  Wissenschaft  als 
vollendet  und  unveränderlich  zu  behandeln  und  jedem  Versuche 
einer  Umgestaltung  oder  einer  Ersetzung  älterer  geltender  Theo- 
rien durch  neuere  eine  Zeitlang  wenigstens  entgegenzutreten. 
Der  originelle  Forscher  hat  sich  die  Theorien  gewählt  oder  selbst  kon- 
struiert, die  seinen  Erfahrungen  am  besten  entsprechen;  wie  weit  er  davon 
zu  Gunsten  neuer,  fremder  Theorien  abgehen  wiU,  das  hängt,  aulser  von 
der  Güte  und  Überzeugungskraft  dieser  Theorien  selbst,  auch  noch  von  der 
Weite  seines  Blicks,  seinem  Egoismus  und  seiner  Anlage  zur  Herrschaft  ab. 
Meist  wird  er  es  doch  als  eine  Art  von  Niederlage  empfinden,  wenn  er 
neuen  fremden  Theorien  den  Vorzug  vor  eigenen  oder  doch  von  ihm  an- 
erkannten und  benutzten  zugestehen  muTs. 

Fast  noch  stärker  aber  als  der  originelle  Forscher  erscheint  der  Lehrer 
an  das  Dogma  von  der  VoUkonmienheit  der  gegenwärtigen  Wissenschaft 
gebunden.  Nehmen  wir  an,  dals  der  Lehrer  neben  seinem  pädagogisch- 
methodischen Fortschreiten  auch  noch  Zeit  findet,  dem  Fortschreiten  der  zu 
lehrenden  Wissenschaft  selbst  zu  folgen,  so  fragt  es  sich  immer  noch,  wie 
weit  er  diese  Fortschritte  auch  seinen  Schülern  nahe  bringen  will.  Für  das 
Verständnis  und  das  Interesse  des  Schülers  ist  in  erster  Linie  ein 
einfaches,  festes  und  klares  System  nötig,  das  durch  keine  Va- 
rianten verdunkelt  und  durch  keine  Ungewifsheiten  unsicher  wird; 
ohne  die  Einfachheit  haftet  dasselbe  nicht  im  Kopfe  des  Schülers  und 
Zweifel  an  der  Sicherheit  setzen  die  Lembegierde  meist  auf  ein  Minimum 
herunter.  Lembegierde  ist  immer  mit  einem  gewissen  Enthusiasmus  ver- 
bunden, der  kritische  Ausstellungen  und  Hinweise  auf  Schwächen  und  ün- 
vollkommenheiten  des  Lehrgegenstandes  nur  schlecht  verträgt.  Auf  allen 
Gebieten  der  Wissenschaften  sind  die  verehrtesten  und  darum  auch  er- 
folgreichsten Lehrer  immer  die  gewesen,  die  mit  festester  Über- 
zeugung und  gröfster  Sicherheit,  oder  wenigstens  mit  dem  Anschein 
solcher,  ihre  Lehren  vortrugen.     Nun  kann   der  Lehrer,   und  er  mufs  es, 
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wenn  er  seine  Pflicht  ganz  erfüllen  will,  für  sich  selbst  an  dem  vorzu- 
tragenden Lehrstoff  eingehendste  und  vollwichtigste  Kritik  üben  und  doch 
denselben  seinen  Schülern  mit  gröfster  Sicherheit  und  ohne  jeden  Schein 
des  Zweifels  vorfuhren,  immerhin  wird  die  Gefahr  sehr  nahe  liegen,  die 
Sicherheit  des  Vortrages  bei  vielen  Wiederholungen  unwill- 
kürlich auf  das  Vorgetragene  selbst  zu  übertragen  und  das  viel- 
leicht um  so  mehr,  je  mehr  Wert  auf  die  methodische  Vollkommenheit 
gelegt  wird.  Dabei  mufs  aber  nicht  blofs  die  Wissenschaft,  sondern  auch 
der  Unterricht  zuletzt  selbst  Schaden  leiden. 

Aller  Unterricht  in  den  Wissenschaften  strebt  nach  zwei 
Idealen,  der  festen  Einprägung  von  positivem  Wissen  und  der 
Erziehung  zu  freier  selbstftndiger  Prüfung;  das  erste  wird  am 
besten  durch  einen  scholastisch-dogmatischen  Vortrag  der  systematischen 
Wissenschaft,  das  zweite  durch  eine  historisch-kritische  Behandlung  der  Ent- 
wicklung der  Wissen'Schaften  erreicht.  Beide  Methoden  des  Unterrichts  ge- 
hören zusammen  und  ergänzen  einander  in  notwendiger  Weise,  werden  aber 
vielfach  doch  einseitig  bevorzugt.  Legt  man  den  Hauptwert  auf  die  prak- 
tische Verwendung  der  Wissenschaft,  auf  ein  immer  bereites,  zur  technischen 
Verwendung  nutzbares  Wissen  und  Können,  so  ist  die  dogmatische  Lehr- 
methode ohne  Frage  vorzuziehen.  Hat  man  aber  die  Wissenschaft  als 
solche  besonders  im  Auge,  soll  der  Schüler  auch  selbst  einmal  ein  Meister 
der  Wissenschaft  werden,  so  wird  man  der  kritisch-historischen  Me- 
thode den  Vorzug  geben.  Aufsichtsbehörden  und  Praktiker,  denen 
es  vor  allem  auf  eine  leichte  Übersichtlichkeit  der  Erfolge  ankommt, 
begünstigen  meist  die  erstere  Lehrmethode.  Lehrer  aber,  die  ihi-e  Schüler 
nicht  blofs  zu  Nachahmern  und  Handwerkern,  sondern  auch  für  selbständige 
Ar1)eit  vorbilden  sollen,  bedürfen  eines  feinen,  schwer  zu  erwerbenden  Taktes, 
um  beide  Methoden  in  richtiger  Weise  mit  einander  zu  verbinden. 

Jedenfalls  ist  das,  was  der  Lehrer  in  dieser  Bichtung  zu  Ungunsten 
der  letzteren  Methode  sündigen  sollte,  schwer  wieder  gut  zu  machen,  und 
viele  nicht  besonders  veranlagte  Geister  finden  wohl  nach  einem  rein  dog- 
matischen Unterricht  niemals  den  Weg  zu  einer  eigenen  angemessenen  und 
tiefer  gehenden  Kritik.  Jede  theoretische  Wissenschaft  hebt  mit  Axiomen 
an,  die  nur  nach  gewissenhafter  Prüfung  ihres  Sicherheitsgrades  als  wahr 
angenonmien  werden  dürfen.  Dem  Schüler,  der  einer  solchen  Prüfung 
noch  nicht  fShig  ist,  muDs  die  Autorität  des  Lehrers  dieselbe  ersetzen, 
und  diese  Autorität  wirkt  oft  mächtiger  als  eine  eigene  Überzeugung, 
weil  bei  der  letzteren  sowohl  die  Gründe  für  als  wider  erwogen,  bei 
der  ersteren  aber  alle  widersprechenden  Momente  mit  Absicht  unter- 
drückt werden.    Einen  gewissen  Dogmatismus  kann  auch  der  kritische 
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Forscher  nicht  entbehren,  der  nur  darin  keinen  Schaden  anrichten  kann, 
weil  er  in  seiner  hypothetischen  Natnr  erkannt  ist.  Absolut  dem 
Fortschritt  hinderlich  aber  ist  jener  scholastische  Dogmatismus, 
der  die  Autorität  der  Schule  als  vollgültigen  Grund  seines  Wis- 
sens anerkennt,  ohne  init  BewuTstsein  die  Stftrke  dieses  Grundes  unter- 
sucht zu  haben,  ja  ohne  nur  ein  Bedürfnis  nach  einer  solchen  Untersuchung 
zu  fühlen. 

Die  böse  Bolle,  welche  die  Scholastik  im  Mittelalter  gespielt  hat,  wird 
oft  mit  viel  Entrüstung  erwähnt,  aber  mancher,  der  sich  in  dieser  Rich- 
tung gar  nicht  genug  zu  thun  weiTs,  steckt  selbst  noch  tief  in  einem 
Scholasticismus,  der  nur  moderne  Formen  angenommen  hat.  Gerade  da, 
wo  man  die  Vergangenheit,  von  der  man  nichts  zu  lernen  vermag,  mit 
gröfster  Verachtung  behandelt,  wo  man  der  Gegenwart  erst  die  Ent- 
deckung der  allein  wahren  wissenschaftlichen  Methode  und  der  dar- 
aus resultierenden  vollendeten  Wissenschaft  zuschreibt,  wo  man  für  die 
Zukunft  vielleicht  noch  einige  Anfügungen  und  Fortbildungen,  aber  keine 
fundamentalen  Umgestaltungen  der  Anschauungen  mehr  als  mSg- 
lieh  anerkennt,  gerade  da  ist  man  unbewufst  dem  Scholasticismus  am 
nächsten. 

Der  Scholasticismus  bildet  immer  ein  tragisches  Moment  in 
der  Wissenschaft.  Nicht  blols,  dafs  er  die  Entwicklung  der  Wissenschaft 
hemmt  und  zeitweise  ganz  zum  Stillstand  bringt,  auch  die  einzelnen 
Forscher,  besonders  die  genialen,  werden  von  ihm  oft  auf  lange  Zeit 
gehindert  oder  ganz  unterdruckt  und  um  die  ihnen  gebührende  Anerkennung 
und  den  notwendigen  Einflufs  gebracht.  Aus  der  Scholastik  vor  allem  ent- 
springt jener  geistige  Hochmut,  der  ohne  innere  sachliche  Grunde  das 
Gute  und  Bessere  nur  darum  verwirft,  weil  es  nach  der  sanktionierten 
Schul theorie  nicht  zu  begreifen  ist,  oder  auch  nur  nicht  nach  der  rich- 
tigen Methode  gewonnen  erscheint.  Und  dieser  Scholasticismus  wirkt  um 
so  nachteiliger,  je  bequemer  er  ist.  Neue  Theorien  nach  ihrem  inneren 
Werte  zu  beurteilen,  dazu  gehört  eine  dem  Autor  selbst  kongeniale  Natur, 
und  oft  ist  ein  richtiger  Entscheid  erst  nach  längerer  allgemeiner  Prüfung 
möglich.  Die  Theorie  dagegen  auf  ihre  Übereinstimmung  oder  Nichtüber- 
einstimmung mit  den  Lehren  der  Schule  zu  untersuchen,  dazu  ist  nur  eine 
genaue  Kenntnis  dieser  letzteren  oder  auch  nur  ein  gewisser  Instinkt  für 
das  der  Schule  Angemessene  erforderlich.  Scholastisch  angehauchte  Ge- 
lehrte sind  darum  zu  allen  Zeiten  die  schnell-bereitesten  und  sichersten,  aber 
auch  die  starrsinnigsten  und  erbarmungslosesten  Kritiker  gewesen. 

Man  mufs  zugeben,  dafs  der  Scholasticismus  auch  Nutzen  bringen 
kann  und  bis  zu  einem  gewissen  Gi*ade   seine  Berechtigung  hat.     Neue, 
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aufstrebende  Theorien  gleichen  jungen  Pflänzchen,  deren  Bewurzelung  oft 
noch  80  zart  ist,  dafs  wohl  der  kundige  G&rtner  ihr  Leben  sichern,  dafs 
aber  ein  nur  einigermadBen  rauher  Wind  sie  yieUeicht  in  ihrem  Wachstum 
zum  Stillstand  bringen  oder  auch  gänzlich  vernichten  kann.  Für  solche 
Pflänzchen  bildet  wohl  der  Scholasticismus,  wenn  er  sich  ihrer  annimmt, 
ein  Schutzhaus,  das  sie  so  lange  bewahrt,  bis  sie  durch  vielfache  Pflege 
und  Unterstützung  erstarkt,  auch  einem  scharfen  Klima  zu  trotzen  ver- 
mögen. Aus  diesem  Grunde  haben  kluge  Forscher  zu  allen  Zeiten  und 
vielfach  mit  Erfolg  veraucht,  ihre  Entdeckungen  und  originellen  Theorien 
dem  Scholasticismus  als  vollkommen  angemessene  Produkte  der  geltenden 
Schule  unterzuschieben,  auch  wenn  dieselben  nur  äufserlich  etwas  nach  den 
Schulformen  zugestutzt  und  sonst  wesentlich  gegnerischer  Natur  waren. 
Leider  ist  der  Scholasticismus  immer  mehr  beflissen,  gesunden  Nachwuchs 
zu  ersticken  und  längst  Verrottetes  zu  bewahren,  als  Neues  und  Frucht- 
bares in  eigene  Pflege  zu  nehmen,  weil  er  seiner  ganzen  Natur  nach  der 
Ruhe  und  Beharrung  besonders  zugeneigt  ist,  und  es  immer  eines 
günstigen  kräftigen  Gegengewichts  bedarf,  um  die  schädlichen  Wirkungen 
dieser  Beharrungskraft  aufzuheben. 

Ein  solches  dem  Scholasticismus  entgegenwirkendes  Prinzip 
ist  die  Geschichte,  welche  im  Gegensatz  zu  dem  Bilde  des  Stillstandes, 
das  sich  die  Scholastik  ausmalt,  die  Wissenschaften  im  steten  Flusse,  in 
nie  zu  vollendender  Entwicklung  zeigt.  Dieser  Gegensatz  tritt  auch 
überall  deutlich  hervor  und  wird  auf  den  beiden  Seiten  fast  instinktiv 
gefühlt  Wo  der  Scholasticismus  herrscht,  da  ist  die  Geschichte  verpönt 
oder  darf  doch  nur  in  verkümmerter  Form,  als  Entwicklungsgeschichte  der 
Schulmeinungen,  gelehrt  werden.  Umgekehrt,  wo  man  die  Geschichte  der 
Wissenschaften  allgemein  und  unbehindert  studiert,  da  ist  die  Herrschaft 
einer  veralteten  Scholastik  auf  die  Daner  nicht  mehr  zu  halten.  Man  hat 
wohl  öfter  der  Geschichte  der  Wissenschaften  einen  reaktionären  Charakter 
zugeschrieben,  in  Wahrheit  könnte  man  ihr  ebenso  gut  revolutionäre  Nei- 
gungen andichten,  denn  ihre  Aufgabe  ist  die  Schilderung  des  ewigen  Über* 
gangs  vom  Alten  zum  Neuen,  des  unendlichen  Werdens. 

In  diesem  negativen,  antischolastischen  Momente  liegt  ein  Haupt- 
wert der  Geschichte,  doch  entbehrt  sie  auch  eines  direkten  positiven 
Einflusses  auf  die  Zukunft  der  Wissenschaft  nicht.  Die  Entwicklung 
einer  Wissenschaft  gleicht  einer  krummen  Linie  oder  gekrümmten  Fläche, 
deren  Gesetz  oder  mathematische  Formel  nicht  bekannt  ist,  und  die  man 
darum  auch  nicht  genau  konstruieren  kann.  Je  mehr  man  aber  Punkte 
derselben,  je  genauer  man  eines  ihrer  Stücke  kennen  lernt,  mit  desto 
gröfserer  Genauigkeit  wird  es  auch  möglich  sein,   ihre  Fortsetzung    nach 
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rückwärts  und  vorwärts  zu  erraten  und  die  Bichtung  ihres  Laufes  bis  auf 
einige  Entfernung  hin  anzugeben.  Wer  die  geschichtliche  Entwicklung  der 
Wissenschaft  in  einer  gewissen  Zeitperiode  genau  erkannt  und  yerstanden 
hat,  der  mufs  daraus  mit  ziemlicher  Sicherheit  auf  die  Tendenz  der  Ent- 
wicklung in  der  nächsten  Vergangenheit  und  Zukunft  zu  schlie&en  yer- 
mOgen;  der  mufs  ceteris  paribus  am  besten  in  der  Lage  sein,  die  Angaben 
zu  erkennen,  welche  die  fortschreitende  Wissenschaft  der  Forschung  stellt 
und  der  ¥rird  auch  am  ehesten  eine  Idee  über  die  Art  der  Lösungen  zu 
fassen  im  Stande  sein.  Die  systematische  Wissenschaft  giebt  nnr 
Punkte  aus  der  Entwicklungslinie,  die  Geschichte  versucht  diese 
•zur  Linie  selbst  zu  ergänzen.  Die  systematische  Wissenschaft  fafst  die 
Wissenschaft  in  einzelnen  zeitlichen  Momenten,  die  Geschichte  fügt  die 
Richtung  oder  Tendenz  des  Fortschreitens  hinzu.  Die  GesamtwissenschafL 
aber  kann  nicht  nur  die  einer  einzelnen  Zeit  sein,  sondern  mufs  alle  Ent- 
wicklungsmomente in  sich  enthalten.  Darum  ist  die  Geschichte  der 
Wissenschaften  den  letzteren  nicht  blofo  interessant  und  nützlich, 
sondern  neben  den  systematisch  •  theoretischen  Bearbeitungen  auch  not- 
wendig. 

Dabei  mufs  freilich  vorausgesetzt  werden,  daÜB  auch  die  Art  Ge- 
schichte zu  schreiben  eine  angemessene  ist,  und  dafs  wirklich  die 
Entwicklung  im  allgemeinen  erfafst  wird,  d.  h.  dafs  der  historische 
Zusammenhang  richtig  erkannt  und  alle  Thatsachen,  nicht  blois  die 
einer  gewissen  Schulmeinung  günstigen,  in  ihrer  Bedeutung  unparteiisch 
gewürdigt  werden.  Wir  haben  schon  zugegeben,  dafs  die  chronikenartig^ 
Berichterstattung,  die  biographischen  Schilderungen,  wie  die  juridisch-philo- 
logischen  Prioritätsverhandlungen  für  die  Geschichte  der  Wissensehaften 
förderlich  imd  von  unersetzlichem  Nutzen  sind;  fGoc  den  eigentlichen  Fort- 
schritt und  das  innere  Verständnis  aber  haben  sie  geringeren  Wert  und 
die  zuletzt  besprochenen  hohen  Dienste  können  sie  den  Wissenschaften 
keineswegs  leisten.  Es  ist  jedenfalls  interessant  und  belehrend,  wenn  in 
ausführlichen  geschickt  verfafsten  Abhandlungen  der  erste  Autor  einer 
epochemachenden  Erfindung  oder  Entdeckung  unzweifelhaft  festgestellt  wird, 
fdr  das  Verständnis  des  Wesens  der  wissenschaftlichen  Entwicklung  aber 
würde  in  den  meisten  dieser  Fälle  eine  richtige  Schilderung  des  wissen- 
schaftlichen Charakters  der  betreffenden  Zeit  und  des  betreffenden  Ortes 
wichtiger  sein  als  der  Name  des  Erfinders,  wenn  nicht  dessen  Name  etwa 
schon  selbst  ein  ganzes  wissenschaftliches  Progranun  bedeutet. 

Auch  die  scholastische  Methode  der  Geschichtsschreibung,  welche 
wohl  den  Zusammenhang  der  Entwicklungen  zu  kennzeichnen  verspricht, 
aber  doch  nur  die  zur  Zeit  in  der  Schule  geltenden  Theorien  berücksichtigt 
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hat  für  die  Wissenschaft  nicht  den  Nutzen,  den  sie  haben  könnte.  Die 
scholastische  Geschichtsschreibung  erhebt  zwar  häufig  den  Anspruch  die 
einzig  richtige  und  sichere  Art  der  Geschichtsschreibung  zu  sein,  aber  ihrem 
ganzen  Charakter  und  ihren  ausgesprochenen  Zielen  nach  kann  sie  das  nie 
werden,  weil  sie  nur  unvollständige  und  darum  einseitige  Anschauungen 
vermittelt  und  so  die  wahre,  thatsftchliche  Entwicklung  oft  mehr  verdunkelt 
als  erleuchtet.  Die  scholastische  Historie  mag  vielleicht  direkt  aus  den 
Quellen  schöpfen  und  kann  dabei  doch  zu  falschen  Bildern  kommen,  weil 
sie.  nicht  alle  Quellen  und  selbst  die  in  Betracht  gezogenen  nur  ein- 
seitig benutzt.  Sie  will  allerdings  Entwicklung  schildern,  aber  doch  nur 
die  der  gegenwärtig  herrschenden  Schultheorien,  während  sie  alle  andern 
Theorien,  mögen  sie  auch  zu  ihrer  Zeit  den  gröfsten  EinfluTs  geübt  haben, 
gänzlich  zu  vernachlässigen  pflegt.  Am  allerwenigsten  von  allen  kann  man 
die  scholastischen  Geschichtsschreiber  als  kompetent  zur  Beurteilung  wissen- 
schaftlicher Theorien  anerkennen,  denn  gröfser  noch  als  in  der  systematisch- 
theoretischen  Wissenschaft  ist  die  Blindheit  der  Scholastik  in  der  Geschichte. 
Dort,  in  der  Gegenwart,  drängen  sich  doch  die  feindlichen  Systeme  der 
Beachtung  noch  unabweisbar  auf  und  lassen  sich  nicht  ohne  weiteres  tot- 
schweigen; hier  aber  in  der  Vergangenheit  reichen  die  ausgelebten  Systeme 
gar  nicht  direkt  an  den  Forscher  heran  und  müssen  erst  zweckbewuTst  von 
dem  sie  verdeckenden  Staub  und  Geröll  befreit  werden. 

Die  experimentellen  Wissenschaften  haben  in  den  letzten  Jahr- 
hunderten eine  .solche  Kraft  des  Fortschritts  gezeigt,  sie  haben  eine 
solche  Menge  grofs artiger  Erfolge  errungen,  dafs  man  in  der  Neuzeit 
vielfach  alle  Kraft  des  wissenschaftlichen  Fortschritts  nur  dem  geschickten 
Experiment  hat  zuschreiben  und  die  Wirksamkeit  genialer  Ideen  ganz 
übersehen  wollen.  Diese  Meinung  hat  sich  dann  nach  gut  scholastischer 
Art  auch  nicht  selten  dem  Geschichtsschreiber  der  Wissenschaften  mitgeteilt. 
Ideenreiche  Geister,  die  zwar  nicht  selbst  neue  experimentelle  Ent- 
deckungen erzielten,  die  aber  doch  zu  ihrer  Zeit  durch  die  Zusammenfassung 
der  von  andern  erlangten  Beobachtungsresultate  zu  theoretischen  Systemen 
einen  ungeheuren  Einflufs  auf  die  wissenschaftliche  Entwicklung  aus- 
übten, hat  man  demgemäfs  mit  dem  Fluche  der  Vergessenheit  bedeckt 
und  öfters  ihre  blofse  Erwähnung  in  der  Geschichte  als  ein  Zeichen  von 
unwissenschaftlichem  Geiste  angesehen.  Ja  selbst  unzweifelhaft  er- 
folgreiche Experimentatoren  wurden  wohl  gern,  wenn  sie  zur  Erklärung  der 
Erscheinungen  weitergehende  hypothetische  Elemente  aufzunehmen 
sich  nicht  enthalten  konnten,  einer  geheimen  Neigung  zu  phantastischen 
Abweichungen  von  der  allein  richtigen  wissenschaftlichen  Methode  angeklagt 
und   danach   der  Erwähnung   in   der   echten  Wissenschaft   nicht  mehr  für 
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unzweifelhaft  wert  gehalten.  Wer  aber  der  Geschichte  der  Wissenschaften 
mit  unparteiischer  Aufmerksamkeit  folgt,  der  mufs  ohne  Weigern  zugeben, 
dafs  z.  B.  ohne  ein  gründliches  Studium  des  verlästerten  Natorphilosopbei: 
Descartes,  an  dessen  Gegnerschaft  die  neuzeitliche  Physik  sich  entwickelte, 
auch  diese  selbst  nicht  richtig  verstanden  werden  kann,  und  dafs  sich  dit 
NEWTON'sche  Physik,  zu  der  die  Physiker  sich  gegenwärtig  noch  znm 
gröfsten  Teile  bekennen,  sich  nicht  richtig  schildern  läJjBt  ohne  eine  gründ- 
liche Bekanntschaft  mit  dem  DESCARTEs'schen  Weltsystem,  das  Newton 
ein  halbes  Jahrhundert  lang  bekämpfte.  Wer  durch  geschichtliche  Studien 
sich  davon  überzeugt,  wie  vollständig  die  kinetischen  Theorien  der 
Schwere  und  des  Lichts  durch  so  geniale  Physiker  und  Matheifliatiker 
wie  Hocke,  Hutoens,  Euler  u.  a.  im  17.  und  18.  Jahrhundert  schon  ent- 
wickelt waren,  wie  vollständig  sie  dann  aber  durch  die  NEWTON^sche  Physik 
aus  dem  Gesichtskreis  und  fast  auch  aus  dem  Gedächtnis  der  Physiker 
verdrängt  schienen  und  wie  sie  doch  im  letzten  Jahrhundert  wenigstens 
teilweise  wieder  den  unbestrittenen  Sieg  an  ihre  Fahnen  heften  konntem 
der  wird  auch  nicht  so  sicher,  wie  es  manchmal  scheint,  darüber  sein 
dürfen,  dals  unter  den  vergangenen  xmd  vernichteten  Hypothesen  nich 
doch  noch  einige  sind,  die  später  in  neubearbeiteter  und  verbesserter 
Ausgabe  wieder  aufleben  können. 

Die  scholastische  Art,  das  Werden  der  Wissenschaft  als  eine  £nt- 
wicklxmg  zu  schüdem,  die  nur  die  gegenwärtige  Wissenschaft  zum  Ziele 
gehabt  und  mit  dieser  ihr  natürliches  Ende  erreicht  hat,  ruft  leicht  jene 
schädliche  Selbstgenügsamkeit  hervor,  die  an  dem  wissenschaftlidien 
Fortschritt  nur  zu  be wundem  weifs,  wie  herrlich  weit  wir  es  gerade  in 
der  Gegenwart  gebracht,  und  die  kaum  ein  Bedürfnis  des  Fortschreitens 
mehr  empfindet. 

Glücklicherweise  aber  trägt  jede  Art  der  Geschichtschreibung  ancb 
die  scholastische,  ein  ihre  Schäden  korrigierendes  Moment  schon  in  sieh. 
Indem  die  Geschichtsforschung  das  wissenschaftliche  Werden  zn  ergründen 
versucht,  ist  sie  gezwungen  vor  allem  zu  erforschen,  welche  Einflüsse  die 
verwandten  Wissenschaften,  DiszipUn  und  Theorien  auf  einander  ausüben 
und  findet  so  genügende  Veranlassung  alle  treibenden  Momente  in  dei 
Entwicklung  zu  beobachten.  In  diesem  leisen  Zwange,  den  die  Geschichts- 
forschung zu  allen  Zeiten  ausübt  und  ausgeübt  hat,  scheint  mir  ihr  Haupt- 
wert für  die  Wissenschaft  selbst  zu  liegen. 

Diesen  Satz  und  damit  den  Wert  der  Geschichtsforschung  wird  man 
aber  wohl  auch  kaum  ernstlich  bestreiten,  man  wird  vielleicht  im  Gegen- 
teil den  vorhergehenden  Ausführungen  den  Vorwurf  machen,  dafs  sie  zu 
schwarz  gemalt  und  den  exakten  Wissenschaften  Unterlassungssünden  zu- 
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geschrieben  haben,  die  diese  niemals  begangen.  Das  wäre  allerdings  ein 
Vorwurf,  der  mir  hier  an  dieser  Stelle  besonders  schmerzlich  sein  würde. 
Denn  der  Mann,  dem  diese  Abhandlung  gewidmet  ist,  hat  nicht  blofs  selbst 
unter  allgemeinem  Beifall  an  einem  Beispiel  gezeigt,  wie  Geschichte  der  ex- 
akten Wissenschaften  geschrieben  werden  soll,  sondern  auch  allgemein  als  Mit- 
redakteur der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  die  historische  Er- 
forschung der  exakten  Wissenschaften  aufis  Mächtigste  gefördert.  Unser 
Zeitalter  bezeichnet  sich  allerdings  wissenschaftlich  gern  als  ein  rein 
modernes,  doch  läfst  sich  schwer  verkennen,  dafs  es  trotzdem  mit  Erfolg 
bemüht  ist,  besonders  nach  methodischer  Seite  hin,  seine  historischen 
Anschauungen  zu  erweitern  und  zu  vertiefen.  Die  historisch- 
kritischen Darstellungen  der  Entwicklung  der  exakten  Wissenschaften  und 
ihrer  Teile,  welche  in  letzter  Zeit  mehrfach  erschienen  sind,  zeugen  dafür 
in  nicht  miCszuverstehender  Weise. 

Doch  betrifft  dies  bis  jetzt  nur  mehr  noch  einzelne  besondere  E[reise 
und  die  Allgemeinheit  verhält  sich  gegen  die  historisch-kritische  Erforschung 
der  exakten  Wissenschafben  immer  noch  zum  gröfsten  Teile  interessenlos 
und  ablehnend.  Jedenfalls  hat  der  Verfasser  die  im  vorhergehenden  be- 
kämpften Angriffe  nicht  fingiert,  sondern  wirklichen  Erfahrungen  entnommen. 
Demgemäß  ist  es  dem  Verfasser  auch  an  keiner  Stelle  in  den  Sinn  ge- 
kommen, unsere  Meister  über  den  ihnen  jedenfalls  wohlbekannten  Wert 
der  Geschichte  belehren  zu  wollen,  und  seine  Absicht  war  es  nur  diesen 
Wert  der  Allgemeinheit  der  Forschungsgenossen  in  deutlichster  Weise  vor 
Augen  zu  stellen  und  die  fruchtbare  Verwendung  der  Geschichte  auch  im 
Unterrichte  der  exakten  Wissenschaften  möglichst  eindringlich  zu  empfehlen. 


DIE  UNVERZAGT'SCHEN  LINIENKOORDINATEN. 

EIN  BEITRAG 
ZUR  GESCHICHTE  DER  ANALYTISCHEN  GEOMETRIE 


VON 

FERDINAND  BUDIO 

IK    ZÜRICH. 


Wenn  ich  bei  dem  heutigen  festlichen  Anlasse  auf  eine  Arbeit  meines 
hochTerehrten  ehemaligen  Lehrers  Wilhelm  Unverzagt  zurückgreife,  so  ist 
das  nicht  ganz  zufällig.  War  er  es  doch,  dem  ich  die  erste  persönliche  Be- 
kanntschaft mit  dem  Manne  verdanke,  dem  diese  Blätter  gewidmet  sind. 

Es  war  in  Wiesbaden  auf  der  Philologenversanunlung  des  Jahres  1877. 
Unverzagt  hatte  in  der  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Sektion  seine 
damals  Aufsehen  erregenden  Thesen  über  die  Ausdehnung  des  mathematischen 
Unterrichtes  an  den  Realgymnasien  aufgestellt  und  verteidigt  und  hatte 
durch  die  Wucht  seiner  Argumente,  mehr  aber  wohl  noch  durch  den  eigen- 
tümlichen Zauber  seiner  zugleich  imponierenden  und  gewinnenden  Persön- 
lichkeit selbst  solche  Fachgenossen  zu  überzeugen  gewufst,  die  mit  der  aus- 
gesprochenen Absicht,  seine  Thesen  zu  bekämpfen,  in  der  Sitzung  erschienen 
waren.  An  der  Diskussion  beteiligte  sich  auch  Moritz  Cantor.  Mit  grolser 
Wärme  trat  er  für  die  UNVERZAGT'schen  Thesen  ein,  die,  wie  er  ausführte, 
geeignet  seien,  den  höheren  Realanstalten  den  Charakter  „mathematischer 
Gymnasien^'  zu  verleihen  und  ihnen  so  eine  ebenbürtige  Stellung  gegenüber 
den  humanistischen  Gymnasien  zu  verschaffen. 

Ich  hatte,  damals  ein  junger  Student,  ebenfalls  an  der  Sitzung  teil- 
genommen und  konnte,  von  Unverzagt  dazu  aufgefordert,  nachher  aus 
eigener  Erfahrung  und  mit  gutem*  Gewissen  Herrn  Cantor  und  anderen 
bezeugen,  dafs  der  UNVERZAGT^sche  Unterrichtsplan  niemals  mit  einer  Über- 
lastung der  Schüler  verbunden  gewesen  war. 

Wenn  ich  bei  dieser  Erinnerung  heute  verweile,  so  geschieht  es  aus 
zwei  Gründen.  Zunächst  ist  die  Arbeit,  über  die  ich  berichten  will,  aus 
dem  UNVERZAGT'schen  Unterrichte  hervorgegangen.  Sodann  aber  erinnere 
ich  mich  noch  jetzt  deutlich  des  G^föhles  der  Dankbarkeit,  das  ich  dem  mir 
bisher  fremd  gewesenen  Manne  gegenüber  empfand,  der  sich  so  warm  der 
Verteidigung  meines  Lehrers  angenommen  hatte.  Ich  darf  dies  heute  als 
ein  freundliches  Omen  betrachten,  wenn  ich  auch  freilich  damals  noch  nicht 
ahnen  konnte,  zu  wie  grofsem  Danke  ich  dereinst  Moritz  Cantor  verpflichtet 
sein  würde^ 
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In  neuerer  Zeit  ist  wiederholt  und  mit  Erfolg,  namentlich  in  der  an- 
gewandten Mathematik,  von  einem  eigentämlichen  Koordinatensysteme  Ge- 
brauch  gemacht  worden,  das  die  gerade  Linie  in  analoger  Weise  za  zwei 
Fondamentalpimkten  in  Beziehung  bringt  wie  das  kartesische  System  den 
Punkt  zu  zwei  Fundamentalgeraden,  unter  den  hier  in  Betracht  konomieiiden 
Arbeiten  sind  namentlich  die  des  Herrn  M.  d'Ocaqme  zu  nennen.  Es  genfigt 
an  dieser  Stelle,  auf  die  Abhandlung  des  Herrn  Mrhmke  zu  yerweisen: 
„Beispiele  graphischer  Tafeln  mit  Bemerkungen  über  die  Methode  der  flocht- 
rechten Punkte"  (Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  Jahrg.  46).  In  dieser,  die  Litte- 
ratur  sehr  eingehend  berücksichtigenden  Abhandlung  findet  sich  die  Be- 
merkung, daDs  das  in  Bede  stehende  Koordinatensystem  schon  zehn  Jahre 
▼or  M.  d'Ocagme  von  Herrn  K  Schwesing  (im  Jahresberichte  für  1874  des 
WestflLlischen  Provinzialyereins)  eingeführt  worden  seL  Es  ist  aber  that- 
8&chlich  älteren  Ursprungs  und  systematisch  schon  von  Unverzagt  bebandelt 
worden  in  der  dem  „Jahresbericht  über  das  KgL  Realgynmasium  zu  Wiesbaden 
von  Ostern  1870  bis  Ostern  1871"  vorausgehenden  Progranunschrift:  „Über  ein 
einfaches  Koordinatensystem  der  6eraden^\  Obwohl  diese  Abhandlung  zum  Teil 
in  desselben  Verfassers  „Theorie  der  goniometrischen  und  der  longimetrischen 
Quatemionen"  (Wiesbaden,  1876)  verarbeitet  und  auch  von  der  Kritik  nicht 
übersehen  worden  ist,  scheint  sie  doch  ganz  in  Vergessenheit  geraten  zu 
sein.  Bei  dem  Interesse,  das  dem  Gegenstande  neuerdings  entgegengebracht 
wird,  dürfte  es  sich  daher  rechtfertigen,  die  Arbeit  Unverzagtes  wieder  an 
das  Tageslicht  zu  ziehen.  Ich  werde  mich  aber  bei  ihrer  Wiedergabe  im 
wesentlichen  auf  Definitionen  und  Resultate  beschrilnken. 

Das  Koordinatensystem,  um  dessen  Verwertung  es  sich  hier  handelt, 
war  von  Unverzagt  in  erster  Linie  zur  Belebung  seines  Unterrichtes  in 
der  analytischen  Geometrie  ersonnen  worden,  wie  er  es  überhaupt  liebte, 
sich  aufserhalb  der  ausgetretenen  Geleise  zu  bewegen  xmd  seinen  SchCilem 
neue  Wege  zu  zeigen.  Das  Prinzip  der  Dualität  bot  ihm  Anlafs,  für  die 
gerade  Linie,  als  Element,  ein  dem  gewöhnlichen  Koordinatensysteme  dual 
gegenüberstehendes  einzufüüiren.  So  verwandelten  sich  von  selbst  die  beiden 
Koordinatenachsen  mit  ihrem  Schnittpunkte  in  zwei  Fundumentalpunkte  mit 
ihrer  Verbindungslinie.  Den  Winkeln  des  alten  Systemes  standen  Strecken 
in  dem  neuen  gegenüber.  An  die  Stelle  der  Winkelfunktionen  mulsten 
daher  Streckenfunktionen,  oder,  wie  sie  Unverzagt  nannte,  lonffimetrische 
Funktionen  treten.  Diese  werden  folgendermaTsen  definiert.  TeUt  man  eine 
Strecke  ab,  nach  Festsetzung  einer  Längeneinheit  (am  einfachsten  ah  selbst) 
und  einer  positiven  Richtung,  innerlich  oder  äufserlich  durch  einen 
Punkt  c,    so    lassen   sich  aus  den  Strecken  ac,  cb,  ab,  die  mit   einander 
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durch  die  Oleichung  ac-j-cb<»ab  verbunden  sind,  sechs  Quotienten  bil- 
den, nämlich: 

ac      cB      oc 

öB'    ab'    cb' 
ab     ab     ch 
ac'    cb'    ac' 

Diese  werden  nun  Smus,  Kosmus,  TamgerUe^  KosekofUe,  Sekante  und  Kotan- 
gente der  Strecke  oc  in  Bezug  auf  ab  genannt  und  kurz  durch  sin  c,  cos  c,  etc. 
bezeichnet.  Zwischen  den  so  definierten  sechs  longimetrischen  Funktionen 
bestehen  die  sechs  Gleichungen: 

sin  c  +  cos  c  =  1,  sin  c  .  cosec  0=1, 

1  "f"  *g  c    =«  sec  c,  cos  c  .  sec  c     ^1, 

1  +  ctg  c  ^  cosec  c,  tg  c  .  ctg  c     =1, 

die  es  gestatten,  jede  longimetrische  Funktion  durch  jede  andere  auszu- 
drücken. Auch  Additionstheoreme,  die  denen  der  goniometrischen  Funktionen 
analog  sind,  lassen  sich  leicht  aufstellen,  wie  z.  B. 

sin  (c  —  b)  =  sin  c  .  cos  b  —  coc  c  .  sin  b       u.  a. 

Im  übrigen  erscheinen  die  longimetrischen  wie  die  goniometrischen  Funktionen 

als  spezielle  Fälle  der  allgemeinen  Winkelfunktionen,  d.  h.   der  aus  dem 

schiefwinkligen  Dreiecke   abgeleiteten  Funktionen   Sinus,  Kosinus  etc.     In 

der  That  erhält  man  aus  der  diesem  Dreiecke  entnommenen   allgemeinen 

Gleichung 

sin*  <p  +  cos*  9  -[-  2  sin  9?  cos  9  .  Ä  =  1, 

wo  k  den  Kosinus  in  der  herkömmlichen  Bedeutung  des  Wortes  bedeutet, 
für  Ä;  =  0  die  Grundgleichung  sin*  <p  -j-  cos*  9?  =  1  der  goniometrischen  und 
und  für  X;  »»  1  die  Grundgleichung  sin  g>  -\-  cos  9  =»  1  der  longimetrischen 
Funktionen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  führt  nun  Unverzagt  sein  Koordinaten- 
system mit  folgenden  Worten  ein:  „Zieht  man  durch  zwei  feste  Punkte 
^Q  und  ^Q,  deren  Abstand  e  heifse,  zwei  parallele  Geraden,  die  wir  die  Achsen 
nennen  wollen,  während  die  durch  |q  und  ^  bestimmte  Gerade  den  Namen 
Grund-  oder  Mittellinie  des  Koordinatensystems  führen  möge,  so  ist  jede 
Gerade  m  in  der  Ebene  der  Achsen  ihrer  Lage  nach  bestinunt  durch  die  auf 
den  Achsen  bestimmten  Schnittpunkte  %  und  9.  Da  diese  Punkte  selbst 
durch  ihre  Abstände  von  1^  und  ^  festgelegt  sind,  so  werden  wir  diese 
mit  X  und  y  bezeichneten  Strecken  die  Koordinaten  der  Geraden  m  nennen. 
Zugleich  möge  auf  der  Geraden  £q^q  die  Bichtung  von  (q  nach  ^q  ^  ^® 
positive  gelten  und  die  Koordinaten  selbst  mit  dem  positiven  oder  negativen 
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Zeichen  in  Bechnung  gebracht  werden,  je  nachdem  sie  Stücke  auf  der  einen 
oder  der  anderen  Seite  von  i^t^Q  angeben.^ 

Ans  diesen  Definitionen  erh&lt  man  sofort  eine  Reihe  Yon  Folgemngen. 

So  ergiebt  sich  bei- 
spielsweise die  Lage 
des  Schnittpunktes  m 
der  Geraden  (x,  jr) 
mit  der  Mittellinie  aus 
der  Gleichung 


tgm  =  — 


y' 


die  auch  fCü:  den  Fall 
unendlich  grolser  Ko- 
ordinaten ihre  Gültigkeit  behält.  Sind  zwei  Geraden  (x^^y^)  und  (^,  ^s) 
gegeben,  so  erhält  man  für  den  (in  der  Richtung  der  Achsen  gemessenen) 
Abstand  d  ihres  Schnittpunktes  von  der  Mittellinie  die  Formel 


.während  der  Ausdruck 


die  Tangente  dieses  Schnittpunktes  in  Bezug  auf  den  (in  der  Richtung  der 
Mittellinie  gemessenen)  Abstand  der  beiden  Achsen  darstellt.  Wenn  die 
Achsen  auf  der  Mittellinie  senkrecht  stehen,  so  ist  die  goniometrische  Tan- 
gente des  Winkels  g)  der  beiden  Geraden 


tgg, 


woraus  sich  ergiebt,  dafs  für  x^  —  ^i  "^  ^s  —  ^i  die  beiden  Geraden  ein- 
ander parallel  sind  und  fOx  (x^  —  yj  {x^  —  yj)  ■=  —  «*  ^"of  einander  senk- 
recht stehen. 

Auch  für  den  Flächeninhalt  eines  durch  drei  Geraden  (aj^,  y^),  (x^^  y^ 
und  (^3,  y,)  bestimmten  Dreiecks  erhält  man  einfache  Formeln,  die  sich 
dann  in  bekannter  Weise  sofort  auf  Polygone  von  n  Seiten  ausdehnen  lassen. 
Unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Achsen  senkrecht  zur  Mittellinie  sind, 
findet  man  für  den  Polygoninhalt  J  die  Formel: 


2/  = 


=  V 


e. 
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ümrERZAOT  führt  sodann  auch  ein  den  Fölarkoordinaten  des  Punktes 
entsprechendes  Koordinatensystem  der  Geraden  ein:  „Zieht  man  durch  die 
Punkte  i  und  ^,  wo  die  Gerade  m  die  Achsen  trifft,  Geraden  nach  be- 
ziehungsweise ^  und  ^Q,  so  schneiden  dieselben  einander  im  Allgemeinen  in 
einem  Punkte  nii,  durch  dessen  Angabe  umgekehrt  auch  die  Gerade  m  be- 
stimmt ist.  Legen  wir  nun  diesen  Punkt  in  Bezug  auf  unser  Koordinaten- 
system dadurch  fest,  dals  wir  seinen  Abstand  u  von  jc^t^Q  angeben  (diesen 
Abstand  parallel  zu  den  Achsen  genommen)  und  femer  das  Verhältnis,  in 
welchem  m^  den  Abstand  der  Achsen  teilt,  so  ist  es  leicht,  mit  Hülfe  von 
u  und  der  longimetrischen  Funktionen  von  m^  die  Werte  von  x  und  y 
auszudrücken.     Es  ist  nämlich  allgemein,   wenn  wir  in  Zukunft  einfach  tit 

statt  nti  schreiben, 

X  =  u  ,  Becm 

y  =  u  .  cosec  m. 
Daraus  folgt 

1,1         1    /  I     •       \        i 

— —  =  —  (cos  m  +  sm  m)  =  ~. 
X    *    y        u   ^  '  ^       u 

Überdies  sieht  man,  dafs  u  gleich  der  Hälfte  der  Strecke  ist,  die  durch 
m  parallel  zu  den  Achsen  geht  und  von  der  Geraden  m  und  der  Mittellinie 
£o9o  ^ogf^i^zt  wird,  d.  h.  gleich  der  Hälfte  des  harmonischen  Mittels  aus 
X  und  y.  Es  ist  nun  ein  Leichtes,  eine  in  x  und  y  gegebene  Gleichung 
in  eine  solche  mit  u  und  m  zu  verwandeln.     So  ist  z.  B. 

iry  =  +  ^ 
die  Gleichung  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel,  je  nachdem  man  die  rechte 
Seite  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen  nimmt.     Daraus    ergiebt  sich 

sofort 

V?  sec  m  .  cosec  vx  =  +  1? 
oder 

M*  =  +  Ä?*  sin  m  .  cos  m 

als  die  Polargleichungen  der  genannten  Kegelschnitte  in  Lioienkoordinaten. 
'  Jede  Gleichung   in  Polarkoordinaten    des  Punktes   bietet   somit  Stoff 
zur  Untersuchung  über  die  Bedeutung  derselben  Gleichung,   die  Yariabeln 
als  Geradenkoordinaten  in  der  oben  gegebenen  Bedeutung  betrachtei^^ 

Dies  sind  die  Grundlagen,  auf  denen  Unverzagt  seine  analytische 
Geometrie  aufbaut.  Die  folgenden  Zeilen  geben  natürlich  nur  eine  kurze 
tTbersichi 

Die  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes  nt,  als  Träger  der  durch  ihn 
gehenden  Geraden  {x,  y\  lautet: 

a;  cos  m  -["  y  sin  m  =  p, 
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wenn  p  den  (parallel  zn  den  Achsen  gemessenen)  Abstand  des  Punktes  m 
von  der  Mittellinie  bedeutet.  Diese  Gleichung  ist  in  der  Form  identisch 
mit  der  bekannten  HESSE^schen  Normalgleichung  der  Geraden.  Sie  wird 
daher  die  Normalgleichung  des  Punktes  genannt.  Die  allgemeine  Gleichung 
ersten  Grades  Ax  -{-  By  ^^b  C  wird  in  die  Normalgleichung  verwandelt,  in- 
dem man  sie  mit  A  -\-  B  dividiert.  Ist  -1  +  5  =  0,  so  liegt  der  Punkt 
-4a;  +  -Fy  =s  C  im  unendlichen. 

Schreibt  man  die  Normalgleichung  in  der  Form 

x  cos  m  +  y  sin  m  —  jp  =  0, 

so  stellt,  ähnlich  wie  bei  der  HESSB'schen  Normalgleichung,  die  linke  Seit« 
für  sich  den  (parallel  zu  den  Achsen  gerechneten)  Abstand  des  Punktes  m 
von  der  Geraden  (x,  y)  dar.  Dadurch  tritt  die  Bedeutung  der  Gleichung 
des  Punktes  scharf  hervor. 

Aber  auch  sonst  bestehen,  der  Natur  der  Sache  nach,  zahlreiche  Ana- 
logien zwischen  den  Gleichungen  des  Punktes  und  denen  der  Geraden, 
Analogien,  deren  gemeinsame  Quelle  zumeist  der  umstand  ist,  dafs  man  es 
in  beiden  Fällen  mit  linearen  Gleichungen  zwischen  zwei  Veränderlichen  zu 
thun  hat. 

So  stellt 1-  -^  =!  1  die  Gleichung  eines  Punktes  dar,  der,  mit  den 

Fundamentalpunkten  verbunden,  die  Achsenabschnitte  a  und  h  liefert;  so  ist 

^  ^ — ~  die  Gleichung  des  Schnittpunktes  der  Geraden   (x^^  y^), 

(^8,  y%)  etc. 

Teilt  ein  Punkt  nt)  den  Abstand  der  Punkte  m^  und  tltg,  deren  Normal- 
gleichungen kurz  mit  ti^  »»  0  und  Ug  =»  0  bezeichnet  werden  mögen,  im 
Verhältnis  k^xk^^  so  erhält  man  als  seine  Gleichung  k^u^  '\-  k^u^  =^  ().  Es 
ist  also  beispielsweise  u^-^  u^^==0  die  Gleichung  des  Halbierungspunkt4>s, 
Ui  —  t<2  =  0  die  Gleichung  des  unendlich  fernen  Punktes  von  m^UTj,  und 
es  ergiebt  sich  femer  als  Bedingung  dafür,  dafs  drei  Punkte  u^  =  0,  u^  =  0, 
U3  =  0  in  einer  Geraden  liegen,  die  Existenz  dreier  Multiplikatoren  Ä^^ 
-4j,  -4j,  für  die  identisch  A^u^  -{-  A^u^  -f"-^**3'^0  ist.  Liegen  die  drei 
Punkte  nicht  in  einer  Geraden,  so  ist  beispielsweise  «1  +  «2  "l~  ^  "*=*  0  die 
Gleichung  des  Schwerpunktes  des  von  ihnen  gebildeten  Dreiecks  etc. 

Unter  der  Annahme,  dafs  die  Achsen  senkrecht  zur  Mittellinie  stehen, 
kann  man  auch  den  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  durch  eine  einfache  For- 
mel aus  den  Gleichungen  seiner  Eckpunkte  bestinunen.  Sind  diese  von  der 
Form  Ax  -{-  By  =^  C^  so  findet  man  leicht: 


2/  =  7-. 


{A,+B,){A^  +  B,){A,  +  B,) 
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Diese  Formel  gestaltet  sich  besonders  einfach  für  den  Fall,  dafs  die 
Eckpunkte  durch  ihre  Normalgleichongen  gegeben  sind,  da  dann  der 
Nenner  =  1  wird. 

Ist  F  {x^y)  ^=  0  die  Gleichung  einer  Kurve  in  Linienkoordinaten ,  so 
ist  der  negative  Quotient  der  beiden  partiellen  Ableitungen  von  F  nach  y 
und  X  gleich  der  longimetrischen  Tangente  des  Berührungspunktes  (die  also 
hier  an  die  Stelle  des  Richtungskoeffizienten  tritt),  und  die  Gleichung 

ist  die  Gleichung  des  Berührungspunktes  der  Tangente  (x^y). 

Unverzagt  hat  die  Gleichung  des  Punktes  noch  auf  eine  bemerkens- 
werte Form  gebracht.  Man  kann  nämlich  offenbar  die  Normalgleichung 
X  cos  m  -^  y  sin  m  ^=  p  auch  in  der  Form 

schreiben,  wenn  die  Elammerausdrücke  die  Abstände  der  darin  vorkommen- 
den parallellen  Strecken  bedeuten.  Dividiert  mad  diese  Gleichung  mit  e, 
so  erhält  man  x  sin  {p  y)  -\'  y  sin  (xp)  =p  sin  (xy).  Schreibt  man  aber 
hierin  js  statt  p  und  beachtet,  dafs  sin  (ey)  =  —  sin  (yg)  ist,  so  kommt 
die  symmetrische  Gleichung  zum  Vorschein: 

X  sin  (yz)  4"  y  siu  (zx)  -\-  0  sin  (xy)  =  0. 

Diese  Gleichung  enthält  drei  parallele  Strecken  und  drei  Abstände  auf  der 
Mittellinie,  die  durch  die  Bedingung  (xy)  -+-  (y j?)  -|-  (je? a?)  =  0  mit  einander 
verbunden  sind.  Läfst  man  in  ihr  zwei  der  parallelen  Strecken  (und  ihren 
Abstand)  variabel,  alles  übrige  aber  (nach  Gröfse  und  Stelle)  konstant  sein, 
so  stellt  sie  jedesmal  eine  Punktgleichung  dar;  läfst  man  dagegen  die 
vorher  variabelen  Stücke  konstant  und  die  übrigen  variabel  sein,  so  stellt 
dieselbe  Gleichung  die  Gleichung  einer  Geraden  dar. 

Aber  nicht  nur  in  dem  hier  zu  Grunde  gelegten  Koordinatensysteme, 
auch  in  kartesischen  Koordinaten  stellt  dieselbe  Gleichung,  je  nachdem  man 
zwei  der  Parallelen  oder  eine  der  Parallelen  und  ihre  Abstände  variabel 
sein  läfst,  die  Gleichung  eines  Punktes  oder  einer  Geraden  dar. 

Die  grofse  Übereinstinmiung  zwischen  den  ÜNVERZAOT'schen  Linien- 
koordinaten und  den  kartesischen  Punktkoordinaten  zeigt  sich  auch  bei  der 
KoordmatmtransformaMon.  So  wird  z.  B.  der  Übergang  von  den  Achsen 
o;^  ^  zu  Achsen  ^i ,  ^i ,  die  parallel  zu  den  alten  liegen,  während  die  Mittel- 
linie ihre  Lage  nicht  ändert  (was  bei  den  kartesischen  Koordinaten  dem 
Übergange  von  einem  Systeme  zu  einem  anderen  mit  demselben  Anfangs- 
punkte entspricht),  durch  die  Gleichungen  vermittelt: 


592  Ferdinand  Budio: 

X  sin  El  ^  =  «1  sin  E  ^1  +  y^  sin  |i  j 
y  sin  El 9i  =  iCi  sin  9^1  +  y^  sin  Ei  9- 

In  einer  Programmabhandlung,  die  nur  den  allgemeinen  Omndlagen 
gewidmet  ist,  findet  sich  natürlich  kein  Baum  fOr  eine  ausfülhrliehere  Be- 
handlung höherer  Gebilde,  unverzagt  beschrftnkt  sich  daher  anf  einige 
wenige  Andeutungen. 

Die  Gleichung 

Äx^  +  Bxy  +  Gy^'+  Bx  +  Ey '\-  F=  0 

stellt  eine  Kurve  zweiter  Klasse  dar  und  zwar  eine  Ellipse,  eine  Parabel 
oder  eine  Hyperbel,  je  nachdem  man  yon  dem  Punkte 

keine,  eine,  oder  zwei  Tangenten  ziehen  kann.  Dieser  Punkt  ist  der  Mittel- 
punkt der  Kurve.  Er  liegt  bei  der  Parabel  im  unendlichen,  woraus  sich 
fftr  diese  das  besondere  Kennzeichen  -ä  -j-  -^  +  C  =  0  ergiebt. 

Für  die  Gleichung .  des  Poles  der  Geraden  {x^ ,  y^)  in  Bezug  auf  die 
Kurve  zweiter  Klasse  findet  man: 

[2Ax^  +  By^  +  D)x  +  {Bx^  +  2Cy^  +  E)y'^Bx^  +  Ey^  +  2JP=0. 

Ist  (xi,  y^  eine  Tangente,  so  ist  diese  Gleichung  die  Gleichung  des  Be- 
rührungspunktes. 

Mit  Benutzung  der   früher  eingeführten  Polarkoordinaten   erhalt  man 
die  JPölarglekihwng  der  Kurve  zweiter  Klasse: 

{A  See*  m  -j-  -^  sec  m  .  cosec  m  +  C  cosec*  m)  «* 
+  (D  sec  m  4"  ^  cosec  m)  w  -|-  jP  =  0, 

die  nun  fast  buchst&blich  dieselben  Betrachtungen  zuläTst  wie  die  gewohn- 
liche Polargleichung. 

Mit  Hülfe  der  oben  erwähnten  Transformationsformeln  kann  man  auch 
leicht  Kegelschnittsgleichungen  in  besonders  einfacher  Form  gewinnen,  z.  B. 

?"P=^'     T«  +  f5  =  ^'     a;«-Sr»  =  a«, 

von  denen  die  erste  eine  Ellipse,  die  zweite  eine  Hyperbel  und  die  dritte 
eine  Parabel  darstellt,  während  sich  bei  anderer  Wahl  der  Achsen  (man 
lege  die  Koordinatenanfänge  in  die  Enden  eines  Durchmessers  und  lasse 
die  Achsen  dem  konjugierten  parallel  gehen,  d.  h.  mit  den  Tangenten  zu- 
sanmienfallen),  für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  die  Gleichung  ergeben: 

a?y  =  +  A;*, 

in  denen  sich  eine  bekannte  Eigenschaft  dieser  Kurven  in  einfachster  Form 
ausgedrückt  findet. 
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Den  ßchlnfs  der  ÜNVEBZAOT'schen  Abhandlung  bildet  die  Einführmig 
trimärischer  Koordinaten. 

Man  kann  die  Gleichung  eines  jeden  Punktes  u  :=  0  als  die  Summe 
der  mit  gewissen  Koeffizienten  multiplizierten  Gleichungen  dreier  beliebiger 
Punkte  tij8»0,  u^^^  0^  «3  =  0  darstellen,  vorausgesetzt  nur,  dafs  diese 
nicht  in  einer  Geraden  liegen.  Die  Gleichung  u  ==  0  kann  also  stets  ge- 
schrieben werden  in  der  Form 

rro  k^  Ij  m  sich  in  bekannter  Weise  als  Quotienten  gewisser  Determinanten 
darstellen. 

Nimmt  man  nun  speziell  i«i )  u^ ,  U9  in  der  Normalfonn  an,  so  stellen 
diese  Ausdrücke  die  den  Achsen  parallel  genommenen  Abstände  der  drei 
Punkte  %,  »=  0,  u^  =  0,  145  »»  0  von  den  durch  den  Punkt  u  =»  0  gehen- 
den Geraden  (x,y)  dar.  Man  erhftlt  also  somit  eine  Gleichung  des  Punktes 
in  Linienkoordinaten  t«|,  ti,,  u,,  die  sich  als  die  parallel  zu  den  Achsen, 
d.  h.  zu  einer  beliebig  yorgeschriebenen  Sichtung,  genommenen  Abstände 
der  Geraden  (o;,  y)  von  drei  festen  Punkten  darstellen.  Diese  werden  daher 
jetzt  als  Fundamentalpunkte  eines  trimetrischen  Koordinatensystemes  zu 
Grunde  gelegt. 

Die  Koordinaten  u^,  u^^  u^  sind  natürlich  nicht  von  einander  unab- 
hängig, sondern  durch  die  Gleichung 

mit  einander  verbunden,  in  der  die  h  nach  Gröüse  und  Bichtung  die  gegen- 
seitigen Abstände  der  drei  durch  die  Fundamentalpunkte  gehenden  neuen 
Achsen  bedeuten  und  J  den  Flächeninhalt  des  Fundamentaldreiecks  darstellt. 
Man  kann  leicht  die  geometrische  Bedeutung  der  in  der  Gleichung 
ku^'\'  lu^-^-  mu^  auftretenden  Multiplikatoren  k^  Z,  m  angeben.  Es  zeigt 
sich,  dalis  sie  proportional  den  Flächeninhalten  J^,,  J^^^  J^  der  drei  Drei- 
ecke sind,  die  man  erhält,  wenn  man  den  Punkt  u^=0  mit  den  Funda- 
mentalpunkten 2,  3;  3,  1;  1,  2  verbindet  Dadurch  geht  die  homogene 
Punktgleichung  über  in: 

Drückt  man  die  Inhalte  der  Teildreiecke  durch  ihre  Höhen  f^,  r^i  ^s 
und  ihre  Grundlinien  s^^  s^^^  5^  aus,  so  erhält  man: 

LäDst  man  in  dieser  Gleichung  t;^,  t;^,  v^^  d.  h.  die  homogenen  Koordinaten 
des  Punktes  variabel  werden,   so  stellt  dieselbe  Gleichung  auch  die  durch 
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die  homogenen  Koordinaten  t^,  «s,  t<s  festgelegte  Gerade  dar,   wobei  die 
drei  Punktkoordinaten  durch  die  Gleichung 

mit  einander  verbunden  sind.   - 

UNVERZAGT  Wendet  sich  sodann  zu  dem  Zusammenhange,  der  zwischen 
seinen  und  den  PLÜCKER'schen  Koordinaten  besteht.    In  beiden  Koordinaten- 
systemen benutzt  man  zur  Festlegung  einer  (Geraden  drei  von  den  Fnnda- 
mentalpunkten  an  sie  gezogene  Strecken.    Während  diese  aber  hier  parallel 
einer  bestinmiten,  unveränderlichen  Bichtung  gehen,  stehen  sie  bei  Plückek 
senkrecht  auf  den    festzulegenden  Geraden,  verändern  also   ihre  Richtung 
von  Gerade  zu  Gerade.     Setzt  man  dasselbe  Fundamentaldreieck  voraus,  so 
erhält  man  die   pLÜCKER'schen   Strecken,  indem  man  i«i,  t<si  ^  °^^^  ^^™ 
(veränderlichen)  Kosinus  des  Winkels  multipliziert,  den  jene  Lote  in  jeder 
Lage  der  Geraden  mit  der  festen  Bichtung  der  durch  die  drei  Fnndamental- 
punkte  gehenden  Achsen  bilden.     „Diese  Operation  ist  so  einfach,   dais  es 
auf  den   ersten  Blick  unnötig  scheinen  mag,  neue  Koordinaten   statt   der 
von  jenem  berühmten  Mathematiker  eingeführten  zu  benutzen.     Allein  die 
von  uns  angewandten  Koordinaten  bieten  doch  einige  wesentliche  Yorteile. 
Zuerst  ist  es  ein  Vorzug,  dafs  sich,  bei  nur  zwei  Koordinaten  zur  Festlegung 
der  Geraden,  die  Gleichung  des  Punktes  in  sehr  einfacher,  ja  bei  der  von 
uns  adoptierten  Bezeichnung  mehrfach  in  identischer  Form  mit  der  Gleichung 
der  Geraden  in  kartesischen  Koordinaten  ergiebt,  während  der  Versuch,  eine 
Gleichung  des  Punktes  zii  bekommen,  bei  Annahme  nur  zweier  Fundamental- 
punkte und  der  von  ihnen  auf  die  Gerade  gefüllten  Lote  als  Koordinaten 
der  Geraden  auf  komplizierte  Ausdrücke  höheren  Grades  führt     Ähnliches 
gilt  für  Kurven  zweiter  und    höherer  Klasse."     Als  einen   weiteren   nicht 
unwesentlichen  Vorzug  seiner  Koordinaten  der  geraden  Linie  hebt  unverzagt 
sodann  mit  Becht  hervor,  dafs  diese  durch   eine  Gleichung   ersten  Grades, 
nämlich  durch  die  einfache  Gleichung 

mit  einander  verbunden  sind,  während  bekanntlich  der  Zusammenhang  der 
PLÜCKER^schen  Koordinaten  £^,  l,)  £s  ^^^u*c^  ^üie  Gleichung  zweiten  Grades 
ausgedrückt  wird,  die  mit  Benutzung  der  früheren  Bezeichnung  lautet: 

4ai-|,)(li-S,)  +  <'5*x(S,-|,)(l,-|,)+«A(l.-y(l»  -  y  =  4«^- 

„Schliefslich  darf  wohl  auch  die  Leichtigkeit  der  Ableitung  unserer 
Formeln  für  ihre  Angemessenheit  bei  geometrischen  Untersuchungen  sprechen 
. . .  und  wir  fügen  nur  zu,  dafs  die  Übertragping  unserer  Betrachtung  von 
Punkten  in  der  Ebene  auf  Ebenen  im  Baume,   unter  Zuziehung  von  vier 
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parallelen  von  den  Eckpunkten  eines  Tetraeders  ausgehenden  Achsen,  ohne 
alle  Schwierigkeit  ist/' 


Es  ist  hereits  gesagt  worden,  dafs  die  Abhandlung,  deren  Inhalt  hier 
in  ihren  wesentlichen  Teilen  wiedergegeben  wurde,  aus  dem  Unterrichte 
hervorgegangen  ist,  den  Unverzagt  an  dem  Realgymnasium  zu  Wiesbaden 
erteilt  hat.  Es  würde  daher  nahe  liegen,  noch  einiges  über  diesen  Unter- 
richt, der  sich  in  mehr  als  einer  Hinsicht  weit  über  das  gewöhnliche  Ni- 
veau erhob,  zu  berichten  und  daran  Mitteilungen  über  das  Leben  und  die 
wissenschaftliche  Thätigkeit  Unverzagtes  anzuknüpfen.  Ich  kann  mich  aber 
damit  begnügen,  auf  den  pietätvollen  Nekrolog  zu  verweisen,  den  Herr 
August  Schmidt  seinem  ehemaligen  Lehrer  und  späteren  Kollegen  gewidmet 
hat.  Er  ist  im  31.  Bande  der  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phjs.  veröffentlicht. 
Hier  sollen  nur  noch  einige  litterarhistorische  Bemerkungen  über  die  be- 
sprochenen Koordinaten  Platz  finden. 

Wie  schon  bemerkt,  ist  im  Jahre  1874  auch  Herr  Schwering  auf 
das  von  Unverzagt  drei  Jahre  vorher  veröffentlichte  Koordinatensystem 
geführt  worden.  Seine  im  „Dritten  Jahresberichte  des  Westfälischen  Pro- 
vinzial -Vereins  für  Wissenschaft  und  Kunst  pro  1874"  veröffentlichte  Note 
ist  betitelt:  „Über  ein  neues  Linienkoordinatensjstem."  Es  darf  übrigens 
noch  gesagt  werden,  dafs  Unverzagt  schon  längere  Zeit  vor  dem  Erscheinen 
seiner  Programmabhandlung  die  darin  behandelten  Parallelkoordinaten  in 
seinem  Unterrichte  benutzt  hat.  Nachdem  Herr  Schvtering  sich  mit  diesen 
Linienkoordinaten  noch  in  dem  im  21.  Bande  der  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phjs. 
veröffentlichten  Aufsatze:  „Über  ein  besonderes  Linienkoordinatensjstem" 
sowie  in  einer  Programmabhandlung  des  Briloner  Gymnasiums  beschäftigt 
hatte,  faiÜste  er  seine  Untersuchungen  in  dem  Buche  „Theorie  und  An- 
wendung der  Linienkoordinaten  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene" 
(Leipzig  1884)  zusammen.^)  Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dals  seine 
Wege  und  seine  Resultate  sich  vielfach  mit  den  UNVERZAGT'schen  decken. 
Nur  geht  sein  Buch  viel  weiter  und  bietet  eine  in  sich  abgeschlossene  ana- 
lytische Geometrie,  während  es  Unverzagt  nur  auf  die  Grundlagen  ankam. 
Andererseits  erscheint  indessen  die  von  Schwering  zu  Gininde  gelegte  Vor- 
aussetzung, dafs  die  Achsen  senkrecht  auf  der  Mittellinie  stehen,  an  vielen 
Stellen  als  eine  unnötige,  ja  oft  störende  Beschränkung. 


1)  Siehe  aach  die  von  C.  Köhler  im  32.  Bande  der  Ztschr.  f.  Math.  u.  Pfays. 
veröffentlichte  Abhandlung:  „Zur  Einführung  der  Linienkoordinaten  in  die  analy- 
tische Geometrie  der  Ebene.^* 
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Im  Jahre  1884  hat  sodann  Herr  M.  d'OoAONE  dem  in  Bede  stehenden 
Koordinatensysteme  einen  in  den  Nouy.  Ann.  de  Math,  erschienenen  eben- 
falls grundlegenden  Anfsatz  ,J]tude  de  deux  systdmes  simples  de  coordonnees 
tangentieUes  dans  le  plan'*  gewidmet.  Anschlieüsend  an  die  üntersuchnngen 
von  Lalanne  hat  er  dann  noch  in  demselben  Jahre  in  dem  Aufsatze  ,JPfo- 
cede  nouveau  de  ccUctd  graphique^^  (Annales  des  ponts  et  chauss^es,  1884) 
dieses  System  zunächst  zur  graphischen  Lösung  trinomischer  Gleichungen 
benutzt  und  später  noch  eine  ganze  Beihe  von  Anwendungen  folgen  lassen. 
Die  bereits  erwähnte  Abhandlung  von  Herrn  Mehmke  und  die  von  dem- 
selben Verfasser  in  der  nämlichen  Zeitschrift  veröffentlichte  Mitteilung  ,^Über 
einen  Apparat  zur  Auflösung  numerischer  Gleichungen  mit  vier  oder  fonf 
Gliedem^^  giebt  mannigfachen  Aufschlufs  über  die  Yerwertbarkeit  der  Paxallel- 
koordinaten  und  enthält  zugleich  eine  ausführliche  Zusammenstellung  der 
bereits  ziemlich  umfangreich  gewordenen  Litteratur. 

Es  wäre  noch  die  Frage  zu  beantworten,  ob  nicht  schon  vor  unverzagt 
Parallelkoordinaten  der  geraden  Linie  angewendet  worden  sind.  Soweit  ich 
die  Litteratur  zu  übersehen  vermag,  könnten  Arbeiten  von  Plückeb,  Möbius 
und  Chablbs  in  Betracht  gezogen  werden.  Über  das  Verhältnis  seiner  Ko- 
ordinaten zu  den  PLÜCKER'schen  hat  Unverzagt  selbst  alles  Erforderliche 
gesagt  Wohl  aber  kann  man,  wenn  man  durchaus  will,  Spuren  seiner 
Koordinaten  in  dem  „Barjcentrischen  Calcul*'  entdecken,  insofern  es  ein 
Leichtes  ist,  beispielsweise  die  Gleichung  des  Punktes  in  den  ÜNVERZAGT'scben 
Koordinaten  barjcentrisch  zu  deuten.  In  der  That  bilden  derartige  Über- 
legungen auch  den  Ausgangspunkt  der  wiederholt  genannten  MEHHKE'schen 
Abhandlung  „Beispiele  graphischer  Tafeln  etß."  Anders  liegt  die  Sache 
dagegen  bei  Chasles.  In  seinem  Buche  „Le  ccdctd  simpUfiS"  (Paris  1894) 
macht  Herr  d'Ocagne  auf  Seite  110  die  Bemerkung  (auf  die  ich  durch 
Herrn  Mehmke  aufmerksam  wurde):  „TotUefais,  Vidie  mSme  de  ces  coordon- 
nees appartient  ä  Chasles,  Correspondance  de  Quetelet,  t.  VI."  In  diesem 
Bande,  Seite  81 ,  findet  sich  in  der  That  ein  an  A.  Quetelet  gerichteter 
Brief  vom  10.  Dezember  1829,  in  dem  Chasles  ein  Koordinatensystem  mit 
folgenden  Worten  einführt: 

„Voici  en  peu  de  mots,  mon  systdme  de  coordonnSes.  J'ai  pour  &t{^  de 
rqoresenter  chaque  surface  par  une  dquation  gm  donne,  tous  ses  pUms  tangens, 
de  meme  que  dans  le  systdme  usite,  ou  reprdsente  chague  stirface  par  une 
iquaiion  qui  donne  tous  ses  poinfs, 

Pour  cela,  par  trois  points  fixes  A,  B,  C,  je  mbne  trois  axes  paraUUes 
erUre  eux,  Un  plan  qudconque  rencontre  ces  axes  en  trois  points  dont  les 
distances  a/ux  points  A,  B,  C  respectivement,  sont  les  coordonnäes  z,  y,  z 
du  plan. 
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TJne  iquaüon  F  (x,  y,  z)  ^  0  entre  ces  coordonnees  dotme  Ueu  ä  une 
infimU  de  $iUms,  et  r^Ssenie,  par  consequent,  la  surface  envdoppe  de  tous 
ces  pUms. 

Si  ceäe  iquation  est  du  premier  degr^^  eile  reprSsente  un  pavrU/' 

Chasles  yerwendet  sodann  dieses  Koordinatensystem  zum  Beweise 
eines  allgemeinen  flftchentheoretischen  Satzes.  In  einer  Nachschrift  vom 
25.  Bez.  desselben  Jahres  giebt  er  noch  eine  weitere  Anwendung,  indem  er 
ein  fOr  die  Flächen  zweiten  Grades  gültiges  Theorem  beweist,  das  sich  als 
eine  Yerallgemeinening  des  bekannten  Satzes  yon  der  konstanten  Summe 
der  Quadrate  konjugierter  Halbmesser  darstellt. 

Der  Hinweis  d'Ocagne's  auf  Chasles  ist  durchaus  berechtigt^  denn 
das  von  diesem  benutzte  Koordinatensystem  ist  nichts  anderes  als  die  Über- 
tragung des  ÜNVERZAGT^schen  auf  den  Raum.  Immerhin  handelt  es  sich  hier 
doch  nur  um  eine  ganz  singulare  Erscheinung.  Die  systematische  Einf&hrung 
und  Bearbeitung  des  in  Eede  stehenden  Koordinatensystemes,  wie  sie  durch 
UNVERZAGT,  SoHWERiNG  uud  schUefsUch  durch  d'Ocagne  selbst  vollzogen 
wurde,  ist  dadurch  keineswegs  überflüssig  geworden,  unverzagt  eigentüm- 
lich bleibt  überdies  in  jedem  Falle  das  durch  seine  Einfachheit  ausgezeichnete 
trimetrische  System,  mit  dem  er  die  analytische  Geometrie  bereichert  hat. 


FRANZ  ADOLPH  TAUEINUS. 

EIN  BEITRAG 
ZUR  VORGESCHICHTE  DER  NIOHTEUKLIDISCHEN  GEOMETRIE 


VON 

PAUL   STÄCKEL 

IM    KISL. 


Im  Jahre  1895  habe  ich  auf  die  bis  dahin  übersehene  Thatsache  hin- 
gewiesen,  dafs  Franz  Adolph  Taubinus  (1794 — 1874)  zuerst  angeregt 
durch  seinen  Onkel  F.  E.  Sohweikart,  alsdann  beeinflufst  durch  Gauss 
bemerkenswerte  selbständige  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der 
Geometrie  angestellt  und  insbesondere  schon  1826,  denmach  früher  als 
Lobatsghefskt  und  J.  Bolyai,  eine  nichteuklidische  Trigonometrie  mit 
Anwendungen  auf  geometrische  Probleme  durch  den  Druck  veröffentlicht 
hat^).  Auf  Grund  weiterer  Nachforschungen  beabsichtige  ich  hier  meine 
damaligen  Mitteilungen  in  verschiedenen  Punkten  zu  vervollständigen.  Vor 
allem  darf  ich  mit  Erlaubnis  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Göttingen  drei  in  deren  Besitz  befindliche  Briefe  von  Taurikus  an  Gauss 
aus  den  Jahren  1824,  1825  und  1829  der  Ofifentlichkeit  zugänglich  machen, 
Briefe,  die  zu  dem  bereits  bekannten  Schreiben  von  Gauss  an  Taurinus 
(aus  dem  Jahre  1824)^)  eine  wichtige  Ergänzung  bilden. 


1. 

Taurinus'  Lebensgang. 

Franz  Adolph  Taurinus  wurde  am  15.  November  1794  zu  König 
im  Odenwalde,  dem  damaligen  Begierungssitze  der  Schönbergischen  Linie 
der  Grafen  Erbaoh,  geboren.  Seine  Eltern  waren  Julius  Ephraim  Taurinus, 
gräflich  Erbach-schönbergischer  Hofrat,  und  Luise  Juliane  Sohweikart. 
Bereits  im  Jahre  1800  starb  der  kränkliche  Vater,  und  die  Mutter  siedelte 
nach  Ligelfingen  über,  wo  ihr  Schwiegervater  als  Hofrat  in  Fürstlich 
HoHENLOHESchen  Diensten  stand;  er  starb  jedoch  schon  1802.     Ln  Jahre 


1)  Siehe  den  Vi.  Abschnitt  des  von  mir  in  Gemeinschaft  mit  Fbibdbich  Engel 
herausgegebenen  Werkes:  Die  Theorie  der  Parallellinien  von  Enklid  bis 
auf  Gaufg,  eine  Urkundensammlong  zur  Vorgeschichte  der  nichtenklidischen 
Geometrie,  Leipzig  1895,  das  ich  im  Folgenden  mit  P.  Th.  anführen  werde. 

2)  P.  Th.  S.  249 — 260.  Am  Schlüsse  des  Bandes  befindet  sich  ein  Facsimile 
dieses  Briefes. 
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1811  scblofs  sie  eine  zweite  Ehe  mit  dem  Jnristen  Füher  in  Stuttgart. 
Fürer  war  zuerst  Becbtsanwalt  und  Notar  gewesen  und  dann  in  den 
Württembergischen  Staatsdienst  übergetreten.  Aus  dieser  Ehe  stanunte  der 
1898  zn  Dürrenberg  bei  Corbetha  verstorbene  Pastor  Fürer,  dem  ich  die 
folgenden  Mitteilungen  über  Taurinus'  Leben  verdanke. 

Nachdem  Taurinus  zuerst  in  Ingelfingen  von  dem  dortigen  Hofprediger 
und   dann   in    Beichelsheim,   dem   Geburtsorte   seiner  Mutter,    von    seinem 
Onkel,   dem  Pfarrer  Auqust  Schweikart,  unterrichtet  worden  war,  absol- 
yirte   er  die   Prima  des   Gymnasiums   zu  Darmstadt  und  ging  1814   nach 
Heidelberg,  um  sich  der  Jurisprudenz  zuzuwenden.     Im  Jahre  1815  hat  er 
sich  in  Paris  aufgehalten,  wo  sein  Vater,  der  inzwischen  in  die  prenXsische 
Bheinprovinz  übergesiedelt  war  und  während  des  Ejieges  eine  Stellung  bei 
der   Armeepolizei   bekleidet   hatte,   zeitweilig   das   IX.  Arrondissement    ver- 
waltete.    Nach  seiner  Bückkehr  bezog  er  1816  die  Universität  GieOsen  und 
ging  bald  darauf  nach  Göttingen,   wo   „er  sich  in  einer  einsamen   Garten- 
wohnung in  seine  Speculationen  vergrub^';  unüberwindliche  Scheu  vor  öffent- 
lichem Auftreten  soll  ihm  sein  ganzes  Leben  hindurch  eigen  gewesen  sein. 
Seit  Ostern  1822  hat  er  ohne  Amt  und  Beruf,  sich  mannigfachen  wissen- 
schaftlichen  Beschäftigungen    widmend,    in    dem    Hause    seines    Schwagers, 
des  Justizrates  Alexander  Hasenglever  in  Köln,   gewohnt,   der   eine    der 
glänzendsten  Zierden  der  rheinischen  Advocatenbank  war,  und  nach  dessen 
1838    erfolgtem  Tode    ist   er    Hausgenosse    seiner    Schwester,    der    Witwt* 
Hasenclever's,  geblieben. 

Taurinus'  hinterlassene  Papiere  zeigen,  dafs  er  sich  nicht  nur  be- 
trächtliche Kenntnisse  in  der  höheren  Analysis  und  in  der  mathematischen 
Physik  angeeignet,  sondern  daneben  auch  philosophische  und  linguistische 
Studien  getrieben  hat.  Veröffentlicht  hat  Tatjrinus  nur  zwei  kleine  Schriften, 
die  sich  auf  die  Grundlagen  der  Geometrie  beziehen  (1825  und  1826). 
Über  ihre  Entstehung  und  ihre  Bedeutung  für  die  Vorgeschichte  der  nicht- 
euklidischen Geometrie  soll  in  den  beiden  folgenden  Abschnitten  ausführlich 
gehandelt  werden.  Hier  sei  nur  bemerkt,  dafs  sie^  nicht  die  Anerkennung 
der  Mathematiker  von  Fach  fanden,  auf  die  Taurinus  gehofft  hatte.  £r 
hat  zwar  noch  erlebt,  dafs  die  Ideen,  die  er  1826  entwickelt  hatte,  sich 
siegreich  Bahn  brachen,  denn  zu  der  Zeit,  wo  er  sein  Leben  beschlofs,  —  er 
ist  am  13.  Februar  1874  gestorben  —  begannen  die  Untersuchungen  von 
LoBATSCHEFSKij  Und  J.  BoLYAi,  RiBMANN  uud  Helmholtz  bereits  Ver- 
ständnis zu  finden,  allein  es  ist  anzunehmen,  dafs  diese  erfreuliche  Wand- 
lung ihm  verborgen  geblieben  ist. 
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2. 

Die  Theorie  der  Parallellinien  yom  Jahre  1825. 

« 

Aulser  dem  bereits  erwähnten  Pfarrer  Auqust  Sghwgikart  hatte 
Taurinus'  Matter  noch  einen  1780  in  Erbach  geborenen  Bmder  Ferdinand 
Karl  Sghweikart.  Dieser  ist  von  1812  ab  in  Charkow,  yon  1816  ab 
in  Marburg,  von  1821  ab')  in  Königsberg  Professor  der  Rechte  gewesen 
und  dort  1859  gestorben^).  Sghweikart,  der  sich,  wie  das  gerade  bei 
Juristen  früher  nicht  selten  gewesen  zu  sein  scheint,  seit  seiner  Stadien- 
zeit für  Mathematik  interessirte,  hatte  1807  eine  von  gründlichem  Studium 
der  betreffenden  Literatur  zeugende  Schrift:  Die  Theorie  der  Parallel- 
linien nebst  dem  Vorschlage  ihrer  Verbannung  aus  der  Geo- 
metrie erscheinen  lassen,  in  der  er  noch  ganz  auf  dem  Boden  der  Eu- 
klidischen Elemente  stehend  das  elfte  Axiom  durch  das  „Postulat  von 
Quadraten^^  ersetzt.  Spftter  hat  er  Untersuchungen  angestellt,  die  mit  denen 
von  Saggheri  und  Lambert  auf  eine  Stufe  zu  stellen  sind,  und  hat  sich 
schließlich  zu  der  Conception  einer  widerspruchsfreien  Geometrie  durch- 
gearbeitet, in  der  das  elfte  Axiom  nicht  gilt  und  die  Summe  der  Winkel 
des  Dreiecks  kleiner  als  zwei  Rechte  ist.  Im  Jahre  1819  legte  er  seine 
bereits  während  seines  Aufenthaltes  in  Charkow  gewonnenen  Ideen  durch 
Vermittelung  seines  Kollegen  Gerling,  eines  Schülers  von  Gauss,  diesem 
vor.     Gauss'  Antwort  begann  mit  den  Worten: 

„Die  Notiz  von  Hr.  Pr.  Schw.  hat  mir  ungemein  viel  Vergnügen  ge- 
macht und  ich  bitte  ihm  darüber  von  mir  recht  viel  Schönes  zu  sagen. 
Es  ist  mir  fast  alles  aus  der  Seele  geschrieben"^). 


3)  P.  Th.  S.  243  heifst  es  1820.  Dass  diese  aus  Jdsti's  Hessischer  Gelehrten- 
Geschichte  (Marburg  1831,  S.  622)  entnommene  und  auch  in  Poookhdobff*8  Hand- 
wörterbuch (Leipzig  1863,  Bd.  II,  Spalte  875)  übergegangene  Angabe  unrichtig 
ist,  zeigt  ein  Brief  von  Olbebs  an  Bbssbl  vom  20.  Mai  1821  (Briefwechsel  zwischen 
Olbebs  und  Bbbbel,  herausgegeben  von  Ermann.  Bd.  TL.  S.  195),  in  dem  dieser 
schreibt:  „Ich  kann  den  Herrn  Professor  Schwbickhard  nicht  abreisen  lassen,  ohne 
ihm  einige  Zeilen  mitzugeben.  Ich  hoffe,  Sie  werden  in  diesem  neuen  Kollegen 
einen  angenehmen  Gresellschafter  und  vielleicht  Freund  erhalten.*' 

4)  WniTEB  (Artikel  „FsRoniASD  Kahl  Schwbikabt",  Allgemeine  Deutsche  Bio- 
graphie. Bd.  33,  Leipzig  1891.  S.  388)  hat  als  Todesjahr  1857  bezeichnet.  Diese 
P.  Tb.  S.  243  übernommene  Angabe  ist  irrtümlich,  Schwbikabt  ist  vielmehr,  wie 
die  Akten  der  Universit&t  Königsberg  zeigen,  am  17.  August  1859  gestorben; 
dasselbe  Datum  findet  sich  auch  in  Poooehdobff's  Handwörterbuch,  Bd.  H. 
Spalte  875. 

5)  P.  Th.  S.  246.  Es  ist  mir  inzwischen  gelungen,  diese  merkwürdige  Notiz 
von  Schwbikabt  aufzufinden,  die  ebenso  wie  der  vollständige  Brief  von  Gauss  an 
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Von  seiner  Entdeckung,  „dafs  unsere  Geometrie  nur  eine  relative 
Wahrheit  hahe,  r^nd  dafs  es  eine  höhere,  welche  ich  die  Astralgeometrie 
nenne,  gebe",  hat  Schweikart  seinem  Neffen  Taurinus,  yon  dessen  mathe- 
matischer Begabung  er  eine  hohe  Meinung  gehabt  zu  haben  scheint,  in 
einem  Briefe  vom  1.  October  1820  Mitteilung  gemacht  und  ihn  aufgefordert, 
er  möge  doch  zu  ihm  kommen.  Er  wies  ihn  darauf  hin,  dafs  Gauss  auf 
demselben  Wege  sei,  und  schlofs  mit  den  Worten:  „In  kurzer  Zeit  vrnrde 
ich  Dich  in  diese  Ansicht  einführen  können  und  Deinem  Erfindangstriebe 
ein  weites  Feld  eröffnen"^). 

Taurinus  hat  dieser  Einladung  nicht  Folge  geleistet.  Er  sagt  in 
seiner  Theorie  der  Parallellinien  (S.  91),  dals  er  sich  mit  der  AstraJ- 
geometrie  seines  Onkels  nicht  habe  befreunden  können^.  Erst  1824,  also 
zu  einer  Zeit,  wo  er  bereits  in  Köln  bei  seinem  Schwager  lebte,  hat  er 
sich  wieder  geometrischen  Studien  zugewendet,  veranlafst  durch  den  Um- 
stand, dafs  ihm  „die  1807  in  Jena  erschienene  Schrift  desselben  Schweikart 
in  die  Hände  fiel^^  Er  erkannte  den  Grundfehler  von  dessen  Demonstra- 
tionen in  dem  Postulate  von  Quadraten  und  versuchte  auf  anderem  Wege 
das  elfte  Axiom  zu  beweisen.  Seinen  Beweisyersuch  teilte  er  Schweikast 
mit,  der  ihm  in  einem  Briefe  vom  12.  November  1824  dessen  Unzuläng- 
lichkeit darlegte  und  abermals  auf  seine  Astralgeometrie  hinwies,  die  GAvsaf 
Zustimmung  gefunden  habe^). 

Noch  ehe  diese  Antwort  eintraf,  hatte  Taubinus,  der  inzwischen  in 
seinen  Untersuchungen  weiter  geruckt  war  und  denselben  Weg  eingeschlagen 
hatte,  auf  dem  Saccheri  und  Lambert  ihm  vorangegangen  waren,  sich  ao 
Gauss  selbst  gewendet.     Sein  Brief  lautete  folgendermafsen : 

„Euer  Hochwohlgeboren 

haben  Sich  durch  die  ausgezeichnetsten  Verdienste  um  die  Mathematik 
einen  so  hohen  Ruhm  begründet,  dass  ich  keinen  Augenblick  zweifelhaft 
sein  konnte,  an  wen  ich  mich  mit  einem  Anliegen  von  höchstem  Interesse 
mit  dem  grössten  Vertrauen  zu  wenden  hätte. 

Was  so  vierjährigen  Bemühungen  der  besten  Mathematiker  nicht  ge- 
lungen ist,  eine  befriedigende  Theorie  der  Parallellinien  aufzustellen,  und 
so  einem  Mangel  der  Elementargeometrie  abzuhelfen,  den  jeder  Freund  der- 


Gerldto  vom  16.  März  1819    in   dem  demnächst  erscheinenden  VIII.  Bande   von 
Gauss*  Werken  abgedruckt  werden  wird. 

6)  P.  Th.  S.  249. 

7)  Vergleiche  auch  die  Einleitung  zu  den  Geometriae  prima  eUmenta,   S.  V, 
P.  Th.  S.  247. 

8)  P.  Th.  S.  246—246  sowie  Gauss*  Werke  Bd.  Vm. 
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selben  onangenehm  empfinden  musste  —  das  schwebt  mir,  wenn  mich  nicht 
alles  täuscht,  als  ein  erreichbares,  ja  halb  erreichtes  Ziel  vor. 

Der  innliegende  Versuch  wird  Euer  Hochwohlgeboren  die  Überzeugung 
verschaffen,  ob  meine  Hoffiiung  begründet  ist,  und  ich  darf  wohl  um  die 
Gewogenheit  bitten,  sobald  mein  Versuch  Ihren  Beifall  hat,  mir  Ihre  An- 
sicht hierüber  baldmöglichst  mitzutheilen. 

Mit  der  grössten  Hochachtung 


Cöln  am  Rhein 
den  30.  October  1824. 


Euer  Hochwohlgeboren 

ergebenster  Diener 

A.  Taurinus 

bei  R.  Anwalt  Hasenolbyer. 


Wenn  ah,  cd  zwei  gerade  Linien  sind,  die  von  einer  dritten  ef  unter 
rechten  Winkeln  geschnitten  werden,  und  es  wird  yon  der  ab  auf  die  cd 
ein  Loth  ik  geföllt,  so  bleibt  es  zweifelhaft,  was  sich  bei  i  für  ein  Winkel 
gik  bilde,  ob  ein  stumpfer,  ein  rechter  oder  ein  spitzer  Winkel? 

Es  werde  vorerst  angenonmien,  Winkel  giksej'^2E^  so  lässt  sich 
folgendes  beweisen: 

1.)  alle  von  ah  auf  cd  gefällten  Lothe  werden  desto  kleiner, 

je  weiter  sie  von  ef  abstehen. 
2.)  Dabei  werden  die  Winkel  gik,  glm  .  .  .  immer  stumpfer. 
3.)  Zuletzt    müssen     sich    ab    und    cd     gehörig    verlängert, 

schneiden. 

Beweis. 

1.)  Es  sej  hk  =  gh^=  kin=^mo,  und  Winkel  gik  stumpf,  so  ist  ik<Cgh. 

Denn  es  sey  eben  so  gross,  so  wären  bei  i  rechte  Winkel,  wider  die 
Voraussetzung. 

Oder  es  sey  ik  grösser, 
dass  also  z.  B.  pk  =  gh. 
Ziehe  gp,  so  ist  Winkel 
gpJc  ssspgh:  sher  pgh  <Ä, 
um  so  mehr  gip  <  JB, 
wider  die  Annahme. 

Femer   ist    Im  <  ik. 
Denn  es  sey  eben  so  gross, 
so  ist  Winkel  ZtÄ  =  Win- 
kel Um,     Fälle   das   Loth   iq,   welches,   da   Um  =  lik  ein  spitzer  Winkel 
ist,   zwischen  l   und   m   fallen  muss:    alsdann  wäre  qm  ^^  gh>  ik>  Im, 
was  unmöglich  ist. 
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Oder  es  sey  lfn>ik,  z.  B.  rm  =  iJc,  Ziehe  ir,  gr.  Es  lasst  sich 
beweisen,  dass  grm  >  grh,  weil  gh  >  rm.  Es  ist  riÄ?  =  trw  >  ^rm 
>  rgh:  femer  ril  >  r^;?,  folglich  Ml  >  Ä^^i  >  2^,  wider  die  Voraussetzung, 
dass  gilc  >  i?. 

Ein  ähnlicher  Beweis  l&sst  sich  für  alle  Lothe  f&hren,  nicht  nnr 
wenn  hk  =  gh  =  km  . . .,  sondern  ganz  allgemein  für  alle  Lothe:  sie  wer- 
den desto  kleiner,  je  mehr  sie  sich  von  ef  entfernen. 

2.)  Nun  sey  also  Im  <  ik,  F&Ue  die  Lothe  la,  iß,  so  ist  iß  <  la: 
denn    wenn    dieses    Verhältniss   hei    den   Linien    ah,   cd,    die    von  der  tf 


a 


Flg.  2. 

rechtwinklicht  geschnitten  werden,  stattfindet,  so  muss  das  nemliche  anch 
von  den  Linien  ki,  ml  gelten,  die  bei  k  und  m  auf  der  cd  rechtwinklicht 
stehen,  zumal  wenn  km  =  gh:  denn  ausserdem  wäre  keine  Geometrie  mög- 
lich. Ist  aber  iß  <  la,  so  ist  auch  ilß  <  lia,  und  da  ilß  =  min,  so 
folgt  daraus,  dafs  die  Winkel  lik,  nlm  u.  s.  w.  desto  kleiner  werden,  je 
weiter  die  Lothe  von  ef  sich  entfernen. 

3.)  Sehr  leicht  folgt  daraus,  dafs,  wenn  die  Lothe  la,  n^  u.  s.  w.  ge- 
fällt werden,  ly  >  ia  u.  s.  w.,  dagegen  ka  >  Im,  ym  >  no  (da  ny  >  /ß 
u.  s.  w.)  —  woraus  sich  denn  auch  mit  Nothwendigkeit  auf  ein  Schneiden 
der  Linien  ah,  cd  schlielsen  lässt,  sobald  sie  nur  gehörig  verlängert  wer- 
den, es  mag  auch  ia  anfangs  noch  so  unendlich  klein  sein. 


Es  lässt  sich  dagegen  auf  mehr  als  eine  Art  der  Beweis  fahren,  das^ 
zwei  Linien,  die  auf  einer  dritten  senkrecht  stehen,  sich  unmöglich  schnei- 
den können.  Daher  ist  es  denn  auch  eine  unrichtige  Voraussetzung,  dass 
wenn  zwei  Linien  von  einer  dritten  unter  rechten  Winkeln  geschnitten 
werden,  und  von  der  einen  auf  die  andre  ein  Loth  gefUllt  wird,  dieses 
nach  der  schneidenden  Linie  zu  einen  stumpfen  Winkel  bilde. 

Hieraus   ergiebt   sich   der  Satz,   dafs   die  Winkel   eines  Dreiecks  zu- 
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sammen  nie  mehr  als  2  Bechte  ausmachen  können.  Denn  dieCs  sey  der 
Fall  in  ABC:  f&lle  AD,  Es  seyen  auch  in  ADC  mehr  als  2  B:  con- 
struire    das    ähnliche    Dreieck   ACE,    dafs 

AE  —  DC:  es  ist  also  EAD ^DCE,  >  B.  ^l^^Z- ^  1^ 

Errichte  das  Loth  AF  nnd  CF,  so  wäre 
AFO  B,  welches  nach  dem  obigen  un- 
möglich. 

Nun  lässt  sich,  wie  ich  glaube,  auch  der  Beweis  fuhren,  dass  die 
Winkel  eines  Dreiecks  nicht  kleiner  sein  können,  als  2  B,  sondern  =  2  B: 
daraus  ergiebt  sich  dann  weiter,  dals  wenn  2  Linien  mit  einer  dritten  sie 
schneidenden  nach  einer  Seite  hin  weniger  als  2  12  machen,  sie  sich  noth- 
wendig  schneiden  müssen." 

Um  auf  diese  Auseinandersetzungen  genauer  einzugehen,  scheint  es 
zweckmäfsig,  zunächst  Gauss'  Antwort  mitzuteilen,  die  ich  bereits  1895 
(P.  Th.  8.  249 — 250)  veröffentlicht  habe.  Gauss  schreibt  am  8.  November 
1824: 

Ewr.  Wohlgeboren 

geffLlliges  Schreiben  vom  30  Oct.  nebst  dem  beigefügten  kleinen  Aufsatz 
habe  ich  nicht  ohne  Vergnügen  gelesen,  um  so  mehr,  da  ich  sonst  ge- 
wohnt bin,  bei  der  Mehrzahl  der  Personen,  die  neue  Versuche  über  die 
sogenannte  Theorie  der  Parallellinien  [machen,]  gar  keine  Spur  von  wah- 
rem geometrischen  Geiste  anzutreffen. 

Gegen  Ihren  Versuch  habe  ich  nichts  (oder  nicht  viel)  anderes  zu  er- 
innern als  dass  er  unvollständig  ist.  Zwar  lässt  Ihre  Darstellung  des  Be- 
weises, dass  die  Summe  der  drei  Winkel  eines  ebnen  Dreiecks  nicht  gröfser 
als  180^  seyn  kann  in  Bücksicht  auf  geometrische  Schärfe  noch  zu  desi- 
deriren  übrig.  Allein  dies  würde  sich  ergänzen  lassen,  und  es  leidet  keinen 
Zweifel  dafs  jene  Unmöglichkeit  sich  auf  das  allerstrengste  beweisen  läfst. 
Ganz  anders  verhält  es  sich  aber  mit  dem  2".  Theil,  dafs  die  Summe  der 
Winkel  nicht  kleiner  als  180^  seyn  kann;  dies  ist  der  eigentliche  Knoten, 
die  Klippe  woran  alles  scheitert.  Ich  vermuthe,  dass  Sie  sich  noch  nicht 
lange  mit  dem  Gegenstande  beschäftigt  haben.  Bei  mir  ist  es  über  30  Jahr, 
und  ich  glaube  nicht,  dafs  jemand  sich  eben  mit  diesem  2".  Theil  mehr 
beschäftigt  haben  könne  als  ich,  obgleich  ich  niemals  etwas  darüber  be- 
kannt gemacht  habe.  Die  Annahme,  dafs  die  Summe  der  3  Winkel  kleiner 
sei  als  180^,  führt  auf  eine  eigne  von  der  unsrigen  (Euclidischen)  ganz 
verschiedene  Geometrie,  die  in  sich  selbst  durchaus  consequent  ist,  und 
die  ich  filr  mich  selbst  ganz  befriedigend  ausgebildet  habe,  so  dass  ich  jede 
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Aufgabe  in  derselben  auflösen  kann  mit  Ausnahme  der  Bestimmung  einer 
Constante,  die  sich  a  priori  nicht  ausmitteln  Iftsst  Je  grSiser  man  diese 
Constante  anninunt,  desto  mehr  nähert  man  sich  der  Euclidischen  Geo- 
metrie und  ein  unendlich  grosser  Werth  macht  beide  zusammenfallen.  Die 
Sätze  jener  Geometrie  scheinen  zum  Theil  paradox,  und  dem  Ungeübten 
ungereimt;  bei  genauerer  ruhiger  Überlegung  findet  man  aber,  d&Gs  sie  an 
sich  durchaus  nichts  unmögliches  enthalten.  So  z.  B.  können  die  drei 
Winkel  eines  Dreiecks  so  klein  werden  als  man  nur  will,  wenn  man  nur 
die  Seiten  grofs  genug  nehmen  darf,  dennoch  kann  der  Flächeninhalt  eines 
Dreiecks,  wie  grofs  auch  die  Seiten  genommen  werden,  nie  eine  bestimmte 
Grenze  überschreiten,  ja  sie  nicht  einmahl  erreichen.  Alle  meine  Be- 
mühungen einen  Widerspruch,  eine  Inconsequenz  in  dieser  Nicht-Euclidisdien 
Geometrie  zu  finden  sind  fruchtlos  gewesen,  und  das  Einzige  was  nnsenn 
Verstände  darin  widersteht,  ist  dais  es,  wäre  sie  wahr,  im  Baume  eine  an 
sich  bestimmte  (wiewohl  uns  unbekannte)  Lineargrösse  geben  müsste. 
Aber  mir  deucht,  wir  wissen,  trotz  der  Nichts  Sagenden  Wort- Weisheit  der 
Metaphysiker  eigentlich  zu  wenig  oder  gar  nichts  über  das  wahre  Wesen 
des  Baumes,  als  dafs  wir  etwas  uns  unnatürlich  vorkommendes  mit  Ab- 
solut Unmöglich  verwechseln  dürfen.  Wäre  die  Nicht-Euclidische  Geo- 
metrie die  wahre,  und  jene  Constante  in  einigem  Verhältnisse  zu  solchen 
Grössen  die  im  Bereich  unsrer  Messungen  auf  der  Erde  oder  am  Himmel 
liegen,  so  Hesse  sie  sich  a  posteriori  ausmitteln.  Ich  habe  daher  wohl 
zuweilen  im  Scherz  den  Wunsch  geäufsert,  dafs  die  Euclidische  Geometrie 
nicht  die  Wahre  wäre,  weil  wir  dann  ein  absolutes  Maass  a  priori  haben 
würden. 

Von  einem  Manne,  der  sich  mir  als  einen  denkenden  Mathematischen 
Kopf  gezeigt  hat,  fürchte  ich  nicht,  dafs  er  das  Vorstehende  misverstehen 
werde:  auf  jeden  Fall  aber  haben  Sie  es  nur  als  eine  Privat-Mittheilung 
anzusehen,  von  der  auf  keine  Weise  ein  öffentlicher  oder  zur  Öffentlich- 
keit führenkönnender  Gebrauch  zu  machen  ist.  Vielleicht  werde  ich,  wenn 
ich  einmahl  mehr  Müsse  gewinne,  als  in  meinen  gegenwärtigen  Verhält- 
nissen, selbst  in  Zukunft  meine  Untersuchungen  bekannt  machen. 

Mit  Hochachtung  verharre  ich 

Ewr.  Wohlgeboren 
Göttingen  den  8  November  ergebenster  Diener 

1824.  C.  F.  Gauss. 

Aus  diesen  Briefen  ergiebt  sich  zunächst,  dafs  Taubinus  im  October 
1824  noch  durchaus  der  Überzeugung  war,  das  elfte  Axiom  könne  und 
müsse  bewiesen,  d.  h.  aus   den  übrigen  Voraussetzungen  der  Euklidischen 
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Elemente  hergeleitet  werden,  dais  er  die  wesentliche  Identität  des  elften 
Axioms  mit  dem  Satze,  dafs  die  Summe  der  Dreieckswinkel  2  Bechte  be- 
trage, erkannt  und  den  Beweis  fCür  diesen  Satz  auf  apagogischem  Wege 
darchznfiihren  versncht  hatte,  dafs  er  von  den  beiden  Möglichkeiten,  die 
alsdann  zu  betrachten  sind,  nur  die  eine,  bei  der  die  Winkelsumme  gröfser 
als  2  Bechte  vorausgesetzt  wird,  genauer  untersucht  hatte  und  dafs  es  ihm 
gelungen  war  ihre  Unvereinbarkeit  mit  den  Voraussetzungen  des  Euklidi- 
schen Systems  zu  zeigen,  dafs  er  jedoch  auf  diesem  Wege  bei  weitem 
nicht  so  tief  wie  Sacchebi  und  Lambebt  vorgedrungen  war,  welche  schon 
1733  und  1766  die  „Hypothese  des  stumpfen  Winkels"  eingehend  unter- 
sucht hatten,  von  deren  Untersuchungen  jedoch  Taurinus  damals  noch  keine 
Kenntnis  besafs. 

Demgegenüber  hatte  sich  Gauss  zu  derselben  Zeit  nicht  nur  nach 
langen  Kämpfen,  bei  denen  die  Frage,  ob  man  die  Existenz  einer  an  sich 
bestimmten  Lineargröfse  annehmen  dürfe,  eine  wesentliche  Bolle  gespielt 
hat^)  zu  der  Überzeugung  von  der  logischen  Unanfechtbarkeit  einer  „nicht- 
euklidischen" Geometrie  durchgerungen,  in  der  die  Summe  der  Winkel 
des  Dreiecks  kleiner  als  2  Bechte  ist,  sondern  auch  diese  neue  Geometrie 
„für  sich  selbst  ganz  befriedigend  ausgebildet"^^).  Die  Worte:  „Ich  habe 
daher  wohl  zuweilen  im  Scherz  den  Wunsch  geäufsert,  dafs  die  Euklidische 
Geometrie  nicht  die  Wahre  wäre,  weil  wir  dann  ein  absolutes  Mafs  a  priori 
hätten",  die  sich  übrigens  dem  Sinne  nach  genau  mit  einer  ÄuTserung 
Lambbrt's  decken^*),  stehen  damit  nicht  in  Widerspruch;  der  „Scherz"  be- 
zieht sich  augenscheinlich  nicht  auf  die  nichteuklidische  Geometrie,  sondern 
allein  auf  die  praktischen  Folgen,  die  die  Existenz  eines  absoluten  Mafses 
haben  würde. 

Endlich  wird  durch  die  beiden  Briefe  die  für  die  Vorgeschichte  der 
nichteuklidischen  Geometrie  bedeutungsvolle  Thatsache  festgestellt,  dafs  Gauss 
und  Taurinus  erst  im  Jahre  1824  in  Beziehungen  zu  einander  getreten 
sind,  und  da  Gauss  keine  weiteren  Briefe  an  Taurinus  geschrieben  hat, 
wird  zugleich  der  Einflufs,  den  jener  auf  diesen  gehabt  haben  kann,  genau 
festgelegt.  Damit  ist,  worauf  noch  zurückzukommen  sein  wird,  für  Taurinus 
die  selbständige  Entdeckung  der  nichteuklidischen  Trigonometrie 
gesichert,    die    freilich    Gauss   spätestens    seit   1819   besessen  haben  mufs. 


9)  Weitere  Aufschlüsse  hierüber  wird  Bd.  VUI  der  GAuss'schen  Werke  geben. 

10)  Eine  ähnliche  Äafsemng  findet  sich  auch  in  dem  Briefe  an  Qeblimo  vom 
16.  März  1819.  P.  Th.  S.  246.  Siehe  auch  die  Abhandlung  von  Fbibdbich  Engel 
und  mir:  Gauss,  die  beiden  Bolyai  und  die  nichteuklidische  Geometrie, 
Mathematische  Annalen,  Bd.  49.  S.  150—151,  1897. 

11)  Lambebt's  Parallelentheorie  §  80,  P.  Th.  S.  200. 
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Nimmt  man  die  weitere  Thatsacbe  hinzu,  dafs  Schweikart  unabhängig  von 
Gauss  die  Idee  der  „Astralgeometrie"  concipirt  hat  —  nach  einer  Äufserung 
Gerlings  bereits  während  seines  Aufenthaltes  in  Charkow  1812 — 1816**) 
— ,  so  ergiebt  sich,  dafs  die  Ansicht,  alle  Untersuchungen  über  nicht- 
euklidische Geometrie  gingen  auf  Anregungen  von  Gauss  zurück,  nicht  mehr 
haltbar  ist.  Damit  aber  verliert  die  Frage,  ob  die  Untersuchungen  von 
LoBATSCHEFSKU  uud  JoHANN  BoLYAi  direkt  oder  indirekt  durch  Gauss  ver- 
anlafst  sind^'),  ihre  principielle  Wichtigkeit;  womit  nicht  geleugnet  werden 
soll,  daüs  es  sich  hierbei  um  ein  vom  Standpunkte  des  Mathematikers  wie 
des  Historikers  und  Psychologen  recht  interessantes  Problem  handelt. 

Doch  kehren  wir  zu  Taurinus  zurück,  für  den  die  freundliche  Antwort, 
die  ihm  ein  Mann  wie  Gauss  zukommen  liefs,  gewifs  ein  Ansporn  gewesen 
ist,  seine  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  mit  erneutem 
Eifer  fortzuführen.  So  entstand  seine  erste  Schrift,  die  Theorie  der 
Parallellinien,  deren  Druck  im  März  1825  vollendet  wurde.  Ehe 
Taurinus  sein  Erstlingswerk  dem  Buchhandel  übergab,  sandte  er  es  an 
Gauss  und  schrieb  ihm  bei  dieser  Gelegenheit  folgenden  Brief: 

Euer  Hochwohlgeboren 

weiTs  ich  meinen  Dank  für  die  höchst  gütige  und  interessante  Beantwortung 
der  Anfrage,  die  ich  vor  ungefähr  vier  Monaten  an  Hochdieselbe  zu  richten 
so  frei  war,  nicht  besser  erkennen  zu  geben,  als  durch  Übersendung  bei- 
folgender kleiner  Schrift,  bevor  sie  noch  ins  Publicum  kommt.  Ich  würde 
mich  zur  Herausgabe  derselben  schwerlich  entschlossen  haben,  wenn  mir 
gleich  anfangs  bekannt  gewesen  wäre,  dafs  Legendre  den  Beweis,  dem  ich 
als  einer  ganz  neuen  Entdeckung  einen  bedeutenden  Wert  beizulegen  ge- 
neigt war  —  dafs  nemlich  die  Summe  der  drei  Winkel  eines  ebenen  Drei- 
ecks zwei  Rechte  nicht  übersteigen  könne  —  bereits  vollkommen  befriedigend 
geführt  hat,  worauf  mich  erst  Hr.  Prof.  v.  Münchow  in  Bonn  aufmerksam 
gemacht  hat.  Hierdurch  verschwindet  also  das  vorzüglichste  Interesse, 
das  die  Schrift  aufserdem  fär  den  Mathematiker  hätte  haben  können:  in- 
dessen  enthält   sie  dennoch  vielleicht  eine   oder  die  andere  neue  Ansicht. 

Die  neue  Geometrie,  auf  welche  Ew.  Hochwohlgeboren  wegen  des,  zu 
einer  gründlichen  Theorie  der  Parallelen  noch  fehlenden  Beweises  mich  ver- 
weisen, ist  mir  seit  vier  Jahren  nichts  unbekanntes  und  mir  zuerst  von 
meinem  Oncle,  Professor  Schweikart,  damals  in  Marburg,  mitgetheilt  worden: 


12)  Yergl.  meine  Bemerkung  in  Engsl^s  Buch:  Nikolau  Iwano witsch  Lobat- 
8CHEF8KU,  zwci  geometrische  Abhandlungen.     Teil  ü.  Leipzig  1899,  S.  428. 

13)  P.  Th.  S.  242—243  und  Enöbl,  a.  a.  0.,  S.  378—382. 
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ich  vermochte  aber  aus  blofsen  Andeutungen  nicht,  die  Idee  davon  aufzu- 
fassen, bis  ich  vor  vier  Monaten  eben  jenen  Beweis,  den  ich  Euer  Hoch- 
wohlgeboren  niitzutheilen  die  Ehre  hatte,  auffand  und  so  von  selbst  auf  den 
Versuch  geleitet  wurde,  ein  geometrisches  System,  in  welchem  die  Summe 
der  Dreieckswinkel  kleiner,  als  zwei  Rechte  wftre,  zu  entwickeln.  Da  ich 
hierbei  auf  unerwartete  Schwierigkeiten  stiefs,  so  gab  ich  den  Versuch  bald 
auf  und  habe  mich  seitdem  nicht  mehr  damit  beschäftigt.  Ich  konnte  um 
so  eher  darauf  verzichten,  als  mein  genannter  Oncle  mir  bemerkt  hatte,  dafs 
Euer  Hochwohlgeboren  dieselbe  Idee  lange  schon  und  weit  verfolgt  hätten. 
Indessen  hat  sich  bei  mir  gleich  anfangs  jdie  Ansicht  gebildet,  die  ich  in 
der  beiliegenden  Schrift  auszusprechen  gewagt  habe. 

Höchst  schätzbar  und  schmeichelhaft  wäre  es  mir,  wenn  Euer  Hoch- 
wohlgeboren die  kleine  Schrift  einer  Durchsicht  und  Critik  würdig  fänden 
und  die  Gewogenheit  haben  wollten,  mir  Ihre  Einwendungen  dagegen  oder 
das  ganze  Resultat  Ihrer  Beurtheilung  mitzutheilen.  Die  Schrift  wird  auf 
keinen  Fall  vor  vierzehn  Tagen  irgend  jemanden  bekannt  werden  und  ich  bin 
bereit  sie  sogleich  ganz  zu  unterdrücken,  wenn  es  Euer  Hochwohlgeboren 
im  mindesten  unangenehm  wäre,  daÜB  der  gedachte  Oegenstand  zur  Sprache 
käme. 

Mit  der  Versicherung  der  ausgezeichnetsten  Hochachtung  und  Verehrung 
verharre  ich 

Euer  Hochwohlgeboren 

ergebenster  Diener 

F.  A.  Taurinus. 
Cöln  a.  Rh.,  den  20.  März  1825. 

Aus  dem  später  mitzuteilenden  Briefe  Taurinus'  an  Gausb  vom 
29.  Dezember  1829  geht  hervor,  dafs  Gauss  das  Schreiben  vom  20.  März 
1825  nicht  beantwortet  hat.  Wenig  ermutigend  war  auch  die  Antwort, 
die  W.  A.  DiESTEBWEG  (1782 — 1835),  damals  Professor  der  Mathematik 
an  der  Universität  Bonn,  ihm  auf  die  Zusendung  der  Theorie  der  Pa- 
rallelen am  15.  September  1825  zugehen  liefs.     Es  heifst  dann: 

„Ich  halte  es  für  eine  äufserst  bedenkliche  Sache,  einen  Theil  seines 
Lebens  der  Aufstellung  einer  neuen  Parallelentheorie  zu  widmen.  Was 
EuKLiDES  nicht  konnte,  und  alle  grofsen  Mathematiker  nach  ihm  nicht 
konnten,  ist  gewifs  eine  sehr  schwer  zu  leistende  Sache.  Und  ohne  einen 
neuen  Grundsatz  an  die  Stelle  des  eKten  Euklidischen  zu  setzen,  dürfte  es 
wohl  unausführbar  sein"**). 


14)  Mitteilung  yon  Pastor  Fubeb,  vergl.  S.  402  dieser  Abhandlung. 
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Da  die  Theorie  der  Parallellinien  eine  ziemlich  seltene  Schrift 
ist^'^),  sei  es  gestattet,  eine  kurze  Übersicht  ihres  Inhaltes  zu  geben;  die 
für  die  Vorgeschichte  der  nichteuklidischen  Oeometrie  wichtigen  Stellen  haben 
Engel  und  Stäckbl  wieder  abgedruckte^).  In  der  Vorrede  (S.  3 — 14)  be- 
ginnt Taubinus  damit,  „die  hauptsächlichsten  Ansichten,  Vorschläge  und 
Versuche  über  das  elfte  Euklidische  Axiom  anzufahren  und  die  Gründe 
ihrer  ünhaltbarkeit,  ihres  nothwendigen  Mifslingens  darzulegen"  und  erklärt 
aldann,  „dals  man  von  der  Summe  der  Winkel  im  Dreiecke  ausgehen  and 
sich  bestreben  müsse,  den  Widerspruch  aufzudecken,  der  sich  aus  einer  will- 
kürlichen Annahme  derselben  ergeben  werde^^     Er  föhrt  fort: 

„Der  gegenwärtige  Versuch  maJGst  sich  nicht  an,  zur  Wahrheit,  die  zu 
erreichen  so  vielfache  Bemühungen  und  Forschungen  fruchtlos  waren,  end- 
lieh  durchgedrungen  zu  sein  und  dem  ürtheU  der  Mathematiker  vorzugreifen. 
Es  darf  aber  nicht  unbemerkt  bleiben,  dafs  über  den  ölten  Lehrsatz e^)  —  und 
wir  wüfsten  nicht,  was  mehr  zu  seiner  Empfehlung  gereichen  könnte  —  Herr 
Hofrath  Gauss  sich  bereits  beifällig  ausgesprochen  hat.  Das  bei  dem  Be- 
weise desselben  beobachtete  Verfahren  ist  so  eigenthümlich,  da&  der  Satz  in 
dieser  Gestalt  gewiils  zum  erstenmal  erscheint." 

Es  folgen  (S.  16 — 72)  „Die  ersten  Elemente  der  Geometrie". 
Nach  Euklids  Muster  beginnen  sie  mit  52  Erklärungen  und  2  Forderungen 
(Existenz  einer  Geraden  durch  zwei  gegebene  Punkte,  eines  Kreises  mit 
gegebenem  Mittelpunkt  und  Halbmesser).  Dazu  kommen,  den  Koival  avvoua 
Euklids  entsprechend,  10  „allgemeine  mathematische  Grundsätze",  und 
endlich  formuliert  Taurinus,  worauf  er  grofses  Gewicht  legt,  den  „Be- 
sonderen Grundsatz  der  Geometrie",  nach  dem  zwischen  zwei  Punkten  nur 
eine  gerade  Linie  möglich  ist. 

Nunmehr  wird  in  70  Lehrsätzen  und  Aufgaben  ein  System  der  Elemente 
der  Geometrie  entwickelt,  das  manchen  originellen  Gedanken  aufweist.  Hier 
möge  nur  bemerkt  werden,  dafs  in  Lehrsatz  51  die  Hypothese  des  stumpfen 
Winkels  wesentlich  in  der  Art,  wie  das  in  dem  Briefe  an  Gauss  vom 
30.  October  1824  geschehen  war,  abgewiesen  wird.     Während  der  Beweis 


15)  Wir  haben  sie  1895  nur  auf  den  Königlichen  Bibliotheken  zu  Berlin 
und  Dresden,  sowie  auf  den  Universitätsbibliotheken  zu  Bonn  und  Jena 
(P.  Th.  S.  251),  später  auch  auf  der  Bibliothek  der  technischen  Hochschule  zu 
Berlin  yorgefundeu. 

16)  P.  Th.  S.  256—266. 

17)  Theorie  der  Parallellinien  S.  55:  „Wenn  zwei  Linien  Ton  einer 
dritten  unter  rechten  Winkeln  geschnitten  werden  und  ein  Loth  von  der  ersten 
auf  die  zweite  gefällt,  macht  mit  der  ersten  nach  der  Seite  der  dritten  hin 
einen  stumpfen  Winkel,  so  können  alle  diese  Linien  keine  geraden  Linien  sein/' 
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fär  Lehrsatz  51,  bei  dem  mit  Nachdruck  die  Voraussetzung  hervorgehoben 
wird,  dafs  „es  yerstattet  ist  die  gerade  Linie  ins  unendliche  verlängert 
vorzustellen",  als  gelungen  bezeichnet  werden  kann,  ist  der  Beweis  für 
den  folgenden  Lehrsatz  52:  „unter  den  beiden  übrigen  geometrischen 
Systemen  ist  das  Parallelsystem,  in  welchem  ein  Viereck  vier  Bechte 
enthalten  kann,  allein  geradlinig"  durchaus  unzulänglich.  Taurinus  scheint 
das  selbst  gefühlt  zu  haben,  da  er  in  den  den  „Elementen"  angehängten 
Erläuterungen  (S.  73 — 88)  gegen  die  Hypothese  des  spitzen  Winkels  acht 
weitere  Grunde  anführt  (S.  86—87,  P.  Th.  S.  258—259).  Bemerkenswert 
ist,  dafs  er  dabei,  wohl  durch  Gauss'  Brief  beeinflufst,  die  „innere  Conse- 
quenz  des  dritten  Systems"  ausdrücklich  anerkennt,  und  zum  Schlufs  (S.  88) 
als  seine  Überzeugung  ausspricht,  „dafs  es  ein  solches  System  allerdings 
gebe;  dafs  wir  aber  zweifeln,  ob  es  eine  geradlinige  oder  eine  ebene 
Geometrie  sein  werde". 

Den  Schlufs  des  Werkchens  bildet  eine  Nachschrift  (S.  88—93,  vergl. 
auch  P.  Th.  S.  259 — 261),  in  der  sich  Taürinus  über  Lbgendre's  Unter- 
suchungen äulsert,  die  ihm  erst  während  des  Druckes  durch  die  Vermittelung 
von  Professor  v.  Münchow  in  Bonn  (1778 — 1836)  bekannt  geworden  waren. 

Später,  jedenfalls  erst  nach  dem  20.  März  1825,  hat  Taurinus  seiner 
Schrift  einen  Nachtrag  hinzugefügt  (S.  95—102,  P.  Th.  S.  261—266), 
der  für  die  Vorgeschichte  der  nichteuklidischen  Geometrie  von  besonderer 
Wichtigkeit  ist.  Augenscheinlich  hatten  ihn  die  Gründe,  die  er  gegen  das 
dritte  System  ins  Feld  geführt  hatte  und  die  in  Wahrheit,  um  mit  Lambert 
zu  reden,  nur  „argumenta  ab  amore  et  invidia  ducta'^  waren  ^^),  auf  die 
Dauer  nicht  befriedigt,  und  so  war  er  dazu  geführt  worden,  dieses  System 
weiter  zu  entwickeln,  in  der  Hoffnung,  dadurch  einen  strengen  Beweis  für 
seinen  Lehrsatz  52  zu  gewinnen.  Auf  diese  Weise  ist  er,  wie  vor  ihm 
Saccheri,  zu  dem  Begriffe  der  Grenzgeraden  und  zu  dem  Beweise  der 
Existenz  eines  gemeinsamen  Lotes  sich  nicht  schneidender  Geraden  gelangt  ^^) 
und  hat,  wie  vor  ihm  Lambert,  nachgewiesen,  dafs  dem  dritten  System  eine 
„Besümmungsgröfse''  („Parameter,  Axe,  Potenz")  eigen  ist,  die  man  will- 
kürlich annehmen  kann^).  Indem  er  auf  diese  unvermeidliche  Folge  der 
Annahme  einer  von  zwei  Rechten  verschiedenen  Winkelsumme  des  Dreiecks 
hinwies,  glaubte  Taurinus  dem  Euklidischen  Systeme  die  Alleinherrschaft 
gesichert  zu  haben,  denn  „es  läfst  sich'*  meinte  er,  „gar  kein  Grund  ein- 


18)  Theorie  der  Parallellinien  §  81,  P.  Th.  S.  201. 

19)  Eudides  ah  omni  naevo  vindicatus.  S.  43—45  und  68—70,  P.  Tb.  S.  87—89 
und  107—109. 

20)  Theorie  der  Parallellinien  §  79  und  80,  P.  Th.  S.  199—201. 
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sehen,  dem  einen  System  vor  allen  andern  eine  ausschliefsliche  Gültigkeit 
beizulegen,  man  mufs  vielmehr  die  gleichzeitige  Möglichkeit  aller  Systeme 
annehmen  und  es  wären  also,  wenn  man  sie  als  geradlinig  betrachten 
wollte,  zwischen  zwei  Punkten  unendlich  viele  gerade  Linien  denkbar*^ 


3. 

Die  Geometriae  prima  elementa  yom  Jahre  1826. 

Dafs  der  Theorie  der  Parallellinien  die  Anerkennung  der  Mathe- 
matiker von  Fach  nicht  zu  Teil  wurde,  hat  Taurinus  nicht  entmutigt,  war 
er  doch  selbst  mit  seiner  Erstlingsschrift  nicht  zufrieden,  „an  der  ihm  vieles 
nicht  gefier^^^).  Dazu  kam,  dafs  er  gerade  zu  dieser  Zeit  Camerer's  vor- 
trefifliche  Ausgabe  der  Euklidischen  Elemente  (Bd.  I.  Berlin  1824)  kennen 
lernte  und  aus  dem  Excursus  ad  EL  I.  29  (S.  402 — 442),  einer  noch  heute 
wertvollen  Geschichte  der  Versuche  das  elfte  Axiom  zu  beweisen,  ersah, 
dafs  die  Beweismethode,  auf  die  er  in  seiner  Theorie  der  Parallelen  hin- 
gewiesen hatte,  bereits  von  Sacgheri  und  Lambert,  die  wir  im  Vorher- 
gehenden wiederholt  erwähnt  haben,  angewandt  worden  war^').  Der  ur- 
sprüngliche Zweck  der  Elementa  war  daher  eine  neue,  verbes- 
serte Darstellung  des  Systems  der  Geometrie  zu  geben,  das 
Taurinus  in  der  Theorie  der  Parallellinien  entwickelt  hatte.  Wie 
bei  diesen  die  Nachschrift  und  der  Nachtrag,  so  ist  bei  jenen,  die  nach 
dem  Datum  der  Vorrede  zu  urteilen,  bereits  Ende  1825  druckfertig  gemacht 
worden  waren,  nach  Vollendung  des  Druckes  ein  Additamentum  hinzu- 
gekommen, in  dem  Taurinus  die  Ergebnisse  seiner  inzwischen  angestellten 
Untersuchungen  niedergelegt  hat,  Untersuchungen,  die  ihn  zur  Entdeckung 
der  nichteuklidischen  Trigonometrie  geführt  hatten. 


21)  Oeometriae  prima  elementa  S.  VI.  P.  Th.  S.  248. 

22)  Gecymetriae  prima  elementa  S.  V.  P.  Th.  S.  248.  Dafs  Oamereb^s  Excursus 
in  dem  von  Engkl  und  mir  herausgegebenen  Werke:  Die  Theorie  derParallel- 
linien  von  Euklid  bis  auf  Gauss  nur  gelegentlich  erw&hnt  (S.  248  und  319), 
aber  nicht  gebührend  gewürdigt  worden  ist,  lie£^  daran,  dafs  ich  ihn  erst  während 
des  Druckes  kennen  lernte.  Vor  allem  hätte  daselbst  in  der  Einleitung  S.  m — IV 
heryorgehoben  werden  müssen,  dafs  schon  Gamebeb  mit  grofsem  Nachdruck  und 
tiefem  Verständnis  auf  die  Untersuchungen  von  Sacchebi  und  Lambbbt  hin- 
gewiesen hat  und  dafs  daher  Beltbami  für  jenen,  Stäckel  für  diesen  nur  als 
Nachentdecker  gelten  können. 

Cakkbeb's  Eoccursus  enthält  auch  noch  eine  Reihe  weiterer  für  die  Vor- 
geschichte der  nichteuklidischen  Geometrie  wichtiger  Literaturangaben,  auf  die 
ich  bei  andrer  Gelegenheit  eingehen  zu  können  hoffe. 
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Auf  die  Einleitung  (S.  III — VI)  folgen  entsprechend  den  ersten 
Elementen  der  Geometrie  die  Geometriae  prima  elementa;  sie  enthalten 
nach  einander  32  Definitiones,  2  Postulata,  6  Axiomata  und  26  Propositiones; 
die  26^  ist  Euklids  elftes  Axiom.  Den  Schwerpunkt  bildet  die  Propositio 
XXIV:  „Omnis  trianguli  rectilinei  tres  anguli  duobus  rectis  aequales  sunt/^ 
Der  Beweis  wird  apagogisch  gefuhrt.  Bei  dem  Fall,  dafs  die  Summe  der 
Dreieckswinkel  gröfser  als  2  Rechte  vorausgesetzt  wird,  benutzt  Taurinus 
Leoendre's  Methode  der  Aneinanderreihung  congruenter  Dreiecke^').  Bei 
dem  Fall,  daüs  diese  Summe  kleiner  als  2  Rechte  vorausgesetzt  wird,  zeigt 
er  zuerst;  dafs  diese  Voraussetzung,  falls  sie  bei  einem  einzigen  Dreieck 
wirklich  erfüllt  ist,  f&r  jedes  Dreieck  gilt,  beweist  darauf  die  Existenz  der 
LoBATSCHEFSKij'schen  Grenzgeraden  und  leitet  endlich  die  Existenz  des  ab- 
soluten Mafises  her,  dessen  Willkürlichkeit  bedingt,  dafs  es  unendlich  viele 
geometrische  Systeme  giebt,  in  denen  die  Summe  der  Winkel  des  Dreiecks 
kleiner  als  zwei  Rechte  ist.  Aus  dieser  „Vielheit  der  möglichen  Systeme" 
folgert  er  endlich,  wie  in  dem  Nachtrage  zu  der  Theorie  der  Parallel- 
linien, die  ünzulässigkeit  der  Annahme  eines  solchen  geometrischen 
Systemes. 

Es  folgen  (S.  43 — 64)  Observationes,  von  denen  diejenigen  zur 
Propositio  XXIV  (S.  53 — 64)  am  wichtigsten  sind^).  Taurinüs  betont 
hier  abermals,  dafs  die  „neue  Geometrie"  in  sich  widerspruchslos  sei,  giebt 
die  bei  ihr  geltende  Formel  für  den  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  und  macht 
schliefslich  den  Versuch  eine  die  „gesamte  Geometrie",  also  alle  drei  Hypo- 
thesen über  die  Winkelsumme,  umfassende  Trigonometrie  herzuleiten. 
Sind  nämlich  a,  /3,  y  die  durch  eine  constante  Linie  27ci2  dividirten  Seiten 
a,  &,  c  eines  Dreiecks,  und  ist  A  der  der  Seite  a  gegenüberliegende  Winkel, 
so  setzt  er  die  Formel  an: 


A  = 


(008  a  —  cos  fi  •  cos  y\ 
: S r ^1 
gm  p  •  sm  y        / 


yS{ß^a){ß-h){ß^c)     ^    ^ 


C(2i8f+  G) 

in  der  S  die  halbe  Summe  der  Seiten  und  C  eine  willkürliche  Constante 
bedeutet,  und  leitet  daraus  (S.  58  —  64)  eine  Reihe  von  Sätzen  ab,  die  in 
der  „neuen  Geometrie"  gelten  sollen.  Wenn  auch  ein  grofser  Teil  dieser 
Sätze  richtig  ist,  so  mufs  doch  dieser  Versuch  einer  nichteuklidischen  Trigono- 
metrie als  durchaus  mifsglückt  bezeichnet  werden. 


23)  Lbobndbb,   ikUmefn»  de   Qeomitrie,  zweite   Ausgabe,   Paris  1799,   Pro- 
Position  XIX. 

24)  Vergl.  P.  Th.  S.  269—270. 


416  Paul  Stäckel: 

Taurikus  {fBAirt  jetzt  fort:  ^Dies  war  bereits  gedruckt,  und  es  blieb 
mir  nur  noch  übrig,  meine  Ansicht  über  das  wahre  Wesen  dieser  Greomebie 
vorzubringen,  da  gelangte  ich  endlich  zu  der  Gtewüsheit,  dais  sich  diese 
meine  Ansicht  wirklich  beweisen  Iftfst.  Von  AnÜBuig  an  hatte  ich  n&nlich 
die  Vermutung  gehegt,  daTs  eine  solche  Geometrie  gewissermalBen  die  Um- 
kehrung der  sphärischen  sei,  dafs  sie  Logarithmen  mit  sich  bringe  und  sich 
aus  der  allgemeinen  Formel  der  sphärischen  Geometrie  herleiten  lasse,  und 
ich  würde  mich  darüber  wundem,  dafs  ich  eine  Sache,  die  so  klar  ist  und 
die  für  jedermann  auf  der  Hand  liegt,  nicht  früher  durchschaut  habe  und 
so  grofse  Weitläufigkeiten  nötig  hatte,  wenn  ich  mich  nicht  erinn'erte,  daJs 
gerade  Dinge,  die  ganz  selbstverständlich  erscheinen,  oft  sogar  bedeutenden 
Männern  lange  verborgen  geblieben  sind.     Die  Formel 

.  /cos  ai  —  C08  ßi  •  cos  y  t\  ,         . . 

^  =  arc  COS  I r— ^^ — "r — -. — ^i  {i  =  y-~[) 

\         smp»  •  smyt         / 

wird  eine  Geometrie  bestinmien,  bei  der  alle  Dreiecke  weniger  als  zwei 
Rechte  enthalten^  wenn  nämlich  für  den  imaginären  Cosinus  oder  besser 
für  den  Cosinus  des  imaginären  Bogens  irgend  eine  Zahl  gesetzt  wird,  die 
grösser  als  die  Einheit  ist.  Dabei  müssen  jedoch  von  den  Zahlen  ce,  ^,  ; 
je  zwei  zusammen  gröfser  als  die  dritte  sein:  ich  denke  mir  nämlich,  d&Ts 
diese  Zahlen  die  durch  eine  gewisse  constante  Linie  B  geteilten  Seiten 
eines  Dreiecks  sind  [während  Ä  den  der  Seite  a  gegenüberliegenden  Winkel 
bedeutet]." 

Diese  Zeilen  zeigen,  dals  Taurikus  am  Anfange  des  Jahres  1826 
durch  eine  geniale  Intuition  zu  der  fundamentalen  Entdeckung 
gelangt  war,  dafs  die  Formeln  der  nichteuklidischen  Trigono- 
metrie aus  denen  der  sphärischen  Trigonometrie  hervorgehen, 
wenn  man  den  Radius  der  Kugel  imaginär  setzt.  Ich  habe  bei 
einer  andern  Gelegenheit  darauf  hingewiesen^),  dafs  Lambert  diesem  Ge- 
danken schon  sehr  nahe  gewesen  war,  indem  er  folgende  Bemerkung 
machte**): 

„Hlerbey  scheint  mir  merkwürdig  zu  sejn,  daJDs  die  zwote  Hypothese 
statt  hat,  wenn  man  statt  ebener  Triangel  sphärische  nimmt,  weil  bei  diesen 
sowohl  die  Summe  der  Winkel  gröfser  als  180  Gr.  als  auch  der  ÜberschuTs 
dem  Flächenraume  des  Triangels  proportional  ist.  Noch  merkwürdiger 
scheint  es,  dafs,  was  ich  hier  von  den  sphärischen  Triangeln  sage,  sich  ohnf 
Bücksicht  auf  die  Schwierigkeit  der  Parallellinien  erweisen  lasse,  und  keines 
andern  Grundsatz    voraussetzt,    als  dafs  jede   durch    den   Mittelpunkt   der 


26)  P.  Th.  S.  262. 

26)  Theorie  der  Parallellimen  §  82,  P.  Th.  S.  146  nnd  202—203. 
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Kugel  gehende  ebene  Fl&che  die  Engel  in  zween  gleiche  Theile  theile.  Ich 
sollte  daraus  fast  den  Schlnss  machen,  die  dritte  Hypothese  komme  bei 
einer  imaginären  Engelfläche  vor.  Wenigstens  mnfs  immer  etwas  sejn, 
warum  sie  sich  bej  ebenen  Flächen  lange  nicht  so  leicht  mnstofsen  läfst, 
als  es  sich  bey  der  zwoten  thun  liefs/' 

Selbstverständlich  soll  dnrch  die  AnfOhrong  dieser  ÄuTserung  Lambert'» 
Taurikus'  Verdienst  nicht  im  mindesten  geschmälert  werden.  Er  war  so 
fast  mühelos  zu  einer  Einsicht  gelangt,  die  sich  Lobatschefsku^)  und 
Johann  Boltai'^  erst  durch  lange  und  harte  Arbeit  erkämpft  haben,  in- 
dem sie  die  nichteuklidische  Geometrie  83rstematisch  entwickelten  und  schliefs- 
lieh  zu  den  Formeln  der  zugehörigen  Trigonometrie  gelangten  ^^).  Auch 
für  Gauss  scheint  dasselbe  zu  gelten,  da  er  in  einem  Briefe  an  Wolfoanq 
BoLTAi  vom  6.  März  1832  sich  dahin  äufsert,  dafs  der  Weg,  den  dessen 
Sohn  Johann  eingeschlagen  habe,  fast  durchgehends  mit  seinen  eigenen  Me- 
ditationen übereinstimme^). 

Taurinus  hat  sich  aber  nicht  damit  begnügt,  die  Formeln  der  Trigo- 
nometrie in  der,  wie  er  sich  ausdrückt,  logarithmisch- sphärischen 
Geometrie  entdeckt  zu  haben,  er  hat  vielmehr  in  einem  Additamentum 
seiner  Elementa  (S.  69 — 74)  diese  Formeln  zur  Lösung  verschiedener  geo- 
metrischer Aufgaben  angewandt  und  ist  bis  zu  der  Berechnung  des  um- 
fanges  und  Inhaltes  des  Ereises,  der  Oberfläche  und  des  Volumens  der 
Kugel  vorgedrungen.  Wenn  man  also  auch  seine  Entdeckung  der  nicht- 
euklidischen Geometrie  einem  glücklichen  Zufall  zuschreiben  will,  so  hat 
er  doch  durch  sein  Additamentum  gezeigt,  dafs  er  diesen  Zufall  zu  wür- 
digen und  zu  benutzen  verstand,  und  das  wird  man  ihm  hoch  anrechnen, 
ohne  ihm  freilich    in  der  Geschichte  der  nichteuklidischen  Geometrie   den- 


27)  Yergl.  Ekgbl,  a.  a.  0.  S.  371— -373  and  S.  392—393  nnd  P.  Th.  S.  240. 

28)  P.  Th.  S.  241-242. 

29)  Dafs  diese  Formeln  in  diejenigen  der  sphärischen  Trigonometrie  über- 
gehen, wenn  man  den  Radius  der  Kugel  imaginär  setzt,  scheinen  Lobatschrfsku 
und  J.  BoLTAi  erst  nachträglich  erkannt  zu  haben.  Jener  bemerkt  es  am  Schlüsse 
seiner  Abhandlung:  0  HA^AJ[AX1>  rEOMETPUI  (Über  die  Anfangsgrunde 
der  Geometrie)  vom  Jahre  1829  (siehe  Enoel,  a.a.O.  8.66),  dieser  sagt  darüber 
in  seiner  Appendix  kein  Wort,  aber  in  dem  zweiten  Bande  des  Tentamen 
(Maros  -Y&särhely  1833)  giebt  sein  Vater  WoLPaAiia  eine  ausführliche  Dar- 
stellung dieser  Entdeckung  JoHAini*s  (S.  380—385);  in  seinem  Kurzen  Grund- 
riss  vom  Jahre  1851  8.  86 — 86  ist  er  darauf  znrAckgekommen;  hiernach  ist  die 
bezügliche  Stelle  P.  Th.  8.  146  zu  berichtigen. 

30)  Yergl.  P.  Stackbl,  Mitteilungen  aus  dem  Briefwechsel  von  Gauss 
nnd  W.  BoLTAi,  Nachrichten  der  E.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  G5ttingen. 
Math.-phys.  Klasse.    Jahrgang  1897.    S.  6—7. 

Abh.  snr  Gesch.  d.  Mathom.  IX.  27 
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selben  Rang  wie  Gauss,  Lobatsghefskij  und  J.  Boltai  zuerkennen  zn 
wollen,  denn  bei  Tauriiojs  vermirst  man  vor  allem  diejenige  Freiheit  der 
Auffassung  der  „neuen  Geometrie'^  zu  der  aufser  den  eben  genannten  For- 
schem auch  sein  Onkel  Schweikart  gelangt  war. 

Anders  lautete  das  Urteil  der  Zeitgenossen.  „In  der  Periode  von 
1780 — 1830  waren  alle  Beweisversuche  [für  das  elfte  Ariom]  gescheitert, 
und  man  war  schliefslich  dahin  gelangt,  die  Beschäftigung  mit  der  ^berüch- 
tigten' fünften  Forderung  als  Vorrecht  unklarer  Köpfe  anzusehen  und  mit 
den  Bemühungen  um  die  Quadratur  des  Kreises  auf  eine  Stufe  za  stellen. 
Dieses  Vorurteil  war  so  stark,  dafs,  um  mit  Hoüel  zu  reden,  selbst  ein 
Mann  von  so  imposanter  Autorität  wie  Gauss  mit  seinen  Untersuchungen 
nicht  hervortrat,  *weil  er  das  Geschrei  der  Boeoter  scheute'."**)  Die  An- 
erkennung, auf  die  Taurinus  bei  den  Mathematikern  von  Fach  gehofft  hattp, 
blieb  aus.  Augenscheinlich  hatte  Taurinus  die  klare  Erkenntnis,  welch' 
wesentlichen  Fortschritt  in  der  Parallellentheorie  seine  E lernen ta  bedeu- 
teten. Um  so  gröfser  war  seine  Enttäuschung,  und  in  Unmut  und  Bitter- 
keit hat  er  den  Best  der  auf  seine  eigenen  Kosten  gedruckten  Auflage  der 
Elementa  den  Flanunen  überliefert'^). 

Von  seiner  Stimmung  in  der  folgenden  Zeit  giebt  ein  Brief  Zeugnis, 
den  er  am  29.  Dezember  1829  an  Gauss  richtete: 

Euer  Hochwohlgeboren 

werden  es  einem  lebhaften  wissenschaftlichen  Eifer,  sowie  dem  unbegränzten 
Vertrauen,  mit  welchem  mich  Ihre  unsterblichen  Verdienste  stets  eifuUt 
haben,  zu  gute  halten,  wenn  ich  mich  aufs  neue  mit  einer  dringenden  Bitt^ 
an  Sie  wende:  denn  Sie  erinnern  Sich  ohne  Zweifel,  da(s  ich  schon  einmal 
vor  längerer  Zeit  Ihr  Urtheil  zu  erfahren  wünschte  über  einen  Gegenstand, 
der  mich  damals  lebhaft  beschäftigte,  nemlich  die  Theorie  der  ParaUellinien. 
Sie  hatten  damals  die  Güte  mich  mit  einer  baldigen  Antwort  zu  erfreuen 
und  mir  sehr  interessante  und  belehrende  Mittheilungen  zu  machen,  deren 
Werth  ich  sehr  wohl  erkenne:  dabei  behielten  Sie  Sich  aber  vor,  von 
denselben  „keinen  öffentlichen  oder  zur  Öffentlichkeit  fährenkönnenden"^ 
Gebrauch  zu  machen.    Da  ich  nun  seitdem  doch  zwei  Versuche  über  diesen 


31)  P.  Th.  S.  239. 

32)  So  konunt  es,  dafs  „die  Elementa  zu  den  seltensten  Schriften  g^dren, 
welche  die  Bücherkunde  aufzuweisen  haV\  P.  Th.  S.  251.  Die  dort  gemachten 
Angaben  bedürfen  jedoch  insofern  der  Berichtigimg,  als  auch  die  Königliche 
Bibliothek  in  Berlin  die  Elementa  besitzt  und  als  sie  in'Roaa^s  Handbuch 
der  mathematischen  Literatur,  Erste  Abtheilung.  Tübingen  1880,  S.  361 
erw&hnt  werden. 
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Gegenstand  bekannt  gemacht  habe,  so  hat  mich  seitdem  oft  der  Gredanke 
beunruhigt,  Ihr  Misfallen  dadurch  erregt,  oder  mich  in  Ihren  Augen  nicht 
hinlänglich  gerechtfertigt  zu  haben  ^').  Ich  habe  Ihnen  bemerkt,  dafs  die 
Idee  einer  möglichen  Entwicklung  eines  bisher  unbekannten  geometrischen 
Systems  mir  keineswegs  ganz  unbekannt  war,  da  ich  sie,  aber  freilich  auch 
nicht  mehr,  schon  einige  Jahre  früher  von  Pr.  Schweikabt  mitgetheilt 
erhalten  hatte;  die  mir  auch  so  lange  eine  Hieroglyphe  blieb,  bis  ich  zu- 
^llig  selbst  veranlasst  wurde,  mich  mit  der  Th.  d.  P.  zu  beschäftigen.  Ich 
darf  nun  hinzufügen,  dals  ich  das  ganze  Problem  eigentlich  schon  von  An- 
fang gewissermaassen  durchschaut  hatte:  denn  sobald  ich  bemerkt  hatte, 
dafs  die  Annahme  einer  Winkelsumme  >  180^,  consequent  verfolgt,  auf 
eine  sphärische  Geometrie  führt,  war  es  mein  erster  Gedanke,  dafs  dem 
entgegengesetzten  Falle  auch  eine  Bedeutung  gegeben  werden  könne,  und  ich 
vermuthete  sogleich,  dafs  diese  Hypothese  mit  der  wechselseitigen  Beziehung 
zwischen  Kreisbogen  und  Logarithmen  zusammenhängen  müfste.  Sie  werden 
mir  verzeihen,  wenn  ich  dem  Drange,  mir  so  wichtig  und  interessant  schei- 
nende Wahrheiten,  soweit  ich  sie  mit  Becht  ftbr  mein  Eigenthum  halten 
zu  dürfen  glaubte,  der  Welt  nicht  vorzuenthalten,  nicht  widerstand.  Der 
Erfolg  bewies  mir,  dafs  Ihre  Autorität  dazu  gehört,  ihnen  Anerkennung  zu 
verschaffen,  und  dieser  erste  schriftstellerische  Versuch  ist  aus  Übereilung, 
anstatt  wie  ich  gehofft  hatte,  mich  zu  empfehlen,  für  mich  eine  reiche 
Quelle  von  Unzufriedenheit  geworden.  Zwar  dafs  man  meine  Theorie  so 
gut  wie  gar  nicht  beachtet,  ihr  nicht  einmal  das  Verdienst  zuerkannt  hat, 
eine  Widerlegung  aller  andern  zu  enthalten  und  seitdem  mehrere,  selbst 
Grelle,  mit  neuen  unhaltbaren  Theorieen  aufgetreten  sind,  würde  mich 
mehr  freuen  als  betrüben:  allein  ich  sehe  mich  in  die  Nothwendigkeit  ver^ 
setzt,  mir  durch  ein  gründliches,  an  Inhalt  und  Form  gleich  gediegenes 
Werk  die  Achtung  erst  zu  erwerben,  die  mir  meine  ersten  Versuche  un- 
möglich verschafft  haben  können:  und  so  nöthigt  mich  der  erste  Schritt 
auf  einer  Bahn  fortzuschreiten,  welche  ich  vielleicht  nicht  hätte  betreten 
sollen. 


33)  Wie  schon  S.  412  erwähnt  wurde,  hatte  sich  Taurdtus  in  der  Vorrede 
za  der  Theorie  der  ParallelHnien  (S.  XIII)  auf  Gauss  berufen,  und  ebenso 
hatte  er  in  der  Vorrede  der  Elementa  (S.  V — VI)  Gauss  erwähnt  und  ihn  in- 
Rtändigst  gebeten,  seine  Ansichten  Über  die  Parallelentheorie  zu  veröffentlichen, 
ein  Verfahren,  das  gegenüber  dem  ausdrücklichen  Wunsch  von  Gauss  nicht  un- 
bedenklich erscheint,  wenn  auch  Taubinus  zn  seiner  Rechtfertigung  sich  darauf 
hätte  berufen  können,  dafs  er  nur  Gauss'  urteil  über  seine,  Tauiunus',  Arbeiten, 
dagegen  nicht  Gausses  Änfserungen  in  Betreff  der  „Nichteuklidischen  Geometrie'* 
veröffentlicht  habe. 

27* 
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Vielleicht  irre  ich  mich  nicht,  wenn  ich  glaube  in  der  Kjdrodjnainä 
einen  dankbaren  Stoff  gefunden  zu  haben.  —  —  — 

Den  Best  des  Briefes,  in  dem  Taurinus  seine  Ansichten  über  den 
„hydrodynamischen  Stofs^'  entmckelt,  unterdrücken  wir  und  bemerken  nur 
noch,  dafs  er  sich  später  eifrig  mit  Hydrodynamik  beschäftigt  und  auf  eine 
Reihe  von  Erfindungen  in  diesem  Gebiete  Patente  genommen  bat,  die  aber 
alle  nutzlos  blieben,  da  ihm  die  Mittel  fehlten,  sie  praktisch  ins  Werk  zu 
setzen**). 

Gauss  hat  weder  auf  diesen  Brief  noch  auf  einen  vierten  vom  1.  Oe- 
tober  1832  geantwortet,  der  für  unsere  Zwecke  belanglos  ist. 

Ganz  hat  es  übrigens  Taurinus  an  Anerkennung  nicht  gefeblt.  Der 
bekannte  Physiker  Geoeg  Simon  Ohm  (1788  —  1854),  der  von  1817  bis 
1826  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Köln  war,  und  der  sich,  wie  seine 
Arbeit:  Grundlinien  zu  einer  zweckmässigen  Behandlung  der  Geo- 
metrie, Erlangen  1817  zeigt,  eingehend  mit  den  Grundlagen  der  Geometrie 
beschäftigt  hatte,  antwortete  auf  die  Zusendung  der  Elementa  mit  einem 
freundlichen  Briefe  vom  14.  April  1826.  „Die  Analogien^^,  schreibt  Onm 
„die  Sie  mit  dem  Namen  logarithmisch -sphärische  Geometrie  bezeichnen, 
sind  überraschend  und,  wenn  ich  nicht  irre,  von  mehr  als  einer  Seite  her 
merkwürdig/'  Interessant  ist  auch,  dafs  Ohm  ausdrücklich  erklftrt,  der 
Beweis  der  Propositio  XXIV  sei  ihm  dunkel,  er  finde  keinen  Widerspruek 
in  der  Vielheit  der  Systeme^). 

Aufzeichnungen,  die  sich  in  Taubinus'  Nachlafs  gefunden  haben  und 
die  aus  dem  Jahre  1835  stammen,  zeigen,  dafs  er  später  zu  seinen  geo- 
metrischen Untersuchungen  zurückgekehrt  ist^).  Wir  entnehmen  aus  ihnen 
folgende  Stelle: 

„Die  Geometrie  behauptet  von  jeher  das  Ansehen  einer  Wissenschaf) 
von  höchster  Gründlichkeit,  von  möglichster  Kraft  der  Überzeugung.  Ihr 
Ursprung  scheint  so  tief  in  dem  Geistes  vermögen  zu  liegen,  ihr  Gang,  wie 
sie  Schritt  vor  Schritt  festen  Boden  gewinnt,  so  sicher  und  zuverlässig, 
dafs  sie  stets  als  das  Muster  wissenschaftlicher  Form  erschien,  und  es  war 
den  Mathematikern  nicht  zu  verdenken,  wenn  sie  im  Gegensatze  anderer, 
auf  schwankender  Erfahrung  oder  wechselnder  Ansicht  beruhender  Wissen- 
schaften von  der  ihrigen  eine  besonders  hohe  Meinung  hegten. 

Indessen  scheint  dem  grossen  Ansehen  der  Geometrie  ein  mehrfacher 
Irrthum  zu  Grunde   zu   liegen.     Es  giebt  nemlich  für  die  Geometrie    eine 


34)  Mitteilung  von  Pastor  Föreb. 
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innere  und  eine  änfsere  Wahrheit  Jene  beschränkt  sich  darauf,  dafs  die 
Geometrie  ein  in  sich  selbst  beschlossenes,  durchaus  consequentes  System 
ohne  logischen  Widerspruch  bildet,  ohne  Frage  noch  von  ihrer  Anwendbar* 
keit  auf  die  Erscheinungen  der  Aulsenwelt.  Diess  ist  der  Standpunkt,  vod 
welchem  der  Mathematiker  seine  Wissenschaft  zu  betrachten  pflegt:  er 
nennt  sie  eine  reine,  von  aller  Erfahrung  unabhängige,  auch  nicht  noth- 
wendig  auf  sie  hinweisende  Wissenschafb  und  diese  Eigenthümlichkeit  wird 
häufig  als  ein  besonderer  Vorzug  hervorgehoben.  Soll  aber  die  Geometrie 
nicht  blofs  ein  müfsiges  Erzeugnüjs  der  productiven  Einbildungskraft,  son- 
dern auch  von  praktischer  Bedeutung  sein,  so  fragt  es  sich,  ob  der  Geo- 
metrie auch  äussere  Wahrheit  zukomme,  eine  Untersuchung,  die  nicht  mehr 
rein  mathematisch  ist.  Dieser  Übergang  von  dem  reinen  Erkennen  zur 
Objectiyität,  von  der  Construction  der  productiven  Einbildungskraft  zur 
Bestimmung  äufserer  Verhältnisse  hat  von  jeher  grofse  Schwierigkeiten  und 
Zweifel  verursacht. 

Aber  auch  abgesehen  von  dieser  eigenthümlichen  Schwierigkeit  ist  die 
Geometrie  noch  nicht  in  der  reinen  Entwicklung  dargestellt,  deren  sie 
fähig  ist. 

Die  Geometrie  gründet  sich  überhaupt  auf  das  Gesetz  der  Coincidenz, 
welches  aber  selbst  kein  Axiom  genannt  werden  kann,  und  überhaupt  hat 
die  Geometrie  gar  keine  Axiome  nöthig,  diese  müssen  gänzlich  aus  ihr 
verbannt  werden.  Dieser  Grundsatz  der  Coincidenz  besteht  darin,  dafs  die 
Geometrie  die  einfachsten  Elemente  des  Baumes,  nemlich  die  Linien,  als 
gleichartig  voraussetzt,  so,  dafs  in  den  Linien  eines  und  desselben  Sjstemes 
nicht-s  zu  unterscheiden  ist,  als  ihre  Gröfse.  Die  Coincidenz  ist  nicht  zu 
verwechseln  mit  der  Congruenz,  welche  nicht  nur  ein  Zusammenfallen,  son- 
dern auch  gleiche  Gränzen  oder  Gleichheit  fordert. 

Bogen  eines  und  desselben  Kreises  sind  also  gleichartig,  Kreisbogen 
und  gerade  Linien  sind  ungleichartig,  Kreisbogen  mit  verschiedenen  Halb- 
messern beschrieben,  sind  nur  ähnlicher  Art. 

Die  Analjsis,  die  eine  reine  Entwicklung  der  Geometrie  möglich 
macht,  leitet  aus  dieser  Bedingung  der  Coincidenz,  ohne  welche  gar  keine 
allgemeinen  Sätze  erhalten  werden  könnten^  ein  dreifaches  System  der  Geo- 
metrie her  und  erweist  die  Winkelsumme  eines  Dreiecks  als  nothwendige 
Folge  von  der  dreifachen  Art  der  Linien. 

Dagegen  klebt  der  Elementar-Geometrie  nach  der  Methode  des  Euklid 
die  ünvollkommenheit  an,  dafs  sie  nur  die  geradlinige  Geometrie  betrachten 
will,  es  aber  nicht  vermeiden  kann,  da  sie  an  der  Anschauung  haftet  und 
nicht  den  rein  analytischen  Begriff  der  Linien  festhält,  alle  drei  Systeme 
zugleich  bis  zu  dem  Punkte  zu  betrachten,  wo  ihr  wesentlicher  Unterschied 
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erst  recht  henrortritt  und  wo  sie  völlig  auseinander  gehen  —  nemlich  da, 
wo  von  der  Summe  der  Winkel  die  Bede  ist  Dieüs  ist  die  berüchtigte 
Lücke  in  der  Geometrie,  die  soyiel  Versuche  über  die  Theorie  der  Parailel- 
linien  Toranlasst  hat.  Das  Problem  besteht  hier  mathematisch  betrachtet 
in  nichts  weiter,  als  in  der  scharfen  Trennung  jener  drei  geometrischen 
Systeme  und  hat  insofern  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit.  Der  Verf. 
glaubt,  dieses  Problem  mathematisch  Tollkommen  gelöst  zu  haben,  obgleich 
ihm  diese  Anerkennung  noch  nicht  zu  Theil  geworden  ist. 

Die  3£athematiker,  welche  an  seiner  Darstellung  keine  Befriedigung 
finden  möchten,  scheinen  theils  etwas  Unmögliches,  theils  aber  mehr  zu 
fordern,  als  die  Mathematik  leisten  kann. 

Sie  fordern  etwas  Unmögliches  einmal,  weil  sie  yerlangen,  man  solle 
ihnen  nach  dem  Begriffe  der  geraden  Linie,  den  sie  von  Euklid  haben, 
oder  den  sie  sich  auch  selbst  bestimmen,  die  Theorie  der  Parallellinien  be- 
weisen. Daher  sind  sie  sehr  zufrieden  mit  dem  Beweise,  dais  die  Winkel- 
summe des  geradlinigen  Dreiecks  nicht  gröfser  als  zwei  Rechte  sein  könne, 
wodurch  die  sphärische  Geometrie  ausgeschlossen  wird,  da  diese  Hypothese 
immer  auf  ein  Schneiden  zweier  Linien  in  zwei  Punkten  führt,  was  dem 
Euklidischen  Begriff  der  geraden  Linie  widerspricht.  Sie  yerlangen  daher 
für  die  entgegengesetzte  Hypothese  einen  gleich  bündigen  Beweis,  welcher 
aber  nach  der  gewöhnlichen  Definition  der  geraden  Linien,  die  ein  solches 
System  nicht  unbedingt  ausschliefst,  eine  Unmöglichkeit  ist  Stellt  man 
daher  eine  andere  Definition  auf,  die  ohne  den  allgemein  angenommenen 
Eigenschaften  der  geraden  Linie  zu  widersprechen,  doch  eine  strenge  Schei- 
dung aller  drei  Systeme  möglich  macht,  so  halten  sie  wohl  diese  für  etwas 
willkührliches,  vorausbedachtes,  dem  Resultat  der  Beweisführung  vor- 
greifendes und  fühlen  sich  nicht  befriedigt. 

Sie  yerlangen  aber  auch  zweitens  etwas  Unmögliches,  indem  sie  for- 
dern, dalj9  man  ihnen  jenes  rathselhafte  geometrische  System,  das  weniger 
als  zwei  rechte  Winkel  in  jedem  Dreiecke  enthält,  als  etwas  Absurdes  dar- 
stelle. Allein  dieses  System  läfst  sich  nicht  vertilgen,  es  ist  schon  darum 
möglich,  weil  es  gedacht  werden  kann  und  übrigens  von  völliger  innerer 
Consequenz.  Schon  um  auch  hier  die  ewige  Dreizahl  zu  erg&nzen,  mufs 
es  als  möglich  gedacht  werden. 

Aber  genau  betrachtet  ist  es  etwas  anderes,  was  diese  Mathematiker, 
ohne  mit  sich  selbst  im  Klaren  zu  sein,  fordern.  So  sehr  sie  nemlich  anf 
der  einen  Seite  ihre  Wissenschaft  als  eine  reine,  von  aller  Erfahrung  ue* 
abhängige  geltend  machen  möchten,  so  sehr  hängen  sie  auf  der  andere 
Seite  an  der  Objectivität  und  behalten  stets  den  Parallellismus  zwischen 
der  reinen  Anschauung  und  der  Empirie  im  Auge.    Ihre  gerade  Linie  soL 
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die  des  gemeinen  Lebens  sein.  Daher  werden  sie  sich  auch  nicht  eher 
befriedigen,  bis  man  ihnen  die  objective  Bedeutung  jenes  räthselhaften 
Systems  enthüllt,  bis  man  ihnen  beweist,  was  es  mit  der  Anwendung  des- 
selben auf  äuFsere  Verhältnisse  für  eine  Bewandtniss  habe. 

Diefs  ist  allerdings  die  interessanteste  Seite  des  tiefsinnigen  Problemes, 
aber  sie  gehört  nicht  mehr  der  reinen  Mathematik  an,  sondern  ist  eine 
Frage  der  Physik." 

Auf  diese  recht  klaren  Auseinandersetzungen,  die  noch  heute  lesens- 
wert sind,  folgen  weitschweifige  Deduktionen  im  Stile  der  Naturphilosophie, 
die  darthun  sollen,  dafs  das  rätselhafte  dritte  System  für  die  Akustik  eine 
entsprechende  Bedeutung  besitze  wie  die  euklidische  Geometrie  für  die  Optik. 


4. 

J.  W.  H.  Lehmann's  Kritik  der  Theorie  der  Parallellinien  (1829). 

AJs  ich  im  Jahre  1895  in  Gemeinschaft  mit  F.  Engel  die  Theorie 
der  Parallellinien  von  Euklid  bis  auf  Gauss  herausgab,  äufserte 
ich  mich  dahin  (S.  252),  „dafs  Schwbikart  und  Taurinus  ein  bis  jetzt 
nicht  beachtetes,  jedoch  sehr  beachtenswertes  Mittelglied  bilden  zwischen 
Saccheri  und  Lambert  einerseits  und  Gauss,  Lobatschefskij  und  Bolyai 
andrerseits'^  Um  so  gröfser  war  meine  Überraschung,  als  ich  vor  kurzem 
entdeckte,  dafs  diese  Behauptung  einer  Einschränkung  bedarf,  da  Taurinus' 
Theorie  der  Parallellinien  im  Jahre  1829  von  Jacob  Wilhelm  Heinrich 
Lehmann  (1800  — 1863)  ausführlich  besprochen  worden  ist;  die  Geome- 
triae  prima  elementa  sind  freilich  auch  Lehmann  unbekannt  geblieben. 
Lehmann's  Schrift  führt  den  langen  Titel: 

Mathematische  Abhandlungen,  betreffend  die  Begi'ündung  und  Bear- 
beitung verschiedener  mathematischer  Theorieen,  nebst  Idee  eines  Systems 
der  Wissenschaft,  und  einem  Anhange,  welcher  es  versucht,  die  KEPLERSchen 
Gesetze  und  andere  Gegenstände  der  höheren  Mechanik  nach  der  antiken,  rein- 
geometrischen Methode  zu  entwickeln.  Zerbst,  1829,  8^,  XU  +  539  S.,  4  Tfln. 

Es  scheint  selten  zu  sein,  denn  es  fehlt  sowohl  in  Pogoendorff's 
Handwörterbuch  (Bd.  I,  Spalte  1411),  als  in  dem  von  mir  aufgestellten 
Verzeichnisse  von  Schriften  über  die  Parallelentheorie '''^). 


35)  P.  Th.  S.  dll  sind  Lehmann's  Anfangsgründe  der  höheren  Mechanik 
aufgeführt.  Als  Gewährsmann  ist  Hill  angegeben  und  hinzugefügt,  dafs  sich  bei 
bei  diesem  die  Jahreszahl  1839  finde.  Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dafs 
Hill,  der  die  Titel  nur  abgekürzt  angiebt,  das  Werk  vom  Jahre  1829  gemeint 
hat,  wonach  die  Angaben  in  dem  Verzeichnis  abzuändern  sind. 
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Taurinus  wird  zuerst  auf  S.  269 — 270  erwähnt.  Die  betreffende  Stelle 
lautet  im  Zusammenhange: 

„So  sehen  wir,  dafs  die  Sätze,  welche  dazu  vorbereiten,  die  Summe 
aller  Winkel  eines  Vielecks  aus  der  Seitenzahl  bestimmen  zu  können,  ohne 
die  Theorie  der  Parallelen  bewiesen  werden  können.  Aber  nun,  diese  Be- 
stimmung der  Summe  der  Winkel  selbst  vermögen  wir  nicht  ohne  die  ge- 
nannte Theorie  zu  geben;  denn  sie  hängt  von  der  Begründung  des  Satzes 
ab,  dafs  die  3  Winkel  eines  Dreieckes  zusanmien  2  E  betragen. 

Bei  der  Gelegenheit  kann  ich  nicht  umhin,  auf  eine  merkwürdige  Ent- 
deckung aufmerksam  zu  machen,  womit  Sagchesius  und  Lambert  im 
vorigen  Jahrhundert,  wie  es  scheint,  unabhängig  von  einander,  die  Geo- 
metrie als  Kunst '^)  bereichert  haben  (siehe  Hieron.  Saccherii  Euclides  ab 
omni  naevo  vindicatus,  Mediol.  1733;  Lamberts  Untersuchungen  Aber  6k 
Theorie  der  Parallelen,  nach  seinem  Tode  herausgegeben  von  Bernoulli 
im  Leipziger  Magazin  fOr  Mathem.  2  St  1786.  p.  137 ff.  und  3.  St  p.  325  £; 
Beide  versuchten,  unabhängig  vom  11.  Grundsatze  des  Euclides,  den  Satz 
zu  beweisen,  dafs  die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  =  2  12  sei'^). 

Neuerlich  hat  indessen  Hr.  Taurinus  in  seiner  Theorie  der  Paralld- 
linien  (Kölln,  1825),  der  die  ganze  Sache  mit  vielem  Fleifse  dnrcbdacLi 
und  auseinandergesetzt  hat,  sehr  richtig  nachgewiesen,  dais  dadnrdi,  in 
völliger  Strenge,  nach  euclidischer  Form,  nur  der  Satz  bewiesen  wird,  d&Ts 
die  Winkel  eines  Dreiecks  zusammen  nicht  gröfser  als  2  E  sein  können 
Aber  wenn  auch  nur  dieses  aus  den  28  ersten  Sätzen  des  Euclides  ohcf 
weitere  Hilfe  bewiesen  werden  kann,  so  bleibt  es  inmier  eine  interessante 
Entdeckung,  welche  wir  in  unser  System  der  Geometrie  mit  Freuden  reci- 
piren,  und,  unserm  gefassten  Plane  gemäfs,  in  den  vor  der  Theorie  der 
Parallelen  vorhergehenden  Abschnitt  verweisen.  Ich  theile  den  Gang  o>r> 
Beweises  so  kurz  als  möglich  zusammengedrängt  mit^' 

l^^achdem  dies  gesehen  ist,  bespricht  Lehmann  (S.  275 — 277)  TACRixifr 
Vergleichung  der  drei  geometrischen  Systeme: 

„Herr  Taurinus  knüpft  in  der  gedachten  Schrift  an  dieses  Besnlu: 
eine  interessante  Vergleichung.  Er  macht  darauf  aufinerksam,  dafs  in  einem 
sphärischen  Dreieck  die  Summe  der  Winkel  allemal  >  2E  ist,  und  dai? 
dieser  Satz  sich  gleichfalls  ohne  die  Parallelentheorie  darthun  lasse.    Er  setz: 


36)  Lehmann  versteht  unter  ,,Geometrie  als  Kunst":  „das  Bestreben  eiacr 
logischen  Herleitung  aus  möglichst  wenig  Axiomen". 

37)  Wie  aus  einer  Äufserong  Lehmann's  (S.  3)  hervorgebt,  verdankt  er  —  ebenss 
wie  Taurinus  —  die  Kenntnis  der  Schriften  von  Sacchkbi  und  Laxbbrt  dem  E'- 
cursus  ad  El.  I.  28  von  Camebbb. 
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den  Grund  des  Unterschiedes  beider  Resultate  darein,  dals  gerade  Linien 
sich  nur  in  einem  [Punkte,]  Bogen  gröfster  Kreise,  auf  einer  Kugelfläche  [,] 
aber  einander  in  zwei  Punkten  schneiden  können.  Er  fügt  zugleich  hinzu, 
dafs  sich  alle  diejenigen  planimetrischen  Sätze,  welche  die  Theorie  der 
Parallelen  nicht  voraussetzen,  ungeändert  auf  die  Kugelfläche  übeHragen 
lassen,  wenn  man  nur  statt  der  geraden  Linien  Bogen  gröfster  Kreise,  statt 
der  Kreise  kleinere  Kreise  der  Kugelfläche  setzt,  und  dafs  sich  auf  diese 
Art  eine  sphärische  Geometrie  erdenken  lasse,  welche  mit  der  Planimetrie 
gleichen  Schritt  halte.  Und  das  ist  auch  ganz  gegründet,  und  wir  sehen 
einen  sehr  gelungenen,  schon  ziemlich  weit  ausgeführten  Versuch  dieser  Art 
in  den  Sphaericis  des  Theodosius.  Der  Grund  der  Ähnlichkeit  der  ebenen 
und  der  sphärischen  Geometrie  liegt  augenscheinlich  in  der  Eigenschaft, 
welche  die  ebene  mit  der  Kugelfläche,  aber  mit  keiner  andern  Fläche  ge- 
mein hat,  dafs  alle  Theile  derselben  genau  aufeinander  passen;  dafs  aber 
von  der  Parallelentheorie  an  eine  Verschiedenheit  stattfindet,  hängt  damit 
zusammen,  dafs  ein  Stück  der  Kugelfläche,  wenn  man  es  umwendet,  nicht 
mehr  auf  die  alte  Fläche  pafst,  was  doch  bei  der  Ebene  stattfindet;  siehe, 
was  ich  darüber  schon  gesagt  habe^^). 

Wenn  nun  aber  Herr  TAimmus,  auf  ähnliche  Art,  wie  schon  früher 
Saccheriub  (siehe  die  vorhin  angeführte  Schrift),  weiter  fragt,  was  für  eine 
Geometrie  denn  das  geben  würde,  wo  man  setzt^  dafs  die  Sunmie  der 
Winkel  eines  Dreiecks  kleiner  als  2B  sei,  und  wenn  er  anfllngt,  den 
Gedanken  auszuspinnen,  so  können  wir  darüber  kein  anderes  Urtheil  fällen, 
als  über  die  Rechnungen  mit  imaginären  Gröfsen;  man  kann  ein  sehr 
strenges  System  entwerfen,  was  erfolgen  würde,  wenn  etwas,  was  nicht 
wahr  ist,  wahr  wäre;  man  wird  aber,  wenn  man  auf  diesem  Wege  kein 
Resultat  für  reelle  Grölsen  erlangt,  bald  von  selbst  umkehren,  wohl  fühlend, 
dafs  man  sich  mit  bloEsen  Chimären  beschäftigt.  Wir  haben  vermittelst  der 
Quadratwurzeln  aus  negativen  Gröfsen  manche  bedeutende  Entdeckungen 
gemacht,  die  sich  auf  reelle  Gröfsen  beziehen,  und  die  uns  sonst  vielleicht 
ewig  verborgen  geblieben  wären;  ob  man  solche  Entdeckungen  auch  durch 
die  Fiction  einer  Geometrie,  worin  die  Winkel  eines  Dreiecks  <  2i2,  machen 
könne,  darüber  wage  ich  nicht  zu  entscheiden. 

Eine  andere  Frage  aber  ist  es^  ob  wir  nicht  den  ohne  die  Parallelen- 


38)  Der  von  Lehmaitn  angeführte  Grund  ist  nicht  stichhaltig,  der  wahre 
Unterschied  der  parabolischen  und  der  elliptischen  Geometrie  liegt  vielmehr  in 
der  Forderung  der  unendlichen  Länge  der  geraden  Linie.  Dass  es  sich  so  verhält, 
hatte  schon  Taubinus  richtig  erkannt  (vergl.  seine  Theorie  der  Parallellinien  S.  57, 
sowie  die  Bemerkung  oben  S.  413)  und  sich  dadurch,  wie  schon  vor  ihm  Lambert, 
als  Vorgänger  BiEMAinr'B  erwiesen;  vergl.  auch  P.  Th.  S.  262. 
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iheorie  geführten  Beweis,  dafs  die  Winkel  eines  Dreiecks  nicht  2>  2R  sein 
können,  die  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  aher  >  2  72  sein  müssen^ 
dankbar  annehmen  und  zu  einer  vollständigen  Begiündung  der  Parallelen- 
theorie für  die  Ebene  benutzen  sollen.  Die  Frage  kann  nur  die  sein,  ob 
man  etwa  die  Ebene  als  den  Zielpunkt  ansehen  dürfe,  dem  sich  eine  Kugel- 
fläche, wenn  ihr  Halbmesser  wächst,  nähert,  so  dafs  die  Abweichung  kleiner 
werden  kann,  als  jede  gegebene  Abweichung,  und  ob  man,  dafs  eine  solche 
unendliche  Annäherung  stattfindet,  ohne  Hülfe  des  11^*^  Grundsatzes  des 
EucLiDES  oder  eines  aequivalenten  Satzes  beweisen  könnne^'). 

Dafs  eine  solche  unendliche  Annäherung  wirklich  statt  findet,  wird  wol 
niemand  im  Ernst  bezweifeln;  schon  die  gemeine  Betrachtung,  wonach  man 
ein  Stück  der  Erdoberfläche,  das  man  mit  einemmale  übersehen  kann,  fnr 
eben  zu  halten  geneigt  ist,  leitet  darauf.  Aber  ich  leugne,  dafs  sich  ein 
strenger,  kunstmäfsiger  Beweis  ohne  schon  begründete  Parallelentheorie  geben 
lasse.  Denn  solcher  Beweis  müfste  etwa  auf  folgende  Punkte  hinauslaufen. 
Es  sei  aus  dem  Puncte  C  der  unbegrenzten  Linie  AB  Fig.  40  ein 
nach  D  unbegrenztes  Perpendikel  CD  errichtet.  Man  schneide  nun  tob 
CD  ein  beliebiges  Stück  CE  ab,  beschreibe  aus  E  durch  C  einen  Kreis,  und 

lasse  nun  die  ganze  Zeichnung  sich  um 
die  feststehende  Linie  CD  drehen,  so  ist 
klar,  dafs  die  Kreisperipherie  eine  Kugel- 
fläche, die  Linie  AB  aber  eine  die  Kngel- 
fläche  berührende  Ebene  beschreiben  werde. 
Schneidet  man  von  CD  ein  gröfseres 
Stück  ab,  so  erhält  man  eine  KugelflSche, 
welche  der  berührenden  Ebene  näher 
kommt.  Wollten  wir  nun  beweisen,  dafs 
die  Kugelfläche  sich  der  Ebene  so  sehr 
nähem  kann,  dafs  die  Abweichung  kleiner  wird,  als  jede  gegfebene  Ab- 
weichung, so  müfsten  wir  auch  beweisen  können,  dafs  der  Kreis  sich  auf 
dieselbe  Art  der  geraden  Linie  AB  nähern  könne,  oder,  mit  andern  Worten, 
dafs  die  Entfernung  eines  Punctes  der  Peripherie  von  der  geraden 
Linie  AB,  in  jeder  gegebenen  Höhe  über  CD,  kleiner  werden  könne 
als  jede  gegebene  Gröfse.  Aber  so  lange  die  Parallelentheorie  nicht 
begründet  ist,  bleibt  es  zweifelhaft,  ob  nicht  eine  Ourve  FCG  statt 
finde,  welche  auf  derselben  Seite  der  Linie  AB  liegt,  als  der  Kreis,  und 
welche  AB  in  C  berührt,  und  welcher  sich  der  Kreis,  wenn  sein  Halb- 


Fig.  40. 


39)  Mit  genau  denselben  Gedanken  hatte  sich  schon  Lagbabob  beschäftigt 
und  ebenfalls  dessen  ündurchfabrbarkeit  erkannt;  siehe  P.  Th.  S.  211—212. 
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messer  wächst,  nähert,  ohne  sie  jemals  zu  erreichen^^).  Ist  aber  erst  die 
Parallelentheorie  gegründet,  dann  ist  es  ein  leichtes,  aus  der  gegebenen  Ent- 
fernung eines  Punctes  der  Peripherie  von  der  Linie  CA  und  von  der  Linie 
CD  den  Halbmesser  des  Kreises  zu  finden;  das  nämlich,  was  der  gegebenen 
Entfernung  des  Punctes  der  Peripherie  von  der  Linie  CA  noch  am  Durch- 
messer fehlt,  ist  (nach  Eucl.  6,  8,  Zus.)  die  3^  Proportionallinie  zu  den 
beiden  gegebenen  Entfernungen. 

Wir  gewinnen  also  auf  diesem  Wege  nichts  zur  Begründung  der  Paral- 
lelentheorie für  die  Ebene.'' 

Ob  diese  ÄuTserungen  zur  Kenntnis  -  von  Taurinus  gekommen  sind,  hat 
sich  nicht  ermitteln  lassen.  Dagegen  finden  sich  Lehmann's  Mathematische 
Abhandlungen  in  der  GauTsbibliothek  zu  Göttingen,  und  Eandbemerkungen 
von  Gauss  zeigen,  dafs  von  diesem  das  Werk  gelesen  oder  wenigstens 
durchblättert  worden  ist.  Es  ist  das  auch  insofern  yon  Literesse,  als  man 
daraus  schliessen  darf,  dafs  Gauss,  wenn  nicht  schon  früher,  im  Jahre  1829 
von  den  Untersuchungen  Sacch&ri's  und  Lambbrt's  erfahren  hat. 


40)  Die  Begriffe  des  Grenzkreis  es  und  der  Grenzkugel,  die  uns  hier 
entgegentreten,  fehlen  bei  Tauiunus.  Sie  werden  wohl  zum  ersten  Male  in  Wachteb'b 
Demonstratio  Axiomatis  in  Euclideis  tmdecimi  (Danzig  1817)  eingeführt.  Die 
Angabe  P.  Th.  S.  38,  dafs  bereits  Saccheri  zu  den  Oricyklen  Lobatschefskej^s 
gelangt  sei,  ist  irrtümlich;  dieser  Irrtum  ist  bereits  ebendaselbst  in  den  „Nach- 
trägen und  Berichtigungen^*  S.  318  richtig  gestellt  worden. 

Kiel,  im  April  1899. 


# 


JOHANNES  SCHEÜBEL, 

EIN  DEUTSCHER  ALGEBRAIKER  DES  XVI.  JAHRHUNDERTS 


VON 

H.  STAIOMÜLLER 

IH    8TUTTOABT. 


Wenn  heute  die  Wissenschaften  ein  Gemeingut  aller  Kulturvölker  sind, 
und  wenn  sie  heute  ihre  Fortschritte  nur  dem  Zusammenwirken  aller  Kultur- 
völker verdanken,  so  liegt  doch  die  Zeit  nicht  allzufem  hinter  uns,  wo 
dieselben  noch  einen  nationalen  Charakter  trugen,  und  diese  oder  jene 
Wissenschaft  eben  nur  gerade  bei  diesem  oder  jenem  Volke  vorzugsweise 
Pflege  und  Fördening  fand.  So  zeigt  z.  B.  die  Geschichte,  dafe  die  gröfste 
mathematische  Geistesthat  des  XVI.  Jahrhunderts,  die  Bewältigung  der 
kubischen  Gleichung,  ausschliefsliches  Eigentum  des  italienischen  Volkes  ist, 
während  im  gleichen  Jahrhundert  in  Deutschland  selbst  die  führenden  Geister 
auf  dem  Gebiete  der  Algebra  sich  der  Hauptsache  nach  mit  dem  Ruhme 
begnügen  müssen,  ihren  Volksgenossen  das  übermittelt  zu  haben,  was  andere 
Kulturvölker  zum  Teile  schon  längst  besafsen.  Doch  wie  hätte  man  das 
auch  anders  erwarten  können?  Die  an  die  Reformation  sich  anschliefsenden 
Zeit-  und  Streitfragen  absorbierten  das  ganze  wissenschaftliche  Interesse  in 
Deutschland.  Bezeichnend  hierfür  ist  es,  dafs  der  -bekannteste  deutsche 
Algebraiker  des  XVI.  Jahrhunderts,  Michael  Stipel,  durch  seine  mystischen 
Zahlenspielereien  zur  rein  wissenschaftlichen  Beschäftigung  mit  Arithmetik 
und  Algebra  hingeleitet  wurde  und  später  wieder  von  dieser  zu  jenen 
zurückkehrte.  Ja  trotz  seiner  teilweise  wirklich  genialen  Leistungen  auf 
dem  Gebiete  der  Algebra  und  Zahlentheorie  und  trotz  des  bedenklichen 
Schiffbruchs  seiner  Zahlenmystik*)  mafs  Stipel  der  „Wortrechnung"  einen 
ungleich  höheren  Wert  bei  als  der  rein  wissenschaftlichen  Algebra. 

Wenn  nun  auch  stets  eine  Zeit  grofser  wissenschaftlicher  Leistungen 
und  Erfolge  den  Kulturgeschichtsforscher  in  erster  Linie  anziehen  wird,  so 
darf  er  sich  doch  auch  nicht  der  Darstellung  von  Perioden  entziehen,  in 
denen  keine  Marksteine  der  Entwicklung  einer  Wissenschaft  zu  geschicht- 
licher Forschung  anlocken.  Ja  die  Darstellung  einer  solchen  Zeit  bietet 
ihre  eigenen  Reize  dar;  handelt  es  sich  hierbei  doch  sehr  oft  darum,  die 
unscheinbaren  Samenkörner  einer  künftigen  Entwicklung  blofszulegen ,  zum 
mindesten  aber  gilt  es  die  Gründe  aufzudecken,  welche  jene  Stagnation  ver- 


1)  Sti7bl  ffberechnete"  aus  den  Zahlen  des  Buches  Daniel  den  Weltunter- 
gang auf  den  19.  Oktober  1633  früh  8  Uhr. 
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nrsacbten.  So  sehr  drum  auch  z.  B.  in  der  Greschichte  der  Algebra  des 
XYI.  Jahrhunderfcs  Italien  die  Blicke  des  Eulturhistorikers  auf  sich  ziehen 
wird,  so  wenig  darf  derselbe  sich  dadurch  verleiten  lassen,  die  gleichzeitigie 
deutsche  Algebra  zu  übersehen.  Er  hat  beiden  seine  Zeit  und  sein  Interesse 
gleichermafsen  zu  widmen,  muTs  er  sich  auch  zum  Voraus  sagen,  dafs  er 
hier  ungleich  weniger  Neues  zu  Tage  zu  fördern  im  Stande  sein  wird  als 
dort.  —  Nicht  zuletzt  aber  war  es  ein  persönliches  Interesse,  das  mich  bei 
der  Wahl  meines  Themas  leitete,  galt  es  doch  einen  früheren  Lehrer  der 
Universität  Tübingen,  die  mir  selbst  einst  „alma  mater"  war,  einer  fast 
völligen  Vergessenheit  zu  entreifsen  und  für  ihn  denjenigen  Platz  in  der 
Geschichte  der  deutschen  Algebra  in  Anspruch  zu  nehmen,  der  ihm  nach 
meinem  Dafürhalten  unbedingt  gehört. 

Gerhardt,  der  in  seiner  „Geschichte  der  Mathematik  in  Deutschland^ 
ScHEUBEL  nicht  einmal  erwähnt,  kommt  bei  der  Behandlung  der  Algebra 
im  XVI.  Jahrhundert  zu  dem  Schlüsse:  „Chkistofp  Rudolfe  und  Michael 
Stifel,  die  hervorragendsten  deutschen  Algebristen  im  16.  Jahrhundert 
gehörten  zu  keiner  öffentlichen  wissenschaftlichen  Korporation,  und  es  wird 
sich  kaum  nachweisen  lassen,  daÜs  in  dieser  Zeit  die  Algebra  auf  den  Uni- 
versitäten Deutschlands  Gegenstand  öffentlicher  Vorträge  war."  Möge  es 
den  folgenden  Zeilen  gelingen  den  Nachweis  zu  liefern,  dafs  in  Johannes 
ScHEUBEL  ein  Vertreter  einer  deutschen  Hochschule  jenen  beiden  als  gleich- 
berechtigt zur  Seite  zu  stellen  ist,  der  es  auch  versuchte  der  Algebra  aka- 
demisches Bürgerrecht  zu  verschaffen. 

Von  Vorarbeiten,  welche  über  das  Mafs  einer  beiläufigen  Erwähnung 
Scheubel's  oder  einer  nur  oberflächlichen  Darstellung  seiner  Leistungen 
hinausgehen,  habe  ich  nur  zwei  anzuführen.  Erstens  eine  kleine  bio- 
graphische Skizze  Scheubel's  von  der  Meisterhand  Bohnenberger's^)  und 
zweitens  die  einschlägigen  Partien  in  Treutlein's  verdienstvollen  Arbeiten 
über  „das  Rechnen  im  16.  Jahrhundert"  und  über  „die  deutsche  Cofs"^). 
Doch  ist  jene  Skizze  Manuskript  geblieben  und  umfafst  nicht  einmal  ganz 
2yjj  Quartseiten,  und  mit  Treutlein's  Darstellung  und  Wertung  der  Leistungen 
Scheubel's  kann  ich  mich  in  keiner  Weise  einverstanden  erklären,  so  dafs 
diese  Vorarbeiten  selbst  für  mich  mitbestimmend  waren  bei  der  Wahl 
meines  Themas. 

Ist  auch  heute  in  der  Geschichte  der  Mathematik  Scheu bel  beinahe 
vergessen,  so  ermangelte  er  dagegen  keineswegs  der  verdienten  Anerkennung 


2)  Cod.  bist.  Fol.  657  der  Egl.  Öffentl.  Bibliothek  in  Stuttgart.  BoHHENBxKGEiL 
starb  1831  als  Professor  der  Mathematik,  Physik  und  Astronomie  in  Tübingen. 

3)  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Ph.     Sappl.  zu  den  Jahrgängen  XXn  a.  XXIV. 
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seiner  Zeitgenossen,  dafür  ist  uns  Bürge  der  berühmte,  vielseitige  und  für 
das  damalige  gelehrte  Studium  so  einflußreiche  Humanist  Pierre  de  la 
Ram^,  der  in  seinen  ^^scholae  mathemcUicae^^  die  berühmtesten  Vertreter  der 
Mathematik  an  deutschen  Hochschulen  aufzählt,  und  dabei  auch  Scheubel^) 
nennt.  Ebenso  wissen  wir,  dafs  Scheubel  von  MIstlin^),  dem  Lehrer  und 
Freunde  Eepler's,  besonders  hochgehalten  wurde  ^).  Und  der  bekannte 
Basler  Polyhistor  Pantaleon  nahm  Scheubel  noch  zu  dessen  Lebzeiten  in 
sein  deutsches  Heldenbuch  auf^.  Aber  nur  zu  leicht  ist  es  verständlich, 
dafs  neben  der  Algebra  eines  Cardano  und  eines  Vieta  diejenige  Scheubel's 
in  den  Hintergrund  treten  und  so  ihr  Autor  der  Vergessenheit  anheimfallen 
muTste. 

Johannes  Soheubel  (Joannes  Schbubelius^),  Johann  Scheybl^)) 
wurde  am  13.  August  1494^®)  in  Kirchheim  unter  Teck  geboren,  einem 
am  Nordfdfs  der  schwäbischen  Alb  gelegenen  und  für  damalige  Zeit  stark 
befestigten  Städtchen,  das  schon  1381  an  Württemberg  gekommen  war. 
Da  das  älteste  Kirchenbuch  in  Kirchheim  u.  T.,  ein  Taufbuch,  nur  bis  zum 
Jahre  1558  zurückreicht^^),  war  es  mir  nicht  möglich,  über  Scheubel's 
Familie  irgend  etwas  Sicheres  auffinden  zu  können.  Den  ersten  Unterricht 
empfing  Scheubel  jedenfalls  in  seinem  Heimatstädtchen  ^'),  das  sich  gerade 
damals  einer  für  jene  Zeit  hervorragend  guten  Schule  erfreute  ^^).     Später 


4)  P.  Bami,  scJwlarum  mathematicarum  lib.  XXXI.  Basil.  1569.  p.  66.  (lib.  II). 

5)  Mästlin  bezog  noch  zwei  Jahre  vor  Schsubel's  Tod  die  Universität 
Tübingen. 

6)  Vergl.  BoHNBNBBRGER  a.  a.  0. 

7)  Prosopographiae  herowm  atque  iUustrium  virorum  totitM  Germaniae  pars 
tertia;  Auihore  Hbnbico  Pantaleone  Physico  Basilensi.    ßasileae  1566.  p.  459. 

8)  So  schreibt  sich  Scheubel  in  denjenigen  seiner  Werke,  welche  er  in 
lateinischer  Sprache  herausgab,  ferner  in  den  beiden  lateinischen  Eingaben,  welche 
sich  von  ihm  erhalten  haben,  sowie  in  der  auf  Seite  447,  Anmerkung  47  erwähnten 
lateinischen  Widmung. 

9)  So  schreibt  sich  Scheubel  in  dem  einzigen  Werke,  das  er  in  deutscher 
Sprache  erscheinen  liefe. 

10)  Vergl.  „Habtmann,  Magisterbuch"  Manuskript  der  Kgl.  öifentl.  Bibl.  in 
Stuttgart:  Cod.  bist.  Q.  309 a  u.  b.  Zelleb  fflgt  dem  Geburtsdatum  Schbubel's 
noch  das  Wort  ^^emellwf'*'  (Zwilling)  bei.  Vergl.  Zeller,  Merkwürdigkeiten  der  Uni- 
versität Tübingen.     Tübingen  l'fitS.  p.  496. 

11)  Diese  Notiz  verdanke  ich  einer  freundlichen  Mitteilung  des  Herrn  Stadt- 
pfarrverweser Hbbblinoeb  in  Eirchheim  u.  T. 

12)  Vergl.  Pantaleon  a.  a.  0.:  „in  pairiaf*. 

13)  Schon  im  Jahre  1249  existierte  in  Eirchheim  u.  T.  eine  Schule.  Ums 
Jahr  1500  wird  dem  dortigen  Schulmeister  zur  Pflicht  gemacht,  einen  Baccalaureus 
als  Provisor  zu  halten,  desgleichen  wird  im  Jahre  1522  der  Schulmeister  Metzqeb 
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bezog  ScHEUBEL  die  üniTersität  Wien^^).  Diese  Wahl  kann  uns  nicht  be- 
sonders anffallen,  wenn  wir  bedenken,  in  welch  engen  Beziehungen  Wfirtteizh 
■berg  von  1520  —  1534  znr  Habsbnrgischen  Dynastie  stand  ^).  Wie  an 
keiner  zweiten  deutschen  Hochschule  blühte  damals  in  Wien  das  Studiom 
der  Mathematik,  und  hier  legte  Scheubel  auch  den  Grund  zu  seinem  her- 
vorragenden Wissen  in  den  mathematischen  Disziplinen.  Besonders  für  die 
Frage  nach  den  Quellen,  aus  denen  Scheubel  seine  Kenntnisse  in  Arith- 
metik und  Algebra  schöpfte,  ist  der  Aufenthalt  desselben  an  der  Wiener 
Hochschule  und  überhaupt  in  Wien  von  Bedeutung  ^^).  Auch  werden  wir 
nicht  fehlgehen,  wenn  wir  annehmen,  dals  neben  dem  Studium  der  Mathe- 


verpflichtet, „allweg  einen  geschickten  und  gelehrten  Proyisor  zu  halten".  Vergl. 
PpAFF,  YerBuch  einer  Gesch.  des  gel.  Unterr.  in  Württemberg  etc.   Ulm  1842.  p.  9. 

14)  ,,al8  er  die  fandament  begriffen,  zöge  er  gehn  Wien,  und  studieret  da- 
selben  in  freyen  Künsten.  Weil  auch  zu  seiner  Zeit  die  Mathematischen  Känet 
daaelben  fleifsig  fflrgelesen,  hat  er  sich  fümeiEilich  auff  die  Arithmeticä  un  Geo- 
metrey  begeben,  und  grossen  verstand  darinen  erlanget."  Vergl.  die  deutsche 
Ausgabe  yon  Paktaleom's  deutschem  Heldenbuch:  Der  dritte  und  letste  Teil 
Teutscher  Nation  Warhaiften  Helden  etc.  durch  Humucn  Pamtalbon,  Basel  1578, 
p.  443.  Die  kurze  Biographie,  welche  Pamtalbon  von  Scheubel  bietet,  stützt  sich 
der  Qauptsache  nach  auf  ein  Gedicht,  welches  Cbllios  (Hobm),  der  sp&tere  Tübinger 
Professor,  als  etwa  19 jähriger  Student  in  Tubingen  verfafste  und  Paittaleoh  zu- 
stellte. Diese  Epigramme,  deren  Inhalt  somit  im  wesentlichen  wohl  sicher  auf 
Scheubel  selbst  zurückgeht,  sind  in  der  lateinischen  Ausgabe  von  Paittalbos^s 
Heldenbuch  enthalten.  Wie  von  den  übrigen  bebandelten  Personen  giebt  Pasta- 
leon auch  von  Scheubel  ein  Bildnis;  doch  stellen  sich  diese  Bilder  der  Haupt- 
sache nach  als  frei  erfunden  dar,  und  stimmen  nicht  einmal  in  den  verschiedeneo 
Auflagen  völlig  Überein.  Zwar  erscheint  es  kaum  glaublich,  dafs  bei  einem  noch 
Lebenden  Pantaleon  dem  Zeichner  nicht  wenigstens  eine  briefliche  Beschreibung 
zur  Verfügung  stellte,  und  eine  solche  hätte  er  sich  sehr  leicht  mit  jenen  Epi- 
grammen durch  Cblliub  verschaffen  können.  Das  Bild  Scheubbl^s  bei  Pajttalbos 
zeigt  ein  schön  und  scharf  geschnittenes,  von  einem  langen  Vollbarte  umrahmtes 
Gesicht. 

Da  die  Wiener  Matrikeln  nicht  veröffentlicht  sind,  war  es  mir  nicht  mög- 
lich, genau  die  Zeit  festzulegen,  während  welcher  Scheubel  in  Wien  studierte. 
Spätere  Daten  berechtigen  zu  der  Vermutung,  dafs  Scheubel  jedenfalls  nicht  mehr 
allzu  jung  war. 

16)  Der  schwäbische  Bund  hatte  nach  der  Vertreibung  Herzog  Ulbigh's  im 
Jahre  1620  Württemberg  gegen  Ersatz  der  Eriegskosten  Kaiser  Kaxl  V.  zur  Ver- 
fügung gestellt,  der  es  1622  seinem  Bruder,  dem 'späteren  König  Fbbdihand,  über- 
trug. Erst  nach  der  Schlacht  bei  Lauffen  (1634)  kehrte  Uleich  wieder  als  Herr 
in  sein  Erbland  zurück. 

16)  Da  der  mir  hier  zur  Verfügung  stehende  RAum  es  mir  nicht  erlaubt, 
später  bei  der  Besprechung  von  Soheubel's  Algebra  speciell  auf  deren  Quellen 
einzugehen,  möchte  ich  hier  ganz  besonders  darauf  hinweisen,  wo  dieselben  zu 
suchen  sind. 
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matik  die  damals  ganz  Deutschland  anfs  Tiefste  bewegenden  religiösen 
Zeit-  und  Streitfragen  Sohbubel  in  ihren  Bannkreis  zogen,  und  dafs  hierbei 
ScHEUBEL  sich  der  neuen  Lehre  zuneigte;  nur  dies  kann  ihn  yeranlaCst' 
haben,  sich  von  Wien  nach  Wittenberg  zu  begeben ^^).  Doch  scheint 
ScHEUBEL  sich  uur  Yorftbergehend  in  Wittenberg  aufgehalten  zu  haben, 
wenigstens  finde  ich  ihn  nicht  als  Studierenden  eingeschrieben^^.  Von 
Wittenberg  begab  sich  Soheubel  zur  Fortsetzung  seiner  mathematischen 
Studien  an  die  Universität  Leipzig^'),  die  sich  damals  in  den  Fächern, 
welche  far  Scheubel  mafsgebend  waren,  eines  nicht  unbedeutenden  Rufes 
erfreute,  und  zwar  liels  er  sich  hier  im  Wintersemester  1532  immatriku- 
lieren^). Doch  war  seines  Bleibens  in  Leipzig  nicht  allzulange,  schon  im 
März  1585  finden  wir  Soheubel  als  Studierenden'^)  in  Tübingen ''),  und 
wohl  waren  es  wiederum  Grunde,  welche  mit  der  damaligen  religiösen  Be- 
wegung^) zusammenhingen,  die  Scheubel  zu  diesem  Wechsel  bestimmten; 
ja  dieser  Schritt  und  die  dadurch  bedingte  spätere  Wirksamkeit  Scheubel's 
in  Tübingen  beweisen  uns,  dafs  derselbe  nicht  blofs  zur  neuen  Lehre  sich 
hinneigte,  sondern  ein  entschiedener  Anhänger  derselben  geworden  war^). 


17)  Vergl.  die  Epigramme  des  Gblltos:  Lencorea  »=  Wittenberg. 

18)  Vergl.  ÄUnun  Academiae  Vitehergensis,    Ed.  Förstemamh,  Lips.  1841. 

19)  Vergl.  Pamtalboh  a.  a.  0. 

20)  Vergl.  Codex  dipl  Sax.  Beg,  Zweiter  Hauptteil,  XVL  Bd.  Die  Immatr. 
von  1409—1669,  p.  609:  „1532  Wintersemester  .  .  .  Natio  ßayarorum:  Joannes 
ScHBUBEL  de  Eirchhain  .  .  .**. 

21)  Fällt  uns  die  Erscheinung  eines  41jährigen  Studenten  vom  heutigen 
Standpunkte  aus  betrachtet  zunächst  auf,  so  liegt  doch  für  die  damaligen  Zeiten 
nichts  so  ganz  aufserordentliches  darin. 

22)  Vergl.  Urkunden  zur  Gesch.  d.  Univ.  Tübingen  aus  den  Jahren  1476  bis 
1660.  Tübingen  1877,  und  zwar  Matr.  Univ.  Tub.  1477—1646,  p.  668:  „1636 
Martii  .  .  Johanbes  Schbtbel  ex  Kirchen  sub  Theckh  .  .**  Diese  Urkunden,  deren 
Vorrede  mit  einem  B.  unterzeichnet  ist,  wurden  von  dem  damaligen  Oberbiblio- 
thekar Professor  Dr.  Rudolf  von  Roth  veröffentlicht. 

23)  Während  Herzog  Geoeo  vob  Saohbbb  (f  1639)  mit  aller  Macht  die  neue 
Lehre  von  seiner  Hochschule  Leipzig  fem  zu  halten  suchte,  hatte  der  durch  die 
Schlacht  bei  Lauffen  wieder  in  den  Besitz  seines  Landes  gelangte  Herzog  Ulbich 
in  den  letzten  Monaten  des  Jahres  1634  mit  der  Reformation  der  Universität 
Tübingen  begonnen,  in  erster  Linie  unterstützt  durch  jenen  Gbtnabüs,  der  auch 
in  der  Geschichte  der  Mathematik  als  Herausgeber  des  ersten  griechischen  EuKLm's 
einen  Ehrenplatz  einnimmt. 

24)  Und  zwar  der  streng  lutherischen  Richtung.  Wie  hätte  er  es  auch  sonst 
später  zum  Professor  an  der  Universität  Tübingen  bringen  und  vor  allem  solcher 
bleiben  können,  jener  UniversiiAt,  welcher  der  noch  neben  Sghbubel  wirkende 
Märtyrer  der  neuen  Lehre,  Philw  Apun,  nicht  rechtgläubig  genug  war,  und 
welche  fpäter  aus  demselben  Grande  wie  für  Apiab,  so  auch  für  ihren  g^fsten 

28* 
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Hier  in  Tübingen  erwarb  sich  Scheubel  1540  die  Magißterwürde**),  nnd 
hier  brachte  endlich  das  Jahr  1544  dem  nun  bOjfihngea  Magister  dk 
ersehnte  Stellang  als  Docent  der  Mathematik.  Noch  handelte  es  sich  aber 
nicht  um  eine  ordentliche  Professur,  sondern  nur  um  einen  Lehrauftrag  in 
Arithmetik  und  Geometrie.  In  der  am  20.  Juli  1544  von  Herzog  Ulbicb 
erlassenen  Ordnung  der  Artistenfakultät  in  Tübingen  lesen  wir  unter  an- 
derem: „Dieweil  dann  Mathematica  nit  die  geringst  vnder  den  bonis  artibos 
ist,  So  soll  fürterhin  derselbigen  Professor  auch  im  Bat  der  Artisten  Facult«t 
gezogen  vnd  gebraucht  werden,  Vnd  alweg  die  Materi,  so  er  zu  lesen  f^- 
nimpt,  mit  rat  vnd  vrtail  der  Artisten  Facultet  vnder  band  nemen,  damit 
er  nit  allain  den  Zuhörern,  Sonder  auch  allen  guten  Künsten  nntz,  fnrder- 
lich  und  filrstendig  sein  meg.  Darbey  dann  der  Imser  als  geschickt  vnd 
taugenlich  in  seiner  besoldung  gelassen  werden  vnd  alweg  sein  stand  vmb 
Zwolff  Yr  zu  mittag  haben  soll.  . .  .  Mit  Maister  Johan  Scheublin  soll 
gehandlet  werden,  das  er  vmb  ain  bestimpte  Besoldung  Euouhem  zu  lesen, 
auch  Arithmetices  vnd  Geometrie  1er  den  Jungen  einzubilden**^). 

Im  Jahre  1544  wird  also,  neben  Imser  als  Ordinarius,  dem  Maister 
(„magister'^)  Scheubel  ein  Lehrauftrag  in  Geometrie  und  Arithmetik  an 
der  Universität  Tübingen  zu  teil.  Aus  dem  so  von  Scheubel  angetretenen 
Unterrichte  heraus  entstanden  nun  in  den  folgenden  Jahren  jene  Werke. 
die  uns  hier  zunächst  nur  insofern  interessieren,  als  sie  uns  in  ihren  Titeln 
und  Vorreden  biographische  Notizen  über  ihren  Autor  geben.  In  ihnen 
bezeichnet  sich  Scheubel  im  Jahre  1545  als  „JoAimES  Scheubelius  bonarom 
artium  magister^^  und  im  Jahre  1549  (März)  als  „magister  Joakses 
Scheubelius  ex  Kirckhain  sub  Teckh".  Dagegen  zeigt  seine  Eukl.ii>- Aas- 
gabe vom  Jahre  1550  (April)  im  Titel  die  Worte:  „Authore  Joakxe 
Scheubblio,  in  inclyta  Academia  Tubingensi  Euclidis  professore  ordinajio^ 
und  diejenige  vom  Jahre  1555  trägt  die  Autorenangabe:  „durch  Magistrom 
Johann  Scheybl,  der  löblichen  vniuersitet  zu  Tübingen  des  Eucledis  und 
Arithmetic  Ordinarien^^  In  der  Zeit  zwischen  dem  März  des  Jahres  1549 
und  dem  April  des  Jahres  1550  mufs  also  Scheubel  zum  Ordinarius 
ernannt  worden  sein,  vergebens  aber  versuchte  ich  über  diese  Ernennung 
im  Tübinger  Universitätsarchiv  irgend  eine  Notiz  aufzufinden'^.     Als  dann 


eigenen  Sohn,  fdr  Expleb,  keinen  Fiats  hatte,  nnd  doch  hatte  Kkpi^er  gleich 
Apiah  dem  neuen  Glauben  persönliche  Opfer  der  allerBchwersten  Art  gebracht 

25)  VergL  „Habtmann,  Magisterbuch'V  Roth  giebt  fUschlich  —  wohl  ein 
Druckfehler  —  das  Jahr  1646  an. 

26}  Yergl.  „Both,  Urkunden",    p.  236  und  286. 

27)  Von  den  in  Betracht  kommenden  Sammelbänden  trägt  der  eine  die  Be- 
zeichnung:   ,,Facult.  Philosoph.  G.  Prof.  math.  &  phyaices.  I.  1567 — 1700".     Der- 
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im  Jahre  1557  Imseb  auf  seine  Professur  verzichtete^),  trat  nicht  Sgheubel 
in  diese  Stelle  ein,  sondern  der  Astronom  und  Geograph  Samuel  Sidebo- 
CRATES;  handelte  es  sich  doch  bei  dieser  Professur  neben  Mathematik  in 
erster  Linie  um  Astronomie.  Tübingen  hatte  somit  vom  Jahre  1550  bis 
zu  Scheubel's  Tod  zwei  mathematische  Professoren,  doch  beweist  die  Folge- 
zeit, dafs  dabei  nicht  an  die  definitive  Schaffung  einer  zweiten  mathema- 
tischen Professur  gedacht  werden  darf,  sondern  es  lag  ein  Ausnahmezustand 
vor,  welcher  wohl  eben  nur  durch  persönliche  Yerhftltnisse  bedingt  war; 
und  galt  schon  die  bleibende  Professur  für  Astronomie  und  Mathematik  als 
„eine  der  geringeren  Stellen^^^,  so  ist  nicht  zu  verwundem,  wenn  dies  in 
noch  höherem  Orade  bei  der  ad  hoc  geschaffenen  Stellid  Scheubel's  der 
Fall  war.  Dementsprechend  finden  wir  auch,  dafs  Scheubel  schon  im  Jahre 
1551^)  und  dann  sp&ter  im  Jahre  1562'^)  noch  einmal  um  Erhöhung 
seines  Oehaltes  einkonmit.  Gerade  diese  zweite  Eingabe,  aus  der  wir  auch 
erfahren,  dafs  Scheubel  verheiratet  war,  läfst  einen  tiefen  Blick  thun  in 
die  finanziell  mehr  als  prekäre  Lage  des  Achtundsechzigjährigen,  und  erlaubt 
uns  Rückschlüsse  auf  alle  jene  Nöthe  und  Entbehrungen,  durch  welche  der- 
selbe in  langen  Jahren  hindurch  mulste''),  bis  er  es  nur  ,;SOweit*^  gebracht 


selbe  beginnt  mit  folgenden  Nummern:  1)  Besignatio  Phil.  Imsbbri  1557;  2)  literae 
S  IsEMicBNOERi  1558;  2*)  Bericht  des  Apiam*8  etc.;  8)  Entlassung  Apian*8  nnd  Ein- 
setzung Mästlin's;  etc/*  SoHBUBEL  wird  also  hier  überhaupt  nicht  erwähnt.  Der 
andere  jener  Bände  trägt  die  Aufschrift:  „Facultas  Philosoph.  F.  Professorum 
vocationes  electiones.  I.  1510—1599**.  Auch  er  bietet  nichts  über  Scheubel^s  Er- 
nennung, dagegen  enthält  er  unter  den  Nummern  29  und  29^  zwei  Eingaben 
Schbubbl's  an  den  akademischen  Senat  aus  den  Jahren  1553  und  1562,  welche 
beide  eine  kräftige  aber  nicht  leicht  zu  lesende  Handschrift  zeigen.  Die  Schrift 
der  Eingabe  vom  Jahre  1562  läfst  in  keiner  Weise  das  Alter  des  Schreibers 
ahnen.  In  der  ersten  dieser  Eingaben  beklagt  sich  Scheubel  bitter  über  das 
mangelhafte  Interesse,  das  die  Tübinger  akademische  Jugend  dem  Studium  der 
Mathematik  entgegenbringe,  und  legt  im  Sinne  jener  Zeit,  mit  Bezugnahme  auf 
das  klassische  Altertum,  die  hohe  Wichtigkeit  der  von  ihm  vertretenen  Disciplinen 
dar.  In  der  zweiten  dieser  Eingaben  bittet  Scheubel  um  eine  ünterstfltzung  und 
um  Erhöhung  seiner  Besoldung.  Eine  Abschrift  beider  Eingaben  verdanke  ich 
der  Freundlichkeit  des  Herrn  Dr.  Eöhleb  in  Tübingen. 

28)  um  sich  ganz  seiner  Liebhaberei,  der  Herstellung  mechanischer  Kunst- 
werke, widmen  zu  können.    Vergl.  Roth,  Urkunden,  p.  167. 

29)  Vergl.  Roth,  Urkunden,  p.  167. 

30)  Vergl.  Zellee,  Merkwürdigkeiten  etc.,  a.  a.  0.;   dabei  legt  ein  gewisser 
Balthasar  von  Gültlingbn  Fürbitte  für  Scheubel  ein. 

31)  Siehe  oben  Anm.  27  auf  S.  436. 

32)  Auch  Roth  schreibt  (s.  a.  a.  0.  P-  ^^V'  'f^*^  ^^^  ^^  ^^'  Folge  mit  allerlei 
Unglück  und  Armut  zu  lAmpfen/* 
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hatte ^).  Wahrlich  nnr  ein  hoher  Idealismus,  nur  jene  tiefe  Liebe  zur 
Wissenschaft,  welche  uns  aus  allen  SoHEUBEL'schen  Vorreden,  sowie  aus 
der  Senatseingahe  vom  Jahre  1553^)  entgegenlenchtet,  kann  za  solchen 
Opfern  hef&higen.  Diese  Liebe  zu  seiner  Wissenschaft  nnd  diese  Opfer, 
welche  Schbubbl  seiner  Wissenschaft  brachte,  schildert  Melchior  Adam^) 
mit  folgenden  schlichten  Worten:  „Joannem  Soheubeliüm  accepimus  Tvhin- 
ganae  quandam  scholae  professorem  maihematicum  tnaignem,  . . .  ad  Euclidis 
oTtodsi^eig  cognoscendas  et  expUcandfis,  onrne  auum  caniuUsse  studnum,  negl^ct^ 
re  famiUari^^^).  Am  20.  Februar  1570")  starb  Schbubbl  in  Tübingen**}, 
woselbst  er  auch  begraben  wurde.  Seine  Instrumente  und  mathemaüscheD 
Manuskripte  vermachte  er  der  Universität'^). 

Mit  dieser  dürftigen  biographischen  Skizze  Schbubbl's  habe  ich  alles 
das  gegeben,  was  ich  an  wirklich  gesichertem  Material  über  die  ftuDseren 
Lebensumstftnde  unseres  Autors  auffinden  konnte,  und  ich  mOcbte  diese 
Skizze  nicht  abschliefsen,  ohne  Herrn  Oberstudienrat  Dr.  von  Hartmahk  in 
Stuttgart,  Herrn  Oberbibliothekar  Dr.  Gbigbk  in  Tübingen  und  Hein 
Dr.  RÖHLBR  in  Tübingen  meinen  herzlichsten  Dank  auszusprechen  für  die 
vielfachen  Unterstützungen,  welche  sie  mir  beim  Zusammentragen  des  be- 
nützten Materials  zu  teil  werden  liefsen. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  Schbubbl's  Werken.  Hier  tritt  uns  eine  un- 
gleich reichere  Fülle  an  Material  entgegen,  und  es  würde  den  mir  zur  Ver- 
fügung stehenden  Baum  weit  überschreiten,  wollte  ich  eine  vollständige  und 
gründliche  Analyse  und  Wertung  sämtlicher  Werke  Scheubbl's  geben,  eines 
Autors,  der  in  gleicher  Weise  Arithmetik,  Algebra  und  Greometrie  in  den 
Kreis  seiner  Dai*stellungen  zog.     Ich  beschränke  mich  deshalb,   wie  schon 


8d)  Ich  möchte  nur  zwei  ^tze  aus  dieser  Eingabe  eitleren:  ,JSogo  autem 
V08,  mihi  iam  prebere  velitia  viginU  Fhrinos,  deinde  vero  m  singulas  angarias, 
non  quvnque  tantum  sed  decem  flarinoa  dare  vditis!  Nam  üa  ego,  iam  quideai, 
creditoribus  satisfaeere  posswnj  curare  inauper,  tU  per  Jume  aestatem  ligna  et 
tinum  cum  aliis  acquiram,  id  quod  neeesHtas  requint/* 

84)  Auch  diese  Eingabe  enthält  den  Satz:  ,^  eiiam  tue  misere  ae  ienmUr 
vivere  cogi'*. 

85)  litterarhistoriker,  gestorben  1622. 

86)  Vergl.  Vitae  Germanarum  Medicorum  etc.  a  Melchiorb  Aoamo,  Franko- 
fürti  a.  M.  1706:  Vita  Scheqkii,  p.  133. 

87)  Zbllbb,  Merkwürdigkeiten  a.  a.  0.,  mid  Melchiob  Adam  etc.  a.  a.  O.  Da 
das  älteste  Totenbuch  in  Tübingen  nnr  bia  1596  zurückreicht,  welche  Angabe 
ich  einer  freundlichen  Mitteilung  des  Herrn  Stadtpfarrer  Gboss  in  Tübingen  ver- 
danke, ist  es  nicht  möglich,  dort  etwas  weiteres  zn  finden. 

38)  Wenn  Zelleb  auch  nicht  ausdrücklich  erw&hnt,  dafs  Scheübkl  in 
Tübingen  starbt  so  geht  das  doch  aus  der  ganzen  Darstellung  hervor. 

39)  Vergl.  Zelleb,  Merkw.  a.  a.  0. 
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die  Fassung  des  von  mir  gewählten  Themas  zum  Aasdracke  bringt,  der 
Hauptsache  nach  auf  die  Darstellung  der  Leistungen  Sougubbl's  in  der 
Algebra.  Handelt  es  sich  dabei  auch  nur  um  einen  Yerh&ltnismäfsig  kleinen 
Bruchteil  der  gesamten  litterarischen  Thätigkeit  unseres  Autors,  so  tritt 
doch  gerade  in  diesem  Bruchteil  die  Bedeutung  Scheübel's  am  besten  zu 
Tage.  Allerdings  vollständig  stillschweigend  möchte  ich  an  Sgheubel's 
arithmetischen  und  geometrischen  Werken  auch  nicht  vorbeigehen,  doch 
mufs  ich  mich  bei  ihnen  mit  ein  paar  ümrifslinien  begnügen. 

Ein  Zug  ist  es,  der  alle  Werke  Scheubel's  mit  Ausnahme  eines  ein- 
zigen, des  letzten,  charakterisiert  und  nach  Umfang,  Inhalt  und  Form  der 
Darstellung  bestimmt:  sie  sind  aus  der  akademischen  Lehrthätigkeit  heraus 
und  für  die  akademische  Lehrthätigkeit  geschrieben,  widmet  er  doch  eines 
derselben  direkt  der  akademischen  Jugend  Tübingens.  Liegt  so  unserem 
Autor  nichts  femer,  als  in  seinen  Werken  nur  „Eigenes**  geben  zu  woUen, 
so  ist  er  sich  doch  stolz  bewufst,  darin  neben  dem  Fremden  auch  „Eigenes** 
bieten  zu  können,  und  gleich  im  Dedikationsschreiben  des  ersten  Werkes, 
das  ScHEUBEL  im  Drucke  erscheinen  lieis,  sagt  er:  „normuUa  eHam  ipsi  in- 
uenimus  nequaquam  aspemanda". 

Dieses  erste  Werk  Soueubel's  selbst  trägt  den  Titel:  „De  numeris  et 
diversis  rationihus  seu  regtUis  compukUionum  opusctdum,  a  Joanne  Scheubelio 
compositum,  Non  solwm  ad  usum  quendam  utdgarem^  sed  etiam  cognUionem 
et  scienäam  exquisitiorem  arithmeticae  accomodatum^\  und  am  Schlüsse  steht: 
„Lipsiae  ex  Officma  Michaelis  Blum,  a  restUuta  salute  Anno  M,D.XLV, 
Jdib.  Maij."  Gewidmet  ist  das  Werk  den  Doktoren  und  Magistern  des 
Senates  der  Universität  Tübingen.  Es  zerfällt  in  5  Traktate.  Im  ersten 
Traktat  behandelt  Scheubel  das  Rechnen  mit  ganzen  Zahlen  bis  zum  Aus- 
ziehen der  Kubikwurzel,  im  zweiten  das  Rechnen  mit  Verhältnissen  und 
Proportionen,  im  dritten  das  Bechnen  mit  gemeinen  Brüchen  und  im  vierten 
das  Bechnen  mit  physischen  Brüchen^).    Im  fünften  Traktat,  dem  gröfsten 


40)  Bei  diesem  Bechnen  mit  „physischen^*  Brflchen  handelt  es  sich  zunächst 
mn  das  auf  die  Winkeleinteilung  zurückgeführte  Bechnen  mit  Sexagesimalbrüchen. 
Doch  ist  damit  der  Begriff  des  „physischen**  Bruches  keineswegs  erschöpft,  sondern 
jede  aus  dem  wissenschaftlichen  oder  bürgerlichen  Leben  gegriffene  Einteilung 
eines  Ganzen  in  Teile  und  Unterabteilungen  kann  zur  Aufstellnng  einer  Art  von 
absteigenden  Brächen  verwendet  werden,  die  bis  zu  einem  gewissen  Grade  unsere 
heutigen  Decimalbrüche  zu  ersetzen  im  Stande  sind.  Allerdings  berflhrt  es  in 
hohem  Grade  eigentümlich,  zum  erstenmale  eine  Mnltiplikation  zu  sehen  wie  die 
folgende,  welche  eben  unserem  Traktate  entnommen  ist  (vergl.  fol.  Q.  5'):  „7  Gul- 
den 4  Schilling  6  Pfenig  württembergischer  Währung  sollen  mit  7  Gulden 
7  Schilling  7  Pfenig  wfirttemb.  Währ,  multipliziert  werden.**  Als  Besultat  errechnet 
Scheubkl:  52  Gulden  8  SchiUing  2|^  Pfenig  württemb.  Währ.   Da  nach  damabger 
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und  wichtigsten,  entwickelt  Scheubel  zunächst  die  Regel  de  iri^^)  aus 
Euklid  VII,  19  und  knüpft  daran  eine  sehr  grofse  Anzahl  von  Beispielen, 
wie  sie  in  den  landläufigen  Rechenbüchern  nach  allen  möglichen  Regeln  mit 
besonderen  Namen  gelöst  wurden.  Weiterhin  behandelt  hier  Schi:ub£i<  ganz 
allgemein  das  Wurzelausziehen  und  geht  dann  noch  über  zu  Aufgraben  geo- 
metrischer Art,  sowie  zu  Aufgaben  aus  den  Qebieten  der  arithmetischen, 
geometrischen  und  harmonischen  Progressionen.  Den  Beschlufs  bilden  einige 
der  bekannten  arithmetischen  Epigramme   aus  der  griechischen  Anthologie. 

Scheubel  hat  diese  seine  Arithmetik  in  bewufstem  Gegensatze  zn  den 
damals  gebräuchlichen  Rechenbüchern  geschrieben;  ihm  ist  das  Rechnen  nicht 
die  handwerksmäfsige  Ausübung  feststehender  Regeln,  die  man  sich  einprägt, 
ohne  nach  ihrem  „Woher^^  zu  frageiv,  sondern  ihm  ist  das  Rechnen  eine 
Wissenschaft,  die  jedem,  der  auf  gelehrte  Bildung  Anspruch  macht,  nötig 
und  nützlich  ist,  eben  deshalb  auch  wählt  er  für  sein  Werk  die  lateinische 
Sprache. 

Bald  aber  fand  Scheubel  selbst,  dafs  dieses  Werk,  welches  die  gesamte 
Theorie  und  Praxis  der  damaligen  Rechenkunst  zur  Darstellung  bringen 
sollte,  doch  fär  manche  Zwecke  zu  viel  bot  und  zu  grofse  Anfordmngen 
stellte.  Er  entschlors  sich  daher  in  einem  kurzen  Kompendium  das  nötigste 
aus  der  Arithmetik  zusammenzufassen,  und  so  entstand  das  zweite  Werk 
Scheubel's,  das  den  Titel  trägt:  Compendium  Arithmeticae  Artis,  tU  breuis- 
simitm  ita  longd  utüissiimim  erudiendis  U^(mbu/&,  non  soli)im  propter  ordinem, 
quo  paucis  perstrinfftmtur  huitis  artis  capita^  sed  etiam  causa  per^ncmtatis, 
quae  ddectat  et  iuuat  discentes,  summoperd  eoopetendwm:  per  Joannem  Scheu- 
BELiuM  adomahim  et  conscriptum,  Continet  atUem  utrrmque  hoc  Compendium, 
numerorum  scilicet  et  calculorum  seu  proiectüium  (ut  uocant)  ratiadnationenu" 
Am  Ende  steht:  „Bas^ileae,  per  Jacobum  Parcum,  eooperhsis  Joannis  Oporiso. 
Anno  1549.**  Dieses  Werk  ist  es,  das  Scheubel  der  Tübinger  akademischen 
Jugend  widmete.  Während  sein  erstes  Werk  254  Oktavblätter  nmfafst, 
ist  dieses  „Compendium^^  auf  86  zusammengezogen,  und  dais  dasselbe  in  der 
That  einem  Bedürfnis  entgegen  kam  und  vielfachen  Anklang  fand,  eiBehen 
wir  daraus,  dafs  Scheubel  selbst  noch  im  Jahre  1560  eine  zweite  Ausgabe 
davon  besorgen  durfte.  Materielle  Änderungen  zeigt  diese  Neuausgabe 
eigentlich  keine,  dagegen  ist  dieselbe  formell   durch  besseren  Druck,  über- 


württembergischer  Währung  1  Gulden  =»  28  Schilling  und  1  Schilling  =  6  Pfenig 
war,  80  bedeutet  eben  das  obige  Beispiel  nichts  anderes  als: 

\    ^  28  ^  168/     V    ^  28  ^  168/  ^  28  ^  168 

41)  Die  er  selbst  allgemein  „regüla  proportionum"  nennt. 
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sichtlichere  Anordnung^')  und  Beigabe  zweier  Register  erheblich  verbessert. 
Der  Titel  zeigt  nur  den  Beisatz:  lam  dermo  ab  ipso  autore  recognitum  et 
emcndatum".  Am  Schlüsse  steht  jetzt:  ^yBasüeae  excudebat  Jacobus  Pabcus, 
expensis  Joannis  Opobini,  anno  M.D.LX,  mmse  MarUo" 

Doch  wir  müssen  von  hier  wieder  zeitlich  znrflckgehen,  wollen  wir  uns 
nun  dem  dritten  Werke  Soheubel's,  seinem  Hauptwerke,  zuwenden.  Das- 
selbe zeigt  den  Titel:  „Euolidis  Megarensib,  Fhüosophi  et  Mathematici  ex- 
ceUentissimi,  sex  Ubri  priores,  de  Geometrids  principiis,  Graed  et  Latini,  tmä 
cum  demonstraUonibw  propositionum,  absque  Uterarum  noHs,  f4,eris  ac  propriis, 
et  aliis  qmbusdam,  usum  earum  ooncementihus^  non  citra  maximum  huius 
artis  studiosorum  emokimentium  adiectis.  Algebrae  porro  regtUae,  propter 
nutnerorum  exempla,  pasMm  proposüiombus  adiecta,  his  Ubris  praemissae  sunt, 
eaedemque  demonsiratae.  Aufhöre  Joanne  Scheubelio,  in  indgta  Äcademia 
Tübingensi  Evoiädxs  professore  ordinarioJ'  Am  Schlufs  steht:  ,JBasüeae,  per 
JoANNEM  Heruagium,  Anno  sätuHs  humanae  M,D,L,     Mense  S^tcmbri/* 

Scheubel  widmet  diese  seine  Enklidausgabe  dem  bekannten  Augsburger 
Kaufherra  Anton  Fuoger  und  den  Söhnen  des  kaum  minder  bekannten 
Baimund  Fugger ^),  seinen  „Maecenaten*^  denen  er  durch  vielfache  und 
aufsergewöhnliche  Beweise  einer  wohlwollenden  Qesinnung  und  einer  offenen 
Hand  sich  verbunden  f&hlt.  In  dem  Dedikationsschreiben  legt  Scheubel 
genau  die  Motive  dar,  welche  ihn  bei  seiner  Arbeit  leiten.  Nichts  wäre 
verfehlter,  als  wollte  man  hier  eine  auf  eigene  textkritische  Studien  basierte 
Euklidausgabe  erwarten,,  ein  solcher  Oedanke  lag  der  damaligen  Zeit  nicht 
so  nahe  als  uns  heute,  ein  solcher  Gedanke  lag  vor  allem  Scheubel  ferne. 
Wohl  kennt  Scheubel  Euklidausgaben,  welche  nach  unseren  heutigen  Be- 
griffen weit  von  einander  abstehen,  doch  sind  die  in  denselben  zu  Tage 
tretenden  Verschiedenheiten  für  ihn  von  so  nebensächlicher  Bedeutung,  dafs 
er  dieselben  nicht  einmal  erwähnt.  Ausgaben,  die  in  direktem  Gegensatze 
zu  einander  stehen,  und  von  denen  die  spätere  die  frühere  nicht  schroff 
genug  tadeln  kann,  wie  diejenige  des  Campanus  und  diejenige  des  Zamberti, 


42)  Vor  allem  durch  Einschaltung  von  Eapitelüberschriften. 

43)  Die  beiden  von  Kaiser  Kabl  V.  in  den  Reichsgrafenstand  erhobenen 
Brüder  Badcund  und  Anton  Fugokb  sind  die  Ahnherrn  der  heute  noch  blühenden 
Linien  der  FuciaBB.  Raimund  starb  schon  1686;  sein  zweiter  Sohn  Gsoho  war 
selbst  ein  nicht  ganz  unbedeutender  Mathematiker.  Anton,  der  erst  1660  starb, 
trägt  —  obgleich  einst  von  Hütten  ob  seiner  Knausrigkeit  verspottet  —  nicht 
mit  Unrecht  den  Beinamen  eines  „Hortes  der  Armen  und  der  Gelehrten*^  Einen 
Beleg  statt  vieler  bietet  eben  sein  Verhältnis  zu  Scheubbl:  Anton  Fugokr,  ein 
Anhänger  der  alten  Lehre,  unterstützt  thatkräftig  den  armen  gelehrten  Sghkubrl, 
einen  Anhänger  der  neuen  Lehre. 
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werdeD,  wie  überall  damals,  friedlich  nebeneinander  mit  gleich  hohem  Lobe 
bedacht.  Doch  darf  uns  dies  nicht  auffallen,  ging  ja  Schecbei«  —  wie 
eben  aus  der  Vorrede  nicht  unschwer  zu  entnehmen  ist  —  von  der  damals 
ganz  allgemein  verbreiteten  Ansicht  aus,  dafs  nur  die  Lehrsätze  ,,des  Euklii»^ 
auf  Euklid  selbst  zurückzuführen  seien,  dafs  aber  die  beigegebenen  Beweis 
ein  geistiges  Eigentum  dieses  oder  jenes  Herausgebers  „des  Eukud"  dar- 
stellen, eine  Ansicht,  von  welcher  Spuren  sogar  schon  im  Altertums  Tor- 
zuliegen  scheinen.  Als  die  besten  ^ßemonstratores^^  der  „Geometrie  des 
Megarenser^)  Euklid^^  nennt  Scheubel  unter  den  griechisch  schreibenden 
TneoN  und  Htpsikles,  unter  den  lateinisch  schreibenden  Campak us  und 
Zamberti.  Verdienen  dieselben  durch  ihre  Leistungen  auch  das  ihnen  ge- 
spendete hohe  Lob,  so  machen  sie  sich  doch  —  nach  Scheubel  —  daduidi 
eines  Fehlers  schuldig,  dafs  sie  bei  ihren  Beweisen  zur  Bezeicbnong  tod 
Punkten  etc.  Buchstaben  verwenden.  Dadurch  sollen  sie  sich  nicht  nur  in 
einen  Gegensatz  zu  Euklid  stellen,  der  ja  seine  Lehrsätze  ohne  jenes  Hil&- 
mittel  aussprach,  sondern  auch  die  Aufgabe  von  Lehrer  und  Schüler  er- 
schweren, indem  sie  ein  Element  hereinziehen,  das  nicht  blofs  überflüssig 
ist,  sondern  auch  verwirrend  wirkt.  „Kürzer  und  klarer^'  sei  es,  eine  Sache 
durch  die  ihr  direkt  zukommenden  Bezeichnungen  dem  Hörer  vorzuführen,  ali 
durch  Buchstaben,  die  sich  derselbe  erst  lange  zusammensuchen  muis,  und  die 
in  keinem  inneren  Zusammenhange  mit  der  Sache  stehen.  Dementsprechend 
verzichtet  Scheubel  konsequent  auf  jede  Buchstabenbezeichnung  in  Figoi 
und  Text,  und  sieht  darin  denjenigen  Vorzug,  der  in  erster  Linie  für  den 
Wert  seiner  Euklidausgabe  bestimmend  ist,  und  sie  vor  allen  andern  aus- 
zeichnet. Scheubel  betont  ausdrücklich,  dafs  er  nicht  nur  als  Lehrer  mit 
dieser  seiner  Methode  die  allerbesten  Erfahrungen  gemacht  habe,  sondern 
auch  seine  Schüler  hätten  ihn  versichert,  dafs  sie  auf  diesem  Wege  ungleich 
leichter  und  angenehmer  ihr  Ziel  erreicht  hätten,  als  auf  dem  gewöhnlichen. 
Als  Beispiel,  wie  Schi«:ubel  seine  Methode  durchführt,  mögen  aus  dem  Be> 
weise  des  pythagoreischen  Lehrsatzes  diejenigen  Stellen  hier  wiedergegeben 
sein,  durch  welche  die  bekannten  Hifslinien  festgelegt'  werden:  „DcmiUaiHT 
ab  angulo  tria/nguU  recto,  tanquam  ä  puncto  dato,  super  suam  stibtensam, . . . 
linea  perjjendiotduris ,  atque  haec  ad  latus  usque  opposUum  per  qundrafum 
cordinuetur,   et  erit  quadratum  laieris^  angyXwm  rectum  subtendentis ,  in  dw» 

parallelogramma   diuisum,    quorwn Demittantur   ab    angtUo    iriitnffuii 

recto,    ad   remotiores   ab  eo  duos  quadrati  tarn  diuisi   angulos,    duo    redo'- 


44)  Ganz  allgemein  wurde  damals  der  Geometer  Euklu>  mit  dem  mehr  als 
100  Jahre  älteren  Philosophen  und  Schüler  des  Sokratbs,  dem  Megarenser  Eukup 
verwechselt,  eine  Verwechslung,  welche  sich  schon  im  klassischen  Altertame  nach- 
weisen läfst. 
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lincae Ducantur  ultimo^  etiam  ab  actäis  reciangvli  triangtili  angtdis  duae 

reciac  lincae,  quantm  utraque  per  lattis  eundem  angiUum  stibtendcns,  usqtte 
ad  angulum  ßuadrati  iUum^  cui  idem  octätAS  hcictenus  tum  est  conitmctus, 
contitmetur" 

So  lange  der  vortragende  Lehrer  oder  der  repetierende  Schüler  in  der 
Lage  ist,  seine  Worte  gegebenen  Falles  durch  ein  direktes  Hindeuten  auf 
bestimmte  Teile  einer  Figur  zu  illustrieren,  können  Buchstaben  umgangen 
werden,  und  in  diesen  engen  Grenzen  ist  den  Darlegungen  Scheubel's  nicht 
alle  Berechtigung  abzusprechen,  aber  in  allen  anderen  Fällen  wird  durch 
das  „notwendige  Übel'^  der  Buchstaben  die  Beweisführung  entschieden  „kürzer 
und  klarer'\  und  zu  diesen  F&Uen  gehören  vor  allem  diejenigen,  in  welchen 
der  Druck  den  Beweis  übermitteln  soll.  Hier  eine  neue  Methode  einzu- 
fahren, weil  dieselbe  sich  dort  bewährt  hat,  ist,  milde  hezeichnet,  eine 
„Schrulle^^,  selbst  wenn  die  Durchführung,  wie  dies  bei  Scheubbl  thatsäch- 
lich  der  Fall  ist,  als  eine  gelungene  bezeichnet  werden  mufs. 

und  noch  eine  andere  „Schrulle*'  ihres  Autors  weist  unsere  Euklid- 
ausgabe auf:  Wo  in  einzelnen  Sätzen  nur  immer  die  Fläche  eines  Dreiecks 
eine  Bolle  spielt,  fQgt  Scheubel  numerische  Auswertungen  der  Heronischen 
Dreiecksformel  an,  d.  h.  der  Formel,  welche  in  unserer  heutigen  Zeichen- 
sprache lautet:  A  =  Ys  (s  —  a)  (s  —  h)  (s  —  c).  Solche  mehr  oder 
weniger  umfangreiche  Beigaben  zeigen  z.  B.  im  ersten  Buche  folgende  Sätze: 
34,  35,  36,  37,  40,  41,  42,  43  und  47.  Bei  Satz  34  z.  B.  handelt  es  sich 
darum  zu  zeigen,  dafs  jedes  Parallelogramm  durch  eine  Diagonale  halbiert 
wird.  Nachdem  Scheubel  den  Euklidischen  Beweis  auf  seine  Art  gegeben 
hat,  fährt  er  fort:  „Da  nun  aber  dieser  Satz  34  und  noch  viele  folgende 
in  Zahlen,  d.  h.  in  der  „diskreten  Quantität"  in  gleicher  Weise  als  wahr 
erfunden  werden,  wie  in  der  „kontinuierlichen  Quantität"  so  ist  es  nötig,  um 
dies  bequemer  zu  "feigen,  mit  folgenden  Worten  eine  gewisse  allgemeine 
Regel  unten  anzufügen,  vermittelst  welcher  die  Flächen  aller  Arten  von 
Dreiecken  (sofern  nur  ihre  Seiten  bekannt  sind)  gefunden  werden  können." 
Und  nun  folgt  in  Worte  gekleidet  die  Heronische  Formel,  und  zwar,  wie 
an  dieser  Stelle  nicht  anders  möglich,  ohne  jede  Andeutung,  auf  welchem 
Wege  dieselbe  erhalten  oder  bewiesen  werden  kann.  Des  weiteren  wird 
die  aufgestellte  Regel  auf  4  Folioseiten  an  nicht  weniger  als  9  Dreiecken ^^) 
durchgeführt,  wobei  gegebenen  Falles  Sghbubel  darauf  hinweist,  wie  die 
errechnete  Dreiecksfläche  der  Hälfte  des  zugehörigen  Parallelogramms  ent- 
spricht. Wie  wenig  er  dabei  komplizierten  Zahlenbeispielen  aus  dem  Wege 
geht,  mögen  die  folgenden  beiden  beweisen.     Das  eine  Mal  nötigt  ihn  seine 


46)  Darunter  sind  auch  rechtwinklige  Dreiecke  enthalten. 
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Figar  die  Fläche  eines  Dreiecks  zn  bestimmen,  dessen  Seiten  =  6,  11  nnd 

r  157  — y9680  sind,  ein  anderes  Mal  wiederholt  er  ein  einfaches  rationales 
Beispiel  in  irrationaler  Form,  indem  er  den  Inhalt  eines  Dreiecks  von  deo 

Seiten  6,  riO  + 1^576  und  10  berechnet.  In  ganz  analoger  Weise  bebandelt 
ScHEUBEL,  nm  noch  ein  Beispiel  anzuziehen,  den  Satz:  Dreiecke  von  gleicher 
Grundlinie  und  Höhe  sind  gleich  (35).  Nach  der  geometrischen  Dnrdi- 
führung  giebt  Soheubel  eine  Figur,  in  welcher  3  Dreiecke  von  gleicher 
Höhe   auf  derselben  Grundlinie   stehen.     Den  Seiten    dieser  Dreieoke    smd 

folgende  Zahlen  beigedruckt:  8,  12,  12;  8,  y^l92,  }/384;  8, 1/228,  ^452, 
daneben  steht:  „es  zeigt  die  Figur  3  Dreiecke,  von  welchen  durch  die 
folgende  Berechnung  gezeigt  werden  soll,  dafs  sie,  wie  „geometrice"  so  auch 
„per  numeros^^  gleich  seien^S  Dementsprechend  ftihrt  nun  Scheubel  for 
die  3  Dreiecke  die  Inhaltsberechnung  nach  der  Heronischen  Formel   durch 

und  findet  jedesmal  den  Wert  ]/2048,    den    er    annäherungsweise    (y^fere*^) 

23 
gleich  45  ^    setzt.     Ja  selbst   bei    einem    Satze  wie  dem  pjthagoreischen 

kann  sich  Scheubel  eine  analoge  Beigabe  nicht  versagen;  auch  hier  be- 
rechnet er  den  Inhalt  der  Hilfsdreiecke  aus  ihren  Seiten  und  vergleicht  di^ 
Besultate  mit  den  entsprechenden  Rechtecken  und  Quadmten.  Aber  in 
keinem  einzigen  Falle  giebt  Scheubel  auch  nur  die  geringste  Andeutung, 
auf  welchem  Wege  er  sich  die  numerischen  Werte  der  Seiten  der  zu  be- 
rechnenden Dreiecke  verschafft  hat. 

Was  will  nun  Scheubel  mit  allen  diesen  Beigaben?  Zar  Über- 
zeugung, dals  die  betreffenden  Lehrsätze  wahr  seien,  tragen  diese  Rechnungen 
allerdings  —  wie  Kästner  ganz  richtig  bemerkt  —  nichts  bei.  Doch  das 
beabsichtigt  Scheubel  gar  nicht,  wie  sollte  er  es  auch;  geht  er  ja  auf 
diese  Rechnungen  immer  erst  ein,  nachdem  er  einen  strengen  Beweis  des 
betreffenden  Satzes  gegeben  hat.  Aber  Scheubel  giebt  jene  Beweise  „geo- 
metrice^^  d.  h.  er  fuhrt  sie  direkt  an  den  stetigen  RaumgrOfsen  durch. 
Neben  der  —  wenn  ich  so  sagen  darf  —  Mathematik  der  „stetigen  QrGfsen'^ 
läuft  ihm  parallel  eine  Mathematik  „diskreter  Gröfsen^;  jene  beschfiftigt 
sich  mit  den  Raumgröfsen,  diese  mit  den  Zahlgröfsen.  In  diese  Mathematik 
der  diskreten  Gröfsen  gehört  ihm  der  Heronische  Satz,  was  sollte  Soheubel 
auch  im  Gebiete  der  Raumgröfsen  mit  jenem  Produkte  aus  4  Faktoren,  wie 
er  es  aufstellt,  anfangen?  In  seine  „Euklidische  Geometrie"  kann  er  diesen 
Satz  nicht  unterbringen,  braucht  ihn  aber  auch  nicht  einzuzwängen,  gehört 
er  für  ihn  doch  einem  andern  Gebiete  an.  Will  Soheubel  aber  dennoch 
das  Parallellaufen  der  beiden  getrennten  Gebiete  illustrieren,  wie  könnte  er 
das  in  solch  ausgedehntem  Mafse  in  einfacherer  und  für  ihn  als  Algebraiker 
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fruchtbarerer  Weise  erreichen,  als  dadurch,  dafs  er  eben  aus  jenem  Gebiete 
nnsem  Satz  als  „Begel*^  herüber  nimmt.  Daus  aber  Soheubel  einer  Euklid- 
ansgabe solches  Beiwerk  überhaupt  einfügt,  und  dafs  er  vor  allem  dem 
Beiwerk  einen  Umfang  einrftumt,  in  welchem  es  oft  die  Hauptsache  zu 
überwuchern  droht,  das  ist  es,  warum  ich  von  einer  „Schrulle^  unseres 
Autors  gesprochen  habe. 

Eine  dritte  Eigentümlichkeit  unserer  Enklidausgabe  ist  es,  dafs  Soheubel 
ihr  einen  kurzen  Abnfs  der  Algebra  vorausschickt,  mit  der  schon  im  Titel 
gegebenen  Begründung:  „Weiterhin  sind  sodann-  die  Begeln  der  Algebra 
diesen  Büchern  vorausgeschickt  und  bewiesen,  wegen  der  Zahlenbeispiele^ 
welche  den  Lehrsätzen  allenthalben  beigefügt  sind."  Da  ich  im  zweiten 
Hauptteile  dieses  Aufsatzes  eben  diese  Algebra  eingehender  behandeln  werde, 
mögen  hier  nur  ein  paar  aUgemeine  Bemerkungen  vorausgeschickt  sein. 
Diese  „Algebra",  obgleich  nur  76  Seiten  umfassend,  stellt  dennoch  eine 
Leistung  dar,  welcher  aus  der  Geschichte  der  deutschen  Algebra  des  XYL  Jahr- 
hunderts nur  noch  „Christoff  Budolff's  CoIä"  und  „Stifel's  Arithmetica 
integra"  an  die  Seite  gestellt  werden  können.  Und  wie  rasch  dieselbe  sich 
auch  die  Anerkennung  der  Zeitgenossen  erwarb,  sehen  wir  daraus,  dafs  kaum 
ein  Jahr  nach  dem  Erscheinen  unserer  Euklidausgabe  ein  „Separatabdruck'^ 
eben  dieser  Algebra  in  Paris  herauskam ^^).  Da  es  mir  nicht  möglich  war, 
diesen  Abdruck  selbst  zu  bekommen,  gebe  ich  über  denselben  das,  was 
Pf  äff  in  Kästmeb's  Geschichte  der  Mathematik  mitteilt:  „Von  Scheubel's 
Algebra  fand  ich  bej  meinem  Aufenthalte  in  Dresden,  eine  Ausgabe  in  Paris 
veranstaltet,  deren  Vorrede  mir  besonders  auffiel,  daher  ich  sie  auf  der 
Dresdener  Bibliothek  abgeschrieben  habe.  Der  Titel  ist:  Älgebrae  compen- 
diosa  fctdUsque  descriptio  qua  depromwntur  magna  Ärithmetices  miracuJa. 
Aufhöre  Joanne  Scheubelio  Mathematicarum  professore  in  Academia  Tubin- 
gensi,  Parisiis  apud  Gulielmum  Cauallat  in  pingm  gallina  ex  aduerso  col- 
legii  Cameracenais  1551.  Cum  priuüegio.  Die  Vorrede  fiftngt  so  an:  Typo- 
graphus  lectori . .  Cum  viderem  (amice  ledor)  Älgebraim  a  permultis  propter 
artis  praestanUam  commendari,  a  nimis  paucis  inteUigi  proter  obscuram  ^us 
descripHonem.  Rogaui  quorundam  senteniiam  de  libeUo  ScHEUBELn  qui  titulo 
breuem  Älgebrae  descriptionem  pollicebatur.  Quan^  cum  wUelligerem  non  solum 
breuem  sed  etiam  facüem,  non  sum  passus  ut  eo  Ubro  tam  utili  ac  expetito 
diu  careres " 

Habe  ich  so  kurz  das  skizziert,  wodurch  sich  die  ScHEUBEL'sche  Euklid- 


46)  In  der  Bibliothek  des  britischen  Museums,  welche  von  Scheübxl's 
sonstigen  Werken  nur  noch  dessen  Arithmetik  vom  Jahre  1546  besitzt,  ist  dieser 
Abdruck  sogar  in  swei  nur  durch  den  Titel  verschiedenen  Ausgaben  vorhanden. 
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ausgäbe  vor  andern  auszeichnet,  beziehungsweise  von  ihnen  nntersdieidet 
so  möchte  ich  noch  mit  ein  paar  Worten  auf  ihre  allgemeine  Anordnung 
zu  sprechen  kommen.  Soheubel  schickt  jeweils  den  griechischen  Worüant 
der  einzelnen  Definitionen,  Lehrs&tze  etc.  voraus,  sodann  folgt  eine  lateimsehe 
Wiedergabe  des  griechischen  Textes,  und  hieran  schlieüsen  sich  bei  den  Lehr- 
sätzen Beweise,  welche  durch  gute  Figuren  unterstützt  werden,  und  welche, 
abgesehen  von  den  schon  berührten  Eigentümlichkeiten,  den  bekannten 
Euklidischen  Beweisen  entsprechen.  Bei  der  oben  dargelegten  textkritischezi 
Stellung  Scheubel's  hätte  es  wenig  Wert,  die  Abhängigkeit  desselben  von 
den  vorhandenen  Ausgaben  im  Einzelnen  festzulegen,  nur  das  möge  hier 
gesagt  sein,  dafs  —  soweit  es  sich  nicht  um  Sgheubel's  eigene  Zathateo 
handelt  —  alles  sich  auf  damals  schon  im  Druck  vorliegende  Aasgabeo 
zurückführen  läfst,  und  zwar  in  erster  Linie  auf  die  bekannte  im  Jahre  1533 
durch  Gbynaeus  besorgte  griechische  Euklidausgabe. 

Wie  das  eben  besprochene  Werk  Sgheubel's  in  engstem  Zusajnmenhang 
mit  dessen  akademischer  Lehrthätigkeit  stand,  so  wurde  eine  andere  Vor- 
lesung, welche  Sgheubel  hielt,  Veranlassung  zu  seiner  nächsten  Publikation. 
ScHEUBEL  „las**  nämlich  die  Epitomen  in  ÄrUinneticam  specuUxUvcun  Boethi, 
welche  ein  halbes  Jahrhundert  früher  Faber  Stapulensis  (Jacqubs  Lk>^vk£i 
unter  andern  Drucklegungen  zur  Hebung  des  mathematischen  Untemchts 
an  der  Universität  Paris  herausgegeben  hatte.  Obgleich  diese  Epitome  eine 
Reihe  von  Auflagen  erlebt  hatte,  war  sie  zu  Sgheubel's  Zeit  im  Boeb- 
handel  vergriffen,  und  so  entschlofs  sich  Sciieubel,  eine  neue  Ausgabe  zn 
veranstalten.  Dieselbe  trägt  den  Titel:  „Jagobi  Fabri  Stapui<bnsis  w 
ÄrUkmetka  Boethi  ^itome,  und  cum  difficiUarum  looorum  ea^)Ucaiiombus  H 
figuris  (quibus  cmtea  carebat)  nunc  per  Joannem  Sghsubelium  adamati» 
et  adiectis.  ÄccessU  Christibrni  Mobssiani  Ärithmetica  prcuMca  etc''  Am 
Schlüsse  des  Werkes  steht:  ,JBasüeae  excudebat  Henregus  Pbtri,  rnrnpf 
Augusto,  anno  M.I).LIII/'  Gewidmet  ist  die  Ausgabe  dem  Dekane  und 
den  Mitgliedern  der  Tübinger  Artistenfakultät 

Die  äufserst  dürftige  Epitome  Lepävre's  zerfallt  in  vier  Teile.  Der 
erste  Teil  enthält  nichts  weiter  als  diejenigen  Begriffe  übersichtlich  zosammen- 
gesteUt,  welche  der  zweite  JTeil  definiert.  Hierbei  konunen  folgende  Zahl- 
begriffe in  Betracht:  „numenAS,  numerus  par  etc.;  numerus  primus  de.;  nu- 
merus linearis  ek.;  trigonus  etc.;  pyramis,  cubus  etc.;  medietas  aritkmeiica  etc/' 
Der  dritte  Teil  handelt  sodann  von  den  Eigenschaften  dieser  Zahles, 
und  in  einem  vierten  Teile  zeigte  Lef&vre,  wo  das  von  ihm  Gebotene  bei 
Boethius  und  Jordan us  Nemorarius  abgehandelt  wird.  Dem  zweiten  und 
dritten  Teile  giebt  nun  Sgheubel  in  seiner  Ausgabe  in  ziemlich  ausgedehntem 
Mafsstabe  erläuternde  Figuren  und  Zusätze   bei,  welch  letztere   durch   den 
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Druck  vom  eigentlichen  Texte  unterschieden  werden.  Dagegen  l&Tst  Scheubel 
den  vierten  Teil  ganz  bei  Seite,  und  begpründet  dies  damit,  dafs  derselbe  für 
einen  Studierenden,  der  weder  den  Boethius  noch  den  Jordanus  besitze, 
wertlos  sei.  Eine  Arithmetik  im  heutigen  Sinne,  wie  etwa  Sohbubel's 
„Compendium*',  bietet  diese  Epitome  also  in  keiner  Weise,  und  deshalb 
hatten  auch  schon  die  früheren  Ausgaben  einen  ergänzenden  Anhang. 
Speziell  bei  derjenigen  Ausgabe,  die  Sohbubbl  seinem  Neudrucke  zu  Grunde 
legte,  war  dies  die  „ArithmeHca  practica  Christierni  Morssiani",  welche 
deshalb  auch  Scheubel  beibehielt.  Diese  Anthmelica  practica  behandelt 
kurz  und  bündig  das  gemeine  Bechnen  mit  ganzen  Zahlen  und  Brüchen, 
etwas  Wnrzelausziehen,  sowie  die  Begeln  und  Beispiele  für  demjenigen  Teil 
der  gemeinen  Arithmetik,  den  man  heute  etwa  mit  dem  Namen  „das  bürgere 
liehe  Bechnen"  bezeichnet. 

In  einem  gewissen  Gegensatze  zu  den  bisherigen  Publikationen 
Schbubel's  steht  dessen  letztes  Druckwerk,  zu  dem  wir  uns  nun  wenden. 
Hatte  Scheubel  seine  bisher  besprochenen  Arbeiten  eigentlich  nur  für  die 
studierende  Jugend  geschrieben,  so  wendet  er  sich  in  diesem  seinem  letzten 
Werke  an  ein  ungleich  gröfseres  Publikum,  an  alle:  „so  die  Kunst  der 
Rechnung  liebhaben" ;  dementsprechend  bedient  er  sich  hier  auch  der  deutschen 
Sprache.  Das  Werk^^)  selbst  trägt  den  Titel:  ;,Das  sibend,  acht  vnd  neünt 
buch,  des  hochberümbten  Mathematici  Euolidis  Meoarenbis,  in  welchen  der 
Operationen  vnnd  regulen  aller  gemainer  rechnung,  vrsach  grund  vnd  fnn- 
dament,  angezaigt  wirt,  zu  gefallen  allen  den,  so  die  kunst  der  Bechnung 
liebhaben,  durch  Mag^trum  Johann  Schetbl,  der  löblichen  vniuersitet  zu 
Tübingen  des  Eucliois  vnd  Arithmetic  Ordinarien,  aufs  dem  latein  ins 
teütsch  gebracht,  vnnd  mit  gemainen  exemplen  also  illustrirt  vnnd  an  tag 
geben,  das  sj  ein  jeder  gemainer  Bechner  leichtlich  verstehn,  vnnd  jme  nutz 
machen  kan.**  Am  Ende  des  Buches  steht:  „Gedruckt  in  der  Kaiserlichen 
Beichsstat  Augspurg,  durch  Valentin  Ottmar,  am  zehenden  tag  Aprilis,  im 
tausent  fünffhundert  und  im  fünfFundfunflftzigisten  Jar.^'  Scheubel  widmet 
dieses  Werk  dem  Pfalzgrafen  Otto  Heinrich  (Ottheinrich),  dem  Befor- 
mator  der  Universität  Heidelberg  und  Erbauer  des  nach  ihm  benannten 
Teiles  des  Heidelberger  Schlosses. 

In  zwei  getrennt  nebeneinander  herfliefsenden  Strömen  bewegte  sich  im 
16.  Jahrhundert  fast  ausschliefslich  das  mathematische  Leben  und  Streben 
in  Deutschland.  Dort  der  Mathematikbetiieb  an  den  Hochschulen,  der  dui'ch 
die  feststehenden  Vorschriften  in  betreff  der  Kompendien,  nach  denen  ge- 


47)  Das  Exemplar  der  Egl.  öffentl.  Bibl.  in  Stuttgart  zeigt  eine  Widmung 
von  Schkubel's  eigener  Haod. 
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lesen  werden  mufste,  dazu  verurteilt  war,  am  Althergebrachten  kleben  m 
bleiben;  hier  die  aus  den  Forderungen  des  bürgerlichen  Lebens  benor- 
gegangenen  Rechenschulen,  deren  „Meister^^  in  nicht  geringerer  Einseitigkeit 
eben  nur  die  Forderungen  der  Praxis  im  Auge  hatten,  und  nach  fest» 
Kegeln  ihre  Kunst  oder  besser  gesagt  ihr  Handwerk  betrieben.  Wagte 
ScHEUBEL  mit  seiner  ersten  Euklidausgabe  den  schüchternen  Versuch  einer 
Reformation  des  Hochschulmathematikbetriebs  durch  die  „Einschmnggelmig" 
der  Algebra  in  den  engen  und  starren  Kreis  der  akademischen  Lehrvorträge, 
so  hatte  diese  zweite  Euklidausgabe  eine  Reformation  des  handwerksm&lkigeB 
Rechenbetriebs  an  den  Rechenschulen  im  Auge.  Scheübel  schreibt  hier^): 
„so  hab  ich  mir  fürgenommen  von  diser  kunst  Arithmetica,  in  welcher  idi. 
meins  achtens,  etwas  merers  als  maniger  annder,  durch  Gottes  hülff  Tnod 
gnad,  auch  embsigen  angewenten  flejiB,  begriffen,  yon  des  gemainen  nnt2 
wegen  etwas  zuschreiben.  Aber  nach  dem  die  gemain  Rechnung  von  sek 
vil  ynd  gelerten  Rechenmajstem  genugsam  beschriben  ist,  hat  mir  nit  ge- 
zjmmen  oder  gebüren  wöUen,  mich  mit  dem  jenigen,  welches  von  jedes 
vormals  berürt,  einzulassen,  sonder  mit  einem  tjeffem  vnnd  nötigen  be 
kümmeren."  Was  Scheübel  unter  dem  „Tieferen  und  Nötigeren"  versteht. 
das  ist  die  Hebung  des  damaligen  Rechenunterrichts  vom  Handwerk  va 
Wissenschaft,  und  die  Vereinfachung  des  ganzen  Betriebs  dieses  Untemchu 
Doch  ist  Scheübel  dabei  kein  Fanatiker,  der  einem  Prinzipe  zu  lieb  die 
Forderungen  der  Wirklichkeit  vemachl&ssigt.  So  giebt  er  z.  B.  bei  der 
Behandlung  der  Gesellschaftsrechnungen  zuerst  die  Regel,  nach  welcher  di^ 
Rechenmeister  arbeiten  liefsen  und  setzt  dann  hinzu ^^):  „Thund  in  des 
recht,  dann  also  mufs  man  mit  gleichnussen  den  gmainen  Tund  schwacli- 
uerstendigen  Jungem  begegnen.^*  Dann  aber  entwickelt  er  selbst  das  be- 
treffende Verfahren  aus  Euklid  VII,  12  und  13  und  fügt  diesen  Dw- 
legungen  die  folgende  „ermanung"  bei:  „Es  were,  freundlicher  Leser,  meins 
achtens  gar  fein,  das  der  kunst  rechnung  liebhabere,  so  mer  als  ein  gmain^r 
Junger  wissen  will,  sich  mit  solchen  stücklen  zieret,  nit  allain  mit  auf- 
lesung  viler  exemplen  sich  bekümmeret,  sonnder  auch  vnderweilen  gedecbt, 
wie  er  sein  Operation,  jetz  der  yetz  einer  andern  regeln  oder  eines  andern 
exempels,  mit  gründtlichem  verstand  vor  menigklichen  verthedingen  und 
handhaben  wolt,  wie  dann  das  ein  jeder  Rechenmaister  namens  halben 
wifsen  soll."  In  ganz  ähnlicher  Weise  verurteilt  Scheübel  noch  an  vielen 
andern  Punkten  das  Gebahren  der  meisten  damaligen  Rechenmeister,  die 
keinerlei  Verlangen   spürten,   sich   Rechenschaft   über   die   von  ihnen  vor 


48)  Im  Dedicationsbriefe. 

49)  p.  XL. 
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getragenen  Regeln  za  verschaffen,  die  sich  dafür  aber  darin  gefielen,  eine 
möglichst  grofse  Zahl  speziellster  Regeln  aufzustellen.  Gleich  bei  dem 
ersten  Beweise,  welchen  Scheubel  giebt,  schreibt  er'^):  „Ich  waifs  wol, 
das  YÜ  der  teütschen  Rechner  nit  yil  fragen  nach  der  fürgaben^^)  gwifs- 
hait,  demonstration  oder  glanbwirdigen  darbringen,  lafsen  sich  gnügen  an 
den  regolen  vnd  Operationen,  glauben  denen,  vnd  faren  fort.*^  und  an 
einer  andern  Stelle  sagt  Scheubel  ^^:  „Also  hastu  fraintlicher  lieber  Rechner, 
f&nff  fQmemer  regulen,  so  bej  allen  Rechenmaystem  in  gemaynem  vnnd 
majstem  brauch  sind,  demonstration  vnnd  grüntlich  herkommen  vernommen. 
£twas  weitters  von  den  andern  regulen  der  gemainen  rechnung,  als  von 
der  regel  des  Gwins  und  verlusts,  des  Wechfsels,  des  Stichs  und  dergleichcD, 
zusagen,  deycht   mich  on   not,  dann  die  selben  all  aufs  der  regel  Detri 

jren  verstand  haben Man  soll  auch  nit  bald  von  aines  oder  zwaier 

exemplen  wegen,  welcher  soluirung  nit  von  stnndan  naher  gehn  will,  ein 
anndere  regel  erdichten,  sonder  vil  mehr  arbajten,  die  selben  exemplen 
durch  die  ftlmemen  hauptregulen  sampt  dem  gmainen  verstand  auflesen 
und  verantworten.^^ 

Gehe  ich  nun  noch  mit  ein  paar  Worten  auf  die  uns  beschäftigende 
Euklidausgabe  selbst  ein.  Wie  Scheubel  schon  in  dem  Titel  hervorhebt, 
legt  er  seiner  Übersetzung  eine  lateinische  Ausgabe  zu  Grunde,  sagt  uns 
aber  nicht,  welche  Ausgabe  dies  war'^).  Den  einzelnen  Definitionen  und 
Lehrsätzen  ftlgt  Scheubel  erläuternde  Zahlenbeispiele  an;  Beweise  giebt 
er  nur  bei  einer  beschränkten  Zahl  von  Lehrsätzen  und  wählt  dabei  mit 
Vorliebe  solche,  welche  fOr  das  gemeine  Rechnen  von  Bedeutung  sind. 
An  sie  schliefst  er  dann  die  obenberfihrten  Ableitungen  bestimmter  Regeln 
der  praktischen  Arithmetik  an.  Doch  geht  Scheubel  in  solchen  Beigaben 
z.  B.  auch  auf  die  Summierung  der  geometrischen  Reihe  und  ähnliches  ein, 
oder  sucht,  um  ein  anderes  Beispiel  anzuziehen,  bei  IX,  36  eine  möglichst 
grofse  Zahl  vollkommener  Zahlen  zu  bestinmien.  Als  solche  findet  er: 
6,  28,  496,  8128,  2096128,  33550336,  536854528,  8589869056  und 
137438691328.  Allerdings  sind  von  diesen  9  Zahlen  die  5.  und  die  7. 
keine  vollkommenen  Zahlen,  aber  es  liegt  hier  nur  ein  Versehen  vor,  wah- 
rend z.  B.  Scheubel's   berühmter   Zeitgenosse    Stifel    glaubte,  jede    Zahl 


60)  p.  XXVII. 

61)  So  übersetzte  Schbubsl  das  Wort  propositio  «=»  n^fdraaig. 

62)  p.  CXXXTX. 

63)  Vielleicht  war  es  jene  im  Jahre  1687  bei  Hbruagium  —  dem  Drucker  von 
Scrsdbbl'h  Hauptwerke  —  erBcbieDene  lateinische  EuKi.n>au8gabe. 

Abb.  sur  Geach.  d.  Matbem.  IX.  29 
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von  der  Form  2^"  (2^"+*-rr-  1)  sei  eine  vollkommene  Zahl,  sob&ld  n  einen 
der  Werte  1,  2,  3  etc.  in  inf.  annehme^). 

Wie  schon  im  Dedicationsbriefe,  so  verspricht  auch  am  Schlusse  un- 
seres Werkes  Scheubel  eine  Fortsetzung  desselben  durch  eine  Herausgabe 
des  X.  Buches;  allerdings  fCigt  er  dort  den  einschrftnkenden  Beisatz  hinzu: 
„und  ich  danckbarkait  von  den  Rechnern  spüret".  Diese  Dankbarkeit,  die 
er  wohl  an  der  Aufnahme  mafs,  welche  sein  Werk  fand,  wurde  ilun,  wie 
es  scheint,  nicht  zu  Teil,  ich  wenigstens  konnte  keine  Spur  einer  Scheubel- 
sehen  Ausgabe  dieses  X.  Buches  finden. 

Überblicken  wir  nach  diesem  kurzen  Abrifs  der  litterarischen  Thfttig- 
keit  Scheubel's  dieselbe  noch  einmal  als  Ganzes,  so  treten  uns  zwei  Züge 
als  charakteristisch  entgegen.  Einmal  sucht  Scheubel  zu  verhüten,  dafs 
in  seinem  Fache  die  akademische  Lehrthätigkeit  im  Althergebrachten  er- 
starre und  alle  Fühlung  ^it  den  Forderungen  des  praktischen  Lebens  ver- 
liere, und  zweitens  sucht  er  den  Bechenbetrieb,  wie  sich  derselbe  in  ans- 
schlieislichem  Dienste  des  praktischen  Lebens  entwickelt  hatte,  vom  Handwerk 
zur  Wissenschaft  zu  erheben.  Scheubel  will  so  zwischen  zwei  damals 
völlig  getrennten  Gebieten  geistigen  Lebens  Beziehungen  herstellen,  welche 
auf  beiden  Gebieten  befruchtend  wirken  sollten,  und  hfttte  er  kein  anderes 
Verdienst,  als  dasjenige,  das  eben  in  diesem  Streben  liegt,  so  müMe  ihm 
doch  schon  in  der  Geschichte  der  Mathematik  ein  ehrenvoller  Platz  ein- 
geräumt werden,  ja  dieses  Verdienst  allein  genügt,  um  ihm  in  der  Ge- 
schichte des  mathematischen  Unterrichts  in  Deutschland  eine  hervorragende 
Stelle  zu  sichern. 

Ehe  wir  aber  diesen  unsem  Abrifs  von  Scheubbl's  litterarischer  Thfttig- 
keit  völlig  abschliefsen  dürfen,  müssen  wir  noch  auf  eine  Streitfrage  zn 
sprechen  kommen.  Die  älteste  Landkarte  Württembergs  stammt  aus  dem 
Jahre  1559.  Sie  trägt  die  Überschrifb  „Das  hochlöbliche  Fürstentnmb 
Würtemberg  Anno  1559",  und  zeigt  unten  rechts  statt  jeder  andern  Be- 
zeichnung ihres  Autors  die  beiden  Buchstaben  J  und  S  zu  einem  Hono- 
gramme  verschlungen,  und  daneben  auf  einer  Fahne  das  Tübinger  Wappen 
und  das  Wort  „Tübengen".  Gewöhnlich  gilt  als  Autor  dieser  Karte  ein 
„JoHANK  SizLiN,  Modist  in  Ulm."  Diese  Annahme  beruht  einzig  und  allein 
auf  einer  völlig  unkontrollierbaren  handschriftlichen  Bemerkung  ^^)  des  Exem- 
plars der  Königl.  öffent.  Bibliothek  in  Stuttgart  und  ist  vollständig  verfehlt 


54)  Aufser  den  verbleibenden  von  Sgheubbl  richtig  bestimmten  7  voll- 
kommenen Zahlen  kennt  auch  die  heutige  Mathematik  nur  noch  zwei  weitere. 
Vergl.  ScHüBBBT,  MathematiBche  MuTsestonden.    Leipzig  1898.  p.  106. 

55)  „Author  creditur  Johann  Sizun  modist  zu  Ulm". 
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und  wohl  nur  durch  ein  typisches  Beispiel  mehrfacher  Verwechslungen  ent- 
standen^. Schon  durch  das  mit  dem  Monogramme  in  so  naher  Beziehung 
stehende  Wappen  und  Wort  „Tübengen"  ist  jede  Möglichkeit  an  einen 
ülmer  Autor  zu  denken  ausgeschlossen,  und  vor  allem  gab  es  eben  um 
die  fragliche  Zeit  keinen  Modisten  Johaitn  Sizlik  in  Ulm.  Wollen  wir 
jenes  Monogramm  deuten,  so  müssen  wir  seinen  Träger  unbedingt  in 
Tübingen  suchen,  und  da  kommen  wir  fOr  das  Jahr  1559  ungesucht  auf 
unsem  Johahnbb  Scheubel.  Ein  Kenner  altwürttembergischer  Karten, 
Hauber,  spricht  sich  —  allerdings  nur  sehr  vorsichtig  —  auch  in  diesem 
Sinne  aus,  leider  ohne  auf  seine  Vermutung  irgendwie  näher  einzugehend^). 
Ich  möchte  deshalb  kurz  hier  die  Oründe  aufzählen,  welche  diese  Deutung 
jenes  Monogramms  vielleicht  stützen  könnten.  Einmal  stellt  Pantalbon 
in  der  deutschen  Ausgabe  seines  Heldenbuches  Scheubel  mit  einem  Globus 
in  der  Hand  dar,  dann  scheint  aus  den  schon  mehrfach  angezogenen  Epi- 
grammen des  Cellius  hervorzugehen,  dals  Scheubel  im  Stande  war,  Holz- 
schnittstöcke selbst  zu  bearbeiten,  und  schliefslich  läist  sich  gerade  für  das 
Jahr  1559  ein  besonders  reger  Verkehr  Schbubel's  mit  dem  bekannten^ 
Kenner  des  Schwabenlandes  Crusius  nachweisen^.  Aber  es  sind  dies  lauter 
sehr  schwache  Gründe,  welche  nur  so  lange  zu  einem  Schlüsse  berechtigen, 
als  för  jenes  Monogramm  keine  andere  Deutung  vorliegt.  Nun  hat  sich 
mir  aber  eben  im  Verlaufe  dieser  Arbeit  eine  Deutung  dargeboten,  welche 
auf  den  oben  erwähnten  Kollegen  Scheubbl's,  Samuel  Siderocrateb,  führt. 
Siderocrates  hiefs  eigentlich  Eisbnmenoer,  ein  Name,  der,  wie  ich  mich 
im  Tübinger  üniversitätsarchiv  überzeugte,  eben  dort  in  der  Form  „Isen- 
menqer^'^^  auftritt.  Die  Gewalt,  welche  diese  Deutung  dem  Monogramme 
scheinbar  anthut,  wird  mehr  als  aufgewogen  durch  die  Thatsache,  dafs 
Siderocrateb  ein  berühmter  Geograph  war,  während  ich  bei  Scheubel 
nirgends  sichere  Spuren  einer  eingehenden  Beschäftigung  mit  geographischen 
Fragen  finden  konnte.     Doch  möchte  ich  ein  definitives  Urteil  erst  fällen, 


66)  Ein  Nicolaus  Sitslih  ist  1672 — 1683  Rektor  der  lateinischen  Schule  in 
Ulm;  ein  „Modist  Sblzun**  (von  1598  an  in  Ulm)  giebt  wohl  1572  eine  Karte  des 
schwäbischen  Kreises  heraus,  doch  heifst  derselbe  „David'*;  ein  „Johahvbs  Stölzlin*' 
sticht  eine  von  einem  „JoHAinrBs  Selzlin"  gezeichnete  Karte  des  ülmischen 
Gebietes  in  Kupfer,  doch  lebten  diese  beiden  im  17.  Jahrhundert.  Vgl.  Wetebmank, 
Nachrichten  von  Gelehrten  etc.   Ulm  1798,  und  Neue  Nachrichten  etc.    Ulm  1829. 

67)  „Ob  diese  (d.  h.  die  Buchstaben  J  und  S)  den  Namen  des  Stechers  oder 
Authoris  vielleicht  Johahnis  ßcHEUBSLn  bedeuten,  ist  mir  nicht  bekannt.*'  Vergl. 
Historische  Nachricht  von  den  Land -Charten  defs  Schwäbischen  Craifses  etc.  von 
M.  E.  D.  Haübeb.    Ulm  1774.  p.  74  u.  folgende. 

68)  VergL  Kästnbb,  Qesch.  d.  Math.  1796.    Band  I.  p.  361. 

69)  Vergl.  oben  S.  436,  Anm.  27. 

29* 


452  H.  Staigmfiller: 

wenn  ich  einmal  Mase  gefanden  habe,  die  sonstigen  Leistungen  des  Sidero- 
CBATES  näher  kennen  zu  lernen. 

Habe  ich  im  Vorstehenden  versncht  eine  kurze  biographische  Skizze 
Scheubel's  sowie  eine  Übersicht  über  dessen  litterarische  Th&tigkeit  zu 
geben,  so  gehe  ich,  meinem  oben  dargelegten  Plane  entsprechend,  jetzt  dazu 
über,  dessen  Leistungen  speziell  anf  dem  Gebiete  der  Algebra  etwas  ein- 
gehender za  behandeln,  und  beginne  zu  diesem  Behufe  mit  einer  kurzen 
Analyse  der  einzigen  algebraischen  Abhandlung  unseres  Autors,  eben  jener 
„hrevis  regidarum  algehrac  descripüo*',  welche  Scheubel  seiner  Euklidaus- 
gäbe  vorausschickte. 

Im  ersten  Kapitel,  das  die  Überschrift  „Numeratio''  trägt,  fuhrt 
Scheubel  zunächst  die  „Characteres"  ein,  durch  welche  die  verschiedenen 
Potenzen  irgend  einer  Gröfse  (radix,  res),  beginnend  mit  der  0^°  Potenz, 
bezeichnet  werden.  Es  sind  dies  die  folgenden  damals  in  Deutschland  ganz 
allgemein  verbreiteten  Zeichen,  welche  z.  B.  auch  Budolff^)  und  Stifel^V) 
verwenden:  „9^,  t^,  5,  ce,  jj,  /J,  ^ce,  6/i,  jj)  etc."  Da  aber  auf  diese 
Weise  die  Schwierigkeit  entsteht,  dals  für  die  unbegrenzte  Zahl  der  Po- 
tenzen der  radix  eine  unbegrenzte  Zahl  solcher  Zeichen  nötig  wäre,  so  will 
Scheubel  jene  Potenzen  durch  die  Glieder  der  Zahlreihe,  die  ja  auch  un- 
begrenzt ist,  bezeichnen,  und  dementsprechend  führt  Scheubel  als  gleich- 
bedeutend mit  der  obigen  Zeichenreihe  die  folgende  Beihe  ein:  „N,  Ba., 
Pri.,  Se.,  Ter.,  Quar.,  Quin.,  Sex.,  Sep.,  etc.",  deren  Zeichen  Abkurziingen 
der  Worte:  „numerus,  radix,  prima  quantitas  (weil  entstanden  durch  ein- 
malige Multiplikation),  secunda  quantitas,  etc."  darstellend^).  Weiterhin 
wird  in  diesem  ersten  Kapitel  noch  die  Bedeutung  der  Zeichen  (:  signa) 
+  und  —  erläutert.  Ein  Ausdruck  von  der  Form  30 j  -f-  20 je  —  ^0^ 
oder  von  der  Form  30 pri.  +  20 ra.  —  ION  bedeutet  also  nach  unserer 
heutigen  Schreibweise  30rc*  -f"  ^Oa;  —  10.  In  4  weiteren  Kapiteln  wird 
sodann  die  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation  und  Division  der  so  ein- 
geführten „cossischen  Gröfsen"*')  gelehrt.  Nach  diesem  ersten  Abschnitte 
behandelt  Scheubel  in  einem  zweiten  die  Addition,  Subtraktion,  Multipli- 
kation und  Division  von  Brüchen  aus  cossischen  GrÖfsen. 

Aus  dem  so  auf  13  Seiten  dargestellten  Algorithmus  der  Co£s  möchte 
ich  zur  Charakterisierung  Scheubel's   nur  das  folgende  hervorheben.     Wie 


60)  Vergl.  Rudolff's  CofB  vom  Jahre  1626,  fol.  D,  2^. 

61)  Vergl.  Stifel,  Arith.  integ.  1644,  fol.  236';  nur  hat  Stifkl  das  Zeichen  9 
nicht,  sondern  setzt  dafür  1. 

62)  Einem  ähnlichen  Gedanken  begegnen  wir  schon  bei  Gbammatbus. 

63)  Scheubel,  der  sich  eines  reineren  Latein  befleifsigt,  gebraucht  den  sonst 
verwendeten  Ausdruck  „nvmeri  cossici"  selbst  nicht. 
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in  andern  algebraischen  Werken  des  16^'**'  Jahrhunderts  findet  man  auch 
bei  ScHEUBBL  gewisse  Rechenregeln  aufgestellt,  welche  den  einzelnen  Bei- 
spielen zu  Grunde  gelegt  werden,  und  wie  dort,  so  wird  auch  hier  den 
einzelnen  Beispielen  jeweils  eine  „comprobatio  vel  examen  operationis"  bei- 
gegeben, das  heifst  eine  Probe  durch  Einsetzung  eines  bestimmten  nume- 
rischen Wertes  für  die  radix.  Aber  damit  begnügt  sich  Soheubel  keines- 
wegs, sondern  er  versucht  auch  das  von  ihm  gelehrte  Rechenverfahren 
abzuleiten;  und  da  gerade  diese  Ableitungen  für  Scheu rel  charakteristisch 
sind,  möchte  ich  einige  derselben  mit  seinen  eigenen  Worten  wiedergeben. 
Im  dritten  Kapitel,  welches  die  Subtraktion  behandelt,  stehen  unter 
andern  auch  die  beiden  Beispiele: 


Pri. 

N 

Pri. 

N 

12 

—  9 

12 

—  4 

8 

4 

und 

8 

—  9 

4  —  5  4  +5, 

welche  in  unserer  heutigen  Schreibweise  lauten  würden: 

(12a;*  — 9)  -  (8a;«  — 4)=  4a;*  — 5  und  (l?a;*— 4)  — (8a;*  — 9)=4a;*  +  5. 

Die  von  Scheubel  beigegebene  Ableitung  lautet  nun  folgendermafsen:  „/n 
his  duobus  exemplis,  cum  in  utroque  non  8  quantitates  primae,  sed  hae  in 
uno  quidem  miniAS  A,  in  (utero  ueröy  miims  9  nwneris  subtrahendae  sint, 
8  primis  integre  subtractis,  residms  tcmdem  id  quod  plus  aequo  subtradum 
est,  iure  accedere  debet.  Quare  in  priori  quidem  exemph,  loco  —  9,  cum 
4  axicedarU,  ta/ntum  —  5,  in  posteriori  uerd  loco  —  4,  cum  9  axicedant, 
-j-  5 ^ posüum  est"  Ebenso  enthalt  das  4*®  Kapitel,  in  welchem  die  Mul- 
tiplikation gelehrt  wird,  unter  andern  folgende  3  Beispiele: 

7  pri.  -(-    4  ra«  7  pri.  —    4  ra.  9  ra. 

9  ra.  9  ra.  7  pri.  —    4  ra. 

63  se.  +  36  pri.  63  se.  —  36  pri.  63  se.  — 36  pri. 

dieselben  würden  heute  lauten: 

(7a;*  +  4a;)  9a;  =  63a;»  -f  36a;*;     (7a;*  —  4a;)  9a;  =  63a;»  —  36a;*; 

9a;  (7a;*  —  4a;)  =  63a;»  —  36a;*. 

Dazu  schreibt  Scheubel:  „Primum  exemplum  est  facüe,  cum  in  eo  tarn 
7  primae  quantitates  quam  4  radices,  cum  9  radicibus  vmUUplicari  debeant. 
Sectmdi  autem,  et  tertii  exemplorum  raJtio,  oum  sU  paulo  inuohdior,  expli- 
canda  cammum  quadam  (quae  ttersatur  in  huiusmodi  rebus)  notitia  esse 
uidetur.  In  secundo,  7  primae  soUdae  ac  integrae  cum  9  radicibus,  in 
tertio,  9  radices  cum  7  itidem  integris  primis  multiplicentur:  hae  tarnen  in- 
tegrae cum  non  sint,  sed  quandam  decessvonem  perpessae  sint  priuatiuo  signo 
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— ,  necesse  est,  ut  in  mtdHpliccUione  tantum  decedat,  qtumtum  tum  legitim 
accessit,  priori  summae  procreataie  ex  muUiplicaHane:  atgue  hie  quidan,  qwm- 
tum  9  radices  cum  4  radicibiis:  Ulic  uerö,  4  radices  cum  9  radicOms  tmd- 
tiplicatae  productmt,  id  quod  per  sigwwm  dinmiutU>ms  —  fieri  debet,  sie, 
—  36  pri,  —  36  pri.  Ex  quo  rcUio  intelUgi  potest,  prapter  quam,  si  fmüH- 
plicetur  -|-  cum  — ,  u>d  contra  —  cum  +:  non  plus,  sed  minus  producistur, 
quod  et  ipsum  regula  quadam  proposueru/ni  in  Algebrids  exerdtoH,  guae  eä 
notanda"  Ein  weiteres  Beispiel  des  4*®°  Kapitels  hat  die  Form: 
8  pri.—      9N  8a;*—      9 

8  pri.  —      9  N  Die  heutige  Form        8  a?*  —      9 

64  ter.  —    72  pri.  dieses  Beispiels  wäre:  64a^  —    72x* 

—    72  pri.  +  81  N  —    72g^  +  81 

64  ter.  —  144  pri.  +  81  N  64a^  —  144x*~+ sll. 

ScHEUBEL  erläutert  dasselbe  in  folgender  Weise:  „Quomodo  8  primae  cum 
8  pri.  ut  totum  cum  toto  muHtiplicari  debet,  item  guomodo  8  primae  —  9  3" 
cum  8  primis,  Postremd  8  primae  etiam  cum  8  primis  —  9  ^  suprä  oät»- 
dimus,  At  uerö  cum  in  hoc  exemplo  multiplicandi  ratio  mmus  sit  perspicua, 
eam  explanare  obiter  hoc  hco  uolui,  ut  intdligatur  scüicet  caussa  eüam, 
propter  quam,  signo  —  notatis  numeris,  non  minus,  sed  plus  procreetur,  hoc 
quod  diuersum  quid,  quam  in  superioribus  hactenus  est  habitum,  esse  soi^t 
Multiplicentur  igitur  8  primae  —  dN  ut  dictum  est,  cum  8  prignis,  et  prc*- 
ducentur  64  ter,  —  72  pri.  Sed  quia  non  cum  8  primis  integris,  ueru/m  cum 
iis,  detradione,  dN  imminutis,  multiplicatio  institui  debet,  plus  quam  par 
erat,  priore  multiplicatione  est  proer eatum,  quare  tU  conueniens  productüwr 
numerus,  ratione  defectus  in  multiplicante ,  8  primae  nouies  ex  hoc  produdo 
suhtrdhendae  erunt.  Ätqui  rursum,  cum  non  8  primae,  sed  hae  mmus  9.V 
multiplicari  deheant,  dN  rursus  nouies  addendae  sunt,  quod  tum  fit,  quando 
minus  muUiplicatur  per  minus  (id  quod  tertiö  ratione  siffnorum,  +  cß*  —  w 
multiplicatione  obseruari  debet).  Quo  demum  reddito,  uerus  productus  nu- 
merus apparebit.  Tribus  igitur  regulis  his  suprä  proposilis,  omnis  multipli- 
catio, ratione  quidem  signoru/m  -j-  d^  —  absölvitu/r:  quae  tarnen,  quia  prima 
et  ultima  coinddu/nt,  ad  duas  reguUis  redud  possunt.  Prima.  Si  fuerint 
eadem  signa  multiplicantis  et  multiplicandae  qua/ntitatis ,  procreatus  ex  multi- 
plicatione numeris  notatur  signo  affirmativo  +.  Secunda.  Si  fuermt  signa 
diversa:  notatur  productus  ex  multiplicatione  numerus  signo  priuathio  rd 
negatiuo  — ."  Und  noch  eine  2**  Ableitung  des  eben  behandelten  Prodokis 
giebt  ScHEUBEL  mit  folgenden  Worten:  „Mtdtiplicentur  primö  Spri.  —  dN 
cum  8  primis  una,  postea  etiam  cum  9  N  altera  quanOtate.  Sübtrahaiw 
deinde,  per  caput  praecedens,  posterius  productum  ä  priori,  <it  reUnqudur 
uerus  ex  multiplicatvme  productus  numerus,  ut  sequitur: 
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Produdorum  subtradio. 
Spri.  —  9N  Spri.  —  9N  Uter.—     72  pri, 

cumBpri,  cum9N  72  pri. —    81  JV 


64  ter.  —  12pn,  72  pH.  —  81  N         64  t€9\  —  144  pn,  +  81  N 

Wenn  ich  in  diesen  Versuchen  Scheubel's  auch  keine  Beweise  sehe, 
die  allen  Forderungen  entsprechen,  welche  die  heutige  Algebra  an  ihre 
Beweise  stellt,  so  kann  ich  doch  auf  der  andern  Seite  auch  Treutlein 
nicht  verstehen,  wenn  derselbe  in  seiner  „deutschen  Cols"  —  in  welcher 
er  gerade  auch  Scheubel  in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen  zieht  —  zu 
dem  Schlüsse  kommt:  „Entsprechend  der  allgemeinen  Sitte  der  damaligen 
Zeit  ist  natürlich  von  einer  Begründung  der  Richtigkeit  solcher  Rechen- 
Vorschriften  (d.  h.  der  Zeichenregeln  für  die  Subtraktion  relativer  Zahlen) 
niemals  die  Rede^,  oder  gar  ein  anderesmal  schreibt:  „Von  einer  irgendwie 
auch  nur  plausibeln  Erl&uterung  des  Grundes  solcher  Zeichenregel  (d.  h. 
der  Zeichenregel  für  die  Multiplikation  relativer  Zahlen)  ist  natürlich  nir- 
gends die  Rede"^). 

Als  Überleitung  zum  n&chsten  Hauptabschnitt,  welcher  die  Lehre  von 
den  Gleichungen  enthält,  behandelt  Scheubel  ganz  kurz  die  Anwendung 
der  ,^regula  proportionum*'  (Regel  detri)  in  Aufgaben  mit  cossischen  Zahlen. 
Die  Gleichungen  selbst  teilt  Scheubel,  soweit  er  sie  überhaupt  in  den 
Kreis  seiner  Betrachtungen  zieht,  in  3  Gruppen  ein,  je  nachdem  zu  ihrer 
Lösung  eine  Äeqtiatio  prima,  secanda  oder  tertia  nötig  ist.  „Äequatio  prima*' 
nennt  Scheubel  eine  Gleichung  zwischen  2  Gliedern,  welche  verschiedene 
„charaderes"  d.  h.  verschiedene  Potenzen  der  Unbekannten  enthalten,  eine 
solche  aequatio  prima  ist  z.  B.  die  folgende: 

4  sex.  aequantur  108  ter.,  d.  h.  4  a?'  =  108  aj*. 

„Aequatio  secu/nda"  nennt  Scheubel  eine  dreigliedrige  Gleichung,  deren 
Glieder  3  aufeinander  folgende  „charaderes'*  enthalten;  hierher  gehört  z.  B. 
die  Gleichung: 

1  pri.  +  12  N  aequales  8  ra.,  d.  h.  «*  +  12  =  8a;. 

Nahe  verwandt^)  mit  der  „ÄeqtioHo  secu/nda**  ist  die  „Aequatio  tertia**,  nur 
folgen  sich  die  3  „charaderes"*  nicht  unmittelbar  aber  doch  mit  gleichen 
Intervallen.     Eine  aequatio  tertia  wftre  z.  B.  folgende: 

aaf*  +  *"  +  6af*  +  "  =  axf^. 

Auch  hier,  bei  Scheubel's  Behandlung  der  Gleichungen,  beschränke  ich 
mich  darauf  nur  das  Wichtigste  hervorzuheben. 


64)  Vergl.  Trectlein,  die  deutsche  Cofs,  a.  a.  0.  p.  38  und  39. 

65)  „Tertia  aequatio  est  ferh  eadem  cum  secunda*^ 
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Nachdem  Sgheubel  die  Lösung  der  aequatio  prima  gezeigt  hat,  wei^ 
er  darauf  hin,  dafs  dieser  Lösung  die  regula  de  propartionaUbus  za  Gkunde 
liege,  welche  Begel,  gleichwie  das  CTentuell  nötige  Wurzelaosziehen,  im 
gemeinen  Rechnen  behandelt  zu  werden  pflege.  Von  den  beigegebeneo 
17  Textaufgaben  (Äenigmata  seu  guaestiones)  greife  ich  zwei  heraus.  Die 
Aufgabe  No.  15  lautet:  „72  soll  so  in  4  Teile  zerlegt  werden,  dals  der 
erste  Teil  \  des  2*«"  und  3*«";  der  2**  Teü  \  des  3*»°  und  4«^"  &  der 
3*"  Teil  die  H&lfte  der  4**^°  und  ersten  werde."  Schbubel  löst  diese  Auf- 
gabe folgendermafsen:  Der  erste  Teil  sei  1  ra.,  so  beträgt  der  2^  und  3^ 
zusammen  7  ra.,  und  der  4**  72  N  —-  8  ra. .  .  Nun  ist  der  2*®  Teil  J  des 
3**°  und  4*^,  also  i  des  2*«°,  3**»°  und  4*«",  d.  h.  ^  von  72  N  —  1  ra., 
also  gleich  12  N  —  ^  ra. . .  Die  4  Teile  sind  also:  1  ra.;  12  N  —  ^  ra.; 
7^  ra.  —  12  N;  72  N  —  8  ra.  und  damit  erhält  man  die  Gleichung: 

7^  ra.  —  12  N    aequal.    36  N  —  3^  ra.; 
in  minimis: 

10}  ra.    aequal.    48  N      etc. 

Man  sieht,  wie  gewandt  Scheubel  die  Einführung  mehrer  Unbekannten  zu 
umgehen  weifs.  Das  zweite  Beispiel,  das  ich  herausgreife,  ist  die  Aufgabe 
No.  8.  Dieselbe  lautet:  „Eine  Zahl  ist  so  in  3  Teile  geteilt,  dais  der  eiste 
Teil  zur  ganzen  Zahl  sich  wie  2  :  3,  der  zweite  Teil  zur  ganzen  Zahl  sich 
wie  1  :  2  und  der  um  4  vermehrte  dritte  Teil  zur  ganzen  Zahl  sich  wie 
3  :  4  verhält.  Gesucht  die  Zahl  und  ihre  Teile. ^'  ScHEUBEii  fahrt  die 
Lösung  dieser  Aufgabe  auf  3  verschiedene  Arten  durch,  je  nachdem  er  die 
ganze  Zahl  oder  einen  der  beiden  ersten  Teile  als  Unbekannte  einfahrt. 
Doch  interessiert  uns  hier  nicht  sowohl  der  Weg  der  Lösung  als  vielmehr 
das  Resultat  der  Aufgabe,  das  Scheubel  in  folgende  Worte  kleidet:  ,^ac*ff: 
Impossibüe,  cum  tertia  pars  nihil  sit,  prqpterea  quöd  dtuibus  prioribus  totum 
et  plus  etiam  conueniat.  Vd  facit:  Totus  numerus  4^^.  Partes  uero: 
prima  2|f ;  secwnda  2^^;  tertia  — ^V  ^^  2**^  exanmari  polest  in  kunc 
modum  etc."  Und  nun  zeigt  Scheubel  eingehend,  wie  diese  Werte  allen 
in  der  Aufgabe  gestellten  Bjadingungen  entsprechen.  Man  sieht  also, 
Scheubel  läfst  hier,  wie  auch  noch  in  einem  andern  Beispiele,  unter  Um- 
ständen eine  Lösung,  die  einen  negativen  Wert  enthält,  als  vollst&ndig 
brauchbar  zu.  Es  kommt  eben  im  vorliegenden  Falle  alles  auf  die  Auf- 
fassung des  Begriffs  „Teil^^  an;  wtirde  es  sich  in  einem  analogen  Beispiel 
statt  um  eine  Zahl  und  ihre  Teile,  um  irgend  einen  physischen  Körper 
und  seine  Teile  handeln,  so  würde  Scheubel  seiner  Lösung  ein  „non  verus 
numerus**  beigesetzt  haben. 

In  der  Behandlung  der  aequatio  secwnda  d.  h.  der  quadratischen  Glei- 
chung fällt  zunächst  auf,  dafs  Scheubel  gegenüber  Stifel  scheinbar  wieder 
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einen  Schritt  zurückgeht,  indem  er  hiebei  die  3  bekannten  kanonischen 
Formen  zu  Grunde  legt: 

1)  Pri.  +  ra.  aequales  N;  2)  Ra.  +  N  aequales  pri.; 

3)  Pri.  +  N  aequales  ra. 

Aber  auf  der  einen  Seite  ist  die  Auffassung  Stifel's  von  der  Lösung  einer 
quadratischen  Gleichung  als  einer  Wurzelausziehung  aus  einem  cossischen 
Ausdrucke  ^^)  nicht  einwandsfrei,  und  vor  allem  leicht  mifs verständlich,  und 
auf  der  andern  Seite  ist  bei  näherem  Zusehen  die  STiFiOi'sche  Zusammenfassung 
doch  eine  blofs  äuTserliche,  ja  sogar  blofs  scheinbare.  Schon  in  der  Durch- 
führung der  einzelnen  Beispiele,  noch  mehr  in  den  Beweisen,  vor  allem  aber 
in  der  Sonderstellung  der  Gleichungen  mit  zwei  Wurzeln  blickt  die  alte  Drei- 
teilung nicht  blofs  durch,  sondern  tritt  offen  zu  Tage.  So  bestechend  drum  auch 
im  ersten  Augenblicke  die  STiFEL'sche  Darstellung  sein  mag,  und  so  hohe 
Anerkennung  der  darin  liegende  Fingerzeig  auch  verdient,  so  ist  daneben 
Sghbubel's  Darstellung  doch  auch  noch  berechtigt,  so  lange  eben  der  durch 
jenen  Fingerzeig  gewiesene  Schritt  nicht  auch  wirklich  vollzogen  ist.  Han- 
delt es  sich  aber  wie  bei  Scheubel  um  ein  Werk,  das  in  erster  Linie  den 
Zweck  verfolgt,  den  „tiro''  in  die  Algebra  einzuführen,  dann  ist  Scheubel's 
Methode  unbedingt  der  STiFEL'schen  vorzuziehen. 

Ganz  unverständlich  ist  es  mir,  wenn  Treutlein  in  seiner  „deutschen 
Cofs'',  nachdem  er  die  Bedeutung  der  Beweisführung  bei  Stifel  mit  vollem 
Bechte  sehr  hervorgehoben  hat,  in  Betreff  Sgheubel's  schreibt ^^):  „Einen 
Beweis  für  die  Richtigkeit  des  Verfahrens  (d.  h.  der  zur  Lösung  quadratischer 
Gleichungen  aufgestellten  Regeln)  läfst  sich  das  von  Saliqnao  Beigebrachte 
kaum  nennen;  denn  es  ist  nur  verständlich,  wenn  man  an  Eukliu^s  Sätze 
II,  4,  5,  6  denkt;  Scheubel  verweist  einfach  auf  letztere."  Ja  gewifs  ver- 
weist Scheubel  einfach  auf  letztere,  aber  dieses  Verweisen  findet  statt  in 
einer  Arbeit,  die  einer  EuKLiDausgabe  vorausgeschickt  ist,  und  schlägt  man 
deshalb  ein  paar  Blätter  um,  so  findet  man  am  bezeichneten  Orte,  d.  h. 
eben  bei  den  Sätzen  II,  4,  5,  6  die  vollständig  durchgeführten  Beweise^). 
Es  handelt  sich  sowohl  bei  Stifel  als  auch  bei  Scheubel  um  Beweise  in 
geometrischem   Kleide,    wie   wir   sie   ganz   ähnlich,   wohl   aus  griechischen 


66)  Stifel  schreibt  z.  B.  bei  der  Lösung  der  Gleichung  x*  =^  SA  —  Sx: 
„Cum  autem  1^  sit  aeqwüis  84  —  8  2^^  ideo  reqtUrenda  est  radix  de  hoc  connexo 
84  —  8  le  etc."    Vergl.  Stipbl,  Arith.  int.  1644,  fol.  241^. 

67)  Vergl.  a.  a.  0.  p.  96. 

68)  Zu  aUem  Überflüsse  setzt  Scheubel  jener  Yerweisung  nach  die  Worte 
bei:  „Ed  üaque  cum  peruen^Uf»  fuerit,  horum  demon^fotiones  ac  simüiUndines  guas 
cum  rationibus  illarum  propositianum  hdbent,  tndt'cabtfritiS." 
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Quellen  stammend,  schon  bei  Alchwarizmi  finden,  and  welche  ich  deshalb 
als  bekannt  voraussetzen  darf.  Vergleichen  wir  aber  die  DarsteUung  dieser 
Beweise  bei  Stifel  und  bei  Schbubel  z.  B.  für  den  Fall  n?  ^==^  ax  -\-})^ 
so  tritt  eine  bedeutende  Überlegenheit  der  SoHEUBEL'schen  DarsteUung  zu 
Tage^^).  Neben  Scheubbl's  Beweis  nimmt  sich  der  Beweis  Stifei^'s  nur 
wie  eine  „Probe"  aus,  und  zudem  hängt  bei  Stifel  die  Bezugnahme  anf 
Euklid  II,  6  vOllig  in  der  Luft.  Dabei  ist  sich  Scheubbl  der  Ünznl&ng- 
lichkeit  dieser  hergebrachten  Beweismethoden  klar  bewuHst.  Dem  angezogenen 
Beweise  giebt  Scheubbl  die  Überschrift:  „CT/tm^w  Äoc  propositione  (TL,  6) 
Jjogistici  in  regulis  Algehrae^  pro  demonstratione  canonis  secundi  in  aeqwk- 
tione  secunda^,  und  schliefst  den  Beweis  mit  den  Worten:  ^yAique  hcLec  qui- 
dem,  pro  demonstratione  canonvm  secundae  aequcUionis  in  regräis  Älgdn'at 
dida^  suffidant.  Qtias  verö  stibtüiores  Uli  demonsirationes  häbent,  eas  swj 
tempore  pectUiari  quodam  lihello  Lectori  communicabimus.^  Leider  blieb 
dieser  Plan  Scheubel's  aus  unbekannten  Gründen  ohne  Ausführung,  und 
da  ich  in  Tübingen,  dessen  Hochschule  Scheubel  seine  Manuskripte  ver- 
machte,  aufser  jenen  zwei  Briefen  überhaupt  nichts  von  seiner  Hand  finden 
konnte,  so  muds  die  Frage,  welcher  Art  jene  ^^demonstraUones  subtiliore^*^ 
waren,  unbeantwortet  bleiben. 

Wie  bei  der  geometrischen  Art  der  Beweisführung  nicht  anders  zn 
erwarten,  kennt  Scheubel  —  ebenso  wie  Stifel  —  nur  bei  seiner  drittes 
kanonischen  Form  zwei  Wurzel  werte,  und  auch  hier  kann  ich  nicht  mit 
Trkutlein  übereinstimmen,  wenn  derselbe  schreibt^®):  „Bei  dem  Canon 
huiiis  aequaiionis  fertius^  nämlich:  Pri  +  N  aequales  ra.,  d.  h.  a^ -{-b  =  ar, 
zeigt  er  (d.  h.  Scheubel)  zwar,  dafs  zwei  Lösungen  auftreten  können,  ist 
aber,  wie  Stifel's  Vorgänger,  nicht  der  Ansicht,  dafs  stets  beide  zulässig 
seien.^^  Ich  halte  die  Stellung  Soheubel's  zu  dieser  Frage  für  identisch  mit 
derjenigen  Stifel's.  Beide  gehen  davon  aus,  dafs  eine  Gleichung  jener 
Art  an  und  für  sich  stets  zwei  gleich  berechtigte  Wui^eln  hat;  handelt  es 
sich  dabei  aber  um  eine  sogenannte  Textaufgabe,  so  kann  der  eine  od^ 
andere  Wert  unbrauchbar  werden.  Treutlein  führt  für  seine  Ansicht  die 
ScHEUBEL^sche  Durchfahrung  der  folgenden  Aufgabe'*)  ins  Feld:  „Von  zwei 
Stücken  Seide  mifst  das  eine  40,  das  andere  90  Ellen.  Für  eine  Krone 
erhalte  ich  von  der  Seide  des  ersten  Stücks  -^  Elle  mehr  als  von  der  Seide 
des  zweiten  Stücks.  Der  Gesamterlös  für  beide  Stücke  beträgt  42  Kronen. 
Wie  viel  Ellen   erhalte  ich  von  jedem  der  beiden   Stücke  für   1  Krone  ?^ 


69)  Vergl.  Stifel,  Arith.  integ.  fol.  242^  mid  Soheubkl  a.  a.  0.  p.  149. 

70)  Vergl.  Tbeutleim,  deutsche  Cofs,  a.  a.  0.  p.  9^5. 

71)  Vergl.  p.  31/32. 
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In  einer  ersten  Lösung  führt  Scheubel  die  betreffende  Anzahl  der  E]len 
des  zweiten  Stücks  als  Unbekannte  ein  und  kommt  so  zu  der  Gleichung 

58  ra.  -|~  1^  ^  aeqoales  21  pri.   (Est  aiUem  exemplum  canonis  sectmdi), 

dadurch  erhftlt  er  für  die  Unbekannte  als  einzigen  Wert  3.  In  einer  zweiten 
Lösung  fuhrt  nun  Soheubel  die  gesuchte  Ellenzahl  des  ersten  Stücks  als 
Unbekannte  ein  und  kommt  so  auf  die  Gleichung 

216  ra.  aequales  63  pri.  -f-  10  N    (Est  autem  exemplum  ccmonis  tertii). 

Diese  Gleichung  ergiebt  für  die  Unbekannte  zwei  Werte,  von  denen  jedoch 
nur  der  eine  brauchbar  ist:  ^^manent  ^,  non  uerus:  ud  uenitmt  3\  uerus 
numertisy'  Wie  Treütlbik  hierzu  schreiben  kann:  „Scheubel  müfste  eigent- 
lieh  die  beiden  Lösungen  V  ^^^  ^  zulassen'^  kann  ich  ebenso  wenig  ver- 
stehen, wie  den  daraus  gezogenen  Schlufs.  Vergleicht  man  hierzu  weiterhin 
das,  was  Stifel  in  seiner  Ausgabe  der  BuDOLFF^schen  Cofs  von  sich  aus 
der  „sechsten  regel  Christophori^^  vorausschickt^^),  so  wird  man  finden, 
dafs  in  der  That  Stifel  und  Soheubel  in  unserer  Frage  vollständig  überein- 
stimmen; ja  viel  eher  könnte  es  scheinen,  dafs  in  derselben  Soheubel  über 
Stifel  hinausging,  als  dafs  er  hinter  ihm  zurückblieb.  Stifel  verwirft 
z.  B.  die  Lösung  einer  Aufgabe,  welche  als  Teile  der  Zahl  10  die  beiden 
Zahlen  15  und  —  5  ergeben  würde,  während  Soheubel,  wie  wir  gesehen 
haben,  die  Lösung  einer  Aufgabe,  in  welcher  als  Teile  der  Zahl  4^f  die 
Zahlen  2|^,  2^j-,  —  ^  auftreten,  nicht  unbedingt  zurückweist.  Doch  halte 
ich  diese  Gegenüberstellung  und  damit  auch  den  daraus  gezogenen  Schlufs 
nicht  für  berechtigt,  denn  in  den  angezogenen  Fällen  handelt  es  sich  bei 
Stifel  um  eine  quadratische  Gleichung,  bei  Soheubel  um  eine  lineare. 

Über  die  aequatio  tertia  geht  Soheubel  ziemlich  rasch  weg:  y^Haec 
nuUam  reguirit  demonstrationem,  cum  ex  praecedentibus  duabus  (quarum  de- 
monstraUoncs  unde  peti  deheant,  indicauimus)  composita  ^Y."  Bemerken 
möchte  ich  dabei  nur  das  eine,  dafs  Soheubel  am  Schlüsse  dieses  Abschnittes 
eine  Aufgabe  bringt,  welche  auf  eine  kubische  Gleichung  fahrt.  Soheubel 
fügt  dieser  nicht  hierher  gehörigen  Aufgabe  ohne  jedes  weitere  Wort  nur 
das  Besultat  bei. 

Nach  der  Behandlung  der  Gleichungen  geht  Soheubel  nun  über  zur 
Darstellung  der  Algorithmen  der  ,^numeri  surdi,^^"^^)  d.  h.  zum  Rechnen  mit 
irrationalen  Zahlen.  Hierbei  verwendet  Soheubel  als  Quadratwurzelzeichen 
entweder  die  Silbe  „ra.'^  oder  das  Zeichen  „y",  welche  beide  jeweils  dem 


72)  Vergl.  Die  Cofs  Ghbibtoffs  Rudolffb  etc.  durch  Michael  Stifkl  Gebessert 
und  sehr  gemehrt.     Amsterdam  1615,  p.  671. 

73)  ,^umeri  igitur  surdi  »imt,  quarum  rodtces  desideratae,  numero  certo  ex- 
pressae,  inueniri  nequewnt"  (p.  36). 
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Radicanden  vorangestellt  werden;  analog  bezeichnet  er  die  Kuhikwaivt. 
durch  „ra.  cu."  oder  durch  „^w^"  und  die  vierte  Wurzel  durch  „ra.  ra."  oder 
„v/-"  Noch  eine  dritte  Art  von  Wurzelzeichen  entspringt  daraus,  da^ 
z.  B.  die  Kubikwurzel  als  „rod/x  secundae  quantitcUis"'  auch  angedeut«:! 
werden  kann  durch  „radix  se.^\  doch  macht  Sgheubel  von  dieser  Art  der 
Bezeichnung  keinen  weiteren  Gebrauch.  Zunächst  behandelt  Sgheubel.  den 
„Algorithmus  de  surdis  quadratorum*\  d.  h.  das  Multiplizieren,  Dividieren, 
Addieren  und  Subtrahieren  von  Quadratwurzeln.  Tn  unserer  heutigen  Zeichen- 
sprache lauten  die  hierbei  zu  Grunde  gelegten  Regeln '• 

1)  yä.  Yb^  V^bi  2)  yä:  yb  =  ]/f ; 

3)  yö"  +  yb  =  Ka  +  &  +  vO    4)  yo"—  yb  =  Va  +  &  —  }/4^'*i 

Doch  verwendet  Sgheubel  die  beiden  letzten  Formeln  nur  in  beschränkten 
Mause,  so  giebt  er  als  Besultat  der  Addition:  „ra.  15  ad  ra.  17'^  wohl  die 
Zahlform  „ra.  col.  32  -f-  v/1020  an''^),  doch  fugt  er  hinzu:  ^^Adduntw^  huius- 
modi  numerorum  surdamm  radices  commodius  per  particulam  iUam  Ph^. 
uel  per  eius  Signum  +,  quod  idem  est,  sie  ra.  17  -j-  ra.  15,"  Sind  aber 
diese  zu  addierenden  Wurzeln  „commensurabel  ^*),^  so  kann  die  Addition  m 
einfacherer  Weise  vollzogen  werden  nach  dem  Schema 

Als  Abschlufs  der  Darlegung  einer  jeden  Operation  verweist  Sgheubel  daz^ 
auf,  dafs  die  inverse  Operation  ^^examen^'^  zu  ihr  ist. 

In  ganz  analoger  Weise  wie  das  eben  skizzierte  Bechnen  mit  Quadrat- 
wurzeln behandelt  Sgheubel  weiterhin  das  Bechnen  mit  Wurzeln  dritten 
und  vierten  Grades,  nur  begnügt  er  sich  hier  bei  der  Addition  und  Sub- 
traktion incommensurabler  Wurzeln  ausschlieüslich  mit  dem  einfachen 
Aggregate,  d.  h.  er  giebt  die  den  obigen  Formeln  3  und  4  entsprechenden 
Formeln  nicht^  dagegen  zeigt  er  bei  der  Multiplikation  und  Division  der 
Wurzeln  vierten  Grades  in  einem  Anhange  die  Multiplikation  und  Division 
ungleichnamiger  Wurzeln.  Ebenso  ist  auch  die  nun  folgende  Darstellung 
des  „Algorithmus  de  Binomiis  et  Besiduis'*  dem  Bisherigen  vollständig  ent- 
sprechend. Die  Begriffe  „Binomium"  und  „Residuum^^  oder  „Apotome^  legt 
Sgheubel  mit  Bezugnahme  auf  Euklid  X,  36  und  73  fest.    Hervoizaheben 


74)  In  Betreff  der  Formeln  3  und  4   verweist  Scheubbl   auf  Eukud  II,  4,  7, 
an  welchen  Stellen  er  deren  Berechtigung  darlegt. 

75)  „Badix  collecti  32  +  /1020"  d.  h.  1/32  +l/iÖ20. 

76)  „Ac  commensurabües  quidem  sunt,  gui  cUicuius  communis  numeri  diuisionc, 
ad  qucidratos  reduci  possunf'  (p.  37). 
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wäre  etwa  nur  die  mit  Bezugnahme  auf  Euklid  YII,  1 7  aufgestellte  Form 

der  Division: 

fn±n  _^  (ffl  ±  n)  (f)  =P  q) 

Schliefslich  behandelt  Scheubel  noch  in  einem  besonderen  Abschnitt 
das  Wurzelausziehen  aus  Binomen  und  Residuen,  und  giebt  zu  diesem 
Zwecke  nach  Euklid  X  die  bekannte  Einteilung  derselben  in  je  sechs  Ord- 
nungen. Das  Wurzelausziehen  selbst  wird  nach  einem  „canon  generälis^^ 
vollzogen,  der  in  unserer,  heutigen  Zeichensprache  lauten  würde: 

Ist  y^>yb, 

so  ist 

Begnügt  sich  Scheubel  dabei  auch  zunächst  mit  der  Probe,  welche  in 
einem  nachherigen  Quadrieren  des  erhaltenen  Resultats  besteht,  so  verweist 
er  doch  am  Schlufs  noch  auf  eine  andere  Methode,  nach  welcher  auf  alge- 
braischem  Wege  eine  solche  Wurzel  ausgezogen  werden  kann.  In  unsere 
heutige  Zeichensprache  übersetzt  lautet  diese  leicht  durchsichtige  und  auch 

schon  von  Stipel  gebotene   Methode:    Soll   aus  dem  Ausdruck  "j/a  +  yb 

die  Quadratwurzel  gezogen  werden,  und  ist  l/a  >  j/o,  so  bestimme  man 
die  beiden  Unbekannten  x  und  y  aus  folgenden  beiden  Gleichungen: 

rr  -f.  y  =  V^ö,  und  ccy  =  \h^  dann  ist  r  l/a  +  )/6  =  Yx  +  Yy. 

Am  gegebenen  Orte''^)  zieht  Scheubel  nach  dieser  Methode  die  Wurzel  aus 
je  einem  Binom  zweiter  und  dritter  Art,  und  je  einem  Residuum  zweiter 
und  sechster  Art;  hierzu  wählt  er  Beispiele,  welche  er  schon  nach  dem  „canon 
generalis"  behandelt  hat.  Da  aber  Scheubel  nirgends  auf  Gleichungen  mit 
zwei  Unbekannten  eingeht,  werden  auch  hier  diese  Beispiele  mit  einer  Un- 
bekannten gelöst,  und  zwar  erreicht  das  Scheubel  wie  Stifel  einfach  durch 
folgende  Proportion  x  :  ^Yb  =^Y^'  \Y^  —  ^)- 

Habe  ich  damit  Scheubel's  Behandlung  der  Irrationalgröfsen  darge- 
stellt, so  muls  ich  noch  kurz  auf  das  Urteil  Treutlein's  über  diesen  Teil 
der  ScHEUBEL'schen  Algebra  eingehen.  Dieses  Urteil  lautet:  „In  der  Be- 
handlung der  Irrationalgröfsen  ist  ihm  offenbar  Rudolff  Vorbild,  so  dafs 
gegen  Stifel  ein  Bückschritt  stattfindet  "''^j.     Auch  dieses  Urteil  kann  ich 


77)  p.  66/67. 

78)  Vergl.  a.  a.  0.  p.  20.  Dem  oben  citierten  Urteile  folgt  der  Satz:  „die 
Einzelheiten  werden  geeigneten  Ortes  zur  Besprechung  kommen".  In  dem  Ab- 
schnitt III,  der  vom  Rechnen  mit  Irrationalen  handelt,  sucht  man  aber  in  Betreff 
unserer  Frage  vergeblich  nach  konkreten  Belegen  des  allgemeinen  Urteils. 
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in  seinem  zweiten  Teile  nicht  unbedingt  als  berechtigt  ansehen.  Wohl  ist 
Rudolfe  das  Vorbild  Scheubel's,  dagegen  kann  ich  bei  letzterem  nirgends 
in  der  Behandlung  des  Irrationalen  einen  thatsächlichen  Rückschritt  gegen- 
über Stifel  finden.  Selbstverständlich  können  wir  nicht  erwarten,  da^^ 
ScHEUBEL  auf  den  76  Seiten  seiner  Algebra  eben  so  viel  bietet  als  Snrrx 
anf  den  636  Seiten  seiner  Arithmetica  integra,  nnd  dann  dürfen  wir  vor 
allem  bei  der  Beurteilung  des  SciiEUBEL^schen  Werkes  dessen  Zweck  nicht 
aus  dem  Auge  verlieren.  Dieser  Zweck'  bedingt  es  z.  B.,  dafs  Scheitel 
der  Hauptsache  nach  nicht  über  die  Wurzeln  vierten  Grades  hinau^ebt, 
und  dieser  Zweck  ist  vor  allem  auch  bei  der  Art  und  Weise  der  Anord- 
nung und  Darstellung  des  Stoffes  ausschlaggebend  gewesen. 

Als  Anhang  giebt  Scheubel  seiner  Algebra  auf  22  Seiten  eine  Samm- 
lung von  28  Textaufgaben  bei,  deren  L9sung  meist  durchgeführt  wird,  k 
Betreff  dieses  Anhangs  möchte  ich  nur  das  folgende  kurz  erw&hnen.  Gleicii 
das  erste  Beispiel  knüpft  an  ein  rechtwinkliges  Dreieck  an,  dessen  Seiten 
sich  als  Residuen  darstellen;  im  zehnten  Beispiel ^^  wird  der  goldene  Sdinitt 
algebraisch  behandelt.  Nach  dem  zwanzigsten  Beispiele  schiebt  Scheubel 
fünf  Aufgaben  ein,  welche  der  bekannten  griechischen  Anthologie  entnonmies 
sind^).  Obgleich  Scheubel  nirgends  zwei  und  mehr  Unbekannte  verwendet 
giebt  er  doch  auch  Aufgaben^  wie  z.  B.  folgende  ^^):  Drei  Zahlen  zu  suchen, 
von  denen  die  um  acht  vermehrte  erste  Zahl  gleich  einem  Drittel  der 
Summe  der  zweiten  und  dritten  werde.  Analog  soll:  II  -f-  8  =  |  (I  +  IU' 
und  III  4-8=1  +  11  werden.  Solche  Aufgaben  führt  Scheubel,  wie  wir  aneh 
schon  oben  gesehen  haben  ^^),  sehr  gewandt  mit  einer  Unbekannten  durch,  doeL 
begnügt  er  sich  bei  einigen  der  schwierigsten  der  hierhergehörigen  Beispielt' 
mit  der  Angabe  des  Resultats.  Hervorheben  möchte  ich  noch  die  Aufgabe 
Nr.  21:  „Jemand  macht  eine  Beise  und  will  so  viele  Tage  fortbleiben  als 
er  Goldstücke  mit  sich  nahm.  Nun  gewinnt  er  aber  zu  seinen  Goldstücken 
jeden  Tag  soviel  hinzu,  als  er  je  am  Morgen  des  betreffenden  Tages  be- 
sitzt und  bringt  auf  diese  Weise  im  ganzen  52^  Goldstücke  zurück.  Wie 
viel  nahm  er  mit?''  Scheubel  löst  diese  Aufgabe  folgendermafsen :  Hätte 
der  Reisende  drei  Goldstücke  mitgenommen,  so  hätte  er3  +  3-|-6-|-12  =  24 


79)  f,Eine  Zahl  so  in   2  Teile  zn   teilen,   dafa    das  Quadrat    des   gröfsereo 
Teiles  gleich  dem  Produkte  aus  der  ganzen  Zahl  und  dem  kleineren  Teile  werde/' 

80)  Es  sind  dies  diejenigen  Beispiele,  welche  Zirkel  imter  den  Nummern 
2,  4,  6,  9  und  46  auffahrt.  Vergl.  Zibkel,  die  arith.  Epig.  der  griech.  Anth 
Gyranasialprogramm.  Bonn  1868.  Scheubel  giebt  bei  diesen  Aufgaben  auch  den 
griechischen  Text. 

81)  „No.  6". 

82)  Siehe  S.  466. 
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Goldstücke  heimgebracht;  hätte  er  aber  vier  Goldstücke  mitgenommen,  so 
wäre  er  mit  4 '+  4  -f-  8  -f  16  +  32  =  64  Goldstücken  heimgekehrt.  Man 
bezeichne  drum  die  mitgenommene  Baarschaft  des  Beisenden  mit  (3  -f-  x\ 
wobei  also  o?  <  1  ist,  so  hatte  der  Beisende  am  Morgen  des  vierten  Tages 
(3  +  a;)  +  (3  +  ä)  +  2  (3  +  a;)  +  4  (3  +  a;)  =  (24  +  8  i»)  Goldstücke. 
Im  ganzen  vierten  Tag  würde  er  also  gewinnen  (24  -{-  Sx)  Goldstücke, 
und  wenn  er  in  einem  Tage  (24  -f*  ^  ^)  Goldstücke  gewinnt,  so  gewinnt 
er  in  x  Tagen  x  •  (24  -■{'  Sx)  Goldstücke.  Damit  erhält  man  die  Gleichung 
(24  +  8  x)  +  a;  •  (24  +  8a?)  =  52|,  welche  den  Wert  x  =  l  ergiebt.  Der 
Beisende  nahm  also  3|  Goldstücke  mit.  In  dieser  Lösung  liegt  ein  vollständig 
berechtigtes  Näherungsverfahren  vor,  aber  Soheubel  scheint  von  der  That- 
sache,  dafs  seine  Lösung  nur  ein  Näherungsverfahren  darstellt,  kein  Be- 
wufstsein  gehabt  zu  haben.  Bezeichnet  man  die  gesuchte  Anzahl  der  Gold- 
stücke mit  rc,  so  würde  der  Aufgabe  folgende  Gleichung  entsprechen: 
a: .  2*  =  52^,  und  damit  wäre  x  =  3,7916.®^) 

Wir  haben  oben  gesehen^),  wie  Soheubel  bei  der  Lehre  von  den 
Gleichungen  das  Wurzelausziehen  als  bekannt  voraussetzt  und  sich  deshalb 
damit  begnügt,  in  Betreff  dieser  Operation  auf  das  gemeine  Bechnen  zu 
verweisen.  Scheubel  ist  dazu  berechtigt,  denn  schon  in  seiner  Arithmetik 
vom  Jahre  1545  finden  wir  eine  sehr  eingehende  Behandlung  dieses  Gegen- 
standes, auf  welche  ich  als  notwendige  Ergänzung  der  nun  abgeschlossenen 
Analyse  von  Scheubel's  Algebra  noch  kurz  eingehen  möchte.  Der  Anord- 
nung jenes  Werkes  zufolge  kommt  Schetjbel  darin  an  zwei  verschiedenen 
Orten  auf  das  Badizieren  zu  sprechen,  nämlich  im  ersten  und  im  fünften 
Traktate.^).  Im  ersten  Traktate  behandelt  Scheubel  speziell  das  Quadrat- 
und  EubikwurzelauszieheD,  während  er  im  fünften  Traktate  das  Wurzelaus- 
ziehen ganz  allgemein  darstellt  und  bis  zur  24.  Wurzel  auch  praktisch 
verfolgt 

Nachdem  Scheubel  im  ersten  Traktate  die  Praxis  des  Quadratwurzel- 
ausziehens gezeigt  hat,  geht  er  dazu  über,  die  Berechtigung  des  gelehrten 
Verfahrens  darzulegen  und  benützt  dazu  einen  Lehrsatz,  der  in  unserer 
heutigen  Zeichensprache  lauten  würde: 

Sind  a,  b  etc.  je  <  10,  so  ist: 

(lOa  +  &)*=  100a*+  2  •  10a6  + 
oder  allgemein 


83)  Vergl.   zu   dieser   Aufgabe   auch:   Cantob,   (}esch.  der   Mathematik.  II, 
p.  297/298. 

84)  Siehe  S.  456. 

86)  Vergl.  fol.  E,  2""  &  folgende  und  fol.  a,  8''  &  folgende. 
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(1000a  +  1006+  10c +  (?)«=  1000000a*  +  100006*  +  10Oc*+ <f* 

+  2  •  100000a6  +  2-  1000(10a  + 6)c+ 2- 10(l00a  +  10&  +  c)rf. 

In  Betreff  dieses  Satzes  beruft  sich  Scheubel  auf:  ^^arithmetices  demonsiraiae 
I,  32/^  doch  erläutert  und  beweist  er  denselben  auch  für  einen  speziellen 
Fall  durch  eine  geometrische  Figur.  Geht  eine  Wnrzelausziehang  nicht 
auf,  so  lehrt  Soheubel  ein  Verfahren,  das  sich  folgendermafsen  dar- 
stellen läfst.     Ist 

a^<a^  +  b<{a+  1)«,  so  ist  Y^~+b  csj^)  a  +  ^J"     ^  . 

Zur  Rechtfertigung  dieses  Verfahrens  fCLhrt  Scheubel  mit  Bemfang  auf 
j^demonstratcte  incerti  autoris  arithmetices  II,  33'^  den  Satz  an: 

(o»)  +  (2  a  +  1)  =-  (a  +  1)«, 

durch  welchen  auch  in  der  That  jenes  Näherungsverfahren  als  solches  ge- 
rechtfertigt ist,  und  ich  kann  nicht  verstehen,  warum  Treutlein*  dies  nicht 
anerkannt  hat^^.  In  ganz  analoger  Weise  behandelt  weiterhin  Scheubel 
das  Kubikwurzelausziehen.  Der  hier  zu  Grunde  gelegte  Satz  (ariihm.  dem. 
I,  39)  lautet 

(100a  +  10&  +  c)»=  1000000a«  +  1000&«  +  c» 

+  3-  10000a6(lOa  +  6)  +  3  •  lOOac  (lüOa+ 106  +  c) 
+  3  •  10  6n(l00a+  10h  +  c), 

und  das  vorgetragene  Näherungs verfahren  lädst  sich  in  die  Form  kleiden: 
Ist  n^  <a^  -^b<(a'\'  l)«,  so  ist 

'  '  '     3a'  +  3a  +  1 

Begründet  wird  dieses  Näherungsverfahren  durch  den  Satz  (arith.  dem.  II,  34) 

a»  +  {(«  +  1)«  -I-  a«  +  («  +  1)«}  ^  («  +  1)». 

Auch  diese  Begründung  ist  vollständig  durchsichtig. 

Im  fünften  Traktate  lehrt  Scheubel  die  Praxis  des  Ausziehens  einer 
beliebigen  Wurzel  und  stellt  nach  einigen  einleitenden  Bemerkungen  ein 
Schema  der  Binomialkoefßzienten  bis  zum  16.  Grade  auf,  für  dessen  Bil- 
dung er  folgende  Vorschrift  giebt:  „Schreibe  die  natürliche  Zahlenreihe  vom 

2  Zweier  ab  zweimal  so  an,  daüs  beide  Reihen 

3  3  im  Zweier  zusammenstofsen  und  einen  Win- 

4  6  4  kel  bilden.     Addiere    nun   immer   je   zwei 

5  10         10         5  nebeneinander  stehende  Zahlen  und  schreibe 

6  15  20         15         6     die   Sunune    unter   die   addierten    Zahlen.^ 

etc.  Durch    diese    Vorschrift    erhält    man    das 


86)  Das  Zeichen  „f^"  möge  bedeuten:  ,,annähernd  gleich*'. 

87)  Vergl.  Treütleim,  das  Rechnen  im  16.  Jahrhundert.     A.  a.  O.  p.  67. 
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nebenstehende  Schema.  Eine  weitere  Tabelle  enthält  die  zehn  ersten  Po- 
tenzen der  Zahlen  1 — 9.  Durch  diese  beiden  Beigaben  ist  nun  Sgububel  in 
den  Stand  gesetzt,  die  allgemeine  Regel  für  das  Wnrzelausziehen  zu  voll- 
enden und  in  einer  gro&en  Zahl  von  Beispielen  bis  zum  vierundzwanzigsten 
Grade  hinauf  durchzuführen.  Geht  die  Wurzel  nicht  auf,  so  empfiehlt 
SoHEUBEL  das  folgende  Verfahren:  Ist 

a*  <  a"  +  6  <  (a  -f-  1)\ 
so  ist 

Zwar  kennt  Scheubel  auch  dasjenige  Verfahren,  das  die  folgenden  Gleichung: 

ya  =  1-^ ^ 

zum  Ausdrucke  bringt,  und  es  ist  mir  unerklärlich,  dafs  Drobisch  und 
Tkeutlein  die  Bekanntschaft  mit  diesem  Verfahren  nicht  auch  Scheubel 
zuschreiben^).  Allerdings  wenn  Scheubel  dieses  Verfahren  auch  kennt 
und  in  der  Theorie  billigt,  so  verwirft  er  dennoch  seine  Anwendung  im 
praktischen  Bechnen  mit  folgenden  Worten:  „Wenn  ich  dieses  Bestreben 
auch  nicht  ganz  verwerfe,  wodurch  jene  näher  an  die  Wahrheit  zu  gelangen 
versuchen,  während  es  doch  ausgemacht  ist,  die  Sache  liege  so,  dafs  sie 
nicht  erreicht  werden  kann,  so  wollte  ich  doch  lieber  da  stehen  bleiben,  wo 
die  Unmöglichkeit  zu  Tage  tritt,  als  in  leerer  Neugierde  weiterschreiten  um 
ein  Ziel  zu  erstreben,  das  bekanntermafsen  nicht  erreicht  werden  kann.^^®^) 
Ich  habe  diese  Begründung  deshalb  so  ausführlich  gegeben,  um  zu  zeigen, 
wie  völlig  haltlos  ein  Vorwurf  ist,  welcher  von  Drobisch  gegen  Scheubel 
erhoben  und  von  Treutlbin  nicht  unbedingt  zurückgewiesen  wurde,  nämlich 
der  Vorwurf,  Scheubel  habe  in  dem  oben  dargelegten  Näherungsverfahren 


88)  Vergl.  Trbutlein,  das  Bechnen  etc.  p.  70. 

89)  Hierbei  handelt  es  sich  zunächst  um  höhere  Wurzeln.    Das  einfachste 

Beispiel,  das  hier  Scheubel  behandelt,  lautet  ys  760  864 ;  mit  6 stelligen  Loga- 
rithmen berechnet  ist  diese  Wurzel  gleich  64,389,  während  Scheubbl's  Methode 
einen  Wert  giebt,  der  nur  in  der  letzten  Stelle  davon  abweicht.  Wollte  man 
also  durch  Anhängen  von  Nullen  „näher  an  die  Wahrheit  gelangen,*^  so  müfste 
man  nicht  weniger  als  12  Nullen  anhängen.  Ein  praktischer  Versuch,  aus  der 
nun  19 stelligen  Zahl  die  vierte  Wurzel  auszuziehen,  zeigt,  dafs  Scheubel  im 
Rechte  ist,  wenn  er  weiterhin  bemerkt,  dafs  man  da  seine  Zeit  doch  besser  an- 
wenden könne,  und  dabei  ist  das  angezogene  Beispiel  noch  das  einfachste  von 
denjenigen,  die  in  Betracht  kommen. 

Abb.  sar  (^wh.  d.  Mftthem.  IX.  30 
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den  Wert  a  +  - — ^^  für  die  wirkliche  Wurzel  aus  (a*  +  b)  gehalten.*! 

Doch  nicht  nur  aus  dieser  und  noch  einer  ganzen  Reihe  anderer  Stellen  geht 
unzweideutig  hervor,  dafs  Scheubel  den  Näherungscharakter  des  yon  ihm 
gelehrten  Verfahrens  kannte,  sondern  bei  der  Darlegung  jenes  Verfahrens 
selbst  im  fünften  Traktate  schreibt  Scheubel  ganz  unzweideutig:  „id 
demonstrat  propositae  qucmtüatis  radicem  utcunqtM  atque  proxitnamy'^  ^^)  und  hier 
endlich  nennt  Boheubel  auch  die  Quelle,  welche  er  im  ersten  Traktate  so  oft 
citiert:  .^Älgarithmus  demonstrcUus  incerü  autoris.^^)  Es  handelt  sich  also  hier- 
bei augenscheinlich  um  dasjenige  Werk,  welches  Johannes  Schöner  im  Jahre 
1534  unter  eben  diesem  Titel  nach  einem  Manuskripte  Begiomomtans  bei 
Petkejus  in  Nürnberg  herausgab^,  und  als  dessen  Verfasser  mit  höchster 
Wahrscheinlichkeit  Jordanus  Nemorarius  nachgewiesen  ist.^) 

Bei  aller  Verschiedenheit  der  SriFEL^schen  und  SoHHUBEL'schen  Dar- 
stellung des  Wurzelausziehens  bieten  beide  doch  manche  auffallende  Be- 
rührungspunkte dar,  so  dafs  sich  die  Frage  nicht  umgehen  l&fst:  wie  ist 
dieses  teilweise  Übereinstimmen  zu  erklären?  Die  Antwort  auf  diese  Frage 
mufs  unbedingt  dahin  lauten:  dadurch,  dafs  beide  aus  den  gleichen  Quellen 
schöpften.  Schon  die  so  nahe-  bei  einander  liegenden  Datierungen  beider 
Werke  lassen  eine  tiefgehende  Abhängigkeit  des  jüngeren  vom  älterem 
kaum  annehmen,  erschien  doch  das  SriFEL^sche  Werk  im  Jahre  1544  in 
Nürnberg,  während  das  ScHEUBEL'sche  Werk  schon  im  Mai  1545  seine 
Leiziger  Druckerei  verliefs,  und  zwar  als  Erstlingswerk  eines  damals  nocb 
völlig  unbekannten  Tübinger  Magisters,  dessen  Manuskript  sicher  nicht  noch 
feucht  schon  einen  Drucker  fand.  Noch  mehr  aber  spricht  eine  eingebende 
Vergleichung  beider  Werke  gegen  die  Annahme  einer  Abhängigkeit  des 
einen  vom  andern.  So  weifs  z.  B.  das  STiFEL'sche  Werk  bei  der  Lehre 
vom  Wurzelausziehen  *'^)  nichts  von  jener  Scheube  Loschen  Formel  für  die 
nte  Wurzel  aus  (a^  4~  ^\  ^^^  ^^^^  ^^^^^  ^^^^^  Formel  eine  eingehende  Kenntnis 
der  Binomialkoefßzienten  voraus,  welche  Scheubel  deshalb  nicht  wohl  erst 
dem    SriFEL^schen    Werke    entnehmen    konnte.      Ebenso    tritt    überall    bei 


90)  Vergl.  Tbkutlein,  das  Rechnen  etc.  p.  67. 

91)  „Dies  zeigt  die  Wurzel  der  vorgelegten  Gröfse,  soweit  dies  immer  mög- 
lich ist,  und  zwar  eine  sehr  nahe".    (Vergl.  fol.  d,  6'.) 

92)  Vergl.  fol.  d,  6\ 

93)  Leider  konnte  ich   dieses  Werk  zur  Vergleichung  weder  aof  der  Stutt- 
garter noch  auf  der  Tübinger  Bibliothek  erhalten. 

94)  Vergl.  Cantob,  Gesch.  der  Math.  11.  p.  68  und  563. 

95)  Dagegen  legt  Stifel   an  einem  andern  Orte  ein  Verfahren  zu  Gmnde, 

das  von  dem  Gedanken  ausgeht  |/a'  +  fe  r>o  a  +  - —  Vergl.  Arith.  integ.  fol.  209'. 
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ScHEUBEL  eis  Verirantsein  mit  der  Theorie  und  vor  allem  mit  der  Praxis 
des  Aasziehens  höherer  Wurzeln  zu  Tage,  das  sich  unmöglich  von  heute  auf 
morgen  erwerben  l&fst.  Dazu  nennt  auch  Scheubel  dieses  Ausziehen  eine 
Sache:  eücmmvm  tum  admodum  trita  neque  imtata^-^)  So  hätte  Scheubel 
unmöglich  schreiben  können,  w&re  ihm  das  STiFEL'sche  Werk  vorgelegen. 
Es  tritt  uns  eben  in  diesen  parallelen  Leistungen  Stifel's  und  Scheubel's 
eine  Erscheinung  entgegen,  welche  die  Geschichte  der  Wissenschaften  sehr 
oft  zeigt. 

Hiermit  habe  ich  auch  die  spezielle  Übersicht  über  die  Leistungen 
ScHEUBEii's  in  der  Algebra  beendigt;  und  versuchen  wir  nun  auf  Grund 
derselben  ein  Gesamtbild  von  Scheubel  als  Mathematiker  speziell  als  Al- 
gebraiker zu  entwerfen,  so  müssen  wir  uns  vor  allem  hüten,  nicht  durch 
Anlegung  eines  modernen  Mafsstabes  unhistorisch  zu  verfahren.  Wenn  wir 
z.  B.  bei  Gemma  Frisiub   5  Jahre  früher  als  bei  Scheubel  jenes  Verfahren 

finden,  das  durch  die  Formel  Va*  +  b  «~  a  +  ,  gekennzeichnet  wird, 
so  sind  wir  von  unserem  heutigen  Standpunkte  aus  nur  zu  leicht  ge- 
neigt, in  der  Übertragung  desselben  Verfahrens  auf  die  Wurzel  )/a"  -f"  ^ 
etwas  Selbstverständliches  zu  sehen.  Zeigt  uns  aber  die  Geschichte  auf  der 
einen  Seite  jenes  erste  Verfahren  schon  ein  halbes  Jahrtausend  früher  bei 
Alkarchi,  auf  der  andern  Seite  aber  eben  Niemand,  der  in  der  langen 
Zwischenzeit  jenen  „selbstverständlichen"  Schritt  that,  so  wird  uns  jener 
Schritt  doch  in  einem  etwas  anderen  Licht  erscheinen.  Und  wenn  ich  auch 
nicht  behaupten  kann  und  will,  dafs  Scheubel  den  ganzen  Schritt  allein 
von  sich  aus  that,  weil  uns  derselbe  bei  ihm  zum  ersten  Male  entgegentritt, 
so  kann  ihm  doch  das  Verdienst  nicht  abgesprochen  werden,  an  der  Ver- 
allgemeinerung, welche  jener  Schritt  bedeutet,  erfolgreich  mit  gearbeitet  zu 
haben.  Und  wie  es  sich  hier  bei  einem  beliebig  herausgegriffenen  Beispiele 
verhält,  so  verhält  es  sich  auch  überall  da,  wo  wir  in  der  vorliegenden 
Analyse  der  ScHEUBEL'schen  Werke  etwas  Ähnlichem  begegneten  ^').  Wir  dürfen, 
wollen  wir  anders  eine  historisch  gerechte  Würdigung  Scheubel's  durchführen, 
denselben  nicht  aus  seiner  geschichtlichen  Umgebung  herausreifsen,  sondern 
müssen  ihn  betrachten  als  einen  „deutschen  Algebraiker  des  XVI.  Jahr- 
hunderts". 

Noch  hatte  damals  die  Algebra  kaum  aufgehört  eine  Art  Geheimlehre 
zu  sein,  die  dem  Eingeweihten  es  ermöglichte,  nach  festüberlieferten  Regeln 


96)  Vergl.  fol.  d,  7'. 

97)  Leider  erlaubt  es  mir  der  mir  hier  zur  Verfolgung  stehende  Ramn  nicht, 
in  ausgedehnterem  Mafse  solchen  Vergleichungen  Scheubel^s  mit  seinen  Vor- 
gängern nachzugehen. 

30* 
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Aufgaben  aufzulösen,  vor  denen  jeder  Nichteingeweihte  Halt  machen  muDste; 
noch  war  es  möglich,  dafs  ein  Meister  wie  Biesb,  dem  das  Sprichwort  Un- 
sterblichkeit verlieh,  bei  der  Lösung  quadratischer  Gleichungen  von  einer 
verfehlten  Formel  ausgehen  konnte.  Hier  war  es  schon  ein  hohes  Verdienst, 
wenn  ein  Mann  das  gesamte  da  und  dort  in  Deutschland  zu  hebende  Wissen 
in  Algebra  in  sich  aufnahm,  und  die  Zahl  derer  ist  klein,  welche  in  Deutsch- 
land damals  auch  nur  dieses  Verdienst  in  Anspruch  nehmen  konnten. 
ScHEUBEL  blieb  aber  hierbei  nicht  stehen,  sondern  er  mehrte  auch  das  über- 
kommene Erbe  an  wichtigen  Punkten.  Während  weiterhin  die  überwiegende 
Mehrzahl  der  Vertreter  der  Algebra  im  XVI.  Jahrhundert  in  Deutschland 
aus  der  Praxis  der  Bechenschulen  hervorgegangen  war,  und  sich  deshalb, 
wenn  ich  so  sagen  darf,  mit  einer  zunftmADsigen  Ausübung  ihrer  Ennst 
begnügte,  tritt  uns  dagegen  in  Sgheubel  ein  Mathematiker  entgegen,  der, 
durch  die  strenge  Schule  Euklid's  gegangen,  auch  in  der  Darstellung 
der  Arithmetik  und  Algebra  die  Verpflichtung  fühlte,  nicht  nur  Regeln 
aufzustellen,  sondern  sie  auch  zu  beweisen,  sei  es,  dafs  er  zu.  diesem 
Zwecke  da  und  dort  her  solche  Beweise  zusammentrug,  sei  es,  dafs  er  selbr. 
versuchte  solche  Beweise  aufzustellen.  In  dieser  grundsätzlichen  Einführung 
und  Durchführung  des  Beweises  in  den  Gebieten  der  gemeinen  Arithmetik 
und  der  deutschen  Cofs  liegt  ein  weiteres  Hauptverdienst  Scheubel's,  ein 
Verdienst,  an  dem  nur  sehr  wenige  Zeit-  und  Volksgenossen  Scheubel's 
einen  Anteil  haben,  und  keiner  von  ihnen  hat  daran  einen  so  grofsen  AntieL 
wie  ScHEUBEL.  Welch  hervorragende  Bedeutung  Scheubel  auf  dem  Gebiete 
des  mathematischen  Unterrichts  in  Deutschland  beizulegen  ist,  und  zwar 
sowohl  des  wissenschaftlichen  Hochschulunterrichts  als  auch  des  praktischen 
ünterichts  in  den  Rechenschulen,  habe  ich  oben  gezeigt.  Und  dafs  schJiefs- 
lich  auch  in  seinem  Wirkungskreise  als  Hochschullehrer  Scheubel  nicht  ohne 
Erfolg  thätig  war,  das  dürfen  wir  aus  dem  ebenfalls  schon  angezogenen  Ur- 
teile MXstlin's  schliefsen,  jenes  Mästlin's,  der  selbst  wieder  der  Lehrer 
Kepler's  war. 

Blicken  wir  unter  den  deutschen  Algebraikem  des  XVI.  Jahrhunderts 
uns  um,  so  tritt  uns  nur  einer  entgegen,  der  Scheubel  an  die  Seite  ge- 
stellt werden  kann:  Michael  Stifel.  Es  war  nicht  in  meiner  Absicht,  In-i 
der  Darstellung  der  Leistungen  Scheubel's  die  Leistungen  Stifel's  als  Mafs- 
stab  zu  Grunde  zu  legen,  aber  die  nach  meiner  Überzeugung  unzutrefFendn 
Beurteilung  Scheubel's  durch  Teeutlein  zwang  mich  mehrfach  auf  eine 
Gegenüberstellung  beider  Forscher  einzugehen.  Doch  lag  mir  dabei  nichts 
femer  und  liegt  mir  nichts  femer,  als  Stifel's  wohlverdienten  Buhm 
schmälern  zu  wollen.  Nein,  auch  ich  halte  den  Autodidakten  Stifel  fur 
den  genialeren  von  beiden,  und  nur  äufsere  Umstände  liefsen  Stifel  nicht 
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zur  vollen  Entfaltung  und  vor  allem  zur  strengen  Konzentration  seiner 
geistigen  Kräfte  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  gelangen.  Aber  eine 
Erwägung  der  Frage,  was  hätte  Stifel  an  Scheubel's  Stelle  geleistet,  kann 
darum  dennoch  in  keiner  Weise  Scheubel's  Verdiensten  Abbruch  thun.  Nur 
was  war,  und  nicht  was  hätte  sein  können,  ist  Objekt  der  Geschichte,  und 
so  zeigt  uns  dieselbe,  dafs,  wenn  auch  nicht  als  Algebraiker,  so  doch  als 
Mathematiker  im  Ganzen  Stifel  hinter  Sgheubel  zurücktreten  mufs.  Treffend 
bemerkt  Cantor^)  über  den  „Geometer"  Stifel:  „Von  einer  Ausführung 
dieser  Absicht  (nämlich  eine  Geometrie  zu  schreiben)  ist  nichts  bekannt, 
wir  haben  indessen  keinen  Grund,  das  Unterbleiben  besonders  zu  beklagen, 
wenn  wir  die  einzige  Stelle  betrachten,  an  welcher  Stifel  als  eigentlicher 
Geometer  sich  kundgiebt."  Doch  dürfen  wir  auf  der  andern  Seite  Stifel. 
diesen  Mangel  nicht  besonders  hoch  anrechnen,  ist  derselbe  doch  durch 
dessen  Bildungsgang  bedingt.  Erst  in  reiferen  Jahren  führten  mystische 
Zahlengrübeleien  den  früheren  Mönch  zur  Algebra  hin,  und  die  Thatsache, 
wie  er  sich  hier  einarbeitete  und  gar  bald  nicht  blofs  das  ganze  Gebiet  der 
damaligen  Algebra  vollkommen  beherrschte,  sondem.  auch  zielbewufst  in 
selbstthätiger  Weise  in  die  Um-  und  Weiterbildung  dieser  Algebra  eingriff, 
wird  ihm  an  und  für  sich  schon  stets  einen  hervorragenden  Platz  in  der 
Geschichte  der  Mathematik  des  XVI.  Jahrhunderts  in  Deutschland  sichern. 
Möge  es  mir  gelungen  sein  zu  zeigen,  dals  in  eben  dieser  Geschichte  der 
Mathematik  des  XVI.  Jahrhunderts  in  Deutschland  auch  Johannes  Sgheubel 
einen  Platz  verdient:  nicht  über,  nicht  unter,  sondern  neben  Michael  Stifel. 
Eingedenk  einer  Mahnung  Goethe's  möchte  ich  aber  meine  Arbeit  nicht 
mit  einer  Gegenüberstellung  und  Abwägung  der  Verdienste  dieser  beiden 
Männer  abschliefsen ,  sondern  mit  dem  Ausdruck  der  Freude  darüber,  dafs 
die  deutsche  Algebra  des  XVI.  Jahrhunderts  doch  wenigstens  solche  Vertreter 
besals  wie  Michael  Stifel  und  Johannes  Scheubel. 


98)  Vergl.  Cantob,  Gesch.  d.  Math.  II,  p.  403. 
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unter  obiger  Überschrift  habe  ich  in  der  von  Q.  Eneström  in  Stock- 
holm herausgegebenen  „Bibliotheca  Mathematica^^  seit  1893,  chronologisch 
geordnete  Notizen  über  Gelehrte  jüdischer  Abkunft,  insbesondere  Autoren 
und  Schriften,  als  Materialien  zur  Geschichte  der  Wissenschaft  und  Kultur 
zusammengestellt.  Ich  bin  nunmehr,  Ende  des  Jahres  1898,  dort  erst  bis 
gegen  Ende  des  XIV.  Jahrhunderts  gelangt,  zugleich  fast  an  dem  Schlufs 
meines  83.  Lebensjahres;  also  darf  ich,  bei  dem  beschränkten  Baum,  den 
mir  der  liberale  Herr  Bedakteur  gönnen  kann,  nur  sehr  zweifelhaft  an  die 
Fortfuhrung  jener  Notizen  bis  zu  Ende  des  Mittelalters  denken,  welche  ich  mir 
dort  als  Ziel  gesteckt  habe.  Meine  Aufzeichnungen  reichen  allerdings  bis 
zum  Jahre  1840,  aber  die  Neuzeit,  deren  Anfang  ich  hier  als  ein  Specimen 
gebe,  unterscheidet  sich  vom  Mittelalter  derart,  dafs  die  allgemeinen  Be- 
merkungen, womit  ich  meine  Zusammenstellung  eröffnete,  hier  einigermafsen 
zu  modifizieren  wären;  doch  mufs  ich  mich  darüber  auf  weniges  beschränken. 

Wir  haben  es  hier  mehr  mit  hebräischen  Drucken  zu  thun,  worüber 
bessere  Auskünfte  in  einigen  Katalogen  (Bodleiana,  Brit.  Museum,  Bosen- 
THAL  in  Amsterdam,  Benjacob,  Thesaurus,  Wilna  1862  —  vor  Fürst's 
Bibliotheca  Judaica  mufs  ich  warnen)  zu  finden  sind.  In  Bezug  auf  Hand- 
schriften, die  noch  immer  beachtenswert  sind,  findet  sich  Näheres  über  die 
hier  kurz  bezeichneten  Bibliotheken  und  Kataloge  in  meinen  „Vorlesungen 
über  die  Kunde  hebräischer  Handschr."  Leipzig  1897  (XIX.  Beiheft  zum 
Centralblatt  für  Bibliothekswesen). 

Was  den  Inhalt  der  vorzuführenden  Schriften  und  dessen  Origina- 
lität betrifft,  so  erstreckt  sich  die  Thätigkeit  Einzelner  noch  immer  auf 
alle  Gebiete  der  Theorie  und  Anwendung;  und  diejenigen,  die  noch  immer 
das  Problem  von  der  Ausgleichung  des  Sonnen-  und  Mondjahres  auf  Grund- 
lage der  unantastbaren  traditionellen  Normen  im  Aufstellen  gröfserer  Ka- 
lendercykeln  zu  lösen  suchen  und  dabei  jüngere  Beobachtungen  und 
fremde  astronomische  Tabellen  benutzen,  so  wie  die  Bearbeiter  kürzerer 
Kalenderperioden,  bekunden  doch  in  der  Begel  mehr  oder  weniger  Bekannt- 
schaft mit  den  derzeitigen  astronomischen  Theorien  Überhaupt  und  mit  ein- 
zelnen nichtjüdischen  Autoren  und  Schriften  insbesondere,  wofür  sie  als 
zeitgenössische  Quelle  herangezogen  zu  werden  verdienen. 
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Eine  mehr  detaillirte  Charakteristik  einzelner  L&nder  und  Perioden 
steht  mit  der  politischen  Geschichte  der  Juden  nnd  der  ihrer  Litteratur  in 
zu  enger  Verbindung,  um  in  dieser  vorzugsweise  bibliographischen 
Vorarbeit  auch  nur  skizziert  zu  werden. 

Ich  schliefse  diese  Vorbemerkungen  mit  einer  Hinweisung  auf  die  Dif- 
ferenz des  Jahresanfangs  im  jüdischen  und  christlichen  Kalender,  so 
dais  das  Jahr  5261  noch  im  Herbste  1500  beginnt,  und  in  vielen  PftUen 
auf  genauere  Feststellung  des  Datums  zu  verzichten  ist. 

1501  Ms.  Schönblum  (im  J.  1867):  Ibronot,  s.  unter  1412. 

1503  Kalenderregeln  beginnend  mit  dem  J.  5264;  Ms.  Michasi«  542 
(Neubauer  1171  IH). 

1504  Kalendarisches,  im  G^ebetscjklus ,  Ritus  Bomagna,  gedruckt 
(Näheres  in  Hebr.  Bibliogr.  VH,  120,  XI,  17,  56,  105,  XVn,  107,  XEX,  31: 
vgl.  XX,  121). 

1504  Josef,  Sohn  des  Samuel,  des  Leibarztes  Papst  Julius  H^ 
dessen  eigenes  Diplom  v.  J.  1504,  im  J.  1524  erneuert  wurde,  wird  auch 
als  Mathematiker  bezeichnet;  doch  scheint  er  Nichts  veröffentlicht  zu  haben 
(Quellen  bei  Voqelstein  und  Bieoer,  Geschichte  der  Juden  in  Born  U,  85). 

1506  (5267)  beginnen  Tabellen  in  Ms.  Mich.  469  (Nbub.  902  ®). 

1512—7  Tafeln?  s.  1559. 

1513  erschien  die  erste  wenig  bekannte  Ausgabe  von  Augustinus 
Bicius,  De  motu  octavae  spherae^  opus  mathemaiicd  atque  pHüosophui 
plenum;  ejusdem  de  astronomiae  autoribus  (so)  epistöla  (s.  Boncompaqni,  Bul- 
lettino  V,  1872  p.  469);  diese  erste  Ausgabe  ist  nicht  erw&hnt  in  der 
jüngeren  4.  Lutetiae  1521,  welche  meinem  weitläufigen  Artikel  im  Catal. 
libr.  hebr.  Bodl.  col.  2143 — 45  zu  Gründe  liegt;  wozu  weiteres  über  den 
Verf.  (einen  Schüler  des  bekannten  Abraham  Sacut,  den  ich  schon  im 
Magazin  f.  d.  Lit.  d.  Auslandes  1848  S.  230  als  geborenen  Juden  erkannte), 
über  das  Thema  und  die  Citate  des  Buches  s.  Zeitschr.  DMG.  Ym,  178, 
XXIV,  374,  XXV,  420.  Den  Anhang  (Epistöla),  welcher  den  jüdischen  Ur- 
sprung der  Astronomie  beweisen  sollte,  ist  der  Herausgeber,  als  unwesent- 
lich und  (I)  weil  er  abhanden  gekommen  ist,  schuldig  geblieben. 

1518  erschien  „Ain  neu  geordnet  BechenbÜchlein  mitt  (sie)  den  zyffem: 
den  angenden  [für  angehenden]  schülem  zu  nutz  u.  s.  w.  durch  Joaü 
BoESCHENBTEYN  vou  Efslingcn  priester*'  u.  s.  w.    Augspurg  1518.  4®. 

Panssbr,  Zusätze  S.  150  n.  924^  Das  Exemplar  Heysb's  (Büchei^ 
schätz  n.  301),  das  die  k.  Bibliothek  in  Berlin  mit  der  ganzen  Sammlung 
erworben  hat,  liegt  mir  vor.    Boeschenstein  war  ein  Lehrer  des  Hebrftischen 
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(s.  die  Quellen  in  meinem  Katalog  der  hebr.  Handschr.  in  München,  2.  Aufl. 
1895  n.  401,  Zusätze  zu  meinem  Handbuch  u.  s.  w  im  Centralblatt  f&r 
Bibliotheksw.  1896  S.  358),  protestierte  zwar  gegen  die  Zumutung  jüdischer 
Geburt  (im  J.  1472),  welche  jedoch  nicht  unwahrscheinlich  ist,  weshalb  er 
hier  nicht  fehlen  soll.  Wie  er  dazu  kam,  ein  Rechenbüchlein  herauszu- 
geben, Iftfst  sich  wohl  aus  seinen  dürftigen  Verhältnissen  erklären;  auch 
sein  Hebräisch  bleibt  im  Kreise  des  Elementaren. 

Das  Büchelchen  (Titelbl.  mit  Holzschnitt,  Sign.  A — £  ungleich)  dürfte 
schon  selten  geworden  und  eine  kurze  Inhaltsangabe  nicht  überflüssig  sein. 
Es  beginnt:  „Welcher  lernen  will  anfUngklichn  (sie)  rechnen  durch  die 
zjffer  ist  not  das  (sie)  er  wisse  un  fleissig  erkenne  die  figurn  der  zjffemn 
(sie).''  Auf  die  9  Ziffern  folgt  ein  Beispiel  der  6  Positionswerte;  dann 
die  7  „Figuren'*,  1.  „Numeratio  Zelung",  4  u.  5.  „Duplatio  Zwispilung  und 
Mediatio  Halbierung'',  nach  Einigen  in  6.  Multiplic.  Merung,  und  7.  Divisio 
Taylung  einbegriffen.  Jede  Rechnungsart  bietet  ein  einfaches  Beispiel  und 
Probe,  bei  der  Ausrechnung  wird  ein  X  für  4  Ziffern  angewendet.  Dann 
folgt  das  Rechnen  in  Brüchen  („gebrochnen'\  „geprochnes",  „zerbrochnes"), 
dann  Regula  de  Try,  oder  magistralis,  auch  aurea  (majsterliche,  guldine 
ordnimg),  dann  „Die  regel  der  Gesellschafften''  (sie)  worin  ein  Memorial- 
yers  von  6  Zeilen:  „Binden  und  fernen  (sie)  gleich  nammen  (sie)  rieht"  u.s.w.; 
Regula  fusi,  beginnend  mit  einem  achtzeiligen  Vers.  Zuletzt  einige  Fragen, 
die  letzte:  „Es  seind  zwo  Frauen  die  Hand  eyer  bej  ainander  fail"  (s. 
unten  zum  J.  1537).  Die  letzte  Seite  enthält  die  Einteilung  von  müntz, 
gewicht,  mafs  (fueder  12  aymer),  zejt,  elen  (Ellen). 

Bald  nach  1526  erschien  in  Venedig  bei  Daniel  Bombe ug  eine  neue 
verbesserte  Ausgabe  des  von  Elia  Ha-Levi  in  Eonstantinopel  (1520)  edirten 
Festgebetbuchs  (Machsor)  nach  dem  Ritus  Romagna  (Griechenland)  mit  Zu- 
sätzen von  Abraham  ben  Jomtob  Jeruschalmi  (aus  Jerusalem).  Dieses  Buch, 
wovon  äufserst  wenige  vollständige  Exemplare  existieren  dürften,  enthält  einen 
Abschnitt  über  Kalenderwesen  f.  452  ff.,  mit  einem  stereotyp  gewordenen 
Citate  aus  dem  Talmud  (Sabbat,  E.  7)  beginnend.  Abraham  hat  die  dazu 
gehörenden  Tabellen  nach  den  neuen  Grundsätzen  des  Ulug  Beq  angelegt 
welche  er  an  einem  grofsen,  von  ihm  selbst  angefertigten,  von  Mi- 
nute (JDc^)  zu  Minute  geteilten  Instrumente,  dessen  Diagonale  beinahe 
24  Spannen  lang,  erprobt  und  bewährt  gefunden  hat.  Der  Name  des 
ÜLuo  Beo  (dessen  Tafeln  —  1444,  nach  S^dillot,  Prolegom^nes,  p.  34, 
falsch  1436  p.  36  —  schon  von  Elia  Babchiatsghi  angeführt  werden) 
ist  im  Druck  verstümmelt  (Hebr.  Bibliogr.  X,  120).  Ich  bemerke  noch: 
das  Jahr  261  (=  1500)  wird  f.  458  erwähnt.  Abraham  citiert  den 
Astronomen  Isak  Israeli  (der  1310  lebte)  und  tadelt  die  Tafeln  des  Yer- 
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fassers  der  „Flügel^*  (Immanuel   ben  Jacob,  1365,  s.  Bibl.  Mathem.  1898 
S.  79). 

Eine  Anweisung  zur  Berechnung  von  Neumonden  und  Qnatembem, 
mit  dem  Titel  Sefer  limeeo  MoUdot  u  Tekufol  in  Seb.  Münsterus  „C&len- 
darium  Hebraeum  ex  Hebraeorum  penetralibus"  etc.  4.  Basil.  1527  (CaUl 
BodL  p.  549  u.  3545)  bat  p.  94  richtig  das  Jahr  5281  als  das  17.  des 
278.  Cjklus,  also  1520,  hingegen  falsch  270  und  „septuaginta"  =  Clir. 
1511  (!)  p.  95.  Das  Bchriftchen  ist  wohl  aus  filteren  sogen.  ,J[bronot' 
kompiliert,  der  Stil  ist  teilweise  unbebräisch  oder  hart,  wie  schon  der  Titel 
wenigstens  auf  einen  nichtjüdischen  Redakteur,  etwa  Münster  selbst?  fubit 

Der  Ai'zt  Abraham  de  Balmes  (gest.  in  Venedig  1523)  überseüte^ 
grofsen teils  oder  durchaus,  im  Auftrag  christlicher  Gelehrter,  verschiedeDe 
Schriften  der  Araber  aus  hebräischen  Übersetzungen  ins  Lateinische,  wotod 
nur  die  philosophischen  des  Averrors  gedruckt  sind.  Zu  seinen  unge- 
druckten  Übersetzungen  aus  unbestimmter  Zeit  gehören  2  ans  dem  Gebiete 
der  Astronomie,  noch  handschriftlich  erhalten,  worüber  ich  anderswo  aus- 
führlich gehandelt  habe  (s.  die  Anführungen  in:  Die  hehr.  Übersetzungen 
S.  539,  560  u.  972;  Bibl.  Mathemat.  1890  S.  107),  die  eine  unter  dem 
Titel  Isagogicon  Astrologiae  Ptolbmei  ist  die  Isagoge  des  Geminus,  die 
andere,  dem  Kardinal  Dominico  Grimanc  gewidmete,  beifst  in  der  latei- 
nischen Übersetzung:  „Alacen,  Über  de  mu/ndo^*'^  enthält  aber  das  Buch  der 
Astronomie  von  ihn  al-Hbitham,  welchen  erst  unsere  Zeit  als  identisch  mit 
dem  Optiker,  vulgo  „Alhazen",  erkannte.  Vorrede  (oder  Widmung)  Abra 
ham's  und  „Prohoemium"  des  Verf.  in  der  lateinischen  Übersetzung  gab  ich 
in  meiner  Abhandlung:  „NoUce  sur  un  ouvrage  ctstron,  in^dit  d'  ibn  Hei- 
tham",  Extrait  du  Bullettino  etc.  t.  XIV  1881  etc.  Bome  1883,  und  Ap- 
pendice  (aus  Boll.  1883)  1884. 

Schon  in  der  2.  Hälfte  des  XV.  Jahrhunderts  begannen  verschiedene 
Männer  von  der  Sekte  der  Karäer  (oder  Karaiten,  Bibelanbftnger  und  Gegner 
der  talmudischen  Tradition),  unter  der  Leitung  einzelner  ihrer  religiCsen 
Gegner  („Rabbaniten^')  sich  mit  der  Mathematik  zu  beschäftigen,  und  zwar 
hauptsächlich  in  Eonstantinopel  und  der  Nachbarschaft,  wo  die  Karaiten 
gleichen  Schutz  mit  den  Babbaniten  fanden.  Zu  ihren  Nachfolgern  gehören 
einige  Autoren,  welche  um  1522  ff.  genannt  werden,  nämlich: 

Josef  Tischbi,  Verfasser  eines  Kommentars  über  den  Kalenderabschnitt 
in  dem  Buch  der  Gebote  von  Ahron  ben  Elia  (Bibl.  Mathem.  1898  S.  34), 
anonym  in  Leyden,  Ms.  Warner  52^^  (p.  240  meines  Katal.,  dazu  Hebr. 
Bibliogr.  X,  98).  Derselbe  soll  auch  einen  Kommentar  zu  den  Tabellen  des 
Elia  Basohiatsohi  (XV.  Jahrb.)  yerfafst  haben;  Abr.  Firkowitzsch  schreibt 
ihm    auch    sein    Ms.  722    (jetzt  in  der  Petersburger  Bibliothek)    zu,    was 
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GuBLAND  in  seinem  Verzeichnis  mathematischer  hebr.  Handschr.  in  Peters- 
barg  verschweigt  (Hebr.  Bibliogr.  1.  c). 

Moses  Ma^halli  (?  ans  Ma^halla;  s.  Jewish  Quari  Bevne  1898  p.  137, 
n.  332^)  erscheint  in  den  Collectaneen  des  Josef  Tischbi  als  Lehrer  des- 
selben, aber  keine  Schrift  von  Moses  ist  bekannt;  seine  Randnoten  zu  dem 
oben  'genannten  Abschnitt  des  Ahbon  v.  Eua  werden  von  Josef  Tischbi 
zitiert  (Hebr.  Bibliogr.  XX,  98  gegen  die  Entstellungen  Fübst's,  Gesch.  d. 
Kar.  DI,  26). 

Samuel  ben  Salomo,  mit  dem,  vom  Propheten  Samuel  entlehnten 
Dlirennamen  Bamati  (im  Sinne  von  „hoher'*),  daher  auch  schlechtweg: 
„Rabbi  Bamati^,  wahrscheinlich  in  Akierman(?),  wird  in  den  Collectaneen 
des  JoBBF  Tischbi  zum  J.  1524  genannt,  zum  J.  1549  als  „Greis"  (Hebr. 
Bibliogr.  XX,  122,  gegen  Fürst's  unbegründete  Angaben,  1.  c.  11,  323). 

Eine  anonyme  Abhandlung  „über  alle  Partien*'  des  jüdischen  und 
christlichen  Kalenders  mit  Tabellen  (die  Badix  ist  1523)  enthält  Ms. 
Paris  1098';  leider  giebt  der  Katalog  niemals  den  Umfang  des  letzten 
Stückes  eines  Kodex  an.  Ich  knüpfe  hieran  ganz  kurz  2  oder  3  andere  ano- 
nyme Schriften  über  denselben  Gegenstand,  wahrscheinlich  beide  aus  Ita- 
lien stammend  und  Bestandteile  von  Sammelhandschiiften  Über  diesen  be- 
liebten Gegenstand;  aus  d.  J.  1525 — 7,  Ms.  Benzian  48  D.,  1527  Ms. 
Berlin  224«  (Verz.  II,  1897  S.  75);  in  demselben  Kod.  (f.  45)  v.  J.  1533. 

1526  starb  Elia  Misrachi  (d.  h.  der  Orientale),  berühmter  Babbiner 
in  Konstantinopel,  dessen  Arithmetik  nach  seinem  Tode  daselbst  u.  d.  T. 
Melechet  ha-Mispar  nicht  vor  1532  gedruckt  und  schon  sehr  selten  ist. 
Ein  Auszug  mit  lateinischer  Übersetzung  von  Oswald  Schreckenfuühs  und 
Anmerkungen  von  Sebastian  Munter  erschien  in  Basel  1547.  Näheres 
darüber  findet  man  in  meinem  „Brani  delV  Äritmetica  d'ELiA  Misrachi 
ecc,  lettera  IV.  a  Don  B.  Boncompaoni'\  4®  Boma  1866,  p.  43 — 67;  und 
eine  Beurteilung  vom  mathematischen  Standpunkt  aus  in  Gustav  Weut- 
heim's  „Die  Arithmetik  des  Elia  Misrachi^',  im  Progr.  der  Bealschule  in 
Frankf.  a.  M.  1893;  2.  verb.  Aufl.,  Braunschweig  1896  (5  Bl.  u.  68  S.,  s. 
meine  Anzeige  in  Monatsschrift  für  Gesch.  u.  Wiss.  d.  Judenth.  XL,  1896 
S.  96).  Wertheim  bemerkt  kulturgeschichtlich,  dals  in  den  praktischen 
Aufgaben  weder  Spieler,  noch  Beute  teilende  Söldner,  noch  in  der  Schenke 
sitzende  Leute,  keine  Zins  nehmenden  Glftubiger  vorkommen.  Quaritch's 
Katalog  N.  319  (1878)  n.  9380  verzeichnet  ein  Ms.  der  Arithmetik,  ko- 
piert von  einem  Schüler  des  Verf.,  Menachem  b.  Samuel  (Bebr.  Bibliogr. 
XVm,  119),  —  Elia's  Schrift  über  Euklid  und  Ptolbmäub'  Abnagest 
beruhen  noch  auf  einer  unsicheren  Quelle  (die  hebr.  Übersetz.  S.  508,  524). 
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1528  ist  ein  anonymes  Kalenderwerk  verfafst,  Ms.  der  BodL  (Oppekh. 
692  Qu.  f.  113,  bei  Neubauer  n.  817),  geschrieben  1538  (?)  von  Israel 
Dl  Baesa;  1529  ein  anderes  desgl.  ms.  Leyden  Warneb  66  (Katal.  p.  283). 
—  1533  s.  oben  1527. 

Ungefähr  in  diese  Zeit  gehört  wohl  ein  jüdischer  zweifelhafter  Mathe- 
matiker, dessen  Spur  ich  bisher  vergeblich  aufgesucht  habe.  Der  Chronist 
und  Mathematiker  David  Gans  (gest.  1613)  berichtet  in  seiner  Chronik 
(n  3^  unter  J.  1906,  s.  meine  Noten  zu  Baldi,  in  BoNCOMPAONfs  Bullett 
V,  477,  verbess.  Abdruck,  Borna  1874  p.  45):  9,Der  grofse  Astronom,  der 
berühmste  aller  Zeitgenossen,  Petro  Apiano,  Lehrer  des  Israel  Tafus  (?) 
gesegn.  And.  erwähnt,  dafs  der  Erzvater  Abraham  der  erste  in  der  Zahl- 
und  Sternkunde  bekannte  Mann  war.'^  Petrus  Apianus,  Verf.  der  Cosmo- 
graphie  (1539)  starb  1552  (Weidler,  Eist.  p.  350).  In  dem  Münchener 
hebr.  Ms.  394  f.  104  wird  die  Anordnung  der  1080  Stundenteile  (72  X  15, 
s.  Bibl.  Mathem.  1899  S.  9  A.  6)  im  Namen  eines  Israel  mitgeteilt,  und  f.  102 
ist  das  J.  1550  angegeben;  dennoch  habe  ich  im  Katalog,  2.  Aufl.  S.  218, 
die  Identität  dieses  Israel  mit  dem  Schüler  des  Petrus  abgelehnt. 

Im  J.  1536  erschienen  in  Konstantinopel  u.  d.  T.  Eser  lerioi  (10  Vor- 
hange, oder  Kolumnen?)  astronomische  Tabellen  über  10  Jahre,  he- 
bräisch, wovon  heute  kein  Exemplar  mehr  bekannt  ist;  die  älteste  QneUe 
nennt  als  Autor  Jeghiel  bbn  Beuben  (mein  Catal.  Bodl.  p.  1281)  der 
offenbar  identisch  mit  dem  Homonymen  J.  b.  B.  Aschkenasi  („Deutscher",  d.  h. 
Nordeuropäer),  welcher  die  Konstantinopler  Ed.  des  Jakob  ben  Ascher 
1539/40  mit  einem  Index  versah  (Catal.  Bodl.  p.  1183  n.  6  fehlt  der 
Name),  und  wohl  auch  „Jech.  Aschkenasi*^  Associe  des  Herausgebers  der 
Gutachten  des  Isak  b.  Scheschet,  Konst.  1546/7  (CataL  Bodl.  p.  2933). 
Die  Autorschaft  ist  also  noch  fraglich. 

Im  Jahre  1537  schrieb  Abraham  ben  Jehuda,  genannt  Ebrlin  (= 
Abrahamlein)  in  Frankf.  a.  M.  „Das  Buch  der  Ziffern*^  (phtral,  im  Epi- 
graph), am  Anfang:  „Zu  erkennen  zu  geben  und  zu  erklftren  das  Buch 
der  Zahl  [Mispar)^  worin  9  Pforten  (Abteilungen)  sind;  ich  werde  zueilt 
die  KabhcUot  (Überlieferungen)  erklären,  welche  der  Bechner  kennen  muls, 
das  sind  die  Schlüssel,  wonach  er  alle  Bechnungen  Mrissen  kann.^  Zuletzt 
kommen  27  „BätseV^  (Aufgaben),  deren  letztes:  3  Weiber  verkaufen  Eier. 
Ich  vermute,  dafs  hier  eine  Übersetzung  oder  Bearbeitung  eines,  vielleicht 
deutschen  Bechenbuches  vorliegt  (vgl.  oben  1518  Boebohbnstein).  Neubauer 
(n.  1271^^),  dessen  Angaben  ich  aus  Autopsie  im  J.  1847  ergänze,  zwei- 
felt, ob  Abraham  Verf.  oder  Kopist  sei;  in  meinem  Index  zu  Katal.  Michael 
ist  er  nicht  aufgeführt.     Später  fand  ich  eine  auffallende  Ahnliclikeit  des 
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Bechenbüchleins  mit  Ms.  Michael  248  (Nbubaueb  2170^);  im  Titelregister 
fehlen  die  Titel,  und  ntin  ersehe  ich  die  Identität  mit  Ms.  München  394^ 
mit  dem  Titel:  „Buch  der  Ziffer^^  (Zifra),  das  ist  die  Null;  die  Aofgaben 
zuletzt  hat  der  Kopist  nicht  vollendet.  Die  Multiplikationsfigor,  welche  die 
(spätere)  NEPER^sche  ist  (Katal.  Münch.  S.  Vm),  fahrt  vielleicht  auf  den 
Ursprung  dieses  für  die  Geschichte  der  Arithmetik  nicht  uninteressanten 
Büchleins,  wozu  die  Kopisten  Zusätze  im  Namen  verschiedener  Juden  ge* 
setzt  haben. 

Mit  dem  Jahre  1539  beginnt  das  Werk  des  Jsachar  ibn  Busan,  ge* 
druckt  1564,  unter  welchem  Jahre  Näheres  angegeben  wird.  1539/40  sind 
in  Italien  geschrieben  die  Kalenderregeln  in  Ms.  Oppenh.  Add.  Qu.  57  der 
Bodl.  (Neüb.  2072^). 

Josef  del  Mbdigo  in  seinem  Buche  Eiern  über  mathematische  Pro- 
bleme (zuerst  Amst.  1629  gedr.,  dann  in  Odessa  1864,  8.  275,  vgl.  8.  352, 
Maajan  Chatwm  Anf.,  ohne  den  Namen)  zitiert  Pedro  Nunez,  „den  grofsen 
Mathematiker  von  8amen  der  Juden'\  der  in  Lisabon  im  J.  1541,  am 
1.  Oktober  das  „Herz  des  8korpions'^  beobachtet  habe.  Dieser  Pedro  ist 
der  bekannte  Petrus  Nonius  oder  Nonnius,  dessen:  „d^  CrepuscfuUs''  mit 
„Allagen^'  (ibn  al  Heitham)  Ylissip.  1542,  und  dessen:  de  Algebra,  Ärith- 
mdica  et  geometria,  Antwerpen  1567  erschien  —  geb.  1492  in  Alca9ar  de 
Sal  (die  Nouv.  Biogr.  univ.  Bd.  38  (1862)  p.  362,  enthält  Nichts  über  seine 
Herkunft). 

[Zum  Jahre  1543  habe  ich  hier  nur  eine  kurze  Berichtigung  zu  no- 
tieren: Dem  Eduard  Pinel  wird  aus  Mifsverstand  eine  hebräische  Gram- 
matik und  eine  8chrift  über  den  Kalender  beigelegt;  die  Orammatik  ist 
keine  hebräische  und  die  andere  handelt:  „de  calendis" \  s.  Monatsschrift 
für  Gesch.  u.  Wiss.  d.  Judenth.  1898  S.  522  Anm.  1.] 

Vor  1645  (?)  kopiert  Vidal  di  D'ni  (wie  auszusprechen?)  das  Werk 
des  IsACHAR  IBN  SüSAN;  s.  f.  12  der  1.  Ausg.  Solonichi  1564. 

Im  J.  1546  schickt  Chajjim  Chabeu,  wie  früher  sein  Vater,  der  Arzt 
IsAK  (vgl.  ZuNZ,  zur  Geschichte  und  Lit.  8.  531,  Landshuth,  Onomasticon, 
S.  117),  von  Damaskus  aus  „Sjnagogenkalender'^  {Luadh  hcb-Keneset)-^  hier 
ist  vielleicht  eines  der  ältesten  Zeugnisse  von  der  weiten  ehemaligen  Ver- 
breitung dieser  Einrichtung,  welche  in  Italien  schon  in  der  Mitte  des 
XV.  Jahrh.  unter  der  Benennung  „Sjnagogenblatt^^  {Nqjar  ha-Keneset)  vor- 
kommt (s.  mein  Jewish  Literature  p.  189).  In  Ms.  Berlin  224®  (Mein 
Verzeichn.  2.  Abth.  S.  76,  aus  dem  J.  1811)  wird  dafür  „Tageblatt"  (JVc- 
jar  ha-Janrnn)  im  Italienischen  „Carta  di  scuoW  (tier  im  Sinne  von 
„Schule"  für  Synagoge)  gebraucht.    Wie  es  scheint,  hat  sich  der  Gebrauch 
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eines  Kalenders  in  den  Synagogen  nicht  nach  Nordeuropa  Terbreitet.  Über 
das  Verhältnis  desselben  zum  christlichen  Kirch  enkalender  ist  meines  Wissens 
nirgends  die  Bede  (s.  meine  Artikel:  ,,Der  jüdische  Kalender^'  im  Jahrbuch 
zur  Belehrung  u.  s.  w.,  Beilage  zum  Volks-  und  Hauskalender  her.  y.  M.  Braun, 
43.  u.  45.  Jahrg.,  1895  u.  1897). 

Im  J.  1547  erschien  in  Rom  ein  hebräischer  anonymer  Druck  in  12^, 
dessen  Titel  selbst  nicht  sicher  ist.  Er  ist  bis  jetzt  nur  aus  Wolf's  BibL 
Hebr.  (Bd.  II,  1721  p.  1306  n.  238,  wonach  kurz  in  meinem  Catal.  Bodl. 
p.  550  n.  3551)  bekannt,  der  denselben  wahrscheinlich  gesehen  oder  gar 
besessen  hat.  Ein  Exemplar  ist  mir  nicht  bekannt  Der  angebliche  Titel 
„Jod  Schearim*'  dürfte  „14  Pforten ^^  bedeuten.  Das  Schriftchen  be- 
handelt den  jüdischen  und  den  christlichen  Kalender  in  11  Kapiteln, 
deren  Inhaltsangabe  bei  Wolf  nur  unter  K.  10  den  christlichen  erwähnt 
Meine  Konjektur  betreffs  des  Titels  gründet  sich  auf  die  14  Ejüenderformen, 
worüber  der  Römer  Benjamin  Anaw  (dbi  Mansi)  um  1260 — 69  eine  in 
Italien  viel  benutzte  Schrift  verfafst  hat  (s.  Bibl.  Mathem.  1897  S.  15 
§  34;  die  dort  S.  18  A.  6  zitierte  Hebr.  Bibliogr.  XVm,  99  ist  nicht  berück- 
sichtigt in  den  beiden  Geschichten  der  Juden  in  Rom  von  A.  BEauNEa  II,  54, 

VOOELSTEIN   und   RiEOER  II,  122). 

Über  den  Architekten  und  Geometer  Simbon  (oder  Simon)  Ginzbubq 
(oder  Gdnzburg),  der  um  1548 — 70  Etwas  über  Geometrie  geschrieben 
aber  nicht  ediert  haben  soll,  habe  ich  noch  immer  nichts  Sicheres 
ermitteln  können  (s.  die  Zitate  in  meinem  Catal.  Bodl.  p.  2626  n.  7214, 
und  ausfer  den  dort  zitierten  Quellen :  Sternbebg  ,  Gescbichte  der 
Juden  in  Polen,  1878  S.  145^  Jech.  M.  Zunz,  Ir  ha-Zedek,  Lemb.  1874, 
Anhang  S.  21). 

[Dem  bekannten  Philosophen  und  Theologen  Obadja  Sforno  (gest.  1550 
in  Italien)  hat  man  ein  anonymes  Kompendium  des  Euklid  in  dem  hebr. 
Ms.  1001  der  Pariser  Bibliothek  nur  darum  beigelegt,  weil  sein  Werk,  das 
auch  gedruckt  ist,  vorangeht,  s.  Die  hebr.  Übersetz.  S.  506.] 

Moses  Maimonides,  in  seinem  berühmten  religions-philosophischen  Werke, 
betitelt:  „Führer  der  Verirrten",  T.  I,  Kap.  73,  führt  als  Beispiel  für  Be- 
griffe, die  für  unsere  Vorstellung  unmöglich  und  doch  wissenschaftlich 
erwiesen  sind,  das  Vorhandensein  zweier  Linien  an,  die  stets  sich  ein- 
ander nähern  aber  niemals  einander  schneiden,  ohne  die  Beschaffen- 
heit dieser  Linien  näher  anzugeben,  mit  Berufung  auf  das  „Buch  der  Kegel- 
schnitte". Munk,  in  seiner  französischen  Übersetzung  des  „Chude  des  egar6s'* 
(Paris  1856,  I,  416)  weist  auf  Archimedes  II  Theor.  13  hin,  wo  von  der 
hyperbolischen  Kurve  und  der  Asymptote  die  Bede  ist.    Schon  in  der  Mitt« 
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des  XV.  Jahrh.  widmete  Simok  Motot  (die  Aussprache  dieses  Namens  ist 
zweifelhaft)  der  Erklftrang  dieses  Problems  eine  kleine  besondere  hebräische 
Schrift,  welche  wahrscheinlich  ohne  Namen  erw&hnt  ist  in  einer  um  ein 
Jahrhundert  jüngeren  des  Italieners  Moses  Provinciäle,  beendet  im  Früh- 
ling 1549,  gedruckt  mit  der  hebräischen  Übersetzimg  des  „Führers"  (More) 
in  Sabionetta  (1553)  auf  2  Bl.  in  Folio,  mit  dem  Kolumnentitel  „Erklärung 
der  zwei  Linien,  welche  der  Lehrer  (Maimonides)  im  1.  Teil  Kap.  73  Blatt 
64^  erwähnt."  Diese  Abhandlung,  nicht  in  allen  Exemplaren  zu  finden,  ent- 
hält 15  Theoreme  mit  eben  so  vielen  mathematischen  Figuren  und  soll 
schon  1550  in  Mantua  in  einer  italienischen  Übersetzung  in  hebräischen 
Lettern  erschienen  sein,  die  ich  nicht  aus  Autopsie  kenne,  und  die  heute 
nur  noch  in  Italien  erhalten  sein  dürfte.  Diese  italienische  Übersetzung 
übersetzte  ins  Lateinische  Fr.  Barocius  (Barozzi)  in  seinem  Buche:  „Geo- 
meir,  prohlema  13  modis  demons^atum^  quod  docet  duas  Uneas  in  eodem 
piano  designare,  quae  mmquam  invicem  comddant  etc*'  4.  Yen.  1586,  führt 
sie  aber  mit  folgenden  Worten  ein  (p.  290):  „B.  Motsis  Nakbonensis" 
[dieser  Kommentator  des  „Führers"  lebte  im  XIY.  Jahrb.,  sein  Kommentar 
zum  1.  Teil  wurde  erst  1791  gedruckt I],,Zi&eZZttm  in  OoMca  Imgua  scriptum, 
Mantuaecpie  impressum  Ä.  MDL  cm  titulus  est:  Opus  novum  geometri- 
cum  ad  demonstrandwm  quomodo  super  wna  pUma  superficie  duae  Uneae 
possunt  exire  etc/'  Barocius  hält  diese  Übersetzung  aus  dem  Qebräischen: 
„quae  rem  non  geometrids  rationihus  demanstrat",  für  ungenügend;  er  zählt 
18  Propositionen.  Über  den  nirgends  genannten  (jüdischen?)  Übersetzer 
ins  Italienische  habe  ich  nichts  ermitteln  können.  In  Venedig  erschien 
1551  eine  hebr.  Ausgabe  des  Führers,  aber  die  Erklärung  des  geometrischen 
Problems  ist  dort  weder  hebräisch  noch  italienisch  zu  finden.  Ein  Druck 
mit  hebr.  Lettern  in  Mantua  1550  hat  typographische  Bedenken,  wie  auch 
ein  Druck  der  Übersetzung  yor  dem  Original.  Genaueres  darüber  wäre 
daher  sehr  wünschenswert.  (Über  die  ganze  Sache  s.  meinen  Catal.  Bodl. 
p.  771,  1983,  2959;  Die  hebr.  Übersetz.  S.  426;  Monatsschr.  f.  Gesch.  u. 
Wiss.  d.  Jud.  1898  S.  466.)  Hiemach  ist  BoNCoicPAaNi's  Artikel  „Fr.  Ba- 
Rozzo^^  (in  seinem  „BuUettino"  1884  p.  899)  zu  ergänzen. 

Die  anonyme  Erklärung  desselben  Themas  im  Wiener  Ms.  75  bedarf 
noch  näherer  Untersuchung.  Anfang  und  Schlufs  (in  den  Ergänzungen 
Goldbnthal's  S.  79)  sind  sehr  ähnlich  denen  der  Abhandl.  von  Simon  Motot; 
letzterer  zitiert  aber  Apollonius  nicht,  wie  ich  in  meinen  Notizen  finde.  Über 
eine  andere  Abhandlung  über  dasselbe  Thema  von  einem  „Salomo  ben  Isak'^ 
in  ms.  Almanzi  213^  (jetzt  ms.  Brit.  Mus.  Add.  27,  107,  bei  G.  Margo- 
MOUTTi,  Descriptive  list  of  the  Hebrew  . .  .  Mss,,  n.  4893  p.  74)  habe  ich 
die  von  Luzzatti  erbetene  Auskunft  nicht  erhalten   (Hebr.  Bibliogr.  1862 
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S.  129,  wo  A.  2  ,,Provincialb"  heiCsen  soll:  „Motot").  In  Benxacob's 
Thesaunis  S.  284  n.  250  (nach  Mitteilnngen  Almanz^s)  heifst  es  „Ton 
Saloho^^  und  „R.  Israel";  ich  habe  daher  die  Konjektur  als  eine  solche 
dahingestellt,  dafs  jener  Salomo  der  Familie  Israel,  oder  Israeli,  in  Toledo 
angehöre,  also  1349  gestorben  sei  (Biblioth.  Matbemat.  1898  S.  10). 

Das  latein.  Ms.  München  5645  in  Folio  f.  117—23  (nach  alter  Na- 
meration, jetzt  132 — 8),  enthält  ,,Zagharia£  hehraei  in  KcUenäarn  Bomam 
reformaiionem  liU!ubrationes^',  die  Unterschrift  lautet:  ^,Zaoharl48  leviia  he- 
hraeus  Genuensi$*^\  einige  Zeilen  daraus  über  die  Einteilung  der  Stunde  in 
1080  Teile  zitiert  Boncompagni  in  den  Aüi  deW  Acad.  poniif^  XYI,  1863 
p.  781.  Ein  Jude  Saoharja  ha-Levi  ist  nicht  bekannt,  hingegen  lebte 
Seraghja  ha-Levi,  Neffe  des  Historikers  Josef  Kohen,  nm  1550  in  Genua; 
die  Yerwechslong  dieser  Namen  habe  ich  auch  sonst  nachgewiesen  (Hebr. 
Bibliogr.  1872  S.  43,  vgl.  Isid.  Loeb^  Joseph  Haccohen,  1888  p.  15).  Da 
der  Name  Seraghja  weniger  bekannt  ist  als  Zaghariab,  so  kann  auch  der 
Autor  selbst  in  einer  lateinischen  Schrift  den  bekannteren  gewählt  haben; 
wenn  nicht  ein  lateinischer  Übersetzer  eines  hebriüschen  Originals  dafür  ver- 
antwortlich sein  sollte? 

Im  J.  1550  studierte  ein  polnischer  Jude  Mattatja  bbn  Salomo  Delacrot 
(oder  wie  der  zweifelhafte  Name  auszusprechen  ist)  an  der  Universit&t  zu 
Bologna;  es  ist  nicht  unmöglich,  aber  seltsam,  dafs  sein  Sohn  Salomo  im 
J.  1552  eine  Approbation  unterzeichnete,  worin  er  den  Vater  als  verstorben 
bezeichnet,  während  ein  anderer  Sohn  Jobef  noch  1615  lebte.  Weniger 
auffällig  und  sicher  ist  es,  dafs  Mattatja  sich  mit  der  Erklftmng  kabba- 
listischer Schriften  beschäftigte,  in  denen  allerdings  Zahlspielereien  mit  den 
bekanntlich  auch  als  Ziffern  geltenden  hebräischen  Buchstaben  eine  Bolle 
spielen,  und  zugleich  sich  in  ernste  astronomische  Studien  vertiefte,  die  ürn 
vielleicht  zur  Eosmographie  führten.  Er  übersetzte  nämlich  in  hebräische 
Prosa  das  Buch:  Image  du  monde,  welches  die  „weltwunderliche"  —  wenn 
diese  Bezeichnung  eben  so  sprachlich  als  sachlich  gerechtfertigt  erschein^ 
—  französische  Eosmographie  des  Greometers  Gossouin  in  Verse  brachte 
und  dem  Omons,  oder  dem  Oauthier  von  Metz  (1245),  beigelegt  wird. 
Das  hebräische  Buch  erschien  erst  1733,  ein  jüdisch-deutscher  Auszug  aber 
schon  1733.  Zwei  andere  anonyme  Bearbeitungen  desselben  Werkes  ge- 
hören nicht  an  diese  Stelle;  näheres  über  alle  drei  in  „Die  hebr.  Übersetz.'' 
S.  950. 

Mattatja  las  in  Bologna  unter  Anleitung  eines  Lehrers  das  beliebte 
Buch  De  sphaera  rmmdi  von  Job.  Sacrobosco  im  lateinischen  Texte,  den 
er  in  seinem  hebr.  Eommentar  zur  hebr.  Übersetzung  des  Salomo  Abiobdor 
(1399),  gedruckt  1720,  heranzieht  (Die  hebr.  Übersetz.  S.  644). 


Mathematik  bei  den  Juden  (1501—50).  483 

Das  Ms.  1097  der  Pariser  Nationalbibliothek  enthält  das  1.  Kapitel 
(über  die  Sonne)  eines  astronomischen  Werkes,  welches  1460  verfafst  ist, 
dann  einen  hebr.  Kommentar  über  das  ganze  Werk,  verfafst  in  Italien  1551 
von  einem  Juden,  der  yon  einem  Christen  unterrichtet  worden.  Ich  vermute, 
dafs  das  Ms.  einen  Kommentar  unseres  Mattatja  über  die  TJieorica  pl^ne- 
iarum  des  G.  Peurbach  enthalte,  deren  Abfassung  in  jenes  Jahr  fällt, 
während  die  anderen  Angaben  zu  Mattatja  passen  (Die  hebr.  Übersetz. 
S.  640). 
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BEMERKUNGEN  ZUR  GESCHICHTE 
DER  ALTGRIECHISCHEN  MATHEMATIK 


VON 


AMBROS   STURM 

IN    8KITEM8TETTEN. 


1.  Zu  Anaximander. 

Verschiedene  Deutnngen  hat  die  inorvTCCDöig  yetofAStQlag  erfahren, 
welche  Suidas  dem  Anaximander  zuschreibt.^)  Es  ist  wahrscheinlich,  dafs 
man  dabei  nicht  an  eine  geometrische,  sondern  an  eine  geographische 
Leistung  des  milesischen  Philosophen  zu  denken  habe,  nämlich  an  seine 
bildliche  Darstellung  der  Umrisse  von  Land  und  Meer. 

Es  ist  einerseits  zu  bemerken,  dafs  kein  anderer  Schriftsteller  eine 
geometrische  Arbeit  Anaximander's  erwähnt,  andererseits  mufs  es  auffallen, 
wenn  Suidas  die  erwähnte  geographische  That  mit  Stillschweigen  überginge, 
da  sie  doch  als  die  erste  ihrer  Art  im  Altertume  bekannt  und  berühmt  war. 

Einen  positiven  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  aufgestellten  Annahme 
bietet  eine  Vergleichung  der  auf  Anaximander  bezüglichen  Stellen  des 
Biogenes  Laertius  und  Suidas: 

Diog.  Laert.  11,  1:  Suidas  s.  y.  Anaximandros: 

^Avcc^tfiavö  Qog    IlQa^iudov  ^Av  a^lfiavö^o  g    IlQa'^iidov 

Mikriöto'g,    oixog  lq>€caMVj MiXriöiogy  g>iX66oq>ogj  övyyBviig  xal 

(liöriv  XB  tr^v  yf^v  nsia^ai,  a),  tUv-  fMdijxiig  %al  ducdoxog  Sakrixog,  ngcb- 

XQOV  xd^tv   ijtixovöav  ovöav  6q>atqo-  xog  S*  IcrifABQlav   d)  sHqs  xoi  xqo- 

eiSfj  ....  Eiqe   dk   nal   yv<o(Aova  %ag  c)  nuu  &QoXoyetcc  e),  xal  xiiv 


1)  M.  Cantob,  VorlesuDgen  üb.  Gresch.  d.  Math.  L  2.  Aufl.  Leipzig  1894, 
S.  135  f.  —  C.  A.  BsETSCHinsiDEK  (D.  Geometrie  u.  d.  Geometer  vor  Euklides.  Leipzig 
1870,  S.  62)  hält  sie  in  Übereinstimmiing  mit  Roth  (Gesch.  d.  abendländ.  Philos.  IT, 
S.  132)  für  eine  „bildliche  Darstellung",  einen  Abrifs  der  zeichnenden  Geometrie.  — 
Fb.  Bjlabs  (Fleckeisen's  Jahrb.  d.  kl.  Phil.  1872  (18),  S.  28)  meint,  von  einer  Schrift 
sei  keine  Bede,  sondern  nur,  dafs  Amaximakdeb  überhaupt  die  Grundlagen  der 
Geometrie  gelehrt  habe,  womit  nicht  viel  mehr,  als  nichts,  gesagt  sei.  —  F.  Tannebt 
(Geometrie  grecque.  Paris  1887,  p.  74  n.)  sagt:  j,L'  SZTjg  yBrny^exgCag  hnotvnmaiv 
i^Bi^Bv  doit  mns  doiUe  se  rapporter  ä  la  figwration  de  la  Terre  sur  une  mappe- 
monde,  gut  fut  Voeuvre  du  Miksien."  —  G.  Fbiedlein  (Zeitschr.  f.  math.  u.  nat. 
Unt.  1871  (2),  S.  344  f.)  übersetzt:  „Anaximandbb  zeigte  überhaupt  das  Bildliche 
der  Geometrie;  d.  h.  was  die  Figuren  der  Geometrie  bedeuten  und  wie  man  etwas 
geometrisch  nachbilden  kann."  Derselbe  (Beitr.  z.  Gesch.  d.  Math.  TL.  Hof  1872. 
S.  15):  „Er  gab  eine  bildliche  Darstellung  der  ganzen  Geometrie  heraus." 
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b)  jtQ&rog  xal  {(Sztiöev  iiti  x&v  öxio-  yv^v  iv  lASöaixdxoi  jisiö&ai  a),  ^yi»- 

^tjQCDV , , .  XQOTtdg  xs  c)  xal  iörnie-  {lova    x     siö'qyaye     b)    xal     Siwg 

qldcg  d)  crifialvovxa ^  xal  &Q0ö%67ti,a  yeoDfiexQlag    {fnoxvmo^tv   idei^iv 

e)  KaxeönsvaöB.   %al  yfjg  xol  ^aXaö-  f).  iy^cnffs  TUql  qwöBag,  yijg  tugMov 

iSrig  TteQliiex^ov  itQ&xog  lyqaijfev  Kai   TtBQi  x&v  iacluv&v   nal    cqndqttv 

f).    ^AkXa    xcri    üfputf^v    nateöxevaöej  Kai  aXXa  xiva, 
x&v    dh    oQeijKOvxayv    aix^    Tcenolrixai 
KifpaXaimdri  xijy  Ik^böiv  .  .  . 

Aus  dieser  Kebeneinanderstellung  der  zum  Teile  wörtlich  gleichlauten- 
den  Nachrichten  dürfte  hervorgehen,  dafs  wir  unter  yewfuxQlag  wunvnoHSig 
die  bildliche  Barstellung  der  Umrisse  von  Land  und  Meer  zu  verstehen 
haben,  jenen  nlva^  ysayyqagfiKog ^  den  Eratosthenes ^)  dem  Amaximakdeb 
zuschreibt. 

Es  könnte  der  Einwand  erhoben  werden,  ob  es  gestattet  sei,  das  Wort 
yBfOfisxQla  in  diesem  ungewöhnlichen  Sinne  zu  nehmen.  Diesen  Zweifel 
beseitigt  aber  eine  Stelle  Plutabgh's,  wo  die  Abbildung  der  Umrisse  von 
Land  und  Meer  geradezu  als  der  innerste  Kern  der  Geometrie,  iöxia  xijg 
yetofisxQCag^  bezeichnet  wird. 

Li  dem  Dialoge  de  fade  in  orhe  lu/nae  fragt  n&mlich  ein  gewisser  ab 
yacaiiixQrig  bezeichneter  Apollonides  um  die  Ansicht,  welche  Cleabcthus 
über  das  im  Monde  sich  zeigende  Antlitz  ausgesprochen  habe,  und  erhält 
folgende  Auskunft*): 


IJavxl  (i&XXov  Ayvoeiv  ^  öol 
9rpo(ifjxöv  iöxt  koyovj  &0fCBQ  iup^  iaxtag 
x^g  yenDiUTQlag  SqfM&fUvov'  kiyBt  yccQ 
aviiQ  ^l^ovag  igo%XQi%ag  Blvai  %al 
BiöfoXa  xf^g  fiBydXfig  d'aXdöihig  i^ 
(faivOfiBva   x^   öBkr^vfi   xb   KaXov(iBvov 


Jedem  könnte  es  eher  verziehen 
werden,  als  Dir,  eine  Ansicht  nicht 
zu  kennen,  welche  sozusagen  vom 
Herde  der  Greometrie  ausgeht.  Der 
Mann  sagt  nämlich,  dafs  das  soge- 
nannte Oesicht  (im  Monde)  nichts 
anderes  sei,  als  Spiegelbilder  and 
Ansichten  des  grofsen  Meeres,  welche 
im  Monde  sichtbar  sind. 


Es  dürfte  sonach  Anaximandeb  in  der  Geschichte  der  Mathematik 
ebensowenig  eine  Bolle  spielen,  als  einer  der  übrigen  ionischen  Natur- 
philosophen,  aufser  Tuales.  Denn,  wie  Diels^)  nachgewiesen  hat,  beruhen 
auch    die   Distanzzahlen,   die   Amaximander  seinen  Himmelsringen   gegeben 


2)  Stbabo  I,  1.  c.  7.     Ed.  Mein.  p.  8. 

3)  De  facie   in   orhe   hmae   920  f.    Mor.  ed.  Bbsvadakib  vol.  V.   Lips.  1893. 
p.  404.     (Ed.  DiDOT  p.  1127). 

4)  Arch.  f.  Gesch.  d.  PhiloB.  2,  S.  228  ff. 
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hat,  nicht  auf  geheimnisy oller  Arithmetik,  sondern  auf  einer  mystisch- 
poetischen Anschaumig,  auf  dem  Kulte  der  Dreizahl  und  ihrer  Vielfachen, 
und  dem  Bestreben,  das  Schema  dem  Auge  g^fWig  zu  gestalten. 


2.  Zn  Demokrii 

Plutargh^)  berichtet  über  eine  Untersuchung  Dehokrit's,  welche 
manchmal  als  die  erste  Spur  einer  Beschäftigung  griechischer  Mathematiker 
mit  den  Eegelschnittslinien  angesehen  wird.  Es  scheint  jedoch,  dafs  die- 
selbe ihren  richtigen  Platz  in  der  Geschichte  der  Infinitesimalgeometrie 
habe.^)  Der  Gegenstand,  um  den  es  sich  handelt,  ist  folgender:  Plutarch 
bekämpft  die  Sätze  der  Stoiker,  speziell  des  Chrysippüs,  welche  nach  seiner 
Ansicht  gegen  die  xoival  Iwoiai  verstofsen,  und  erwähnt  dabei  gelegentlich 
Folgendes: 


"Ext  rolvvv  oQa  tlva  xqonov 
ornj^inTfiB  2^ri(ioiiQlrm  y  dumoqoihrüi 
(pvöix&g  7UU  i7titv%&g ,  el  %&vog 
xi^kvoixo  na^  xiiv  ßadtv  iiuniday  xl 
2^  duxvostd^ai  xccg  x&v  Xfitiiidxmv 
iittq>avzlagy  töag  ^  icvUsovg  yi/yvo- 
(uvag'  avusot  (Uv  yaq  oiöai  x6u 
xcovov  &via(utXov  Ttagi^ovat^  TtokUcg 
caio^agd^ug  kccfißavovxa  ßa^^iondetg 
xcel  x^xvxrixag'  taow  d^  ovö&Vj  töa 
x(Ari(iccxa  iöxai  nuxl  q>avuxcii  xb  rotf 
TivXlvS^ov  Ttejtov^g  6  Ttövog,  l| 
iömv  Ovyif^lfiivog  xal  oix  &vUSfov 
xiJxAooV)  oitBq  iöxlv  &xon<oxatov.  iv- 
xav^a  dii  xbv  ^ti(i6%Qnov  iacoq>tii- 
vmv  ayvoovvxa  j^xicg  fniv  iitupotvelag^^ 
fpTiol  yyfirp:  ^öag  elvai  fti^r'  ov/tfovg, 
Svtötic  dh  xa  öfOfAoxa  x.  r.  l.^ 


Sieh,  auf  welche  Art  er  (Chry- 
Bippus)  dem  Demokrit  entgegnete, 
welcher  naturgemäfs  und  treffend 
untersuchte:  wenn  ein  Kegel  durch 
eine  Ebene  parallel  zur  Grundfläche 
geschnitten  wird,  was  ist  yon  den 
Flächen  der  Abschnitte  zu  sagen? 
werden  sie  gleich  oder  ungleich?  Sind 
sie  nämlich  ungleich,  so  werden  sie 
den  Kegel  uneben  machen  dadurch, 
dafs  er  viele  stufenförmige  Einschnitte 
und  Unebenheiten  erhält.  Sind  sie  aber 
gleich,  so  werden  die  Abschnitte  gleich 
sein  und  der  Kegel  wird  mit  der  cha- 
rakteristischen Eigenschaft  des  Cylin- 
ders  behaftet  erscheinen,  weil  er  aus 
gleichen  und  nicht  aus  ungleichen 
Kreisen  besteht,  was  ganz  ungereimt 
ist.*  Hier  nun  sagt  er  (Chrysippüs), 
Demokrit  als  unwissend  hinstellend, 
die  Flächen  seien  weder  gleich  noch 
ungleich,  ungleich  aber  seien  die 
Körper,  u.  s.  w. 


6)  De  communibus  notttiis  1079  e.     Mor.  ed.  Bebnadaxis,  yoI.  VI.  Lips.  1896, 
p.  342  f.  (Ed.  DiDOT  p.  1321). 

6)  Cantob,  1.  c,  S.  180.  —  Tanhert,  1.  c,  p.  123.  —  Allhann,  CHreek  Geometry^ 
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Man  kann  nicht  umhin,  die  Einfachheit  und  Klarheit  des  Beispieles 
anzuerkennen,  an  welchem  Demokrtt  die  Schwierigkeiten,  die  dem  Begriffe 
der  Stetigkeit  anhaften,  darstellt.  Zugleich  übertrifft  es  an  Exaktheit  weit 
die  sogenannten  Sophismen  Zeno's.  Femer  entnehmen  wir  dem  Bericht« 
Plütarch's,  dafs  Demokrit  diese  Schwierigkeiten  nicht  löste,  ja  vermutlich 
für  unlösbar  erklärte,  da  ihn  Chrtsippus  deswegen  als  unwissend  yerspottet^h 
Es  gewinnt  vielmehr  den  Anschein,  dafs  er  durch  die  aufgestellte  Alter- 
native die  unbegrenzte  Teilbarkeit  der  Baumgröfsen  als  ungereimt  erweisen 
wollte,  um  so  seine  Atomenlehre  fester  zu  begründen.  Dafs  er  sich  über- 
haupt mit  dieser  Aufgabe  beschäftigte,  beweist  der  Titel  einer  seiner 
Schriften:  tkqI  akoymv  yqaiAfiiov  aal  vaöxcbv  (über  irrationale  Linien  und 
das  Volle),  in  welcher  es  sich  wahrscheinlich  um  die  Beseitigung  der 
Schwierigkeiten  handelte,  die  der  Lehre  von  den  Atomen  (das  Volle,  va6z6if\ 
vom  mathematischen  Standpunkte  erwuchsen.  Denn  sowohl  die  unendlich 
dünnen  Platten,  in  welche  der  Kegel  zerschnitten  wird,  als  auch  die  Atome 
stellen  jenes  Mittelding  zwischen  dem  6v  und  jtii^  ov  dar,  welches  Leibku 
Differential  genannt  hat. 

Noch  eine  weitere  Schrift  Dehokrit's  dürfte  sich  mit  einschlägigen 
Fragen  beschäftigt  haben,  deren  Titel:  ite^l  diatpo^ilg  yvwfiovog  ^  Jf^l 
ilfccvöiog  kvkXov  nal  öfpatqag  (über  das  Hin<  und  Herbewegen  des  Gnomen 
oder  über  die  Berührung  eines  Kreises  und  einer  Kugel)  zu  besagen  scheint, 
dafs,  falls  ein  Schenkel  des  Gnomon  mit  dem  Durchmesser  einer  Kugel 
zusammenfällt,  der  andere  Schenkel  in  verschiedenen  Lagen  stets  Radius 
eines  die  Kugel  berührenden  Kreises  ist. 


Dablin  1889,  p.  81.  —  Zeuthbn,    Gesch.  d.  Math.,   Kopenhagen  1896,  S.  68f  — 
C.  Blasb,  De  Platone  maüiematico,  Bonnae  1861,  p.  8  sq. 

7)  Bekanntlich  griffen  auch  die  späteren  griechischen  Mathematiker  der- 
artige Probleme  nicht  direkt  an,  sondern  umgingen  die  Schwierigkeit  dm-ch 
eine  indirekte  Methode  (Ezhaustion).  Sie  vermieden  die  Annahme  einer  unend- 
lichen Teilbarkeit  und  gebrauchten  das  sogenannte  Axiom  des  ABcmiiEDEs:  Ist 
A  <^  B^  80  gibt  es  stets  ein  Vielfaches  von  Ä,  welches  gröfser  ist  als  B. 
Abchiuedes  bezeugt,  dafs  schon  Eudoxus  sich  dieses  Axioms  zur  Berechnung  des 
Volumens  der  Pyramide  und  des  Kegels  bediente.  (Abchimedis  op.  ed.  Heibkxg, 
Lips.  1880,  vol.  II,  p.  297;  vol.  I,  p.  11.) 


DEE  LOCULUS  AßCHIMEDIUS 

ODER 

DAS  SYNTEMACHION  DES  AECHIMEDES. 

ZUM   ERSTEN   MAL   NACH   ZWEI   ARABISCHEN  MANUSKRIPTEN 
DER   KÖNIGLICHEN   BIBLIOTHEK  IN   BERLIN   HERAUSGEGEBEN 

UND  ÜBERSETZT 

VON 

HEINRICH   SUTER 

IN    ZÜRICH. 


Einleitiing. 

Über  den  sog.  Loculus  Ärchimedius,  oder  das  älteste  nns  erhaltene 
Znsammensetzspiel,  das,  wie  eine  fieihe  anderer  interessanter  oder  schwieriger 
Probleme,  dem  Abchimedes  zugeschrieben  wird,  hat  man  bis  jetzt  nur  zwei 
lateinische  Quellen  gekannt.  Hbiberg  führt  in  seinen  Quaestiones  Ärchi- 
medeae^)  die  Stellen  des  Marius  Victorinus  and  des  ÄHlius  Fortuna- 
tianus  über  diesen  Gegenstand  an;  diejenige  des  Erstem  heilst:  „tU  üle 
loculus  Ärchimedius  e  quattuordedm  crustis  ehurneis  mtnc  qwidratis  nunc 
trianffulis  nunc  ex  utraque  ^eci€  varie  figuraüs  velut  quibusdam  membris  artis 
siruendae  causa  campositus  prodiiur;  nam  ut  in  ttto  praefinito  ac  detertninato 
crustarum  numero  muUipUH  earundem  variatarum  speeie  nunc  navis  nunc 
gladius  nunc  arbusciüa  et  si  qua  alia  figurantur  etc."  Ganz  ähnlich  lautet 
die  Stelle  des  zweiten  Autors. 

Griechische  und  arabische  Stellen  über  dieses  Archimedische  Problem 
hat  man  bis  jetzt  nicht  aufgefunden,  die  Abhandlung  selbst  aber  existiert 
noch  arabisch  in  zwei  Codices  der  kgl.  Bibliothek  zu  Berlin,  bezeichnet  mit 
Mf.  258  und  Mq.  559,  im  Codex  960  der  Bodleianischen  Bibliothek  zu 
Oxford *)  und  in  einem  solchen  der  Bibliothek  des  India  Office  zu  London.') 
Die  beiden  Berliner  Codices  habe  ich  in  der  Biblioth.  mathem.  Jahrg.  1898, 
p.  73 — 78  beschrieben,  worauf  ich  den  Leser  hiemit  verweise;  im  erst- 
genannten Codex  ist  unsere  Schrift  die  28.  (fol.  368^ — 370*),  im  zweiten 
Codex  die  10.  Abhandlung  (fol.  224^—225*').  In  den  Noten  zum  arabischen 
Text  bedeutet  A  das  erste,  B  das  zweite  Manuskript.  Da  der  Text  gar 
keine  Schwierigkeiten  bietet,  so  habe  ich  auf  eine  Kollation  mit  den  Mss. 
zu  Oxford  und  London  verzichtet. 


1)  Kopenhagen,  1879,  p.  43  f. 

2)  Der  erste  Band  des  Catai.  cod.  mss.  Orient,  hibl.  Bodl.  a  Jöh.  üri  con- 
fectus,  Ozon.  1787,  enthält  keine  Notiz  über  dieses  Ms.,  erst  im  zweiten  Bande, 
von  N1C01.L  und  Pdskt  herausgegeben,  findet  sich  dasselbe  p.  608  unter  den 
„Äddenda  et  Corrigenda"  erwähnt,  es  schliefst  sich,  2y,  Seiten  stark,  unmittelbar 
an  die  1.  Abhandlung  des  Codex  960  an,  die  die  Sphära  des  Autolycus  enthält; 
diese  Angaben  verdanke  ich  Herrn  Bibliothekar  A.  Cowi.et  in  Oxford. 

3)  A  Cataiogue  of  ihe  arabic  mannscr.  in  the  library  of  the  India  Office,  by 
O.  LoTH,  London  1877,  p.  298,  No.  1043,  X. 


494  Heinrich  Suter: 

Dieses  älteste  Zusammensetzspiel,  das  wir  kenneD,  trägt  im  arabischen 
Text  den  Titel  „die  Figur  sitemüschion^\  oder  (am  Schlüsse)  „sttemäsrhion^^ 
woraus  bis  jetzt  nichts  gemacht  werden  konnte;  ich  zweifle  nicht  daran, 
dafs  gelesen  werden  sollte  „sinfemäschion",  und  dafs  damit  das  griechische 
Wort  ^^syntemachion*'  gemeint  ist^);  temachion  heifst  „kleines  abgehauenes 
Stück,  Schnitzel",  also  syntemaclmn  =  Zusammensetzung  von  Schnitzeln. 
Allerdings  ist  spntemachion  eine  eigentümliche  Bildung,  eine  Analogie  dazn 
bietet  aber  vielleicht  das  Wort  „synoikia'%  d.  h.  ein  Haus,  wo  viele  Familien 
zur  Miete  zusammenwohnen,  oder  auch  ein  Komplex  von  aneinander  ge- 
bauten, oder  nahe  zusammenstehenden  Häusern. 

Über  das  Alter  der  arabischen  Übersetzung  wissen  wir  leider  nichts; 
die  Abschrift  in  Cod.  A  datiert  aus  dem  Jahre  1651,  diejenige  in  B  ist 
c.  60  Jahre  älter,  beide  sind  sehr  wahrscheinlich  von  einem  und  demselben 
altem  Manuskripte  abgeschrieben. 


Übersetznng. 

Im  Namen  Gottes  des  Barmherzigen  und  Gnädigen!  [oh]  mein  Herr, 
verleihe  [mir]  Erfolg,  und  mache  es  [mirj  nicht  schwer! 

Das  Buch  des  Archimedes  über  die  Teilung  der  Figur 
sitemdschion"^)  in  vierzehn  zu  ihr  in  (rationalem)  Verhältnis 
stehende  Figuren.  Wir  zeichnen  ein  Quadrat,^)  es  sei  dies  ABGT)^ 
halbieren  BG  in  E^  errichten  EZ  senkrechf'auf  BG,  ziehen  die  Diagonalen 
AG^  BZ  und  Z6r,  halbieren  ebenfalls  BE  in  IT,  und  errichten  HT  senk- 
recht auf  BE\  dann  legen  wir  das  Lineal  an  den  Punkt  H  und  visieren 
nach  dem  Funkt  A  und  ziehen  HK^  halbieren  ^X  in  M  und  ziehen  J?Jf, 
so  ist  das  Rechteck  ilJ^  in  sieben  Teile  geteilt.  Hierauf  halbieren  wir  GD 
in  N^  ebenso  ZG  in  C,  ziehen  EC^  legen  das  Lineal  an  die  Punkte 
B  und  C  an  und  ziehen  CO,  ziehen  noch  CN^  so  ist  auch  das  Bechtet^k 
ZG  in  sieben  Teile,  aber  auf  andere  Weise  als  das  erste,  geteilt,  mithin 
das  ganze  Quadrat   in  vierzehn  Teile.     Wir  beweisen  nun,  dafs  jeder  der 
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4)  Das  griech.  %  wird  gewöhnlich  arab.  durch  „8ch**  wiedergegeben,  ich  er- 
innere an  „Arschimtdes**  für  ,,Archimede8*\ 

6)  Ahlwabdt  liest  „sitom&schion",  der  Vokal  nach  t  ist  willkürlich,  da  da? 
Wort  im  arab.  Text  nicht  vokalisiert  ist. 

6)  Der  Text  spricht  allerdings  nm*  von  einem  Parallelogramm,  in  welchem 
AD  =  DB  sein  soll,  also  von  einem  Rhombus,  allein  der  Verlauf  der  Daratellunz 
zeigt,  dafs  die  Figur  ein  Quadrat  sein  soll;  immerhin  gilt  die  ganse  Ableitaog 
für  jedes  beliebige  Parallelogramm. 


Der  Locnlus  Archimedius  oder  das  Syntemachion  des  Archimedes.       495 


vierzehn  Teile  znm  ganzen  Quadrat  in  rationalem^)  Verhältnis  stehe.  Weil 
ZG  die  Diagonale  des  Rechtecks  Zfr  ist,  so  ist  Dr.  DZG  die  Hftlfte  dieses 
Rechtecks,  also  ein  Viertel  des  Quadrates;  aher  Dr.  GNC  ist  ein  Viertel 
von  Dr.  DZGy  weil,  wenn  wir  EC  verlängern,  es  in  den  Punkt  J)  trifft, 
und  dann  also  Dr.  GI)C  die  Hftlfte  des  Dr.  DZG  und  gleich  den  heiden 
Dr.  GNC  und  DNO  zusammen  ist; 
also  ist  Dr.  GNC  =  ^^  des  Qua- 
drates.  Wenn  wir  nun  femer  an- 
nehmen, die  Linie  0  C  sei  nach  dem 
Punkte  B  gerichtet,  wie  sie  in  der 
That  auch  gezeichnet  wurde,  so  ist 
die  Linie  NC  parallel  zur  Seite  BG 
des  Quadrates,  resp.  des  Dr.  OBG^ 
also  hat  man  die  Proportion: 
BG  :  NC  =  GO:  NO-,  es  ist  aher 
BG  das  Vierfache  von  NC^  also 
auch  GO  das  Vierfache  von  JVO, 
deshalh  ist  nun  GN  das  Dreifache 
von  NO   und   das   Dr.  GNC   das 

Dreifache  von  ONC'^  da  aber,  wie  wir  gezeigt  haben,  Dr.  GNC  =  ^  des 
Quadrates  ist,  so  ist  Dr.  ONC  =  ^^^  des  Quadrates.  Weil  femer  Dr. 
GDZ=^\^  des  Quadrates  ist  und  deshalb  GNC=  ^  desselben  und  Dr. 
NCO  =s  4^j5j  desselben,  so  bleibt  fftr  das  Viereck  DOCZ  =  ^  der  Quadrat- 
fläche übrig.  Nach  der  Voraussetzung^)  geht  ferner  die  Linie  NC  (ver- 
längert) durch  den  Punkt  F^  und  es  wäre  CF  parallel  zu  GE^  also  hat 
man  die  Proportion:  EG  :  CF  ==:  EQ  :  CQ  =  GQ  :  FQ-,  weil  nun*) 
EQ  =  2CQ  und  GQ  =  2FQ^  so  ist  Dr.  EQG  das  Doppelte  jedes  der 
beiden  Dr.  GCQ  und  EFQ-,  es  ist  aber  klar,  dafs  Dr.  EGZ  =  2  Dr.  EEG 
ist,  weil  ZE  =  2 FE  ist;  das  Dr.  EGZ  ist  aber  ==  \  des  Quadrates,  also 
Dr.  EEG  =  i  desselben,  dieses  (Dr.  EEG)  ist  aber  das  Dreifache  jedes 
der  beiden  Dr.  EFQ  und  GCQ^  also  ist  jedes  dieser  beiden  Dr.  =  ^4^ 
des  Quadrates  AG^  und  das  Dr.  EGQ  ist  das  doppelte  jedes  der  beiden 
Br.  EFQ  und  GCQ,  also  ist  es  =  j^  des  Quadrates.  Weil  femer  ZF  =  EF 
ist,  so  ist  Dr.  ZJPÖ  =  Dr.  EFG-,  wenn  wir  nun  Dr.  GCQ  =  J)r.  EFQ 
wegnehmen,  so  bleibt  Viereck  FQ CZ  =  J)r,  EGQ,  also  ist  auch  Viereck 


VjB 


n£ 


7)  Hier  ist  das  „rational*'  im  Text  wirklich  ausgedrfickt,   während    es   am 
Anfang  und  am  Schlüsse  fehlt,  weshalb   ich  das  Wort  dort  eingeklammert  habe. 

8)  Besser  wäre  ,,Konstraciion". 

9)  HierfAr  sollte  stehen:  „Weil  nmi  EG  »  20 F,  so  ist  auch  EQ  etc." 
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FQCZ  =^  ^j  des  Quadrates  ÄG.  Wir  haben  nun  das  Rechteck  ZG  in 
sieben  Teile  geteilt  und  geben  ilun  zur  Teilung  des  andern  Rechtecks  über. 
Weil  BZ  und  EO  zwei  parallele  Diagonalen  sind,  und  ZF  ^s=^  EF  ist^  so 
ist  Dr.  ZLF=  EFQ,  mitbin  Dr.  ZLF=^  des  Quadrates  ÄG.  Weil 
BH=  HE  ist,  so  ist  Dr.  BEZ  das  Vierfache  des  Dr.  BHT,  denn  jedes 
derselben  ist  rechtwinklig^^);  da  aber  Dr.  BEZ  »s  ^  des  Quadrates  ABGD 
ist,  so  ist  Dr.  BHT=  ^  desselben.  Nach  unserer  Voraussetzung  (Kon- 
struktion) geht  femer  die  Linie  HK  (verlängert)  durch  den  Punkt  A^  also 
hat  man  die  Proportion:  AB  :  HT  =  BK  :  KT-,  es  ist  aber  AB  =2 ET, 
also  auch  BK  =  2XT,  mithin  BT  =  3XT,  also  ist  Dr.  BHT  das  Drei- 
fache des  Dr.  KHT\  weil  aber  Dr.  BHT  »»  ^  des  ganzen  Quadrates  ist, 
so  ist  Dr.  KHT  =  ;j^^  desselben.  Ferner  ist  Dr.  BKH  das  Doppelte  des 
Dr.  KHT,  also  =  ^j  des  Quadrates.  Da  weiter  BL=  2ZIA^)  und 
^iy  =  2XF")  ist,  so  ist  Dr.  ABL  das  Doppelte  des  Dr.  ALZ  und 
Dr.  ALZ  das  Doppelte  des  Dr.  ZXF;  weil  aber  Dr.  ZLF  (=  EFQ)  =  ,V 
des  ganzen  Quadrates  ist,  so  ist  Dr.  j4XZ=  ^  desselben,  also  Dr.  ABL=\., 
es  ist  aber  Dr.  ^^ilf=Dr.  BML^  also  jedes  dieser  beiden  Dr.  =  ^V 
des  Quadrates.  Es  bleibt  noch  übrig  das  Fünfeck  LFEHT  =  der  Hftlfle 
eines  Sechstels  mehr  der  Hälfte  eines  Achtels  des  ganzen  Quadrates  (also 
=:  -^  desselben).  Wir  haben  also  auch  das  Rechteck  ^^  AE  m  sieben 
Teile  geteilt,  mithin  ist  die  ganze  Figur  ABGD  in.  yierzehn  Teile  geteilt, 
welche  zu  ihr  in  (rationalem)  Verhältnis  stehen,  und  das  ist,  was  wir  (be- 
weisen) wollten.  —  Beendigt  wurde  das  Buch*^')  des  Arciiimedes  über  die 
Figur  siiemdschwn  am  Montag  den  6.  Rabi'  L  1061   (März  1G51). 


Arabischer  Text 


^IS^  yZs,    SLjU^L^    ^jjMulihn.}    vLmm    JJL^    lU^^    ^   ^j«^ Ju«di£;^l    s^bS 


O^J  O^V'  (8ic)»Ak  ^ßy^  f'iUI  Jwu^  ")Io  ^Ui&  Jaisvi  aJ  Syi-^Lu 


10)  Diese  Begrüodang  ist  unvollständig. 

11)  Fehlt  die  Begründung  durch  eine  Proportion  wie  vorher. 
18)  ^  und  JS  haben  ,,Quadrat'*. 

13)  D.  h.  die  Abschrift  desselben. 
1*)  A^. 
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,^^^-üUajLj  J^  ^Liü  j^  JLCäI  5üu-*o  ^Xö!*I  ^jly^l  »f  1^^*-^  ^  e)y^ 

^)auk  ^JJI  fX&^l  ^jfyuJl   '')f-4i>  e)J^J>'  Jl^^'  **->-*?  f^^^ 

'')7J  >ä  ^^  ^Xi>:il  ^jlyuJf  JJLäJI  ^a^  if  L^  v^fciAa  slm^  ^ÜLä 
^^  jJJJ^  »-Ms^  s^iöi  ~3  ^Jä.  ^^  ~  ^  ^Xs.^1  ^^(yuJI 
U^  ^  viJÄ^  f?^  ^  Z^  o^  O^y  r^^'  f  ^^'  yjßj^^  f^j 

kJlao^  Ü^^^   viJbU  y2).y^  "^  ^^^°^  J^  f^5  »iUÜCU^f    Jjt   ^jo9  LtÄ-ji^l   ^I 


Ujl^  rj^'  ^  L^o  -'^^  o>^  ^j  ^oJ'  }fS"i  V  siLAi  ü  ls>a^  c^^ 

»-t— ^  (J^O  ^'  ^^  ^^-**^  u>^  S^  f*^  J^j  f ^^  ^^>^  f '^^  ^^^^ 
JU*I  Jüu^l  ^  Jai^  ^  Joi^  Jbul  ?u^^l  ^  h^  ^^  fö  ^'  fi 
JUA3  ;;,^  cJi^j  ^  Jai^  Jbul  8äI3  ~  Jai.  ^JJ  ^^^  ^  iai. 
^^  }u^  ^y»  *jÄ.  ÄJi  ^^  J3  ^>>e)s  siJU^  Q^j  f  e)ü^  ^^^^  'J'^' 
er*  '"J^  f L^o  ^^>^  ^"^  Kiyy^  fiU?"il  v^jl^xjl  ö^  ^^  I-jä. 
j^^  .-Ui^  ^y^  o^vi  JsJt  ^JJI  fX^^il  v^jlyJI  ^y^  crw^'j  '^^ 

16)  A  Ujtj .         16)  B  Ra^j  .         17)  A  jbfii  .         18)  A  ^^^^öfli  .        19)  Hier 

ist  in  A  und  B  wahrscheinlich  JJLmJI  ausgefallen.         20)  Fehlt  in  B.         21)  A 

und  B  J^  .  22)  B  «.1 .  28)  A  und  B  \j^^^  24)  A  und  B     -fijj  . 

25)    A^. 

Abh.  xur  QeBoh.  d.  Mathem.    IX.  32 
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^^    iai-  U«l    ^)^j^j    fX6:JI   v^jJ>iJ{    O^vl    fA*^    u-^>--    f^' 


^^   er*  ^^b  ^   '^)^^  2:^  ^^^^^^  ^-*^   ^'^v^   "^^   ^^ 


^^'  o^  '')*j^  L^^s  ^"^  ^5^^  cr^'^^^^'j  J^  u^v^r  ^-^ 


s^jlr^'  •>5:vt  ^  j-Ä*  ^-1  ^^  ^)-^  ^^«  ,iJÄ^  ^^^  OFiFO 


j^^I  p^t  8U*m3  ^  JcÄ-Ü  j,.3   (siciJüLuMJI    ^    ^y  ^0>*^»^'  *>23    ^)r* 

>5u  sjjj  siUsu^  o»  JÄ^  wij  **)e)^  o^jly^  e)'j^  v^»  jv  o^ 
^^  i?^v  s:>Ji^  JlAtl  &*jf;t  J»v  v^i^JiÄ^  o^  z^  ^z^  a^j  f X^^f 


f Xw,^l  ^j|y:JI  o^vl  ^^  j»v  c:^Aä^  cA  ^^^jii  ^U  U^ju  .x>I^  Jj 


26)  A  d^j^.         27)   A  JüU^.         28)  Fehlt  in  A  und  B.  29)  Zwischen 

^yüj  und  w5»  fehlt  in  A  und  B:  Uait  ^^^^  O^  ^^^iSU  ^.       30)  A  ^^ÄbU, 
B  JwU ;  ^J^  =  Akk.  Dual,  von  JJU  =  das  Doppelte  von,  statt  ^e*^  ^1)  A 

und  B  ^^^  .       32)  A  f -ja.  .      33)  A  und  B  ^^^JbU .        34)  A  f*jÄ. .         35)  Fehlt 


in  A  und  B.  36)  Zwischen  9>sO  und  ^yA  fehlt  in  A  und  B:  LufiJI  loL  oder 

etwas  ähnliches.       37)  A  ^^9.       38)  A  und  B  U^Lmw«  .        39)  A  und  B  ^^ 


40)  ffier  folgt  in  A  und  B:  ^j\yuH  ^1  ^  yÄt  ^^f  ^  -ja-  -^»  ^^ 
cX^^t,  was,  wenn  es  überhaupt  nötig  wäre,  vor  ^y^f^  stehen  sollte.  41)  Ä 
und  B  oJLoÄsf .  42)  Hier  sollte  wohl  ein  »  stehen  und  das  r)J^  ^^^  ^^j 
nach  wis.         43)  A  und  B  l^j^. 
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^)^yii^  ^Xö^JI  v^jlyuJf  o^vl  {y^  j-Ä^  RiuN*,  ^  l'jÄ*  ^yCa  i»v  cJlsu3 
ojj  U/  ^Xi^:*l  v^jlyuJI  o^vJ  er*  y^  '^^  er*  ''-fr  ^c^  '•^^'^  cr^^ 


^«fv  s^^-li^j  ^^vJ  er*  '*-fr  a^>?'j  ^"^  er*  ''J^  ^^^  .^^A^^  Lu? 

.(^V  v^Ji^  «i^9'-b  «^JbC4 


^yübu  ^  s^^\^  ys^  J,.v  .^-iÄ^  J^  ^*)rvl  ^>J^j  ")['^svl  o^l  a-->^ 


^jlyuJt    JjL^t    ^A*^    ^    ^^    %.Mij    (j^r^Xw     u&^iAi     cX^^I    SU^^J^I 


©  J.U  »jum  J^"5J 

44)  A  ^yi^  .         45)  Fehlt  in  A.         46)  A  ^^^xJLU ,    B  ^JiSjk .         47)  Steht 

von  nun  an  statt  ^^LX«            48)  Fehlt  in  A.  49)    A  Ojl .          50)  A  |*  J ; . 
51)  Fehlt  in  A  und  B.        52)  B  \y>A . 
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LES  *EXCEßPTA  EX  M.SS.  R.  DES-CARTES> 


PAR 


FA.XTL  TANNERY 

A   PANTOI, 
DIRBCTEUR    DK    LA    MAMUFACTUBB    DBB    TABACB. 


1.  Les  Fragments  math^matiqaes,  imprimes  poar  la  premiere  fois,  sous 
le  titre  ci-avant,  a  la  fin  du  volume  B.  Descartes  Opuscula  posthuma, 
physica  et  mathematica  (Amstelodami,  Ex  Tjpographia  P.  et  J.  Blaeu. 
Frostant  apad  Jakssonio-Waesbergios,  Boom,  et  Goethals.  M.DCCI),  n'ont 
guire,  malgre  le  nom  de  leur  aateur,  attire  jnsqu'a  present  Tattention  des 
mathematiciens  ni  de  leurs  historiens.  Cette  indifference  s'explique  par  la 
difficulte  qn'il  7  a  en  realite  a  se  debrouiller  au  milieu  d'un  texte,  d'une 
part,  compose  de  notes  qui  n'avaient  Jamals  ete  destinees  a  l'impression, 
et,  de  Fautre,  passablement  defectueux,  tant  par  les  fautes  tjpographiques 
dont  il  fourmille,  que  par  Celles  qu'on  doit  imputer  au  copiste  qui  a  transcrit 
rautographe*). 

Amene  a  etudier  ces  fragments  pour  en  donner  une  nouvelle  edition 
dans  les  (Euvres  de  Descartes  actuellement  en  cours  de  publication, 
j'estime  qu'ils  peuvent  donner  matiere  a  une  analyse  ofirant  quelque  in- 
teret.  Sans  apporter,  bien  entendu,  des  reyelations  inesperees,  cette  etude 
peut  foumir  des  details  historiques  curieux,  et  jeter  un  peu  de  lumiere 
sur  les  dessous  ignores  de  la  mathematique  de  Descartes. 

2.  Avant  tout,  il  Importe  de  preciser  autant  que  possible,  le  yeritable 
caract^re  de  ces  fragments. 

Les  Premiers  editeurs,  dans  leur  Praefatio,  ne  donnent  aucun  renseigne- 
ment  sur  la  fa9on  dont  ces  Excerpta  auraient  ete  tires  des  Manuscrits  de 
Descartes.  Us  emettent,  sans  insister,  Tidee  que  Ton  pourrait  j  voir  soit 
une  partie,  soit  un  echantillon  d'un  ouvrage  plus  ou  moins  considerable, 
comme  YÄlgdhre  ou  comme  VIntroduction  ä  la  Geometrie  mentionnees  par 
Baillet  (dans  sa  Vie  de  Monsieur  Descartes).  Us  ajoutent  enfin,  ce  dont 
on  ne  pourrait  guere  se  douter,  que  les  premieres  pages  ont  ete  corrigees 
ä  Viro  quodam  harum  rerum  peritissimo,  lequel  j  aurait  meme  ajoute 
deux  fignres. 

II  faut  ecarter  absolument  Thypothese  4mise.     A  la  verite,  il  j  a  eu 


1)  II  y  a  notamment,  sans  compter  diverses  omissions,  d^assez  fr^quentes 
transpositions ,  provenant  sans  doute  de  rintercalatioo ,  a  une  maaYaise  place, 
d^additions  marginales. 
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une  Algebre  de  Descabtbs.  II  en  parle  ainsi  dans  sa  Correspondanoe 
(lettre  a  Mersenne,  ecrite  vers  le  25  janyier  1638;  ed.  Clebselier,  i.  II, 
p.  370 — 371):  «Je  ne  ferois  nulle  difficulte  de  luy  envoyer  (a  Mjdorge) 
ma  vieille  Algebre,  sinon  que  c'est  nn  ecrit  qai  ne  me  semble  pas  munter 
d'estre  vu;  et  pource  qu'il  n'j  a  personne  que  ie  S9ache  qui  en  ait  de 
copie,  ie  seray  bien  aise  qu'il  ne  sorte  plus  d'entre  mes  mains.»  D'i^^res 
l'Inventaire  des  papiers  de  Descartbs,  faU  ä  Stockholm,  le  14  f^vrier  1650\ 
on  retrouya  a  la  mort  du  philosophe,  dans  ses  coffires,  nn  petit  registre 
in-8,  qui  fat  cote  D  et  «oii  il  sembloit  avoir  ecrit  ponr  son  nsage  une 
introduction  contenant  les  fondements  de  son  algebre,  en  155  pages».  Cetait 
un  travail  dont  il  avait  donne  jadis  une  copie  a  Isaac  Bebcman'),  de 
meme  qu'il  lui  avait  offert  son  traite  de  Mtisica]  ce  devait  etre  avant  1620, 
c'est  a  dire  avant  Tepoque  oii  Descabtes  con9ut  le  plan  de  sa  meihode 
et  commen9a  a  Fappliquer  aux  mathematiques.  La  decouverte  de  ce 
manuscrit  perdu  n'aurait  probablement  qu'un  m^diocre  interet  pour  rbisioire 
des  idees  de  Tauteur  de  la  G6omdtne^), 

Quant  a  Y Introduction^  envoyee  par  Descabtes  a  Mebsenne,  partie  le 
27  mai,  partie  le  13  juillet  1638,  c'4tait  ToBuvre  d'un  «gentilhomme  de 
tres-bon  lieu»  (Godefroy  de  Habstbecht?);  on  en  a  retrouve  une  copie 
dans  les  papiers  de  Leibniz,  et  eile  a  ete  publiee  par  M.  Henri  Adaji, 
dans  le  Bulletin  des  Sciences  McUhemcUiques  en  1896,  sous  le  titre:  Ckdaü 
de  Mons,  Descabtes.  Celui-ci  a  afOrm^  a  diverses  reprises  n'avoir  pas 
pris  part  a  la  redaction  et  ne  Tavoir  pas  corrig^e;  mais  il  a  du  foumir 
les  exemples,  notamment  le  lieu  plan  de  Febmat  et  le  probleme  de  la 
Sphere  tangente  a  quatre  sph^res  donnees.  Peut-etre  l'exemplaire  manuscrit 
(en  six  cahiers)  retrouve  dans  les  papiers  de  Descabtes  (cote  P)  don- 
nait-il  une  suite  qu'il  serait  plus  interessant  de  retrouver  que  <la  vieille 
Algebre». 

Mais  Vlnventaire  precite  mentionne,  sous  la  cote  B,  un  registre  relie 
<dans  lequel  il  y  a  peu  de  choses  escriptes  et  en  divers  endroits.  An 
premier  feuillet  deux  pages  sont  escriptes  sous  ce  titre  De  nwmeris  irra' 
tioncUibus.  Le  premier  feuillet  porte  en  teste:  Ex  quantüate  Unearum  quae 
in  dato  circulo  inscripUß  stmt,  quantitatem  circumferentice  cui  dat<B  lineee 
subtendu/ntur  cognoscere.  Suivent  onze  feuillets  contenant  diverses  pro- 
positions  et  demonstrations. »     Ulnventaire  continue  Tanalyse  detaiUee  du 


2)  Publik  par  M.  Gh.  Adam  dans  la  Bevue  intematumale  de  VEnseiffnemeiUy 
du  15  Novembre  1894. 

3)  Lettre  ä  Beecman  du  17  Octobre  1630  (Clebs.  II,  p.  60). 

4)  n  eemble  clair  qae  Mtdobob  connaiBsait  Texistence  de  ceite  Alff^bre  ponr 
Tavoir  vue  entre  les  mains  de  Descabtes  avant  1629. 
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mannscrit  qui  contenait  des  matieres  de  tontes  sories,  et  notamment  nn 
debut  d'onyrage,  Tho/umafdis  Uegia,  ^bauche  avant  1629. 

Or  les  Excerpta  d^bntent  precisement  par  le  titre  ci-dessas  Ex  quatir- 
tit(xte  linearum  etc,^)^  et  les  17  pages  petit  m-4^,  qn'ils  occupent  dans 
l'edition  de  1701,  semblent  bien  correspondn  an  plus  aux  13  fenillets 
inath^matiques  formant  le  d^bat  du  registre  B.  II  est  donc  probable  qne 
le  copiste  de  la  piece  envojäe  aux  Blasu  n'a  nuUement  d^pouille  les  divers 
manuscrits  de  Desoartbs  pour  j  choisir  ce  qu'il  j  ayait  de  plus  inter- 
essant an  point  de  rue  mathematique^).  11  a  eu  entre  les  mains  le  registre  B, 
il  a  copie  le  commencement,  s'est  arrete  au  premier  fragment  non  mathe- 
matique,  et  n'a  meme  pas  cherche  plus  loin  pour  grossir  les  pr^tendus 
Excerpta,  car  on  n'y  retrouye  point  ce  qu'indique  encore  l'inventaire 
pour  le  meme  registre  «Deux  feuillets  .  .  sur  le  problbme  de  trouver  un 
nombre  dont  les  parties  aliquotes  sont  doubles.  —  Une  page  de  paraholis 
cofnposiHs  —  Trois  de  partibtis  cUiqttotis  numerorum.  —  Trois  de  questions 
de  nombres.> 

3.  Ce  point  eclairci,  il  faudrait  determiner  la  date  approximatire  des 
iragments  tris  diff^rents  qui  composent  les  Excerpta.  A  cet  egard,  il 
faut  mettre  a  part  le  premier  et  le  demier  qui  doivent  etre  ant^rieurs 
aux  intermediaires,  et  sont  d'ailleurs  les  plus  consid^rables;  Tun  traite  du 
calcul  des  lignes  trigonometriques,  Tautre,  relatif  aux  ovcUes  dites  de  Des- 
c AKTES,  est  evidemment  anterieur  a  la  Geometrie;  j'estime  meme  qu'il  re- 
monte  avant  1629,  et  a  Tepoque  ou  Desgartes,  d^ja  en  possession  de  la  loi 
de  la  refraction,  etudiait  raath^matiquement  la  question  de  la  forme  des 
lunettes  avant  de  passer  a  Tappücation.  Quant  au  premier  fragment,  il 
me  semble  aussi  avotr  et^  provoque  par  cette  meme  question  de  la  refraction, 
pour  le  calcul  des  sinus.  Descartes  aura  commence  a  developper  ses  id^es 
a  deux  pages  di£ferentes  de  son  registre;  plus  tard  il  aura  rempli  Tinter* 
valle  par  des  notes  auxquelles  on  peut  assigner  une  date  posterieure,  et 
dont  la  demiere  est  meme  des  demiers  temps  de  sa  vie. 

Voici  en  effet  la  serie  de  ces  notes: 

a.  Enonce  du  theoreme  de  Fermat  sur  la  possibilite  de  decomposer 
tout  nombre  en  n  polygones  de  n  cotes^.  Cette  proposition,  envoyee 
a    Mersenke    Saimte-Croix   vers    Beptembre    1636    {(Euvres   de   Fermat, 


6)  Avec  cette  seule  diffärence  qu'on  lit  arcus  au  lien  de  circwnferentiae. 
C'est  lä  probablement  mie  des  corrections  du  Vir  perüissimus. 

6)  Ainsi  il  n'a  rien  tird  des  16  feuillets  (cote  M)  des  Progymnasta  de  Soli- 
dorum  elementis  pablids  pour  Folcheb  de  Cabeil  en  1860.  Voir  les  Vorlesungen  de 
Cahtob,  n,  p.  625—626. 

7)  Cf.  Cahtob,  Vorlesungen,  II,  p.  707. 
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U,  p.  65),  fut  commaniqu^  a  Descärtes,  saus  nom  d'aatenr  et  de  la 
parfc  de  Sainte-Crou,  en  joillet  1638.  Elle  frappa  singolierement  le 
philosophe,  qni  avona  a  Mebsenne  en  jager  la  d^monstration  trop  difificile 
pour  oser  enireprendre  de  la  ebercher.  Son  inscription  sur  le  registre  B 
remonte  probablement  a  cette  date. 

b.  Demonstration  algebiiqne  de  la  proposition  connue  des  anciens,  qne 
si  t  est  nn  triangle,  8  ^  -f-  1  est  an  carre.  Cette  note  a  da  etre  inscrite 
en  meme  temps  qae  la  precedente,  comme  resaltat  des  premieres  reflexions 
de  Descartes  sar  la  qaestion,  avant  qa'il  Teat  abandonnee.  Bemarquons 
qa'il  avait  da  etadier  plas  ou  moins,  dans  sa  jeunesse,  Diophante  d  apres 
la  tradaction  de  Xylandbr;  mais  il  ne  connait  pas  celle  de  Bachet,  ei 
depois  1620,  il  ne  s'est  pas  occape  des  qaestions  numeriqaes  EUes  sont 
presqae  neaves  poar  lai. 

c.  Bigles  poar  calcaler  la  somme  des  parties  aliqaotes  d'an  nombre 
d'apres  sa  composition.  —  Le  9  janvier  1639,  Descartes  ^rit  a  Frenicle 
qu'il  n'y  avait  pas  un  an  qa'il  ignorait  ce  qu'etaient  les  parties  aliqaotes. 
De  fait,  la  premiere  lettre  oü  il  montre  qa'il  les  conniut^  est  oelle  da 
31  Mars  1638,  a  Mersenne,  oa,  poar  son  debat,  il  retroave  la  regle  de 
Thabit-ben-Corrah  poar  la  formation  des  nombres  amiables  (Clers.,  IIT, 
p.  408).  Mais,  comme  noas  Tayons  indiqae  plas  haat,  Descartes  avait 
consigne  dans  son  registre  B,  a  d'aatres  places,  des  rechercbes  sor  les 
parties  aliqaotes  qai  ne  figarent  pas  dans  les  Excerpta.  La  presente  note, 
r^samant  les  fondements  essentiels  de  ces  rechercbes,  peat  donc  etre  poste- 
rieure  aax  precedentes,  mais  eile  doit  etre  de  la  meme  annee. 

d.  Solation  d'ane  question  elementaire  d'analyse  ind^terminee.  Troaver 
an  cabe  dont  la  somme  avec  an  carre  fasse  an  carre.  Descartes  donne 
deax  solations  nameriqaes: 

24»  4-  10*  —  1181       3»  +  3«  —  6*, 
et  ajoate: 

«N.  B.  Inveni  solutionem  facillimam  x^'\-xx  X)  aaxx;  ergo  x  -\-\  joaa 
et  XX)  aa — 1.     Hinc  infiniti  inveniuntar.» 

La  solation  generale  aarait  pa  etre  donnee  d'apres  Diophante,  pais- 
qa'on  peat  prendre  arbitrairement  le  cabe,  qall  saffit  de  decomposer  en 
deax  factears  de  meme  parite.  Ces  factears  sont  la  somme  et  la  difference 
des  racines  des  carr^s  cbercbes. 

Aacane  indication  n'existe  dans  la  correspondence  de  Descartes  sar 
an  Probleme  de  ce  genre. 

e.  Note  sar  Textraction  de  la  racine  cabique  de  a-\-yb.  Elle  doit 
dater  de  Tepoqae  de  Taffaire  Stahpioen-Waessenaer,  c'est  a  dire  de  la  fin 
de  1639.     (Cf.  Cantor,   Vorlesungen,  11,  p.  727.) 
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f.  Constraction  pour  la  qaadratare  du  cercle  (voir  Camtor,  Vor- 
lesungen, n,  p.  778),  remarqaable  en  ce  qu'elle  donne  le  principe  de  la 
methode  dite  des  isoperimetres  pour  le  calctd  du  rapport  de  la  circon- 
ference  au  diam^tre;  et  en  ce  que,  d'un  autre  cöt^,  c'est,  je  crois,  le  seul 
exemple  oonnu  pour  proposer  d'atteindre  une  longueur  limite  par  des  oon- 
structions  graphiques  qui  permettent,  en  theorie,  de  pousser  Fapproximation 
indefiniment.  —  Cette  note,  qui  se  relie  a  la  mauere  du  premier  fragment, 
en  est  peut-etre  contemporaine ;  rien  n'indique  en  effet,  qu'en  1639  ou  1640, 
Dbsc AKTES  se  soit  oceupe  de  questions  de  ce  genre,  sauf  quelques  railleries 
a  Tadresse  de  Longokontanus. 

g.  Tangentes  de  la  cjclolde  et  de  la  quadratrice.  —  Cette  note  est 
tout  simplement  une  copie  de  passages  de  T^rit  de  Fermat:  JDochinam 
tangentium  etc,  {(Euvres  de  F.,  I,  p.  158 — 167),  que  Dbsoartes  re9ut  de 
Mersenke  en  Octobre  1640.  Les  extraits  sont  textuels;  cependant  Descartes 
a  iutroduit  ses  notations  et  supprime  des  calculs  intermediaires.  II  a  de 
plus  indique  les  constructions  sur  les  figures;  celle  de  la  quadratrice  semble 
indiquer  que  la  rectification  de  Tarc  de  cercle  se  ferait  au  mojen  de  la 
cyclolde.  II  est  remarquable  que  Descartes  n'a  pas  reconnu  Terreur  que 
contient,  pour  la  tangente  a  la  quadratrice,  le  texte  qui  lui  a  ete  envoje 
et  qui  est  conforme  a  une  surcharge  sur  Fautographe  de  Fermat.  (Cf. 
(Euvres  de  F.,  I,  p.  165,  note.) 

b.  Calcul  des  resultantes  de  Telimination  des  irrationelles  pour  les 
^quations 

i/ö  + 1/6  +  yö = yä,  yä  +  yb+Yc  =  yd+Y^, 

Provoque  par  un  biUet  de  Fermat   de   1648  (JEwvres  de  F.,  11,  p.  282). 
Cf.  Clbrs.  m,  472  et  p.  498. 

4.  Par  rapport  a  toutes  ces  notes,  et  meme  par  rapport  au  dernier 
fragment,  la  grande  anteriorite  du  premier  resulte  de  ce  fait  qu'on  n'y 
trouve  pas  encore  les  notations  caracteristiques  de  Descartes.  Ce  frag- 
ment debute  par  un  tableau  des  valeurs  irralionelles  des  cordes  des  arcs 
derivant  des  cotes  du  carre,  du  triangle  ^quilateral,  du  d^agone  et  du 
pentedecagone  regulier.  Descartes  insiste  sur  les  lois  de  formation  de  ces 
irrationelles.  II  s'etend  ensuite  longuement  sur  la  relation  entre  les  cotes 
d'un  triangle,  et  l'angle  oppose  a  Tun  d'eux  (comme  si  eile  n'eut  pas  et^ 
connue).     U  la  met  sous  une  forme  qui  correspondrait  a  ceUe-ci: 

a«  =  6«  -f.  c«  —  Ic  Corde  {%  —  2  Ä), 

bc 
11  propose  de  definir  la  valeur  de  Fangle  par  le  rapport  ,,  .     i__j%i  pris 

en  valeur  absolue,  en  ajoutant  d'ailleurs  -f-  0  (comme  indice  de  Fangle  droit), 
si  h^  -\-  c^<^  a^,  et  si  par  consequent  Fangle  est  obtus.    Cette  curieuse  no- 
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tation  montre  qn'il   etait  encore  loin   de  la  conception   des  qaantites  ne- 
gatives. 

Le  texte  de  toat  ce  fragment,  comme  aussi  celtii  da  demier,  est  d'nn 
latin  assez  incorrect,  qai  contraste  ayec  le  style  chätie  des  letires  et  des 
ouyrages  de  Descärtes  dans  cette  langne.  Ce  ne  sont  donc  pas  la  des 
redactions  definitives,  mais  de  ces  premi&res  ebauches  que  Ton  fait  ponr 
mettre  ses  idees  en  ordre  avant  de  les  avoir  arretees.  Ce  caractere  est 
encore  beaucoup  plns  accase,  par  le  desordre  de  la  composition,  dans  le 
demier  fragment,  celni  des  ovales,  auqnel  nous  allons  enfin  arriver.  Quant 
auz  notes  interm^diaires,  elles  ont,  bien  plus  nettement,  le  caractere  de 
memento  pour  des  r^sultats  definitivement  acquis. 

5.  On  sait  que  dans  sa  Geometrie,  Dbscartes  indique,  ponr  quatre 
courbes,  dont  la  premi^re  et  la  quatri^me  sont  r^ellement  ovales,  dont  la 
seconde  et  la  troisieme  sont  plutot  cordiformes,  des  constructions  qni  pea- 
vent  immediatement  se  tradaire,  en  coordonees  bipolaires  u,  v^  par  les 
^quations  suivantes  ou  Fon  sappose  k  <C  1: 

1« 


2« 


uA-  kv  =  a  4-  Jeh  \  ^.  ^  ,      ^  ,    ^ 

, ,  }  Distance  des  foyers:  a  +  o 
u  —  kv  =  a  —  kh  1 

\  Distance  des  foyers:  a  —  b. 


3®     u  —  kv  =  a  —  kh 
4?     u  -{-  kv  =  a  '\-  kh 

n  a  appliqu^  a  la  premiire  de  ces  courbes  sa  methode  des  tangentes 
(sans  d'ailleurs  jamais  former  T^quation  du  4®  degre  en  coordonnees 
rectilignes),  et  il  en  a  deduit  les  propri^tes  optiques  de  corps  de  revo- 
lution   ayant  ces   ovales   pour  m^ridienne   et  qui  seraient  formes  de  verre. 

Dans  cette  fa9on  de  poser  le  probleme  au  point  de  vue  pratique, 
Desoartes  apportait  certaines  restrictions  a  la  conception  generale  des 
lignes  aplanäiques,  que  Ton  peut  definir  par  Tequation  lineaire  quelconque 
entre  coordonnees  bipolaires.  Ces  restrictions  n'apparaissent  nuUement 
dans  les  Excerpta:  il  essaie  de  fait  toutes  les  combinaisons  possibles  et  les 
classe  methodiquement.  Malheureusement  les  developpements  qu'il  donne 
a  cet  egard  sont  tres  succincts  et  semblent  meme  tronques. 

Dans  son  cäebre  Aperqu  historique  (2^  ed.,  p.  162),  Michel  Chasles, 
apres  avoir  fait  observer  que  Tequation  du  quatrieme  degre  en  coordonnees 
rectilignes  correspond  a  Tensemble  de  deuz  ovales  conjitguees^  ajoute  que 
cette  remarque  eüt  du,  ce  semble,  etre  faite  dans  la  Geometrie  de  Des- 
cärtes. C'est  meconnaitre  les  habitudes  du  temps;  Ton  chercherait  d'ailleurs 
vainement,  dans  la  Geometrie^  ]a  remarque,  encore  plus  essentielle,  que  la 
meme  equation  du  second  degr^  repr^sente  les  deux  branches  dont,  a 
Texemple  des  anciens,  Descärtes  nommait  toujours  l'une  et  Tautre.  hyper- 
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bole.  Mais,  a  yrai  dire,  ayec  sa  fa9oii  de  traiter  le  probleiue  en  coordon- 
n^es  bipolaires,  en  consid^rant  toujours  les  rayons  vecienrs  comme  posi- 
tifs  et  en  se  donnant  chaque  fois  deux  foyers  et  un  sommet,  Descartfs 
n^etait  nullement  sxir  la  voie  ponyant  conduire  a  reconnaitre  le  rapport 
entre  deux  oyales  conjnguees. 

II  n'a  pas,  d'autre  part,  considär^  les  cas  limites,  comme  par  exemple  celui 
oii,  Fun  des  foyers  coYncidant  ayec  le  sommet,  les  deux  oyales  conjuguees  se 
rejoignent  en  ce  point  et  forment  un  lima^on  de  Pascal  (Chasles,  id.).  La 
singuliere  expression  des  Excerpta  (p.  16):  «In  quinto  capite,  linea  est 
spiralis,  et  primo  quidem  yersus  A  curyatur,  deinde  yersus  B  .  . .  imo  clau- 
ditur>^),  s'applique  a  la  forme  en  coeur,  dans  laquelle,  au  reste,  la  tan- 
gente  au  sommet  est  perpendiculaire  a  Taxe  focal. 

Mais  en  reyanche,  et  ce  point  est  important  a  constater,  Descartes 
ayait  reconnu  l'existence  du  troisieme  foyer,  que  Chaslfs  a  cru  etre  le 
premier  a  d^uvrir^).  11  est  meme  aise  de  constater  que  Descartes  a 
dissimule  yolontairement  cette  existence;  car,  au  fond,  sa  premi&re  et  sa 
quatrieme  oyale  sont  une  meme  courbe,  rapport^e  Tune  a  un  foyer  interieur 
et  au  foyer  exterieur,  Fautre  aux  deux  foyers  Interieurs;  de  meme  pour 
la  seconde  et  la  troisieme  oyale. 

A  la  y^rite,  les  Faccerpta  ne  donnent  pas,  sur  cette  question,  des  r^sul- 
tats  d^finitifs.  On  y  trouye  d'abord  un  exemple  num^rique,  dans  lequel 
le  foyer  exterieur  et  un  foyer  interieur  sont  a  la  meme  distance  du  sommet 
pris  pour  origine;  puis  le  meme  cas  est  traite  alg^biiquement.  Le  cas 
gen^ral  est  ensuite  aborde  par  une  exposition  aJg^brique  synth^tique,  mais 
les  formules  sont  erronees  et  le  calcul  interrompu  saus  aboutir.  Cependant 
un  peu  plus  loin,  p.  17,  Descartes  dit:  redeundum  ad  alteram  {curvam) 
jam  i/nventam,  quae  tres  habet  focos. 

Ce  qui  doit  d'ailleurs  faire  admettre  que  Descartes  a  du  tirer  la 
cbose  au  clair,  c'est  que,  p.  13,  il  cherche,  au  moyen  de  coSfficients  in- 
d^termin^s,  s'il  n'y  a  pas  deux  autres  foyers  que  ceux  qui  ont  et^  pris  a 
Forigine.  II  a  meme  cru  aboutir,  mais  le  calcul  est  encore  interrompu 
sans  conclusion  ^^. 

6.  Ce  que  je  yiens  de  dire  montre  que  ce  fragment  des  oyales  est  une 
suite  d'essais  de  premier  jet,  ayec  leurs  erreurs  et  leurs  maladresses  ordi* 


8)  A  et  B  sont  les  deux  foyers,  entre  lesqnels,  pour  le  cas  consid^r^,  se  tronye 
le  sommet. 

9)  ÄperQU  historique,  2*  ^d.  p.  352. 

10)  Peut  §tre  Dbscabtss   a-t-il  ^t^  amen^   k    cette  rechercbe  par  le  cas  du 
cerde  (mu  -)-  nv  ««  0),  oü  le  nombre  des  conples  de  foyers  est  ind^fini. 
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naires,  et  sans  qtie  les  r^sultats  d^finitifs  aient  ^t^  notes.  Le  d4bnt  est 
an  antre  exemple  analogae;  mais  il  est  interessant  a  etodier,  d'autant 
qu'ayec  la  recherche  illnsoire  des  quatre  foyers,  c'est  le  senl  endroit  ou  les 
Excerpta  procödent  riellement  par  analyse«  Partout  aillenrs,  Texpositioik  est 
synth^tiqne. 

Dans  ce  debut,  Dbscartes  ägale  arbitnurement  a  2  (a  —  y)  1&  aomine 
des  denx  rayons  vectenrs;  la  distance  des  foyers  est  2&;  a  est  rinterr&lle 
entre  leur  milieu  et  le  sommet,  a  partir  dnquel  se  compte,  sor  Taxe,  l'ab- 
scisse  X  du  point  courant.  Descartes  exprime  les  lignes  de  la  figore  en 
o;  et  ^  et  commence  a  chercher  la  tangente  par  sa  methode;  puis  il  s'inter- 
rompt  brusquement. 

J'ai  dit  que  le  procede  etait  analytique;  il  est  clair  en  effet  que  la 
courbe  ne  serait  d^termin^e  que  par  une  equation  entre  x  et  y.  Si  Debcarte« 
avait  eu  une  m^thode  inverse  de  celle  de  ses  tangentes,  il  füt  parvenu  a 
exprimer  la  condition  que  la  normale  divisät  Faxe  dans  un  rapport  voulu. 
Mais  ayec  les  seules  ressources  dont  il  disposait,  il  ne  pouvait  certainement 
pas  plus  aboutir  que  si,  en  coordonnees  ordinaires  x  et  y,  il  eut  cherche 
la  tangente  sans  se  donner  l'^uation. 

Dans  la  suite,  il  posera  d'embl^e,  par  exemple,  a  —  y,  et  b -\' ey, 
pour  ses  deux  rayons  yecteurs;  mais  alors  y  est  une  variable  qui  suffit  seule 
a  d^terminer  un  point  de  la  courbe;  Descartes  peut  donc  la  lier  a  Tab- 
scisse  0?  par  une  relation  d^terminee,  appliquer  sa  m^thode,  et  montrer  que 
la  condition  proposee  est  satisfaite. 

Mais  comment  est-il  arriy^  precisement  a  donner  k  ses  rayons  yecteurs 
les  expressions  ci-dessus?  Est-ce  Feffet  d'un  heureux  hasard?  a-t-il  ete 
guid^  par  quelque  remarque  dans  Tessai  pr^edent? 

On  ne  peut  ici  former  que  des  conjectures;  elles  peuyent  etre  cepen- 
dant  appuy^es  sur  des  faits,  que  je  vais  exposer  apr^  ayoir  dit  tout  d'abord 
ce  que  j'imagine. 

Je  croirais  yolontiers  que  Descartes,  bien  ayant  de  constituer  sa 
m^thode  analytique  des  tangentes,  ayait-directement  r^solu  le  probleme  qu*il 
s'etait^  pose,  de  trouyer  les  lignes  courbes  ramenant  par  refraction  a  an 
foyer  le  faisceau  de  rayons  issus  d'un  autre  foyer.  Ce  qu'il  consigne  sur 
son  registre  B,  ce  sont  les  essais  d'une  exposition  analytique  pour  une 
Solution  qu'il  a  obtenue  tout  autrement. 

La  Position  meme  du  probleme  Ta  naturellement  conduit  au  Systeme 
des  coordonnees  bipolaires,  qu'on  lui  doit  beaucoup  plus  incontestablement 
que  celui  des  coordonnees  dites  cartesiennes;  il  a  reconnu  tout  aussitöt  que 
Tellipse  et  Thyperbole  deyaient  etre  des  vari^t^s  des  courbes  qu'il  cherehait, 
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pnisqtie  ces  coniques  donnent  nne  Solution  ponr  la  reflexion  a  angles 
egaux  et  ponr  la  r^fraction,  en  snpposant  a  Tinfini  un  des  fojers 
Inmineux. 

La  simplicite  de  la  constraction  de  la  tangente  des  coniqnes  rapport^s 
a  des  coordonn^s  bipolaires  le  conduisait  a  chercher  nne  g^n^ralisation  de 
cette  construction:  il  fallait  faire  intervenir  le  n^port  des  yitesses  de 
Variation  des  rayons  vectenrs.  Lorsqne  ce  rapport  est  constant^  la  qnestion 
est  relativement  aisie  a  r^sondre  par  Fintnition  geometriqne;  mais  Descartes 
a  pn,  tont  anssi  bien,  reconnaitre  de  la  meme  fa9on,  ponr  la  condition  a 
laquelle  devait  satisfaire  la  normale  a  la  conrbe  qn'il  cherchait,  la  neces- 
sit^  de  la  constance  du  dit  rapport. 

C'est  admettre  implicitement  qn'il  avait  constitne  des  proced^s  g^o- 
mötriques  (sinon  nne  m^thode)  ponr  determiner  les  tangentes  anx  conrbes 
tracees  par  des  monvements  combin^s.  An  lien  de  dire  les  tangenies,  je 
devrais  plntot  dire  les  normales^  car  tontes  les  indications  qne  nons  allons 
tronyer  a  ce  snjet  nons  fönt  snpposer  des  consid^rations  beanconp  plns 
analognes  a  la  theorie  des  centres  iustantanis  de  rotation  qn'a  celle  de  la 
metbode  dite  de  Roberyal.  Or  ce  fait,  qne  Descartes  s'attacbe  en  prin- 
cipe a  determiner  directement,  non  pas  la  tangente,  mais  la  normale,  semble 
precisement  iadiqner  qne  l'origine  de  ses  recbercbes  a  porte  snr  la  nor- 
male^  parce  qne  c'^tait  eile  qn'il  avait  a  considerer  dans  les  r^fractions. 

J'ai  a  peine  besoin  de  faire  remarqner  qne  sa  metbode  analjtiqne 
anrait  ete  trhs  simplifiee  si,  an  lien  de  conper  par  nn  cercle  a  Clements 
arbitraires  la  conrbe  a  laqnelle  il  est  propose  de  mener  nne  tangente,  il 
Teüt  conp4e  par  nne  droite  passant  par  les  memes  points  d'intersection, 
c'est-a  dire  s'il  eüt  cbercb4  directement,  par  son  analyse,  la  tangente  et  non 
la  normale.  Mais  ce  qn'il  importe  d'^tablir,  c'est  qn'il  possMait  d'antres 
procM&  qne  cette  metbode  analytiqne. 

Tont  d'abord,  il  l'affirme  expressiment  dans  nne  lettre  a  Mersenne,  le 
11  jnin  1640  (Clers.,  II,  p.  228):  Kl'on  ils  denoient  connoistre  qne  i'auois 
d'antres  moyens  ponr  y  pamenir  (a  la  tangente  de  la  conchoYde),  mais  qne 
ie  n'anois  pas  vonln  lenr  dire  tont,  ny  m'expliqner  plns  clairement  ponr  la 
tangente,  comme  ils  anroient  aisement  reconnn  de  mon  stile,  s'ils  anoient 
en  de  l'esprit.<c 

II  est  en  effet  bien  aise  a  voir  qne  la  constmction  de  la  tangente  a 
la  concbolde  (dans  la  Gr^omitrie)  repose  beanconp  plntot  snr  nne  conside- 
ration  analogne  a  celle  dn  centre  instantane  de  rotation  qne  snr  nne  for- 
mnle  deduite  des  calcnls  de  la  metbode  analytiqne;  il  est  4galement  bien 
invraisemblable  qne  Descartes  ait  pn  donner,  poste  ponr  poste,  son  ele- 
gante constmction  de  la  tangente  a  la  cyclotde,   s'il   n'avait  pas  ete  des 
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longtemps  en  possession  de  consid^rations  de  ce  genre  (yoir  sa  remarqnable 
lettre  a  Mersenne  du  23  aoüt  1638,  Glers.,  III,  p.  350)^^). 

Mais,  dans  les  id^es  dn  temps,  ces  considerations  ^taient  d'autant 
moins  admises  en  G^metrie  qae  les  notions  essentielles  sur  lesquelles  elles 
reposent  n'etaient  noUement  d^gag^es.  C'est  ainsi  qne  Boberval  ne  regar- 
dait  point  comme  giom^trique  sa  propre  m^thode,  et  qn'il  ent,  a  son  grand 
d^triment,  si  longtemps  scmpnle  a  la  faire  connaitre.  De  meme  Des- 
CARTES  ne  erat  pas  son  bat  atteint  dans  »le  seal  probleme  qu'il  ait  desire 
savoir  en  Geometrie»,  tant  qa'il  n'aurait  point  constita^  ane  m^thode  ana- 
Ijtique  g^n^rale.  De  meme  encore,  il  garda  le  secret  de  ses  prooedes,  sanf 
quelques  indications  trop  insufQsantes  poor  permettre  une  restitntion  de 
Tensemble. 

Quant  a  la  notion  de  vitesses  de  deux  moavements  senrant  a  decrire 
une  courbe,  eile  apparait  enpressement  dans  la  lettre  a  Florimond  de 
Beaune  du  20  f^vrier  1639  (Clers.,  III,  p.  411).  Dans  cette  lettre,  Des- 
CARTES  ne  recule  nullement  devant  le  probleme  inverse  des  tangentes,  et  la 
relation  qu'il  ätablit  entre  les  vitesses  en  question  traduit  directement  l'eqoa- 
tion  diff^rentielle  de  la  courbe  proposee.  Dans  le  cas  particulier,  cett« 
relation  est  empmntee  a  la  d^finition  des  logaritbmes  de  Napibr^');  inais  il 
n'est  nullement  croyable  qu'a  cette  occasion,  Desoartbs  ait  applique  des 
principes  avec  lesquels  il  n'aurait  pas  iti  familier  depuis  longtemps. 

En  r^sume,  il  possedait,  probablement  d'assez  bonne  heure  et  avant 
rinvention  de  la  metbode  analytique  des  tangentes,  tous  les  ä^ments  ne- 
cessaires  pour  la  formation  d'une  metbode  g^ometrique  fond^e  sur  la  con- 
sideration  du  mouvement.  L'importance  qu'il  attacbe  d'ailleurs,  dans  sa 
Geometrie,  au  trace  des  courbes  par  des  moavements  Continus,  me  semble 
indiquer  qu'il  avait  cherche  dans  cette  yoie  Teztension  de  cette  metbode 
aux  divers  cas  imaginables.  Mais  il  n'a  probablement  laisse  aucone  note 
a  ce  sujet,  et  il  serait  illusoire  d'esp^rer  des  r^väations  inattendues,  meme 
si  Ton  retrouvait  les  papiers  inventori^s  a  Stockholm. 

Je  n'ajouterai  a  ces  observations  qu'une  demiere  remarque  au  sujet 
du  calcul  des  sous-normales  dans  les  Excerpta.  Les  developpements  sont 
si    succincts    qu'on    est   tente   de    croire    que   Desgartes    possMait,    pour 


11)  C'est  cette  lettre  qui  a  posä  la  principe  essentiel,  qae  les  normalee  aux 
trajectoires  des  divers  points  d'une  figure  se  coapent  en  un  m§me  point,  poor 
chaque  d^placement  ^lätnentaire. 

12)  Quoique  Descabtbs  ne  prononce  pas  le  mot  de  logarithme,  Temprant  est 
Evident;  pour  expliquer  son  silence,  il  soffit  de  remarquer  qu'ä  cette  ^poqne,  les 
lignes  trigonomätriques  ne  valaient  encore  qae  comme  wmbi'es  t€ibulaire8  et 
n'ätaient  pas  re9ae8  en  GeomiirU  comme  foncÜons  de  Tarc. 
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rapplication  de  sa  methode  des  tangentes,  des  mojens  d'abreviation  tont  a 
fait  analognes  a  ceux  que  nous  fonmit  le  calcul  des  d^rivees.  En  revanche, 
il  semble  recommencer  chaque  fois,  ponr  chaque  cas  examine,  au  lieu  de 
comprendre  tons  les  cas  sous  nne  formule  generale,  oii  il  n'aurait  qu'a 
faire  varier  les  signes  -|-  et  — .  Oeci  est  d'accord  avec  les  autres  exemples 
qu'on  peut  donner  que  Descartes  ne  s'est  nnllement  attachä  a  la  syste- 
matisation  rigonrense  de  la  Convention  relative  a  Femploi  des  quantites  ne- 
gatives en  geometrie.  Cette  sjstematisation  s'est  introduite  peu  a  peu 
comme  la  conseqnence  de  son  oeuvre,  mais  les  auteurs  veritables  en  sont 
restes  anonymes. 


Abb.  zur  Geeoh.  d.  Mathom.  IX.  33 
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Nachdruck  ist  nicht  erlaubt. 

Vor  mehr  als  zwei  Jahrhunderten  hat  man  angefangen,  neben  den 
beiden  bis  dahin  üblichen  Bechnnngsweisen,  mit  Rechenpfennigen  und  mit 
Ziffern,  noch  eine  dritte  Bechnungsmethode  zu  erfinden,  nämlich  die, 
Bechnungsresultate  durch  eine  Maschine  zu  gewinnen.  Das  Ziel  wurde  er- 
reicht. Man  stellt  die  gegebenen  Zahlen  in  eine  Maschine  ein  und  bringt 
durch  Eurbeldrehung  oder  ähnliche  mechanische  Th&tigkeit  das  Resultat 
hervor;  damit  hat  man  sich  von  der  mühsamen  Kopfarbeit  erlöst  und  sie 
einem  Räderwerke  übertragen,  das  vor  dem  Menschen  noch  den  Vorzug  der 
Unfehlbarkeit  besitzt. 

Zwei  der  gröfsten  Mathematiker  ihres  Jahrhunderts,  Pascal  und 
Leibniz,  haben  sich  mit  dieser  Aufgabe  ernstlich  beschäftigt,  und  letztrer 
hat  das  Problem  der  Rechenmaschine  in  einer  Weise  gelöst,  die  noch  heute 
nachgeahmt  wird.  Seine  Maschine,  von  der  noch  ein  Modell^)  vorhanden 
ist,  und  die  bis  auf  die  neueste  Zeit^)  niemals  in  Gang  gebracht  werden 
konnte,  hatte  keinen  theoretischen  Fehler,  sondern  das  alleinige  Hindernis 
lag  in  der  mangelhaften  Ausführung  durch  den  Mechaniker.  Die  tiefere 
Stufe,  auf  der  die  Mechanik  vor  zwei  Jahrhunderten  noch  stand,  mufs  als 
Erklärung  und  Entschuldigung  hierfür  angesehen  werden. 

Man  kann  die  Rechenmaschinen  in  drei  Gruppen  bringen,  nämlich: 
Multiplikationsmaschinen,  Differenzmaschinen  und  Additionsmaschinen;  zur 
ersten  Gruppe  dürfen  die  logarithmischen  Apparate  gezählt  werden. 

Anfangs  hatte  ich  die  Absicht,   einen  Überblick  über  das  ganze  Ma- 


1)  In  der  EOnigl.  Bibliothek  za  Hannover.  Eine  Zeit  lang  war  dasselbe 
Exemplar  in  Göttingen. 

2)  Jetzt  geht  die  Maschine.  Dem  durch  GrAndang  der  ersten  deutschen 
Bechemnaschinenfabrik  (1878)  berühmten  Ingenieur  A.  Bubkhabdt  in  Glashütte  ist 
es  gelungen,  dieses  kostbare  mechaniBche  Wunderwerk  in  Gang  zu  bringeu.  Da- 
durch hat  er  nicht  nur  ein  glänzendes  Zeugnis  f3r  seine  persönliche  Leistungs- 
fähigkeit abgelegt,  sondern  auch  ein  neues  unverwelkliches  Blatt  in  den  Buhmes- 
kränz  der  durch  Feinmechanik  weltbekannten  sächBischen  Stadt  Glashütte  ein* 
geflochten. 
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terial  der  Bechenmaschinen')  zu  geben;  weil  aber  die  Anzahl  derselben 
sehr  grofs  und  der  zugemessene  Raum  sehr  klein  ist,  so  hätten  die  No- 
tizen darüber  sehr  kurz  gehalten  werden  müssen;  dadurch  wäre  aber  der 
Nutzen  für  den  Leser  äufserst  gering  geworden.  Deshalb  beschränke  ich 
mich  darauf,  hier  nur  einige  Additionsmaschinen ^)  zu  beschreiben  and  zwar 
einige  neuere,  eine  für  einzifferige  Zahlen,  eine  für  zweizifferige  und  vier 
für  grofse  Summanden.  Drei  von  den  Maschinen  sind  deutsche,  drei  aber 
amerikanische  Erzeugnisse. 

1.  Behers  Additionsmaschine. 

Diese  Maschine  ist  ein  Apparat,  der  dazu  dient,  grofse  Kolonnen  ein- 
zifferiger  Zahlen  zu  addieren;  499  ist  die  gröfste  Summe,  die  erreicht 
werden  kann;  es  gehören  indessen  schon  viele  Sunmianden  dazu,  ehe  die 
Summe  einer  Kolonne  so  grofs  wird. 

Will  man  mit  der  Maschine  arbeiten,  so  müssen  vorher  die  Summanden 
gehörig  untereinander  gesetzt  werden.  Damach  addiert  man  mit  der  Ma- 
schine jede  Kolonne  gesondert.  Schliefslich  vereinigt  man  die  Kolonnen- 
sunmien  in  gewöhnlicher  Weise  zur  Totalsumme. 

Wie  leicht  ersichtlich,  tritt  eine  Zeitersparnis  kaum  ein;  der  Nutzen 
liegt  vielmehr  in  der  Schonung  des  Gehirns. 

Die  beiden  Hauptteile  der  Maschine  sind  eine  horizontal  liegende  und 
um  ihren  Mittelpunkt  drehbare  Ziffemscheibe  und  eine  Klaviatur.  Die 
Ziffernscheibe  trägt  auf  der  Oberseite  an  der  Peripherie  einen  Zahlenkranz 
der  ersten  99  Zahlen  und  Null;  alle  sind  zweistellig  geschrieben,  also  so: 
00  Ol  02  ...  11  12  ...  99.  Die  zweistellige  Schreibweise  ist  nötig  wegen 
Bildung  der  Summen  (siehe  unten).  Auf  der  Unterseite  der  Scheibe  sitzt 
unter  jeder  Zahl  ein  senkrechter  Stift.  Gedreht  wird  die  Scheibe  durch 
eine  Triebfeder,  die  man  durch  einen  Hemmungsmechanismus  wirken  lassen 
und  arretieren  kann.  Links  an  der  Scheibe  befindet  sich  eine  Skala  mit 
den  5  Ziffern  0  1   2  3  4,   die  bei  der  Bildung  der  Summe  als  Hunderter 


d)  Die  ganze  Sammlung  von  Rechenmaschinen  erscheint  binnen  kurzem  am 
geeigneten  Orte. 

4)  AusgeschloBsen  bleiben  die  Rechenbretter  und  Zahlachnüre  der  Alten,  so- 
wie die  in  den  Elementarschulen  gebrauchten  Zählapparate,  die  mit  Unrecht  Ma- 
schinen genannt  werden.  Eine  yoUständige  Zusammenstellung  der  Apparate  von 
der  letzten  Art  giebt  Max  Hübneb,  Verwalter  des  Stadt.  Schulmusenms  zu  Breslau, 
in  dem  „Führer  durch  die  Ausstellung  in  der  Turnhalle  am  Lessingsplatz",  her- 
ausgegeben anläfslich  der  ,,Deut8chen  Lehrerversammlung  in  Breslau  vom  30.  Mai 
biß  zum  2.  Juni  1898". 
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dienen  und  zwar  vor  einer  der  zweistelligen  Zahlen  der  Ziffernscheibe.  Zu 
Anfange  der  Eechnung  stellt  man  Skala  und  Scheibe  auf  Null;  nach 
je  einem  Umgänge  der  Scheibe  wird  die  Skala  durch  eine  Übertragung 
von  der  Scheibe  um  je  eine  Ziffer  weiter  gerückt.  Die  Ablesungsstelle  der 
Summe  ist  ein  Schlitz  in  einem  Blechstreifen.  Der  Blechstreifen  ist  an 
der  linken  Seite  angebracht  und  verdeckt  Skala  und  ein  Stück  der  Peri- 
pherie der  Scheibe.  Der  Schlitz  ist  nur  so  breit,  dafs  eine  Ziffer  der  Skala 
und  eine  (zweistellige)  Zahl  der  Scheibe  auf  einmal  sichtbar  werden;  zu- 
sammen bilden  diese  die  Stimme. 

Die  Klaviatur  ist  nach  Art  eines  Klaviers  konstruiert  und  besteht  aus 
fünf  Untertasten  mit  den  ungeraden  Ziffern  und  vier  alternierenden  Obeiv 

tasten  mit  den  geraden  Ziffern,  also  so  angeordnet:  13579-     Die 

Tasten  bilden  das  eine  Ende  eines  Winkelhebels,  an  dem  andern  Ende  be- 
findet sich  ein  Stift,  der  zwischen  die  Stifte  der  Ziffemscheibe  eingreift. 
Drückt  man  eine  Taste  nieder,  so  wird  die  Hemmung  ausgelöst  und  die 
Triebfeder  treibt  die  Scheibe  vorwärts;  ein  besondrer  Mechanismus  bewirkt 
im  Verein  mit  dem  Stifte  am  hintern  Ende  des  Winkelhebels,  dafs  sich  die 
Ziffemscheibe  um  nicht  mehr  aber  auch  um  nicht  weniger  Stifte  (resp. 
Zahlen)  vorwärts  dreht,  als  die  Zahl  der  niedergedrückten  Taste  anzeigt.  — 
Das  Rechnen  mit  der  Maschine  ist  demnach  dem  Klavierspiel  ähnlich,  die 
Ziffern  sind  die  Noten. 

Die  Maschine  ist  von  Oswald  Beher,  Lehrer  in  Grofsguhrau  Kreis 
Falkenberg  in  Oberschlesien,  erfunden.  1892  wurde  sie  patentiert,  DRP 
No.  50885,  englisches  Patent  No.  13538.  Die  ersten  Modelle^)  machte 
der  Mechaniker  Pinzger  in  Breslau.  Am  15.  Sept.  1892  übernahm  die 
Firma  Frister  &  Bossmanm  in  Berlin  die  Ausführung  der  Maschine.  Gegen- 
wärtig ruht  ihre  Fabrikation. 

2.  nigens  Rechensclieibe. 

Der  Apparat  ist  aus  Zink  hergestellt.  Er  besteht  aus  einer  um  ihren 
Mittelpunkt  drehbaren  Kreisscheibe  von  ca.  17  cm  Durchmesser,  die  knapp 
an  der  Peripherie  100  Löcher  (Durchbohrungen)  in  gleichen  Abständen  von- 


5)  Ein  Modell  befindet  eich  in  dem  Stadt.  Schulmiiseum  zu  Breslau  Dem 
Verwalter  desselben,  Herrn  Max  Hübneb,  verdanke  ich  die  Möglichkeit  dieses  Be- 
richts, da  er  die  grofse  Freundlichkeit  hatte,  mir  eine  Beschreibung  des  dortigen 
Modells  anzufertigeu ,  der  ich  hier  gefolgt  bin.  Ich  nehme  YeranlassuDg,  ihm 
auch  an  dieser  Stelle  verbindlichst  Dank  zu  sagen,  umsomehr,  als  es  trotz  mehr- 
facher andrer  Versuche  nicht  gelang,  etwas  Weiteres  über  die  Maschine  zu  er- 
fahren. 
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einander  hat;  ein  Loch  ist  mit  einem  Pfeil  versehen,  der  beim  Rechnen  die 
Summe  anzeigt.  Die  Scheibe  liegt  innerhalb  eines  unbeweglichen  Kreis- 
ringes;  auf  diesem  stehen  knapp  an  dem  innem  Rande  in  natürlicher  Reihen- 
folge die  Zahlen  0  1  2  ...  99  und  zwar  genau  mit  den  Löchern  der 
Scheibe  in  radialer  Richtung,  sodafs  jedes  Loch  vor  einer  Zahl  steht,  wie 
man  die  Scheibe  auch  stellen  mag.  — 

Die  Scheibe  greift  auf  der  Hinterseite  in  ein  Rad  mit  50  Zähnen  and 
dreht  dieses  um  je  einen  Zahn  vorwärts,  sobald  sie  selbst  einen  vollen  Um- 
gang gemacht  hat.  Auf  der  Vorderseite  dieses  Rades  stehen  kreisförmig 
angeordnet  die  Zahlen  Ol  2  .  .  .  49,  von  denen  aber  nur  eine  auf  einmal 
(und  zwar  in  fortlaufender  Reihenfolge)  in  einem  Schauloche  sichtbar  ist, 
während  die  übrigen  verdeckt  sind.  Diese  sichtbare  Ziffer  zeigt  die  Hun- 
derter der  Summe  an;  die  dazu  gehörigen  Zehner  und  Einer  liest  man  auf 
dem  Ringe  ab  und  zwar  an  der  Stelle,  wohin  der  Pfeil  der  Scheibe  zeigt 

Die  Handhabung  der  Maschine  geschieht  folgendermalsen.  Man  stellt 
vor  Beginn  der  Addition  die  Scheibe  so,  dafs  das  Loch  mit  dem  Pfeile  auf 
die  Zahl  0  des  Ringes  weist  und  dafs  das  Hunderterrad  auch  0  im  Schau- 
loche zeigt.  Sind  beispielsweise  die  drei  Zahlen  46,  32  und  57  zu  ad- 
dieren, so  steckt  man  einen  Metallstift  in  das  Loch  auf  der  Scheibe  unter 
der  Zahl  Null  (mit  Pfeil  versehen)  und  dreht  mit  Hilfe  dieses  Stifts  die 
Scheibe  nach  rechts,  bis  das  Loch  mit  dem  Pfeile  vor  der  Zahl  46  des 
Ringes  steht.  Hierauf  zieht  man  den  Stift  heraus,  läfst  die  Scheibe  in 
ihrer  Stellung  und  steckt  den  Stift  in  das  Loch,  das  jetzt  unter  der  Ring- 
zahl Null  steht;  nun  dreht  man  die  Scheibe  nach  rechts,  bis  man  mit  dem 
Stifte  vor  der  Zahl  32  steht.  Dadurch  ist  der  Pfeil  um  32  Löcher  resp. 
Zahlen  vorwärts  gerückt  und  zeigt  jetzt  auf  die  Ringzahl  78.  Hierauf 
zieht  man  den  Stift  heraus  und  steckt  ihn  in  das  Loch,  das  nun  unter 
der  Ringzahl  0  steht  und  dreht  dieses  Loch  bis  vor  die  Ringzahl  57.  Da- 
durch rückt  der  Pfeil  (der  auf  78  stand)  um  weitere  57  Löcher  vorwärts. 
Er  überschreitet  dabei  den  Anfangspunkt  Null  und  rückt  bis  35.  Beim 
Überschreiten  des  Anfangspunktes  verschwindet  die  Null  des  Hunderterrades 
im  Schauloche  und  eine  1  wird  dafür  sichtbar.  Der  Pfeil  zeigt  also  auf 
35,  im  Schauloche  steht  1,  d.  h.  die  Summe  ist  gleich   135. 

Auf  gleiche  Weise  wird  die  Handhabung  fortgesetzt,  bis  die  Posten 
alle  sind.  Man  kann  mit  dem  Apparate  zweistellige  Zahlen  im  ganzen  ad- 
dieren. Die  gröfste  Summe  ist  4999.  —  Haben  die  Summanden  mehr  ab 
zwei  Stellen,  so  mufs  man  sie  von  rechts  nach  links  in  Gruppen  von  je  zwei 
Ziffern  abteilen  (wie  dies  bei  der  Ziehung  der  Quadratwurzel  geschieht) 
und  jede  senkrechte  Doppelkolonne  für  sich  addieren,  und  zuletzt  die  ent- 
standenen Partialsummen  gehörig  vereinigen. 
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Der  patentierte  Apparat  ist  1888  von  Paul  Illoeit,  eioein  frttberon 
Lehrer,  erfunden.  Der  Erfinder  lebt  jetzt  io  Eatritzscb  bei  Leipzig  and 
beachSfligt  sich  gegenwärtig  nur  mit  der  Erledigang  rechnerischer  Arbeiten. 
Die  Verkaufsstelle  für  den  Apparat  ist  der  „Verlag  des  Leipziger  Stadt- 
und  Dorfanzeigers",  wo  er  für  6  Mark  zu  haben  ist. 

3.  Der  Comptometer  von  Feit 

a.   Die  Einrichtung. 

Die  Maschine  ist  gefallig  und  kompakt,  wiegt  8'4  Pfund  und  ist 
14'/,  Zoll  lang,  7%  Zoll  breit  und  5  Zoll  hoch. 

Sie  besteht  aus  einer  Reihe 
von  Zahlenr&dem,  von  denen  je- 
des einen  gewissen  Stellenwert 
repr&aentiert  und  die  10  Ziffern 
0  1  2  ...  9  trägt,  60  eingerich- 
tet, dafs  immer  nur  eine  Zilfer  zu 
einer  bestimmten  Zeit  auf  einem 
Bade  sichtbar  wird.  Das  Sichtbar- 
werden geschieht  anf  der  Vorder- 
seite in  Schaulöchern,  deren  Ge- 
samUieit  das  „Register"  genannt 
wird.  Dieses  ist  der  Ort,  wo  die 
Resultate  erscheinen. 

Jedes  dieser  ZahlenrSder  wird 
durch    eine   Kolonne   von   Tasten 
nach  Ualsgahe   ihrer  darauf  ver- 
merkten Einheiten   in  Bewegung  gesetzt,  wodurch  jede  arithmetische  Auf- 
gabe (genau  betrachtet,  isls  immer  nur  ein  Addieren,  wie  unten  dargethan 
werden  wird)  ohne  sonderliche  geistige  Anstrengong  gelöst  werden  kann. 

Li  der  kleinsten  Sorte  von  Maschinen  befinden  sich  acht")  Kolonnen 
von  Tasten,  doch  giebt  es  auch  solche  mit  10  und  solche  mit  13  Kolonnen. 
Die  erste  Kolonne  zur  Rechten  ist  die  Einerkolonne,  die  zweite  die  Zehner- 
kolonne etc.  Auf  jeder  Taste  stehen  2  Ziffern  (deren  Betrag  zusammen 
überall  nenn  ausmacht),  eine  grofa  gedruckte  und  eine  klein  gedruckte,  die 
grofse  ist  schwarz,  die  kleine  rot.     Beim  Addieren  und  Multiplizieren  wer- 


6)  Nenerding»  baut  man  auch  Maschinen  mit  7  Kolonnen,  statt  der  achten 
Kolonne  itehen  neben  den  Einerlaateii  drei  BuchBtaben  fSr  die  BrSche  '/,,  '/,,  y^. 
Die  beigegebene  Fignr  zeigt  eine  solche  Maschine. 
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den  die  Tasten  nach  Mafsgabe  der  grossen  schwarzen  Zahlen  niedergedrückt, 
beim  Subtrahieren  und  Dividieren  aber  die  Tasten  nach  Mafsgabe  der  kleinen 
roten  Zahlen. 

b.   Das  Rechnen  mit  der  Maschine. 

Vor  der  Addition  und  Multiplikation  ist  das  „ Register ^^  auf  0  zu 
stellen.  Addieren  geschieht  auf  der  Maschine  durch  das  Anschlagen  der- 
jenigen Tasten,  welche  die  einzelnen  Summanden  repräsentieren.  Jeder 
Summand  wird  erst  ganz  getastet,  ehe  ein  neuer  drankommt.  Nachdem 
alle  Posten  auf  der  Maschine  getastet  sind,  ist  auch  (ohne  weitere  Mani- 
pulation) im  Register  die  Gesamtsumme  erschienen.  — 

Das  Multiplizieren  ist  ein  wiederholtes  Addieren.  Soll  z.  B.  456 
mit  32  multipliziert  werden,  so  drückt  man  die  6-Taste  in  der  Einerkolonne 
zweimal,  die  5 -Taste  in  der  Zehnerkolonne  zweimal  und  auch  die  4-Taste 
in  der  Hundertkolonne  zweimal.  Hierauf  denkt  man  sich,  es  sei  4560 
mal  3  statt  456  mal  30  zu  multiplizieren  und  tastet  6  in  der  Zehner- 
kolonne dreimal,  5  in  der  Hundertkolonne  dreimal  und  4  in  der  Tausend- 
kolonne dreimal.  Im  Register  steht  dann  das  Produkt.  —  Beim  Sub- 
trahieren mufs  der  Minuend  stets  im  Register  angesetzt  werden.  Beispiel: 
345  —  73.  Der  Minuend  345  wird  im  Register  (in  den  3  letzten  Schau- 
löchern) eingestellt,  die  übrigen  Schaulöcher  bekommen  0.  Dann  wird  der 
vor  der  Hunderterkolonne  angebrachte  Schieber  vorgeschoben  und  der  um  1 
verminderte  Subtrahend  getastet,  aber  in  roten  Tastenziffem  (also  hier  72 
rot).  Auf  dem  Register  ist  das  Resultat  erschienen.  —  Zur  Erklärung 
des  Vorgangs  sei  Folgendes  bemerkt.  Wenn  man  den  um  1  verminderten 
Subtrahend  in  roten  Ziffern  sucht,  so  geben  die  auf  denselben  Tasten 
stehenden  schwarzen  Ziffern  stets  das  dekadische  Komplement  zum  gege- 
benen Subtrahenden  an.  Auf  den  Tasten,  auf  denen  man  rot  72  findet, 
steht  schwarz  27,  das  ist  das  dekadische  Komplement  zu  73.  Wenn  man 
also  72  rot  tastet,  so  addiert  man  in  Wirklichkeit  27  (also  das  deka- 
dische Komplement  des  gegebenen  Subtrahenden);  um  nun  das  richtige 
Facit  der  gestellten  Aufgabe  zu  erhalten,  muGs  nach  dieser  Addition  die 
ganze  dekadische  Einheit  (im  vorliegenden  Beispiele  die  Zahl  100)  abge- 
zogen werden,  was  durch  den  vorgeschobenen  Schieber  geschieht,  indem 
derselbe  bewirkt,  dafs  die  Zehnerübertragung  nicht  vorwärts  (wie  bei  der 
Addition),  sondern  rückwärts  wirkt,  also  auf  der  Hundertstelle  im  Register  1 
subtrahiert,  statt  addiert.  — 

Das  Dividieren.  Beispiel:  44698  :  68.  Der  Dividend  wird  im  Re- 
gister angesetzt.  Hierauf  sucht  man  in  roten  Tastenziffem  den  um  1  ver- 
minderten Divisor,  nämlich  67;  auf  denselben   Tasten  steht  aber  schwarz 
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32.  Um  die  Anfangsstelle  für  das  Anschlagen  der  Tasten  zn  finden,  denkt 
man  sich  den  gegebenen  Divisor  68  in  gewöhnlicher  Weise  unter  den  ersten 
Partialdiyidenden  gesetzt,  also  hier  68  unter  446,  das  ist  in  der  Tausender- 
und Hunderterkolonne;  an  dieser  Stelle  beginnt  das  Greifen  der  Tasten. 
Man  tastet  nun  den  roten  Divisor  (67)  oder  was  dasselbe  ist,  die  schwarze 
32  in  der  Tausender-  und  Hunderterkolonne  so  oft;,  als  der  Divisor  68  in 
446  enthalten  ist,  nämlich  sechsmal.  Dadurch  hat  man  jiichts  subtrahiert, 
sondern  sechsmal  3200  addiert,  und  im  Eegister  steht  jetzt  auch  wirklich 
44698  +  19200  nämlich  63898.  Die  vordere  6  davon  ist  die  erste 
Quotientenziffer  und  3898  ist  der  Bestdividend.  Hierauf  denkt  man  sich 
68  unter  389  gerückt,  und  tastet  in  der  Hunderter-  und  Zehnerkolonne 
die  rote  67  resp.  die  schwarze  32  fCLnfmal,  wodurch  also  fünfmal  320  zu 
der  vorigen  Begisterzahl  addiert  wird.  Das  Register  zeigt  den  Betrag  der 
Summe  63898  -|-  1600,  nämlich  66498.  Davon  sind  die  beiden  vordersten 
Ziffern  die  beiden  ersten  Quotientenziffem.  498  ist  der  nächste  Rest- 
dividend. Man  tastet  nun  in  der  Zehner-  und  Einerkolonne  die  rote  67 
resp.  die  schwarze  32  siebenmal,  wodurch  siebenmal  32  zur  vorigen  Register- 
zahl addiert  wird.  Das  Register  zeigt  jetzt  65498  +  224  nämlich  65722, 
davon  ist  657  der  Quotient  und  22  der  Rest  der  gestellten  Divisionsaufgabe. 

Wenn  man  nicht  die  Gröfse  der  einzelnen  Quotientenziffern  im  Kopfe 
bestimmt,  so  mufs  zu  ihrer  Ermittelung  das  Tasten  des  um  1  verminderten 
Divisors  (in  roten  Ziffern)  sovielemal  geschehen,  bis  die  sich  ergebende 
Quotientenziffer  mit  der  Anzahl  des  Tastens  übereinstimmt  und  aufserdem 
die  verbleibenden  Ziffern  des  Teildividenden  kleiner  sind  als  der  gegebene 
Divisor. 

Das  obige  Divisionsexempel  hat  sich  auf  dem  Wege  der  Addition 
folgendermafsen  vollzogen : 


44698  : 

68 

-f   19200 

d.  i.  6mal  3200 

63898 

+     1600 

d.  i.  5mal  320 

65498 

+        224 

d.  i.  7mal  32 

65722 

Quo- Beet 
tient 

Es  liegt  hier  die  komplementäre  Division  vor.  44698  :  (100  —  32). 
Die  Vielfachen  von  32  sind  zu  addieren,  was  geschehen  ist;  die  Vielfachen 
der  dekadischen  Einheiten  (60000,  5000,  700).  wären  zu  subtrahieren,  was 
aber  unterlassen  ist,  weil  die  geltenden  Ziffern  derselben  den  Quotient  bilden. 
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Die  Maschine  ist  von  Dorr  E.  Felt  erfunden  nad   wird  unter  seiner 
perBönlichen  Aofsicht  hergestellt  von  der  Firma 
Pelt  et  Tarrant  Mfg.  Co.  52,  54  und  56  Illinois  Street,  Chicago,  U.  8.  A. 

Die  Patente  darauf  sind  am  19.  Juli  nnd  11.  Okt.  1887  erworben. 
Die  AnsfQfamng  geschieht  in  drei  GrSfsen,  n&mlich  mit  acht  Kolonnen, 
zehn  Kolonnen  and  zwölf  Kolonnen  zq  den  Preisen  525  JL,  700  JL,  850  JL 
Die  Terkaufsstolle  (zu  Orif^nalpreisen)  ffir  Deutschland  ist  die  Schreib- 
warenhandlung von  P.  G.  Utliüs  in  Leipzig.  Daselbst  steht  ein  Exemplar 
zur  Ansicht,  das  mir  der  Inhaber  der  Firma  bereitwilligst  and  freundlichst 
zeigte  nnd  erklärte.     Jeder  Maschine  wird  ein  Instmktionsbach  beigegeben. 

4.  BniTonghs  Re^sl«riiig  acconntant  oder  selbstschrcibcBde 
Additioosnasctiine. 


Die  Maschine  ist  28  cm  breit,  38  cm  laug  und  32  cm  hoch.     Sie   mhl 
einem  staubsichern  Kasten,  der  ans  einem  Metallrafamen  nnd  festen  Glas- 
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wänden  besteht,  sodalfi  das  Funktionieren  der  arbeitenden  Teile  beobachtet 
werden  kann.  Auf  der  Oberseite,  dem  Griffbrette,  befinden  sich  81  Tasten, 
angeordnet  in  9  Kolonnen  a  9  Stück.  Jede  trägt  eine  der  9  Ziffern.  In 
jeder  Kolonne  befinden  sich  Tasten  mit  den  Ziffern  1,  2  ...  9.  Die  erste 
Kolonne  rechts  ist  die  Einerkolonne,  dann  folgt  die  Zehnerkolonne  etc.  An 
der  Hinterwand  befindet  sicU  auTsen  eine  automatisch  bewegliche  Papier- 
rolle, auf  welche  die  Posten  in  richtiger  üntereinandersetzong  sowie  die 
Totalsomme  durch  die  Maschine  gedruckt  werden.  An  der  rechten  Seite 
ist  eine  Kurbel;  beim  Arbeiten  wird  dieselbe  angezogen  bis  an  einen  festen 
Widerstand  und  dann  losgelassen;  sie  geht  von  selbst  durch  Federkraft  in 
ihre  ursprüngliche  Lage  zurück. 

Durch  das  Niederdrücken  der  einen  Posten  darstellenden  Tasten  und 
darauffolgendes  Anziehen  der  Kurbel  wird  der  Betrag  auf  die  Papierrolle, 
die  an  der  Hinterwand  augebracht  ist,  gedruckt,  zugleich  aber  wird  dieser 
Betrag  auch  auf  den  Sammlungs-  oder  Additionsmechanismus  gebracht.  Hier- 
auf kann  ein  zweiter  Posten  auf  eben  diese  Weise  der  Maschine  übergeben 
werden,  darnach  ein  dritter  etc.;  dies  wird  fortgesetzt,  bis  alle  Posten  auf- 
gegeben sind.  Will  man  dann  die  Summe  erscheinen  lassen,  so  macht  man 
zunächst  eine  Kurbelbewegung  leer  (d.  h.  ohne  irgendwelche  Taste  gegriffen 
zu  haben),  drückt  dann  die  links  unten  angebrachte  vernickelte  Taste  (das 
ist  die  „Additions taste")  nieder  und  macht  eine  neue  Kurbelbewegung, 
womit  das  Additionswerk  beendet  ist  Auf  dem  Papierstreifen  zeigt  sich 
nun  die  ganze  Arbeit  der  Maschine:  sie  hat  alle  ihr  aufgegebenen  Posten 
einzeln  gedruckt,  genau  untereinandergesetzt,  einen  Zwischenraum  zwischen 
dem  letzten  Posten  und  der  Summe  gelassen,  der  für  den  Additionsstrich 
gelten  kann,  und  die  Summe  darunter  gedruckt  —  und  überdies  fehlerfrei 
gerechnet.     Ein  Streifen  sieht  so  aus,  wie  folgendes  Beispiel^)  zeigt: 

34578 

8200 

945 

720640 

89 

3207 

767659 

Bechts  unten  ist  noch  eine  vernickelte  Taste  ohne  Ziffer  angebracht, 
das  ist  die  „Bepe tiertaste".     Sie  dient  dazu,   um   mehrere  nacheinander 


7)  Die  neuesten  Maschinen  drucken  vor  die  beiden  letzten  Stellen  in  jeder 
Zahl  ein  Dezimalkomma,  z.  B.  345,78. 
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Yorkommende  gleichgrofse  Posten  auf  kürzere  Weise  als  gewöhnlich  der 
Maschine  zu  übergeben.  Zu  diesem  Zwecke  tastet  man  den  Posten,  drückt 
die  Repetiertaste  nieder  und  klemmt  sie  fest,  darnach  zieht  man  die  Kurbel 
soyielemal  an,  wie  der  Posten  aufgegeben  werden  soll.  Dann  löst  man  die 
Repetiertaste  aus  und  bringt  die  Zahlentasten  mit  Hilfe  der  Additionstaste 
wieder  in  die  Höhe,  worauf  man  in  gewöhnlicher  Weise  weiterarbeiten  kann. 

Die  Null  erscheint  auf  der  Klaviatur  nicht;  diese  Ziffer  wird  auto- 
matisch von  der  Maschine  ohne  irgendwelches  Zuthun  des  Bedienenden  ge- 
druckt, wo  sie  erforderlich  ist. 

Bevor  man  das  Addieren  anfängt,  muTs  die  Maschine  „klar  gestellt", 
d.  h.  auf  ihren  Nullpunkt  gebracht  werden.  Zu  diesem  Zwecke  macht  man 
eine  volle  Kurbelbewegung  leer  (d.  i.  einen  Hergang  und  einen  Hingang). 
Dann  drückt  man  die  Additionstaste  nieder,  hält  sie  in  dieser  Lage  fest 
und  macht  abermals  eine  volle  Kurbelbewegung.  Dadurch  wird  die  Ma- 
schine klar  von  allen  Posten,  die  etwa  vorher  gegriffen  waren. 

Die  Maschine  ist  in  erster  Linie  für  die  Addition  konstruiert;  doch 
kann  sie  auch  zur  Multiplikation  benutzt  werden  und  zwar  mit  Hilfe 
der  Repetiertaste.  Soll  beispielsweise  547  mit  23  multipliziert  werden,  so 
drückt  man  die  Repetiertaste  nieder  und  klemmt  sie  fest.  Hierauf  tastet 
man  547  in  gewöhnlicher  Weise  und  macht  3  (nach  Mafsgabe  der  Einer 
von  23)  volle  Kurbelbewegungen.  Dann  drückt  man  die  Additionstaste, 
um  die  Zahlentasten  in  die  Höhe  zu  bringen.  Damach  tastet  man  die  Zahl 
547  eine  Kolonne  weiter  links  als  vorher  (also  eigentlich  5470)  und  zieht 
die  Kurbel  zweimal  (nach  Mafsgabe  der  Zehner  von  23)  an.  Hierauf  bringt 
man  mit  Hilfe  der  Additionstaste  die  Zahlentasten  in  die  Höhe,  zieht  die 
Kurbel  einmal  leer  und  addiert  schliefslich  das  Ganze  wie  gewöhnlich. 

Um  den  Additionsmechanismus  zu  einigem  Verständnis  zu  bringen,  sei 
folgendes  angeführt.  Unter  jeder  Tastenkolonne  des  Griffbretts  befindet  sich 
im  Innern  der  Maschine  ein  Rad  auf  eigner  Achse  mit  10  Zähnen.  An- 
genommen, es  seien  3  und  4  zu  addieren.  Durch  Niederdrücken  der  Einer- 
taste 3  und  nachfolgende  Kurbelbewegung  wird  das  Einerrad  aus  der  Null- 
lage um  3  Zähne  weiter  gedreht.  Der  Druck  auf  die  Einertaste  4  nebst 
Kurbeibewegung  bewirken,  dafs  das  Einerrad  um  4  Zähne  weiter,  also  bis 
zum  Zahn  7  bewegt  wird.  Ist  nun  5  hinzuzufügen,  so  haben  Tastendruck 
und  Kurbelbewegung  zur  Folge,  dafs  das  Einerrad  sich  über  die  Zähne  8 
und  9  in  die  Ruhelage  und  weiter  um  die  Zähne  1  und  2  fortbewegt 
Beim  Passieren  der  Ruhelage  0  greift  jedoch  eine  am  Einerrade  befindliche 
Nase  in  das  Zehnerrad  und  bewegt  dieses  aus  der  Nulllage  um  einen  Zahn 
vorwärts,  also  auf  1.  Die  Stellung  beider  Räder  (Einerrad  auf  2  und 
Zehnerrad  auf  1)  giebt  nun  den  Betrag  der  Summe  der  3  Zahlen  3  -f~  ^  "h  ^ 
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an.  —  In  gleicher  Weise  vollziehen  sich  die  Additionen  und  Zehneruber- 
tragnngen  in  den  übrigen  Kolonnen. 

Das  zum  Drucke  notwendige  Farbband  arbeitet  automatisch  und  wird 
auch  automatisch  umgeschaltet,  wenn  es  in  einer  Richtung  abgelaufen  ist; 
man  braucht  also  nicht  auf  das  Band  zu  achten. 

Die  Verbindung  zwischen  Handkurbel  und  dem  innem  Mechanismus 
wird  durch  Federn  beyrirkt,  welche  genau  auf  die  erforderliche  gleichmäfsige 
Kraft  reguliert  sind.  Diese  Federn,  zusammen  mit  dem  Regulator  (im  In- 
nem), schützen  die  arbeitenden  Teile  derart,  dafs,  gleichgiltig  ob  die  Kurbel 
schnell  oder  langsam  gehandhabt  wird,  die  Maschine  immer  mit  derselben 
Schnelligkeit  arbeitet;  auf  diese  Weise  kann  selbst  böswillige  Nachlässigkeit 
des  Arbeitenden  der  Maschine  nicht  schaden. 

In  wenigen  Minuten  ist  die  Handhabung  erlernt.  Eine  Schnelligkeit 
von  1500  Posten  in  der  Stunde  wird  von  jedem  nach  kurzer  Zeit  erreicht; 
ein  sehr  geübter  Arbeiter  kann  über  2000  Posten  pro  Stunde  addieren. 

Die  Maschine  reicht  mit  ihrer  Leistungsfähigkeit  bis  zur  höchsten 
Sunmae  999999  999;  sie  schont  Gehirn  und  Nerven  der  Beamten,  arbeitet 
drei-  bis  viermal  schneller  als  der  Mensch,  druckt  in  gefälligen,  gleich- 
mäfsigen,  gut  leserlichen  Typen  und  ist  —  unfehlbar. 

Dadurch,  dafs  sie  alle  Posten  einzeln  druckt,  kann  mit  Hilfe  des 
Druckstreifens  jederzeit  der  Beweis  für  die  Vollständigkeit  und  Rich- 
tigkeit der  aufgegebenen  Posten  erbracht  werden. 

•Die  soeben  erwähnte  Möglichkeit  der  Kontrole,  verbunden  mit  der  leich- 
ten und  schnellen  Handhabung,  sowie  die  fehlerfreie  Summation  bilden 
zusammengenonmien  alle  Erfordernisse,  die  man  billigerweise  an  eine 
Additionsmaschine  stellen  kann. 

Erfunden  wurde  diese  Maschine  zu  Anfang  der  achtziger  Jahre  von 
BüRROUGH,  der  vor  wenigen  Monaten  verstorben  ist.  Die  ersten  Exemplare 
waren  noch  unvollkommen.  Gebrauchsföhige  Maschinen  sind  erst  seit  etwa 
sechs  Jahren  auf  den  Markt  gekommen  und  zwar  bereits  in  der  jetzigen 
Ausführung.  Verbesserungen  sind  seitdem  nur  in  ganz  nebensächlichen 
Dingen  eingetreten.  Die  Patente  darauf  sind  am  21.  Aug.  1888,  15.  Jan. 
1889  und  4.  Febr.  1890  erworben. 

Bis  vor  kurzem  wurde  die  Maschine  nur  von  der  Arithmometer  Co. 
in  St.  Louis  U.  S.  A.  hergestellt;  seit  1898  giebt  es  aber  zu  ihrer  Her- 
stellung auch  eine  Fabrik  in  Nottingham  (England),  um  von  dort  aus  den 
Bedarf  in  Europa  zu  decken. 

Für  diejenigen  Leser,  die  das  Verlangen  haben,  eine  solche  Maschine 
zu  sehen,  seien  folgende  Fundstellen  angeführt. 
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In  Deutschland  haben  znr  Zeit  (Juni  1899)  in  Gebrauch: 

Kaiserliche  Reichspostämter  120  Maschinen, 

Kaiserl.  Stat.  Amt  Berlin  zehn, 

Reichs- Versicherungs-Amt  Berlin  eine, 

Bank  des  Berl.  Kassenvereins  zwei, 

St&dt.  Sparkasse  Köln  a.  Rh.  zwei, 

Preufis.  Rent.-Versicher.-Anst.  Berlin  eine, 

Artillerie- Werkstatt  Dresden  eine, 

Bh.-Westf.  Masch.-  und  Kleineisen -Industrie -Berufsgenossenschaft 

Düsseldorf  eine, 
Ernst  Schiess,  Werkzeugma8ch.-Fabrik  Düsseldorf  eine, 
Falk  &  Schutt,  Lederfabr.,  Wilster  (Holst.)  eine, 
Wagner  &  Korn,  Flaschenfabrik,  Louisenthal  a.  Saar  eine, 
AUgem.  Elektrizitäts-Gesellschaft,  Berlin  eine, 
Stadt.  Sparkasse  in  Leipzig  eine, 
Königl.  Bayerische  Postämter  zehn, 
Königl.  Württemb.  Post  drei. 

In  Osterreich: 

Osterr.  Post- Sparkasse  Wien  6  Maschinen. 

Kaiser  Ferdinand-Nordbahn  Wien  eine, 

F.  Winklkr's  Stadt-Apotheke  Innsbruck  eine. 

In  England  und  Amerika  ist  die  Maschine  in  vielen  Banken  zu  finden 
und  daselbst  zur  geschätzten  Gehilfin  geworden.  Zur  Addition  von  Post- 
anweisungen und  Checks  ist  ihr  Nutzen  erstaunlich  grofs,  und  Beamte,  die 
sie  einmal  benutzt  haben,  mögen  sie  nicht  mehr  entbehren. 

Es  giebt  nur  eine  Gröfse,  die  eben  beschriebene;  ihr  Preis  ist  1250  JL 
Den  Alleinverkauf  für  fast  ganz  Europa  hat  die  Firma  Glooowski®)  &  Co. 
in  Berlin  W.  Friedrichsstr.  83;  Filialen  hat  die  Firma  in  Leipzig,  Frankfurt  a/M^ 
Mannheim,  Hamburg,  Budapest. 

Referiert  ist  über  diese  Maschine  in  einigen  Tageszeitungen:  dreimal 
in  der  „Deutschen  Verkehrs-Zeitung  in  Berlin",  zuerst  1897  Seite  453, 
dann  den  15.  April  1898  No.  15  und  den  6.  Januar  1899  No.  1;  des- 
gleichen in  der  „Osterreichischen  Eisenbahn-Zeitung"  Wien,  den  1.  Jänner 
1899  No.  1. 


8)  Wegen  starker  Nachfrage  steht  in  der  Leipziger  Filiale  kein  vorrätiges 
Exemplar,  sodafs  man  es  hätte  in  Augenschein  nehmen  können.  —  Durch  besondere 
Gefälligkeit  wurde  mir  aber  die  Erlaubnis  zu  teil,  die  Maschine  auf  der  Haupt- 
poBt  aui'serhalb  der  Dienstzeit  zu  sehen. 
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Wer  keine  Gelegenheit  bat,  ein  Exemplar  in  natnra  zu  gehen,  kann 
sich  am  besten  aber  die  Maschine  orientieren  ans  dem  Prospekte:  „Bubrouqh's 
salbstschreibende  Additionsmasobine"  nnd  der  „Gebrauchsanweisong  fOc 
BuxBouGH'ä  Belbstschreibende  Ädditionsmaschine"  der  Firma  Olooowbki  &  Co. 


5.  Di«  Registrir-Easseii. 


The  National  Cash  Begister  Company*)  in  Dayton,  Ohio,  fabriziert 
gegenwärtig  etwa  90  verschiedene  Sorten  von  RegistrirkasBen,  die  durch 
eine  Modell-  oder  D esain-Nummer  (No.  1,  No.  2  etc.)  Toneinander  unter- 
schieden werden.  Im  ganzen  befinden  sich  schon  ca  160000  Maschinen 
im  Publikom,  der  monatliche  Absatz  beträgt  gegenwartig  rund  2000. 

Man  kann  die  BegiBtrirkassen  in  zwei  Gmppen  bringen:  solche,  die 
addieren,  und  solche,  die  nicht  addieren. 

1.  Die  nicht  addierenden  Kassen  haben  eine  Anzahl  Tasten,  die 
in  zwei  Horizontalreihen  angeordnet  sind  nnd  Zahlen  tragen,  etwa  1,  2, 
3  .  , .  9  A,  10,  20,  30  . .  .  90  Jv,  ebenso  Tasten  fftr  Markbeti^ge.  Die 
Zahlen  können  der  Fabrik  bei  Bestellung  der  Maschine  TOrgeachrieben 
werden.     Dadurch  igt  es  möglich,  jedwedes  Bedürfnis  zu  beMedlgen. 

9)  Die  Leipziger  Filiale  der  Firma  hat  mich  bereitwiUigat  nnd  freundlichst 
llber  die  Einzelheiten  ihrer  Sassen  unterrichtet  und  mir  auch  den  innera  Bau 
gezeigt. 

Abh.  nu  Oucb.  d.  Matlism.    IX.  34 
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Jede  Taste  bewegt  ein  Bad  und  zwar  bei  jedem  Drucke  um  einen 
Zahn  vorwärts.  Auf  der  Peripherie  jedes  Bades  stehen  auüser  der  Null 
die  ersten  29  Produkte  der  Tastenzahl,  von  denen  aber  nur  eins  auf  ein- 
mal in  einem  Schauloche  sichtbar  wird.  Es  stehen  beispielsweise  auf  dem 
Bade,  das  von  der  6-Pfennig-Taste  getrieben  wird,  die  Zahlen  0,  6,  18, 
24  . .  .  bis  174.  Statt  180  erscheint  0.  Das  erste  Bad  hat  aber  am  Null- 
zahne  eine  Nase  und  greift  durch  diese  in  ein  zweites  Bad  und  dreht  es 
tun  einen  Zahn  yorw&rts.  Auf  diesem  Sekundftrrade  stehen  au&er  der  Null 
die  ersten  29  Produkte  der  Zahl  180;  also  die  Zahlen  0  180  360  540 . . . 
bis  5220.  Auf  dieselbe  Weise  treibt  jede  andre  Taste  zwei  hintereinander 
stehende  Bäder,  und  es  kann,  wenn  beim  Anfange  alles  auf  Nnll  stand, 
der  Maschine  durch  jede  Taste  das  (900 — l)fache  ihrer  aufgedruckten 
Tastenzahl  übergeben  werden;  mehr  freilich  nicht,  wenn  nicht  noch  eine 
dritte  Bädergruppe  angebracht  wird.  Würde  man  eine  Taste  mehr  als 
900 — Imal  drücken,  so  würde  das  900fache  Produkt  der  Tastenzahl  aus 
der  Maschine  verschwinden  und  nur  der  Überschufs  angezeigt  werden. 

um  die  Totalsumme  deijenigen  Beträge  zu  erhalten,  die  im  Laufe 
eines  Tages  durch  die  Kasse  registrirt  worden  sind,  muTs  man  in  allen 
Schaulöchern  (die  sich  im  Innern  der  Maschine  befinden)  die  Zahlen  ablesen 
und  in  der  gewöhnlichen  Weise  addieren. 

YoUkommene  Additionsmaschinen  sind  solche  Begistrirkassen  noch  nicht, 
da  ihnen  das  wichtigste  Moment,  die  Zehnerübertragung,  fehlt.  Eine  der- 
artige Kasse  ist  nichts  weiter  als  eine  Produktentabelle  ausgewählter  Fak- 
toren, mit  der  Möglichkeit,  durch  einen  Tastenapparat  in  Yerbindung  mit 
einem  Bäderwerk  die  Produkte  in  fortlaufender  Beihenfolge  in  Schaulöchern 
sichtbar  zu  machen. 

Schon  diese  Apparate  wurden  von  den  Kaufleuten  mit  Freuden  be- 
grüfst,  da  sie  die  Bildung  der  Totalsumme  aller  Einnahmen  eines  Tages 
wesentlich  abkürzen. 

2.  Von  den  addierenden  Maschinen  sollen  die  beiden  vollkommensten 
erwähnt  werden. 

a.  Die  Begistrirkasse  mit  Druckstreifen,  aber  ohne  CheckdrucL 
Die  Klaviatur  besteht  aus  2  Horizontalreihen  von  Tasten,  denen  die  Zahlen 
1,  2,  3  .  .  .  9  fELr  die  Einerpfennig,  10,  20,  30  ...  90  fOr  die  Zehnei^ 
Pfennig,  1,  2,  3  .  .  .  9  ftlr  die  Einermark,  10,  20,  30  ...  90  für  die  Zehner- 
mark etc.  aufgedruckt  sind.  —  Vor  dem  Addieren  muTs  alles  auf  Null 
gestellt  sein.  Sei  beispielsweise  der  erste  Posten  7,85  •4l[,  so  drückt  man 
3  Tasten:  die  7  UK-Taste,  die  80  Pfennig-Taste  und  die  5  Pfennig-Taste. 
Auf  der  Oberseite  der  Maschine  erscheint  jetzt  7,85  JL  in  den  Schaulöcheni 
des  Sununenplatzes.     Soll  dazu   36,47  JL  addiert  werden,  so   drückt  man 
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4  Tasten:  die  30  UK-Taste,  6  UK-Taste,  40  Pf. -Taste  und  7  Pf. -Taste.  In 
den  SchaiüOcliern  des  Siunmenplatzes  erscheint  jetzt  44,32  JL  —  Am 
Deckel  der  Maschine  ist  noch  eine  andre  Gruppe  von  Schaulöchern  an- 
gebracht, wo  jeder  Posten  in  grolsen  Ziffern  erscheint,  sobald  er  getastet 
worden  ist,  sodaTs  man  dadurch  eine  Eontrole  hat,  ob  man  richtig  gegriffen 
liabe  oder  nicht. 

Beim  Arbeiten  mit  der  Maschine  wird  ein  auf  der  rechten  Seite  be- 
findlicher Papierstreifen  (ähnlich  dem  beim  Morsetelegraph)  automatisch  in 
Bewegung  gesetzt,  darauf  werden  die  einzelnen  aufgegebenen  Posten  in 
richtiger  üntereinandersetzung  gedruckt.  Dieser  Streifen  kann  jederzeit  zur 
Kontrole  darüber  dienen,  was  der  Maschine  aufgegeben  wurde. 

b.  Die  Begistrirkasse  mit  Druckstreifen  und  Checkdruck. 
Die  Tasten  sind  hierbei  in  Kolonnen  zu  je  9  Stück  angebracht.  Die  gröfste 
Maschine  hat  8  Kolonnen.  Wenn  man  bei  ihr  die  beiden  letzten  Kolonnen 
für  die  Pfennig,  die  übrigen  für  die  Mark  gelten  läüst,  so  addiert  sie  bis 
zum  Höchstbetrage  999999,99  JL  —  Wenn  man  addieren  will,  so  stellt 
man  zunächst  alles  auf  Null,  tastet  hierauf  den  ersten  Posten  und  dreht 
eine  rechter  Hand  angebrachte  Kurbel  einmal  herum.  Dadurch  geschieht 
yiererlei:  erstens  wird  der  Posten  in  die  Schaulöcher  des  Summenplatzes 
auf  der  Oberseite  gebracht  (oder  wenn  dort  schon  etwas  steht,  dazu  ad- 
diert), zweitens  wird  dieser  Posten  auf  dem  Deckel  (auf  dem  Kontrolplatze) 
in  grolsen  Ziffern  vom  und  hinten  sichtbar,  drittens  wird  der  Posten  auf 
eine  automatisch  bewegte  Papierrolle  (links  an  der  Maschine  befindlich) 
gedruckt,  viertens  wird  ein  Check  bedruckt,  abgeschnitten  und  heraus- 
geworfen. Auf  den  Check  druckt  die  Maschine:  die  fortlaufende  Nummer, 
das  Datum,  den  Geldbetrag  und  auch  noch  eine  andre  beliebige  Notiz,  die 
man  in  den  Druckapparat  eingeschoben  hat. 

Nach  der  Kurbelbewegung  kann  der  Maschine  ein  zweiter  Posten  übei^ 
geben  werden.  Es  vollzieht  sich  alles  ebenso  wie  vorher,  nur  dals  auf  dem 
Summenplatze  die  Simmie  der  zwei  ersten  Posten  erscheint. 

AuTser  den  Additionstasten  (den  Zahlentasten)  sind  noch  andre  Tasten, 
solche  mit  Buchstaben  A,  B,  C  etc.  angebracht.  Drückt  man  einen  dieser 
Buchstaben  und  tastet  dann  einen  Posten,  so  wird  vor  diesen  Posten  der 
betreffende  Buchstabe  gedruckt  auf  dem  Druckstreifen  und  auch  auf  dem 
Check.  Weist  man  jedem  Verkäufer  eines  Geschäfts  einen  besondem  Buch- 
staben zu,  so  läTst  sich  dadurch  seine  Thätigkeit  kontrollieren. 

Es  läfst  sich  aber  auch  beim  Gebrauche  der  Buchstaben  der  Additions- 
mechanismus ausschalten,  dann  bleibt  nur  der  Druckapparat  in  Thätigkeit 
und  man  registrirt  dann  gewöhnlich  mit  A  die  Ausgaben,  mit  B  die  Be- 
zahlung von  Rechnungen,  mit  C  die  Verkäufe  auf  Credit.    Bei  den  neuesten 

34* 


533  Friedrich  August  Osger: 

Maschinen  wird  beim  Gebrauche  eines  der  Buchstaben  A,  B  oder  C  der 
Additionsmechanismus  automatisch  ausgeschaltet,  w&hrend  er  beim  Gebrauche 
der  übrigen  Buchstaben  in  Wirksamkeit  bleibt. 

Die  Begistrirkassen  (a)  mit  Druckstreifen  aber  ohne  Checkdruck  wer- 
den  nach   ihrer  GhnOise   zu  den  Preisen  von  400 — 900  JL   geliefert,   die 
Kassen  (b)   mit  Druckstreifen   und  Checkdruck   kosten  650  bis   1400  JL 
Die  erste   ziemlich  einfache   Begistrirkasse   wurde    1878   gebaut. 
Sie  ist  bereits  eine  totaladdierende  Kasse  und  hat  Tasten  f&r  die  ersten 
19  Produkte  der  Zahl  5  und  eine  fCür  1  #,   angeordnet  in  2  Hoiizontal- 
reihen,  wie  folgt: 
5         15         25         35         45         55         65         75         85         95 
10         20         30         40         50         60         70         80         90         1  # 
Man  kann  demnach  der  Maschine  jede  beliebige  Anzahl  von  Dollars  (durch 
ebensovielmaliges  Anschlagen  der  Dollartaste)  aufgeben,  CentsbetrSge  aber 
nur  diejenigen,  die  durch  5  teilbar  sind.    Der  Höchstbetrag  ist  499  #  95  cts. 
Sie  ist  jedoch  auch  benutzbar  für  andre  Münzen,  sowie  für  Malse  und 
Gewicht,  wenn  nur  die  Wähmngszahl  100  ist 

Die  Summe  wird  auf  zwei  vertikalstehenden,  an  der  rechten  Seite  an- 
gebrachten Metallscheiben  durch  Zeiger  kenntlich  gemacht;  auf  der  obem 
Scheibe  liest  man  die  Cents,  auf  der  untern  die  Dollars  ab.  Die  Cents- 
Scheibe  nimmt  Beträge  bis  495  cts.  auf,  ehe  eine  Übertragung  von  ihr  auf 
die  Dollarscheibe  stattfindet.  Sie  wird  sowohl  von  den  Centstasten  als  auch 
von  der  Dollartaste  getrieben;  die  letztere  bewegt  sie  bei  jedem  Drucke  um 
y5  eines  vollen  Umgangs.  Die  Dollarscheibe  zeigt  also  nur  DoUarbetii^^ 
von  5  zu  5  an,  sie  wird  einzig  und  allein  durch  die  Übertragung  von  der 
Centsscheibe  getrieben. 

In  der  Folgezeit  sind  die  Kassen  unausgesetzt  vervollkommnet  und 
vergrOfsert  worden.  Ursprünglich  waren  sie  nicht  durch  Patente  geschützt, 
erst  auf  die  Verbesserungen  und  Neuerungen  der  letzten  Jahre  (seit  1895) 
sind  Patente  genommen  worden. 

In  Berlin,  Leipzig,  Köln  und  Wien  sind  Filialen  der  Dajtoner  Firma. 
In  der  Leipziger  steht  noch  ein  Exemplar  der  ersten  Konstruktion  (1878) 
neben  den  neuesten  Fabrikaten,  sodafis  man  das  Einst  und  Jetzt  vergleichen 
und  den  gewaltigen  Fortschritt  wahrnehmen  kann. 

In  allen  grOfsem  kaufmftnnischen  Detailgeschäften  findet  man  jetzt 
Registriimasohinen,  oft  in  mehr  als  einem  Exemplare. 

Auch  eine  deutsche  Firma:  Gbdcmb,  Natalib  k  Co.  in  Braunschweig, 
baut  Begistrirkassen;  doch  konnte  ich  über  diese  Fabrikate  trotz  Bemühung 
nichts  erfahren.  Ihre  äuTsere  Gestalt  ist  den  amerikanischen  Kassen  zum 
Verwechseln  ähnlich. 
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Die  erste  Maschine  von  1878  hat  ein  ganz  andres  Getriebe  als  die 
jetzigen  Maschinen;  in  ihr  treiben  alle  Tasten  nnr  ein  einziges  Zahnrad, 
anf  dem  die  Summe  durch  einen  Zeiger  angezeigt  wird.  Die  nichttotal- 
addierenden  Haschinen  "*)  mit  zwei  hintereinanderBtehenden  Bodern  fOr  jede 
Taste  werden  seit  1882  auf  den  Markt  gebracht  Im  Jahre  1884  lOste 
die  gegenwartige  Oesellsch&ft  die  arBprOngliche  in  ihrem  Bemtzatande  ab. 

Die  totaladdierende  Maschine  jetziger  Gestalt,  doch  ohne  Korbel  und 
ohne  Dmcbapparate,  hat  Thomas  CAXMEr  aas  Dayton  1890  erfanden.  Den 
Totaladdierer  mit  Kurbel  und  Dmckappaist  für  Detailstreifen  und  Check 
erfand  1892  Hugo  Cook. 

Alle  Maschinen  werden  einzig  and  allein  von  der  eingangs  genannten 
Gesellschaft  in  Dajton  hergestellt. 

6.  Di«  Additionsmaschine  von  Rnnge. 


BlntMllen  dar  Btiolut- 

on  1-B). 

Nach  löjährigen  Tersachen  nnd  Bemahangen  ist  es  Bunoe  in  Berlin 
(1899)   gelangen,    eine   Maschine    zn    konstruieren ,    auf  der  man   grttlsere 


10)  Die  folgenden  Nacbriohten  aind  entnommen  einer  brieflichen  Mitteilung 
der  National  Cuh  Register  Company  an  den  Verfaaaer. 
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Posten  auf  einmal  addieren  kann.  Die  Finna  Bunge  und  von  Stemasn 
in  Berlin  hat  ein  Modell  hergestellt,  von  dem  hier  eine  Bescfareibnng^^) 
folgt. 

Der  Apparat  roht  auf  einer  Eichenplatte  in  einem  Gehftnse  ans  Metall 
und  Glas.  Auf  der  Deckplatte  sind  4  Hauptteile  sichtbar.  Die  Gruppe 
der  Schaulöcher  (c)  ist  der  Besultatplatz,  wo  die  Summe  erscheint.  Die 
Schaulöchergruppe  (b)  ist  der  Eontrolplatz,  wo  jeder  der  Maschine  auf- 
gegebene Posten  sichtbar  wird,  nachdem  man  ihn  getastet  hat;  dadurch  hat 
man  eine  Eontrole,  ob  man  richtig  gegriffen  habe  oder  nicht. 

In  den  Schaulöchern  werden  die  Zahlen  in  gewöhnlicher  Weise  ge- 
lesen; die  beiden  letzten  Ziffern  (rechts)  gelten  für  die  Pfennig,  die  übrigen 
für  die  Mark.  Zwischen  den  Hundertern  (^JC)  und  Tausendern  ist  ein  brei- 
terer Zwischenraum  gelassen  der  leichteren  Orientierung  halber.  Die  Grölse 
der  Summe  ist  unbeschrftnkt  in  den  Millionen,  der  gröiflte  Posten  jedoch 
ist  99999,99  JL 

Bei  (a)  und  (f)  befinden  sich  die  beiden  Klaviaturen,  die  Tastengruppe 
(a)  dient  fCLr  die  Stellenwerte  der  Ziffern,  die  Gruppe  (f)  für  ihre  absoluten 
Werte.  Die  beiden  letzten  Tasten  in  Gruppe  (f)  gelten  für  die  Pfennig 
(Einer  und  Zehner),  die  übrigen  5  Tasten  fth*  die  Mark  (Einer,  Zehner, 
Hunderter,  Tausender,  Zehntausender).  Die  9  Tasten  der  Gruppe  (f)  tragen 
eine  der  Ziffern  1,  2,  3  ...  9.  — 

Will  man  addieren,  so  mufs  man  bei  jeder  einzelnen  Ziffer  des  Sum- 
manden stets  zwei  Tasten  drücken,  eine  aus  Gruppe  (a)  für  den  Stellen- 
wert und  eine  aus  Gruppe  (f)  fOr  den  absoluten  Wert. 

Die  Maschine  hat  zwar  eine  geringere  Anzahl  von  Tasten  als  die  unter 
Ko.  3,  4  und  5  aufgeführten  amerikanischen  Maschinen;  doch  ist  ihre  Hand- 
habung schwerfälliger,  weil  für  jede  Ziffer  stets  zwei  Tasten  gegriffen  wer- 
den müssen.  Eine  augenblickliche  Eontrole  für  das  richtige  Aufgeben 
der  Posten  hat  man  zwar  auch;  doch  geht  man  wegen  des  Fehlens  eines 
Druckapparates  der  dauernden  Eontrole  verlustig. 

Das  erste  funktionierende  Modell ^^)  war  1896  auf  der  Berliner  Gewerbe- 
ausstellung zu  sehen.  Durch  Deutsches  Beichspatent  No.  87776  geschützt, 
liefs  Bunge  in  der  Folgezeit  in  seiner  mechanischen  Privatwerkstatt  durch 
zwei  Mechaniker  nach  dem  Modell  die  Maschine  herstellen  und  bradite 
noch  mancherlei  Verbesserungen  an.  Gegenwftrtig  wird  die  Maschine  in 
2  Gröfsen  fabriziert  und  zwar  mit  7  und  mit  9  Tasten.  Die  beigefugte 
Abbildung'  zeigt  die  kleinere  Maschine  mit  7  Tasten. 

11)  Als  Quelle  diente:  Illustrierte  Zeitung  Leipzig  No.  2907  vom  16.  März  1899. 

12)  Laut  brieflicher  Mitteilung  von  dem  Erfinder  an  den  Verfasser. 
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Schlafs bemerkung.  Überblickt  man  das  hier  gebotene  Material  von 
Additionsmaschinen,  so  ergiebt  sich,  dafs  die  ersten  beiden  Apparate  (von 
Beher  und  von  Illoen)  erfanden  worden  sind  anter  Zagrandelegang  des 
Additionsgeschäfts  in  seinem  schalmäfsigen  Betriebe,  der  kolonnenweise  za 
addieren  vorschreibt.  Beheb  bleibt  bei  einzifferigen  Kolonnen  stehen,  wäh- 
rend Illoen  zweistellige  Kolonnen  aaf  einmal  bewältigt. 

Das  iLLOEN'sche  Prinzip  ist  zwar  der  Erweiterung  fähig,  doch  würde 
schon  die  Konstraktion  für  dreizififerige  Kolonnen  zu  einem  Apparate  mit 
unhandlichen  Dimensionen  fuhren. 

Die  vier  übrigen  Maschinen  entfernen  sich  von  der  akademischen 
Additionsart  und  stellen  sich  ganz  and  allein  in  den  Dienst  kaufmännischen 
Bedürfnisses,  das  zu  einem  bereits  vorhandenen  Betrage  einen  neu  hinzu- 
tretenden Posten  in  seiner  Totalität  zu  addieren  verlangt. 

Da  in  kaufmännischen  Geschäften  die  Posten  nicht  gleichzeitig  son- 
dern nacheinander  auftreten,  so  ist  in  den  Zwischenpausen  Zeit,  die  Addi- 
tion jedes  einzelnen  Postens  zu  der  Summe  der  vorhergehenden  zu  bewirken^ 
und  wenn  abends  der  letzte  Kunde  hinausgeht,  ist  auch  die  ganze  Tages- 
einnahme addiert. 

Dafs  die  beiden  Maschinen  mit  Druckapparat  wegen  der  Möglichkeit 
dauernder  Kontrole  den  Vorzug  verdienen  vor  den  Maschinen  ohne  Druck- 
apparat, ist  kaum  erst  nötig  zu  erwähnen. 

Eine  Bemerkung  darf  aber  nicht  unterdrückt  werden,  nämlich  die, 
dafs  die  amerikanischen  Erfindungen  den  deutschen  überlegen  sind.  Wenn 
man  auch  diesen  Umstand  aus  Schonung  des  nationalen  Bewulstseins  mit 
Schweigen  übergehen  wollte,  so  würde  doch  die  Sache  deutlich  genug  für 
sich  selbst  reden. 

Noch  im  Laufe  dieses  Jahres  wird  eine  Dresdner  Firma,  die  Bechen- 
maschinenfabrik  von  Woldemab  Heinitz,  welche  die  sogenannte  KÜTTNEB'sche 
Bechenmaschine  fabriziert,  dem  Publikum  auch  eine  Additionsmaschine 
anbieten,  die  (nach  einer  brieflichen  Mitteilung  und  Einsendung  einer 
Photographie  der  Firma  an  den  Verfasser)  dasselbe  leisten  wird  wie  die 
voUkonmiensten  amerikanischen  Maschinen.  Ich  freue  mich,  diesen  Hin- 
weis jetzt  schon  machen  zu  können,  ganz  besonders  deshalb,  weil  es  sich 
um  eine  deutsche  Erfindung  handelt. 


ZUR  GESCHICHTE  DER  DEUTSCHEN  ALGEBRA. 


VON 


Db.  e.  wafpler 

IN    ZWICKAU. 


Der  cod,  Dresd,  C  80  enthält  auf  Bl.  368—378'  eine  deutsche  Al- 
gebra^) aus  dem  Jahre  1481.^)  Die  letzte  Aufgabe  dieser  Algebra  lautet 
(Bl.  378'):  Es  sint  drey  Gesellenn,  dye  haben  gesetzt  v  (70)  Guldenn 
yntr  in  3  ynnd  habenn  gewonnen  20  Guldenn.  Den  ersten  traff  mit  Heup- 
gut  ynd  mit  Gewyn  15  Guldenn,  den  andern  25  Gulden  vnd  den  dritten  50, 
ynd  der  erste  scheyt  4  Manat,  der  ander  2  Manat,  der  dritte  2  Manat. 
Wj  vil  ist  des  Haupgntz  gewesenn  von  eynem  jeglichen  besunder?  Dazu 
gehört  folgende  Auflösung  (Bl.  378'):  Nen  (I),  daz  dy  erste  Haupgut  sej 
1*^,  dem  andern  1  numerus,  das  sey  20,  vnd  dem  dritte  50  mynner  V. 
Nun  multiplicir  4  Manat  mol   1°,  macht  4*^,  vnd   2  Mant  mol   20  macht 

—  1^40/,    vnd   2  Mant   mol   50   mynner    1*^  macht    100  mynner   2*^.      Nu 

n    /   "   \ 
sunmier  zusamen,  gemacht  ^75  \14ö/  2®.     Nun  sprich:   140   2°  gibit  mir 

20  Gulden  Gewynt,  was  gibt  mir  4^?    (4^)  mol   20  ist  80%   tau  in   140 
2®,  kompt  —  2®  i  j.     Gewinckt  thu  zusamen  mit  dem  Heupgut,  das 

was  1°.     Multiplicir  in  Kreutz,  komptz  220-|-\2/,  vnd  das  sol  man  tay- 
lenn  in  die  vnten  Figuren,  vnd  sol  15  komen.     Dorumb  multiplicir  15  mol 

j^  (l4o)  2**,  macht  2100  30%  das  ist  gleich  220  (2).     Nym  30   (30^) 

dorvon  beyden  Tailen,  pleibz   140  -|-  ^190  2/,    dem   anderen   Tail   2100. 

Nun  machs   als  die  vierdt  spricht,  kumt  radiz  vonn  33O6-7-,  zw  ab  47—, 

das  war  10.     Also  vil  ist  des  Heupgutz  dem  erstenn,  dem  andern  20  und 
dem  dritten  40.     Diese  Auflösung  unterscheidet   sich  von  der  der  vorher* 


1)  Näheres  über  diese  Algebra  in  miserem  Programm:  Zur  Geschichte  der 
deutschen  Algebra  im  16.  Jahrhundert.  Zwickau  1887,  S.  3 — 6  und  bei  Cantob, 
Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.   Leipzig  1892.  Bd.  2,  S.  220—222. 

2)  Die  Nachschrift  lautet:  factum  81  altera  (!)  post  exaUacionis  crttds  (ver- 
fertigt am  Ostersonnabend  1481).  Wir  teilen  diese  N^hschrift  erst  jetzt  mit, 
weil  uns  früher  ihre  Entzifferung  nicht  gelungen  ist. 
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gehenden  Aufgaben  dadorch,  dass  die  Unbekannte  mit  c  (Abkdrznng  for 
cosa)  statt  mit  3  (Abkürzung  für  Ding)  bezeichnet  ist.  Hieraus  und  ans 
dem  Umstände,  dass  die  mitgeteilte  Aufgabe  die  Überschrift:  Regula  de  la 
Cossa  hat,  folgern  wir,  dass  der  Verfasser  der  deutschen  Algebra  mit 
italienischen  Schriften  bekannt  war. 

Jobann  Widmann  von  Eger,  dem  einst  die  Dresdner  Handschrift  C  80 
gehörte,  hat  die  Aufgabe:  Es  sint  drey  Oesellenn,  dye  haben  gesetzt 
70  Guldenn  u.  s.  w.  ins  Lateinische  übersetzt  und  auf  >  seine  Art  gelöst. 
Auf  dem  linken  und  unteren  Bande  des  Blattes  356'  und  auf  dem  oberen 
Bande  des  Blattes  357  liest  man:  A^  B,  C  700  (70)  fl  lucrati  (!),  A  ad 
4  menses,  J?  ad  2,  (7  ad  duos  menses,  et  cum  bis  lucrantur  20  fl.  A 
cedit  cum  capitali  et  lucro  15fl,  B  25  fl,  et  C  recipit  pro  capitali  et 
lucro  10  (50)  fl.  Queritur,  quantum  foit  capitale  et  lucrum  seorsum  cu- 
iuslibet.  Fac  sie.  Cum  capitale  omnium  sit  700  (70),  pone,  quod  capitale 
solius  A  sit  1  ^,  capitale  yero  £  sit  10  ad  placitum,  minor  tarnen 
70  fl,  puta  20.  Capitale  ergo  ipsius  (7,  cum  dederim  primo  1  -i(>,  secundo 
20  0^  necessario  erit  50  —  1  ^.  Modo  iuzta  regulam  de  tempore  ope- 
rando  mulüplicando  capitale  cuiuslibet  per  suum  tempus,  scilicet  1  if  per 
4,  et  proveniunt  4  nf,  deinde  20  per  2,  et  proveniunt  20  (40),  item 
50  —  1  nf  per  2,  et  proveniunt  100  —  2  -if .  Hec  tria  producta  simnl 
aggrega,  et  proveniunt  140  -|-  2  i(7.  Vlterius  iuxta  regulam  operando  dico: 
140  -f~  ^  ^    d&ii^    20,    quantum   dant    4  ^?      Et    proveniet    talis    ordo: 

140  +  2  "VP  .  . 

-     V^    ^  20.     Duco    secundum    in  tertium,    et    diuido    per   pnmum,    et 

exibit    fractio   talis:    <4o   i   o  np  (140 -U  2 -u?) '    ^^®    necessario    representant 

lucrum  A,     Addam  ergo  sibi  C  (!)  capitale  ipsius  A^  quod  dixi  esse  1  nf, 

\-^         80  nf 

multiplicando   contradictorie  more  fractionum:  y\  et  erit  ag- 

1  140  +  21P 

220  "^  -1-2  5t" 
gregatum  jj^n  uf  ~-4-~2~-ii '  ^^^  fractio  ex  ypothesi  valet  15,  quia  dixi  capi- 
tale et  lucrum  A  simul  sumpta  esse  15.  Quia  ambo  continentur  in  hac 
fi*actione,  multiplico  ergo  denominatorem  per  15,  et  provenient  2100  -1- 
30  if  equales  suo  numeratori,  scilicet  220^^  -{-  2^,  Jam  habeo  duas 
quantitates  equales.  Auferam  (ab)  utraque  (parte)  30  -Uf^  et  remanent 
2100  ^  equales  190  nf  -{-  2^.  Nunc  ergo  iuxta  quartam  regulam  diui- 
dam  omnia  per  ),   et  provenient  1050  0  -\-  ^b  ^if  (I),  mediabo  -if ,  et  sunt 

—^  hoc  duco  in  se,  et  proveniunt  — j— ,  a  cuius  medietate  (!),  scilicet  — , 
subtraham    medietatem  -if ,    scilicet    --,    et   remanent  -5-    siue    10  integra, 
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valor  '^(  siue  capitale  primi,  quo  (a)  15  subtracto  5  einsdem  primi  lucnim 
foit,  ergo  capitale  primi  10  fl  et  5  Incmm  suxim.  Si  yolnero,  operabor 
per  omnia  ut  snpra.  Posito  tarnen,  quod  capitale  Ä  foit  10  fl,  iam  in- 
venti,  et  capitale  B  1  ^f  et  capitale  C  60  —  1  if ,  et  proyenit  finaliter 
capitale  J?,  scilicet  20  fl,  similiter  et  Incmm  5.  Scitis  ergo  capitalibus  et 
Incris  Ä,  J?,  facile  invenitur  capitale  et  Incmm  tertij.  Est  enim  capitale 
sunm  20  (40)  fl  et  Incmm  10,  qnod  fnit  propositum. 

Ansser  dieser  Aufgabe  hat  Widmann  noch  viele  andere  Aufgaben  der 
lateinischen  Algebra,  welche  von  Bl.  350 — 365'  sich  erstreckt,  hinzugef&gt^). 
Früher  waren  wir  der  Ansicht,  dass  nur  einige  dieser  Aufgaben  von  Wid- 
MANH  herrühren.  Darauf  hatte  uns  der  umstand  gebracht,  dass  die  Auf- 
gaben zu  verschiedener  Zeit  und  mit  verschiedener  Tinte  beigeschrieben 
sind.  Jetzt  glauben  wir  jedoch  mit  Bestimmtheit  annehmen  zu  können, 
dass  Widmann  s&mmtliche  Aufgaben  eingetragen  hat.  Hierin  bestftrkt  uns 
besonders  die  merkwürdige  Übereinstimmung,  welche  zwischen  den  Schrift- 
zügen der  fraglichen  Aufgaben  und  denen  der  WiDMANN'schen  Vorlesungs- 
anzeigen stattfindet^).     Ganz  charakteristisch   sind  hier  und  dort  g  und  v 

(3    ™d  Y). 

Unter  den  Aufgaben,  die  neben,  über  und  unter  dem  Texte  der  latei- 
nischen Algebra  geschrieben  sind,  finden  sich  auch  die  RiESE^schen  Num- 
mern 38 — 53'').  Biese,  zu  dessen  Cofs  die  lateinische  Algebra  die  Grund- 
lage gebildet  hat,  sagt  nach  Erledigung  der  ersten  37  Aufgaben:  Nach 
disenn  itzt  erclertenn  Exempelnn  habe  ich  im  bemerten  alten  Buech  ge- 
funden am  Bande  andere  Exempel,  auch  auf  die  erste  Begel  gehörende, 
eyner  anderenn  Handschrieflt,  wer  der  Mathematicus  gewesen,  ist  mir  ver- 
porgenn,  die  weyl  ich  seynen  Namen  nicht  wejsz,  wil  dir  doch  erzelenn 
und  erclerenn  die  Exempel,  welche  er  gesetzt  hat.  Der  Adam  Riese  un- 
bekannte Mathematiker  war  ohne  Zweifel  Jorann  Widmann  von  Eger.  Da 
es  für  Freunde  der  Geschichte  der  Mathematik  von  Interesse  sein  dürfte, 
Widmann's  Leistungen  in  der  Algebra  kennen  zu  lernen,  so  lassen  wir  im 
folgenden  noch  eine  Anzahl  Aufgaben  abdrucken,  die  Widmann  der  latei* 
nischen  Algebra  hinzugefügt  hat. 

Si  vixissem  tantum,  quantum  vixi  et  iterum  tantum,  id  est  si  vixissem  bi.  852'. 
duplum  ad  etatem  meam,  et  mediam  partem  tanti  et  terciam  partem  tanti 
et  quartam  partem   tanti  et  sextam  partem  tanti  et  septimam  (!)  partem 

3)  Abgedruckt  ist  die  lateinische  Algebra  in  unserem  Programm  S.  11 — 30. 

4)  Abgedrackt  sind  die  Wn>icA]fN*8chen  Vorlesungsanzeigen  in  unBerem  Pro- 
gramm S.  9  und  10. 

5)  Vergl.  Beblet,  Die  Cofs  von  Adam  Biese  (Programm  der  Bealscbule  in 
Annaberg  för  1860).    S.  20—22. 
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tanti  et  -^  ynins  anni,  tunc  yixissem  ad  20  annos.  Queritar,  quantam 
viii     Pac  sie.     Pono,    quod  vixerim  igitur   1  -if ,  quam  duplabo,   veninnt 

2  nf,  cni  prodncto  addendo  y  (nf),    y  (nf),    y  (-vf),    y  (^)'  Jq  C"^)'  T 

ynins  anni  veniet  quantitas  talis  53  irz  "^j  4"  "ö">  ^^^  ^^  ypothesi  iam 
eqninalet  20.  Ex  utraque  parte  idem  genas  stare  non  debet,  deponam 
ubique  -^  0y  et  manebunt  ex  1  parte  -^  0,  ex  altera  parte  t^  nf.     Dinide 

0  per  -if,  et  proveninnt  6,  valor  nf. 

Bi.  S5S'.  Item  duo  sunt,  puta  Ä  et  J?.     Dicit  Ä  ad  B:  da  mibi  tantom,  qnan- 

tnm  babeo  et  residui  medietatem,  et  habebo  tantom  ultra  te,  quantom 
babui  infra  te.  Pac  sie.  Pone,  quod  Ä  babeat  1  -yf  ei  B  1  0  sA  pla- 
citum,  exempli  gratia  sit  1  0^  qui  ex(c)edit  1  ^  in  1  —  1  n(>.  Jam 
depone  (1  nf)  de   1  nf  (1  0),   et  manet  1  —  1  nf  et  ex  alia  parte  2  if 

et  ulterius  residui  B  medietatem,   scilicet  — s"  ^i  iungam  cum  2  nf, 

quod  est  tantum  ultra  A  (jB),  quantum  B  (!)  fuit  prius  infra.     Sup(p)lebo 

5  3 

defeetum,  et  veniet  ex  yna  parte  y  n(>  et  ex  alia  parte  -r-  0^  ergo  agendo 

o 

regulariter  venient  -r-,  valor  -if  siue  minor  0. 

BI.  S54.  Item  tres  habent  soluere   200  fl,   quorum  primus  exponit  triplnm  ad 

secundum,  secundus  quadruplum  ad  tercium.  Queritar,  quantom  quilibet 
exponat.  Pone  tercium  exponere  1  nf,  ergo  oportet  ex  ypothesi,  quod 
secundus   exponat  4  nf  et  primus  12  (nf).     Hec  producta  simul    aggrega, 

et  sunt  17  if  equales  200  0*     Iam  iuxta  primam  regulam  operando  patet 

18 
11  valor  ^  ^t  T=,  iam  ultimus  habet  tot,  quia  positum  est  ipsum  habere 

1  nf,  secundus  habet  47  -f-  ry,  qai  positus  est,  ut  4  if  (babeat),   primus 

Q 

habet  141  +  7«,  (qiu)  positus  est,  ut  12  (12  nf  babeat). 

Bi.  854'  Item  pater  et  filius  ibant  Komam  patre   ambulante   6  milliaria,    sed 

filio  9,  quia  inuenis.  Pater  modo  precessit  filium  100  milliaribus.  Que- 
ritar modo,  quoto  die  filius  patrem  consequitur.  Fac  sie.  Pone  eos 
conuenire  in  1  n(^,  sed  quia  filius  omni  die  vadit  9  milliaria,  quare  1  ^ 
per  9  multiplica,  et  erunt  9  n(>,  sed  pater  omni  die  vadit  6,  quare  1  ^ 
per  6  multiplica,  et  erunt  6  n^.     Deinde  subtrahe  6  n(^  a  9  -if ,  et  manent 

3  i(>    equales    100.     Modo    iuxta  primam  regulam   operando  patet,    quod 

filius  patrem  consequitur  33  diebus   transactis  et  -^  tricesimi   quarti  diel 
Bi.  363.  A  ei  B  volunt    facere   permutationem    mercium.     A  dat  100  -^  de 
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mercibns  snis  pro   8  fl  in  prompta   pecnnia  et  in    permutatione  pro   11, 

ß  yero  dat  100^%-  mercium  snarom  4  fl  carius  in  permutatione  quam  in 

prompta   pecnnia.     Fac   sie.     Pone,    quod  B  vendat  100^%-   de    snis   in 

prompta  pecnnia  pro  1  n(>,  qnare  in  permntatione  dat  100  J^  pro  1  ^  -^  A. 

Disponam   has    quantitates    cnm    duabns  prioribus   ad  regnlam  de  tri,    et 

veniet  talis  ordo: 

8  11 

1  nf  1  nf  4"  4 

Mnltiplicando,  ut  solet,  has  quantitates  contradictorie,  et  proyeniunt  ex  yna 
parte  11  nf  et  ex  altera  parte  B  ^f  -}-  S2  0,  Hec  ex  uerbo  regnle  de  tri 
sunt  eqnalia.     Snbtraham  ntmmque  (ex  utraque)  8  n^,  et  manent  ex  vna 

parte  3  nf  equales  32  0.    Diuide  {0  per  -\(>),  et  proyeniunt  lO-g-?  valor  ^^ 

2 

et  pro  tot  fl  dat  100  J\r  in  prompta  pecnnia,  in  permutacione  pro  14  4"  T? 

quod  fuit  propositum^. 

Quidam  connenit  quendam  ad  laborandnm  per  40  dies  continnos  tali  bl  355. 
pacto,  quod  omni  die,  quo  laboraret,  daret  ei  7  A,  et  quolibet  die,  quo  non 
laboraret,  restituet  5  ^.  Modo  tempore  completo  nil  mercedis  obtinuit. 
Queritur,  quot  diebus  laboranit,  et  quot  yacauit.  Fac  sie.  Pone  eum 
laborasse  ad  1  n^,  qnare  yacauit  ad  40  —  1  if .  Ex  casu  quolibet  die,  quo 
laboranit,  memit  7  A,  qnare  1  nf  per  7  mnltiplica,  et  emnt  7  i(>,  et  40  dies 
ocij  —  1  -if  per  5  mnltiplica.  et  emnt  200  —  ö  -^'j  que  ex  ypothesi  equi- 
nalent.  Restaura  ubique  5  -y^  addendo,  et  stabunt  12  n(>  ex  yna  parte 
equales  ex  altera  parte  200  0,  qnare  iuxta  primi  capitnli  preceptnm  operare, 

2  1 

et  patet  yalor  nf,  scilicet  laboranit  16  diebus  ^y  vacauit  ad  23  dies  et  -^v 

memit  HB-g-,  et  tantnm  opportuit(I)  ipsum  restituere ''). 

Ä,  B,  C.  A  dicit  ad  B  (et  C)i  si  haberem  7  fl  de  pecnnia  yestra,  bi.  854. 
haberem  in  triplo  plus  quam  yos  ambo.  B  dicit  ad  A  (et)  C\  si  haberem 
9  fl  de  pecnnia  yestra,  haberem  in  qnadmplo  plus  quam  yos  ambo.  C  dicit 
ad  A  (et  J?):  si  haberem  11  fl  de  pecnnia  yestra,  tunc  haberem  in  quin- 
tnplo  plus  quam  yos  ambo.  Queritur,  quantum  qnilibet  habuit.  Fac  sie. 
Pone   omnes  simnl  habere  1  nf ,  et  quia  A  dicit  se  in  triplo  plus  habere 

quam  alij,    si  darent  ei   7   de  suis,    dico,   quod  habuit  -r-  'Vf  —  7.      Hoc 

autem  ita  inyenio.    Statuo  proportionem  hanc  in  minimis  snis  terminis,  et 


6)  Bbslbt  hat  diese  Aufgabe  nicht  aufgenommen.  In  der  Marienberger  Hand- 
schrift steht  sie  auf  S.  140. 

7)  Behlbt  hat   diese   Aufgabe   ausgelassen.     Im   Marienberger   Manuskript 
findet  sie  sich  auf  S.  149. 
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ducem  illius  proportionis  recipiam  pro  nnmeratore,  aggregatom  yero  ex  dnoe 
et  comite  seribo  pro  denominatore,  et  a  tota  minncia  sabtraham  defectom 
cuinslibet  niuneri,  yidelicet  qaod  optat  ab  alijs,  vt  hie  primns  petit  7,  et 
erit  ipsins  triplns.     Ponam  proportionem  triplam  in  Tninimia  suis  tenninis, 

ut   sunt   hij   -r-,  temariam  retineam  pro  nnmeratore,  deinde  addo  comitem 

et  dncem,  (et  proveninnt  4),  qne  semo  pro  denominatore,  habeo  eigo  talem 

8  8 

minnciam,  scilicet  ,  a  qua  snbtraham  7,  et  manent  -r  (j^)  —  7,  qne 
assertio  (!)  primo.    Eodem  modo  operando  invenio,  qnod  B  habnit  -v-  ^  —  9 

5  28 

et  C  -^  ^  —  11.    Aggrega  has  partes,  et  proveninnt  2  +  tx  nf  —  27,  hoc 

aggregatnm  ex  ypothesi  est  eqnale  1  n^,  qnia  dixit  omnes  simnl  habere  1  y. 
Addo  ntrobique  27,  snbtrahendo  ab  aggregatis  1  nf,  et  remane(n)t  ex  yna 

23  /     23      \ 

parte  ^^  nf  (l  gQ^l  eqnales  27  0  ex  altera  parte.     Dinide  0  per  -if,  et 

44  /       4d\ 

proveninnt  19  rr  (19  ^^  j ,   '^f  valor,  et  tantnm  habent  omnes  simnl.     Sed 

OJE 

quia  positom  est  snpra,  qnod  A  habeat  -y-nf  —  7,  S  —  -»c  —  9,  C-g-^f  —  H, 

habet  Ä  necessario  7  g,  5  6  |,  C 5  g  (ö  g)«). 

Bi.  866.  Quidam  habnit  pneros  et  denarios  et  dixit:  si  cnilibet  do  2  ^,  manent 

in  residno  5  denarij,  si  antem  cnilibet  do  3  \j  deficio  in  6  ^.  Queritnr 
qnot  sint  denarij,  et  qnot  sint  pneri.  Fac  sie.  Pone  0  pnerorom  1  if 
et  da  cnilibet  2,  scilicet  mnltiplicando  1  np  per  2,  et  eront  2  ip,  et  qnia 
debet  habnndare  in  5  denarijs,  emnt  ergo  2  np  -f-  ^*    Pone  secnndo  itemm 

0  pneromm  1  nf  et  da  cnilibet  3  A,  scilicet  mnltiplicando  1  n(>  per  3,  et 
emnt  3  if.  Sed  qnia  debent  6  deficere,  snbtrabe  6,  et  emnt  3  ip  —  6. 
Et  primo  ponebatnr,  quod  pneromm  0  esset  2  np  -f*  ^  (0*  ^<i^^  partes 
addendo  3  ^f  ß  0,  Adde  etiam  ad  2  nf  (-f-  5  0)  6  0,  et  emnt  2  nf  -(-  11  0 
in  vna  parte,  in  alia  parte  3  ^.    Snbtrahe  itemm  2  n^  nbilibet,  et  manet 

1  if  eqnalis  11  0.     Fac  secondnm  regnlam^). 

1  2 

BL  866'.  Item  qnis  est  0^  cnins  —  dncta  in  -=-  facit  13.     Dico,  qnod   ille  0 

1  2  2 

est  1  ip,  cnins  -r  dncta  in  -»-  facit  ^^  eqnales  IS  0.  Dinidatur  ergo  0 
per  },  et  yeninnt  -^,  cnins  radix  qnadrata  ostendit  qnesitum.  Et  qnia 
est  surdnm,  qnadretnr  qnelibet  pars,   scilicet  -^  ^t  -z-y  f&cit  ~  prima  et 


25 


8)  Diese  Aufgabe  fehlt  im  Marienberger  Manuskript. 

9)  Diese  Aufgabe  hat  Baas  weggelassen. 


J 
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—  secunda,  ducatur  ^  de  -g-  in  -^  f— j  eiusdem  numeri,  scilicet  -r-,   et 

radix  qnadrata  prodncti  valet  13,  quod  fait  probandnm. 

Item  posito,  quod  diameter  alicuius  quadrati  altera  parte  longioris  sit 
10  et  latus  longius  8.  Queritur  de  quantitate  lateris  breuioris.  Ponet 
quod  latus  ignotum,  scilicet  minus,  sit  1  n^,  quam  in  se  multiplica,  et  pro- 
venit  1%^.  Multiplica  etiam  latus  longius  in  se,  scilicet  8,  et  erunt  64, 
que  due  multiplicationes  simul  addantur,  facit  1%-  •}-  Q4^  0  equales  (l)  multi- 
plicacioni  diametri  in  se,  scilicet  100  0,  Quia  uero  idem  genus  denomi- 
nationis  pro  utraque  parte  stare  non  debet,  subtrahantur  ergo  64  j^  ab  1^ 
per  deletionem  signi  auctiui,  sie  et  de  100  0^  et  remanent  36  0  equales  1  ^. 
Procedatur  ergo  secundum  regulam  secundam,  et  veniunt  6,  valor  rei  uel  nf. 

Item  sunt  duo  socij,  primus  habet  20  J^  piperis,  secundus  20  J^ 
cinoberis.  Primus  dat  aliquot  J^  pro  fl,  secundus  autem  5  plus  pro  fl 
quam  primus.  Yenditis  autem  istis  simul  invenerunt  8  fl,  capitaJe  et 
lucrum.  Queritur,  quantum  primus  det  pro  fl  et  quantum  secundus.  Fac  sie. 
Pone  primum  dedisse   1  np  pro  fl,   quare   secundus  dabit   1  nf  +  5  pro  fl. 

Examina  utrumque  secundum  proportionum  regulam  sie:  1  -^f  dat  1  fl,  quid 

20 
dant    20?     Et   provenit    y  '^-      feinde    die:    1  np  +  5    dant   1  fl,    quid 

20 
dant  20?    Et  provenit  ,     .    Quas  modo  minuciarum  adde,  et  provenient 

i^X  fi  '^P    ®^^*^®s   ®-      •^**^   constat,    quod  numerator  est  denominatori 

octuplus,    quare   denominatorem    per  8   multiplica,  et  erunt  8  ^  -{'  ^^  ^ 
equales  40  -if  -f-  100  0,    Jam  age  secundum  capitulum,  et  patet  valor  nf) 

scilicet  radix  de  12 -g-. 

Detur  0^  qui  in  se  ipsum  multiplieatus  uel  sibi  ipsi  additus  tantundem  bi.  s56. 
proveniat.    Fac  sie.    Pone  (numerum)  esse  1  n^,  hanc  adde  ad  se  ipsum  (!), 
et  erit  2  nf,  hanc  secundo  multiplica  in  se,  et  fiet  1%-,    Modo  iuxta  regu- 
lam operando  -^f  per  %^  committendo  veniet  -r- . 

Dentur  duo  0  in  proportione  sesquitercia,  qui  siue  inuicem  dueantur 
siue  vnus  ab  alio  subtrahatur,  idem  proveniat.  Fac  sie.  Pone,  quod  minor 
ia(  sit  1  if  (3  n^?),  quare  maior  erit  4  ^.  Jam  subtrahe,  scilicet  minorem 
a   maiore,    et  manet   1  ■^f.     Deinde  ducatur  vnus  in  alium,  et  erit  12^. 

Jam  iuxta  terciam  regulam  operando  patet  valor  n^,  scilicet  tt.     Primum 

3  11 

posui  esse  3  (nf ),  quare  erunt  ~ ,  secundus  erit  -»- ,  primus  -7- . 

Item  est  quoddam  quadratum  equilaterum  reetangulum,  cuius  quatuor 
latera  simul  iuncta  faciunt  |  ipsius  einsdem  aree.    Queritur,  quantum  est 

Abh.  Bur  OMoh.  d.  BUthein.    IX.  35 
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Ynumquodque  latus.    Pone,  quod  latns  ynnm  sit  1  n^?,  quam  si  in  se  ipsam 

r  -10    athislIar 

^nfniTi    Ainfl    4.  tP   nAr  < 


2 

multiplicaaeris,    provenit    1^,    prioris    scilicet   quadrati    area,    cnius   -7- 

sunt  x^'  Addantnr  etiam  simul  qnataor  latera  eiusdem  quadrati,  et  emot 

2 

qnataor  ^  eqnales  -^%--      Et   qnia   perventnm    est   ad   regnlam    terciam, 

qnare  secnndum  preceptum  eins  4  ^f  per  -r%^  dinidantnr,  et  yeniont  10, 


valor  nf. 

Item  snnt  tres  socij  Ä,  B,  C,  qnomm  primus  habet  64  J^  mnscati, 
secnndus  64 J^  lauri,  tercius  nero  64 J^  gariophali,  et  secnndns,  scilicet^, 
semper  qnintnplo  plus  dat  pro  1  fl  qnam  Ä,  C  nero  tantnm,  qnantum  A 
dat  pro  1  fl,  et  snperlncrati  snnt  vna  cnm  capitali  snmma  100  fi.  Qneri- 
tnr  ergo,  qnot  qnilibet  J^  pro  1  fl  dare  debet.  Fac  sie  et  pone,  qnod  A 
det  1  '^^  pro  1  fl,  qnare  J?  5  n^?  dabit  pro  1  fl  et  C7  etiam  1  n(^,  qnia  tan- 
tnm, qnantnm  A.    Examinando   qnodlibet  seorsnm  secnndnm  regnlam  pro- 

64 


portionnm  dicendo 


nf    dat   1  fl,    qnid    64?     Facit 


^— Inf 

10-     ^^ 


l^ 


704  np 
omnia    simnl    addantnr,    facit    aggregatnm  •     eqnale   100.     Et    qnia 

nnmerator  est  centnplns   ad  denominatorem,    qnare  denominator  per    100 

mnltiplicetnr,  et  yeninnt  500  g  eqnales  704  nf.    t)inidatar  ergo  inxta  pre- 

704 
ceptnm  tercie  regnle  -Mf  per  ^,  et  qnociens,  scilicet  -^^ ,  est  yalor  nf ,   tan- 
tnm ergo  primns,  scilicet  A,  dat  pro  1  fl  et  totidem  C,  et  qnilibet  mercatnr 
45  fl—*     Secnndns  nero,  scilicet  B,   qnia   qnintnplnm  plns  dat  pro  1  fi, 

qnare  yalor  np,  scUicet  ^,  per  5  mnltiplicatnr,  et  yeninnt  ^,  tot  ergo 

J\r  B  dat  pro  1  fl,  qnare  64  JV"  ipsins  B  yalent  9  fl  -rj .    Qne  omnia  simul 

collecta  facinnt  precise  100  fl,  qnod  fuit  probandnm. 

Bi.  867.  Item  est  qniddam  (!)   qnadratnm  altera  parte  longins,  cnins  4  latera 

simnl  inncta  cnm  area  facinnt  aggregatnm  76,  et  posito,  qnod  latns  ynnm, 
scilicet  longins,  addat  2  snper  brenins.  Qnesitnr  ergo,  qnantnm  sit  ynnm- 
qnodqne  latus  einsdem,  et  qnanta  sit  area.  Pone,  qnod  latns  brenins  sit 
1  np,  erit  ergo  latns  longins  1  ^  ■\'  2,  Dncatur  ergo  latns  ynnm  in  aliad 
nel  1  nf  in  1  if  -f-  2,  et  prodncnntnr  1^-}"  2  ^,  scilicet  qnantitas  aree, 
cni  4  latera  addantnr,  et  erit  aggregatnm  1^  +  6  nf -["4/0^  eqnales  (!) 
76   ex  ypotbesi.     Bestanrando  igitnr  4  i^  ex  ntraqne  parte  snbtrahantnr, 
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et  remanent  1  ^  -|~  ^  ^  ^^  "^^^  parte  eqnales  12  0  &l  alia  parte.  Qnare 
iuxta  preceptum  quarte  regnle  procedatur,  et  veninnt  6,  valor  rei  scilicet 
et  quantitas  lateris  minoris,  quare  malus  est  8  et  area  48,  qnod  fnit 
qiiesitam. 

Item  sunt  duo  socij,  quorum  unus  alteri  100  concedit  fl  ad  duos 
annos  pro  lucro  et  lucri  lucro.  Quibus  elapsis  alter  iUi  144  restituit  fl, 
capitale  scilicet  et  lucrum  et  lucri  lucrum.  Queritnr,  quantum  100  fl 
fecerunt  lucrum  in  primo  anno.  Procede  sie  et  pone  lucrum  primi  anni 
1'^',  et  quia  100  fl  primo  anno  lucrati  sunt  In^?,  quare  ultra  procede 
secundum  regulam  proportionum  dicendo:  100  fl  lucrati  sunt  Inf,  quid 
ergo  lucrantur  100  fl  +  1"^  i^  secundo  anno?  Operare  secundum  regulam, 

et  provenit  iUa  quantitas    T-T       ,    lucrum    scilicet  secundi    anni,  cui 

lucrum   primi    anni    addatur,    et    erit    aggregatum    ^j^ — ^   equale  44. 

Multiplicetur  ergo  denominator,  scilicet  100,  per  44,  proveniunt  4400 
equale  (!)  suo  numeratori.  Et  quia  ^-{-^  assimilantur  0^  quare  proce- 
datur  secundum  preceptum  quarte  regule,  et  veniunt  20,  valor  -^^ 

Item  sunt  duo  socij,  quorum  unus  120J\rbabetflorum  muscati,  alter  vero  bi.  868. 
totidem  habet  J^rcinamomi,  et  primus  semper  6  plus  datprolfl  quam  secundus, 
et  ambo  mercantur  35  (42)  fl.   Queritur  primo,  quot  quilibet .%-  dat  pro  1  fl 
et  secundo,  quot  quilibet  ex  120  .^  mercatur  fl.   Operare  sie  et  pone,  quod 
primus  dat  1  nf  pro  1  fl,  quare  secundus  1  if  —  6  dabit  pro  1  fl.   Utrumque  ergo^ 

per  regulam  proportionum  examinatur  dicendo:   1  -^  valet  1  fl,  quot  120? 

120  120 

Pacit  — ^.     Et  iterum   1  nf  —  6  valet  1  fl,    quot  120?     Pacit 


X-^      — 1        ^  — »    ^—  --       inf  — 6 

Et  quia  amborum  lucra  simul  iuncta  42  vale(n)t  fl,  addantur  ergo  simul, 

et    erit    aggregatum  — r-j — ^—^ —  equale   42.      Multiplicatur    ergo   deno- 

minatorem  per  42,  et  erit  42^ 252  if  equales(I)  suo  numeratori,  scilicet 

240  nf  —  120  0.  Bestaurantur  ex  utraque  parte,  proveniimt  ex  vna  parte 
42^^ — |-  720  0  equale  (!)  492  nf  ex  altera  parte.  Et  quia  iam  peruentum 
est  ad  quintam  regulam,  flat  ergo  operacio  iuxta  preceptum  eiusdem,  et 
veniunt  10,  valor  nf,  tot  ergo  primus  J^  dat  pro  1  fl,  quare  120J^  12 
valent  fl.  8ecundus  autem  6  minus,  ergo  4J\r  dat  pro  1  fl,  et  sie  120.%- 
30  valent  fl,  que  simul  addita,  30  scilicet  et  12,  precise  44  (42)  faciunt  fl, 
quod  foit  probandum. 

Propositis  duobus  numeris,   scilicet  9  +  12,  si  petitur  ad  quemlibet  bl  »57'- 

tercium,   puta  10,   aliquem  numerum  maiorem,    cuius   quidem  maioris  -j- 

subtracta  de  primis  duobus,  scilicet  9  -f'  12,  residuum  (residua)  habea(n)t 

eandem   proportionem   quam  numeri  (10  et  numerus)  nunc  ultimo  inventi 

36* 
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(inTentus).  Fac  sie.  Pone,  qnod  0  myeniendos  sit  1  nf,  cnins  qnarta 
pars  est       n(>,   quam  subtraham  de  9  +  12,  enmtque  residna  9  —  ~r  ^ 

12  —  —  {y(\  que  ex  jrpothesi  habebnnt  eandem  proportdonem  ad  inTicem 

quam  10  ad  1  ^.     Ponam  ergo  ad  formam  regale  proportionnm  sie 

..1  -ft         1 

9-T^       12— -nf 

10  1  nf. 

Sed  quia  sectindum  eandem  id,  quod  proyenit  ex  dnctu  primi  in  qaartnm, 

equum  est  ei,  quod  provenit  ex  ductn  secundi  in  tercium,  emnt  9  nf —  ^ 

ex  vna  parte  equales  120j^ — "T  ^  ®^  *^^*  parte.  Addam  ntrobique  de- 
fectum,  et  emergont  hie  qxiidem  11  -j-  nf ,  illie  vero  120  +  X^'  ^^^ 
equalia.  Integrabo  ^  multiplicando  omnia  per  4,  et  proyeniunt  46  ^  ex 
vna  parte  equales  480  0  +  j-^  ex  alia  parte.   Nune  ergo  iuxta  quintam 

regulam  omnia  per  ^  diuidantur,  et  manent  ut  sunt,  -Vf  mediatur,  et  ma- 
nent  23,  hoc  in  se  dueatur,  et  proyeniunt  529,  ab  hoc  producto  subtraham 
0,  scilicet  480,  et  erit  residuum  49,  huius  subtraham  radicem  quadratam 
a  medietate  -ip,  scilicet  23,  et  manent  16,  qui  est  yalor  n^  siue  maior 
numerus  respectu  10  quesitus,  cuius  quartam  partem,  scilicet  4,  aufero  a 
9  -f-  12,  et  manent  5  +  8  habentes  eandem  proportionem,  quam  10+16, 
quia  ubique  est  dupla  [proportio  supertriparciens  quintas].^®) 
Bi.  S69.  Item  est  quoddam  quadratum  rectangulum  altera  parte  longius,  cuius 

duo  latera  simul  iuncta  sunt  14,  area  yero  48.  Queritur,  quantnm  est 
ynumquodque  latus.  Operare  sie  et  pone,  quod  latus  1  sit  1  'Vf^  quare 
reliquum  erit  14  —  1  nf.  Dueatur  ergo  ynum  latus  in  reliquum;  et  pro- 
yeniunt 14  nf  —  1^  equales  48  0^  et  re8taurantur(!)  et  restauratione  facta 
relinquuntur  48  0  +  1  ^  ex  yna  parte  et  14  '^^  ex  opposita  parte,  et  sie 
peryentum  est  ad  quintam  regulam ,  ubi  scilicet  0  et%-  assimilantnr  'if , 
fiat  ergo  processus  seeundum  preeeptum  eiusdem,  et  yeniunt  6,  yalor  nf. 
Item  radix  anguli  a  •  h  cum  angulo  a  •  c  yalent  168.  Queritur  de 
quantitate  yniuseuiusque  angulorum  duarum  linearum  se  intersecantium. 
Operare  sie  et  pone,  quod  radix  anguli  a  -h  sit  1  -^y  quam  si  in  se  ipsam 
multiplicaueris,  erit  totus  angulus  a  •  b  1  ^.  Et  residuum  ergo,  scilicet 
angulus  a  •  c,  cum  angulo  a  •  b  duos  rectos  angulos  constituens,  erit 
180  —  1^,   cui  cum  radix  anguli  a  •  b  additur,   scilicet  1  ^,  erit  aggre- 

10)  Was  in  der  eckigen  Klammer  steht,   hat  Widmaitn  später  mit  anderer 
Tinte  hinzugefügt. 
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gatum  Inf-j-  I80i^  —  1%-  equale  radici  anguli  a  •  h  cum  angulo  a  •  c, 
scilicet  168.  Bestauratur  ergo^,  et  remanent  ex  vna  parte  1  -^f  -\-  180  je( 
equale  (!)  168  iE(  -|-  1^,  adhuc  inter  se  equalia.    Et  quia  idem    y^  ^ 

genus  denominacionis  pro  utraque  parte   stare  non  debet,  sub-    ^\  "" 

trahantur  ergo  16S  0  ex  utraque  parte,  remanent  ex  yna  parte 

1  -^f  -[-  12  0  equale  (!)    1^.     Et  quia  iam  perventum   est  ad 
regulam    sextam,   quare    secundum    preceptum    eiusdem    proce-   /    ^^ 
datur,     et    veniunt    4,    yalor  nf    et    radix    anguli    a  •  &,    erit  d  c 
ergo    totus    angnlus  16,   angulus   uero    a  •  c  164,    quod   fuit    quesitum. 

Item  sunt  tres  socij,  scilicet  A,  B,  0,  quorum  quilibet  certam  pecu- 
niarum  habet  summam.  Dicit  C:  Ä  quidem  duplo  plus  habet  quam  ego, 
B  uero  triplum  est  ad  me,  et  cum  quilibet  eorum  partem  abiecerit,  puta 
A  2  et  J?  3,  et  residuxmi  ynius  si  ductum  fuerit  in  residuum  alterius, 
proveniunt  24.  Queritur  ergo,  quod(!)  quilibet  eorum  habuit,  scilicet  A 
et  J?,  et  quot  ego.     Fac  sie  et  pone,   quod  C  habet  1  nf,  habebit  ergo  A 

2  -if,  quia  duplum  ad  (7,  et  B  3  -^f,  quia  triplum.  Et  quia  quilibet  eorum 
partem  abioit,  ut  J.  2  et  J?  3,  habebit  ergo  A  2  -[(  —  2  et  B  3  y  —  3, 
que  secundum  tenorem  propositionis  in  se  invicem  ducta  faciunt  6^-^60 
—  12  -if  equale  (!)  24.  Bestaurando  addantur  ex  utraque  parte  12  -if,  et 
fiunt  6^4"  ^  ^  ö^  ^^*  parte  et  24  ie^  +  12  nf  ex  alia  parte,  adhuc  inter  se 
equalia.  Quia  uero  idem  genus  et  cetera.  Subtrahantur  ergo  ex  utraque 
6  0^  et  remanent  18  j^  -}"  ^2  n(^  equale  (!)  scilicet  6^.  Et  quia  iam  per- 
uentum  est  ad  sextam  regulam,  ubi  0  "{-  ^  assimilantur^,  quare  iuxta 
preceptum  eiusdem  procedatur,  et  yeniunt  3,  valor  '^f  et  summa,  quam 
habuit  C,  habet  ergo  A  6  et  ^  9. 

Item  sunt  tres  socij,  quorum  quilibet  80  habet  J^  croci,  primus  bo-  bl  360'. 
num,  secundus  meliorem  et  tercius  Optimum,  qui  in  triplo  tantum  dat  pro 
1  fl,  quantum  secundus  et  secundus  duplo  tantum,  quantum  primus,  et 
onmes  tres  100  mercantur  fl.  Queritur,  quantum  quilibet  dat  pro  1  fl. 
Pone,  quod  primus  det  1  nf  pro  1  fl,  secundus  2  nf  pro  1  fl,  quia  duplum 
tantum,  quantum  primus,  tercius  uero  6  "^',  quia  triplum  tantum,  quantum 
secundus  pro  1  fl.  Examinantur(!)  ergo  secundum  regulam  proportionum, 
quantum  cuiuslibet  80  valent  J\r 


dicendo 


ly 
2  nf 


(  80 

dant  1  fl,  quid  8(0)?    Facit   {^ 

80 
[6nf 


que   simul   addantur,   et  erit   aggregatum  equale   100.    Quia  uero 
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numerator  centuplus  est  ad  denominatorem,  qnare  denominator  per  100  multi- 

plicetur,    et    erant   1200  ct  eqnales  1600^.      Dinidatiir    ergo    secnndam 

4 

preceptum  septime  regnle  ^  per  cC,  et  exibunt  — ,  valor  -i(?,  tantmn  ergo, 

4  8 

scilicet  -r-  J\r,  priinus  dat  pro   1  fl  et  mercatur  60  fl,  secundus   -«-   pro  fl 

24 

et  mercatur  30  fl,  tercius  uero  -^ ,  id  est  8  J^y  pro  1  fl  et  mercatnr  10  fl. 

Qui  omnes  simnl  collect!  facinnt  precise  100  fl,  quod  fdit  probandum. 

Item  quis  est  et  tantiim  yalens,  quantum  6  eins  qaadrati.  Oper&re 
sie  et  pone,  quod  iUe  cC  sit  1  CC,  et  quia  tantum  yalet,  quantum  6  eins 
quadrati,  yalet  6^,  et  sie  IcC  assimilatur  6^.  Quare  procedatur  secundnm 
preceptum  regule  septime,  ubi  et  assimilatur  ^.  Minus,  scilicet  ^,  per 
maius  diuidatur,  et  patet  radix  eiusdem  cubi,  scilicet  6,  cuius  quadnitns 
ynus  est  36,  quorum  6  tantum  yalent,  quantum  et  eiusdem  radicis,  quod 
fuit  quesitum,  scilicet  216. 

Item  est  quoddam  corpus  cubicum  tantum  yalens,  quantum  16  eius 
latera  simul  iuncta.  Queritur  de  quantitate  eiusdem  corporis  cubid,  et 
quantum  sit  ynumquodque  eins  latus.  Pone,  quod  latus  ynum  sit  1  if, 
quod  cubicetur,  et  erit  1  et  tantum  yalens,  quantum  16  latera  eins.  Multi- 
plicatur  ergo  latus,  scilicet  1  nf,  per  16,  et  erunt  16  if  equales  1  et-  Et 
quia  iam  peruentum  est  ad  octauam  regulam,  ubi  nf  assimilatur  et,  quare 
iuxta  preceptum  eiusdem  procedendo  yeniunt  4,  yalor  scilicet  1  ^  uel 
lateris  ynius,  quorum  16  faciunt  tantum,  quantum  cubicum  corpus  eiusdem, 
scilicet  64.  Est  ergo  1  latus  4  et  quantitas  corporis  cubici  64,  quod  fuit 
quesitum. 
Bi.  861.  Item  sunt  tres   quadrati  in  continua  proportione  quadrupla,    quonun 

latus  minoris  ductum  in  quemlibet  quadi*atum  maiorem  et  producta  simnl 
coUecta  faciunt  160.  Queritur  de  quantitate  lateris  minoris  quadrati  et 
consequenter  de  quantitate  yniuscuiusque  quadrati  seorsum.  Operare  sie 
et  pone,  quod  latus  1  minoris  quadrati  sit  1  ic,  erit  ergo  quadratus  eins 
et  minor  1^,  quare  secundus  4^  et  tercius  16^,  quia  in  continua  propor- 
tione quadrupla.  Et  quia  latus  minoris  ductum  in  quemlibet  maiorem  et 
producta  simul  iuncta  faciunt  160,  ducatur  ergo  1  i(>  in  4^,  et  erunt  4  cC. 
Ducatur  etiam  idem  latus,  scilicet  1  ^  in  16^,  et  erunt  16  CC.  Producta 
simul  collecta  faciunt  20  et  equales  160  jB^.  Quia  uero  iam  peryentom  est 
ad  regulam  9,  ubi  0  assimilatur  cC,  procedatur  ergo  secundum  preceptum 
regule,  et  yeniunt  2,  yalor  scilicet  -if  et  lateris  minoris,  quare  quadratus 
minor  4,  medius  16,  tercius  autem  64,  qui  multiplicati  per  latus  minoris 
et  producta  simul  collecta  faciunt  160,  quod  fait  probandum. 

Item   qui(!)    sunt  tres  quadrati,    qui  cum  suis   4  et  tantum  ualent, 
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qtiantnm  tria  latera  ynins  qnadrati  mnltiplicata  per  15.  Qneritnr  de  quan- 
titate  lateris  ynius  qnadratL  Operare  sie  et  pone,  quod  illi  tres  quadrati 
sint  3^,  qoibus  adde  4  d^ei  erant  3^4*^^  equales  3  lateribus  per  15 
mnltiplicatis,  id  est  45  -^f.  Et  quia  pementum  est  ad  decimam  regulam, 
nbi  n(>  assimilatnr  ^  "H  CC ,  quare  iuxta  preceptum  eiusdem  procedendo  ve- 
niunt  3,  yalor  rei  scilicet  et  Tnins  quadrati  latus,  erit  ergo  ydus  quadratus 
9,  quare  tres  27,  et  ynus  et  eciam  valet  27,  Talent  ergo  4  et  108,  qui 
tribus  quadratis  iuncti  tantum  valent,  quantum  3  latera  per  15  multi- 
plicata,  scilicet  135,  quod  fnit  quesitum. 

Item  sunt  14  quadrati,  qui  tantum  yalent,  quantum  2  latera  ynius  bi.  sei'. 
quadrati  in  tres  eiusdem  lateris  quadratos  mulitiplicata  cum  additione  4 
laterum.  Queritur  de  quantitate  lateris  ynius  quadrati.  Procede  sie  et 
pone,  quod  latus  vnius  quadrati  sit  1  nf,  quam  in  se  multiplica,  erit  1^, 
qui  multiplicatur  per  14,  et  erunt  14^  equales  2  lateribus  in  tres  qua- 
dratos ductis.  Ponantur  illa  duo  latera  2  nf,  que  duca(n)tur  in  3  qua* 
dratos,  id  est  3%^,  et  erunt  6  cC,  quibus  addantur  4  latera,  id  est  4  nf, 
et  erit  aggregatum  6  cC  -{'  ^  '^i  <1^^  equantur  14^.  Et  quia  iam  per- 
ventum  est  ad  undecimam  regulam,  quare  iuxta  preceptum  eiusdem  operare, 
et  yeniunt  2,  valor  rei  id  est  ynius  lateris,  quare  ynus  quadratus  erit  4 
et  14  56,  qui  tantum  yalent,  quantum  2  latera,  id  est  4,  in  tres  qua- 
dratos, id  est  12,  ducta  4  lateribus  iunctis,  quod  fnit  probandum. 

Item  est  quoddam  productum  ex  duobus  lateribus  in  4  quadratos, 
quod  tantum  yalet,  quantum  partium  multiplicantium  producta,  quorum, 
maior,  scilicet  quadratorum,  per  5,  altera  uero  et  minor,  scilicet  laterum. 
per  6  multiplicata  simul  collecta.  Queritur  de  quantitate  ynius  lateris 
Procede  sie  et  pone,  quod  latus  ynius  quadrati  sit  1  nf,  erit  ergo  qua- 
dratus eius  1^,  et  quia  propositum  est,  quod  2  latera  ducta  in  4  quadratos, 
quare  1  nf  multiplicetur  per  2  et  1^  per  4,  et  erunt  2  n(^  -}-  4^,  que 
secundum  teuerem  propositionis  in  se  inuicem  multiplicata  faciunt  8  cC  equales 
aggregati(l)  ex  multiplicatione  partium  prodictorum,  maioris,  scilicet  quadra- 
torum, per  5  et  minoris  per  6,  erunt  12  ^  -f-  20^  equales  8  et.  Et  quia  iam 
peruentum  est  ad  regulam  duodecimam,  ubi  ^4~^  assimilantur  cC,  fiat  ergo 
Processus  secundum  preceptum  eius,  et  yeniunt  3,  yalor  scilicet  ynius  lateris. 

Item  multiplicaui  2  latera  quadrati  in  2  quadratos,  et  proyeniebant  bi.  s62. 
4  et  equales  multiplicationi  ynius  quadrati  in  se  ipsum.  Queritur  de  quan- 
titate ynius  lateris  quadrati.  Pone,  quod  ynum  latus  sit  1  nf,  quam  in  se 
ipsam  multiplica,  et  proyeniet  1^,  scilicet  1  n^  quadratus.  Et  quia  2  la- 
tera quadrati  secundum  tenorem  propositionis  multiplicata  in  2  quadratos 
sunt  equales  multiplicationi  ynius  quadrati  in  se  ipsum,  quare  quodlibet 
eorum,  scilicet  1  '^  H~  l^i  P®^  ^  multiplicatur,  et  erunt  2  n^  -f-  2^,  que 
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in  se  inyicem  multiplicata  prodncnnt  4  et  äquales  mnltiplicacioni  Tmus 
quadrati  in  se  ipsnm.  Ducatnr  ergo  1^  in  se,  et  erit  1  %^  eqnale8(!)  4cC. 
Modo  inxta  preceptum  regale  tredecime  cC  per  ^^  diuidatur,  et  quociens, 
scilicet  4,  ostendit  valorem  rei,  scilicet  qnantitatem  ynins  lateris. 

Item  sunt  2  latent,  que  cum  in  3  eins  et  multiplicata  fuerint,  pro- 
ducunt  6  ^^  equales  24  quadratis.  Queritur  de  quantitate  ynius  lateris 
quadrati.  Pone,  quod  vnum  latus  sit  1  n(^,  erit  ergo  eins  quadratos  1%-. 
Quia  uero  dictum  est,  quod  productum  ex  duobus  lateribus  in  3  cC  tan- 
tum  valet,  quantum  24  quadrati,  multiplicatur  ergo  1  n(>  per  2  et  1  cC 
per  3,  et  erunt  2  -^  -^-S  et^  que  in  se  invicem  dncta  pro(ducunt)  6^^ 
equales  24^.  Et  quia  iam  peruentum  est  ad  quartam  decimam  regnlam, 
quare  (iuxta)  preceptum  eiusdem  procedendo  veniunt  2,  yalor  scilicet  ynius 
lateris. 
Bi.  862'.  Item  sunt  duo  quadrati,  quorum  maior  est-  nonuplus  ad  radicem  qua- 

drati minoris,  minor  uero  duplusuperbiparciens  tercias  ad  latus  quadrati 
maioris.  Queritur  de  quantitate  laterum  yniuscuiusque  quadrati  et  con- 
sequenter  de  quantitate  quadratorum.  Operare  sie  et  pone,  quod  latos 
minoris  quadrati  sit  1  'Vf,  que  in  se  multiplicata  producit  1^,  quadratum 
scilicet  minorem.  Et  quia  quadratus  maior  iuxta  tenorem  propositioms 
est  nonuplus  ad  latus  minoris,  erit  ergo  quadratus  maior  9  nf ,  cuius  radix 
est  •  9  ^,  et  quia  quadratus  minor,  scilicet  1^,  est  duplusuperbiparciens 
tercias  ad  latus  maioris  quadrati,  multiplicatur  •  9  'if ,  scilicet  latus  maioris 

quadrati,  per  denominationem  proportionis  eorum  ad  inuicem,  scilicet  2^^ 

et  proveniunt  —  nf ,  cuius  radix  quadrata  est  equalis  1 J.    Sed  quia  -y  (if ) 

non  habet  radicem,  quia  est  surdum,  quadrentur  ergo  quantitates  ex  utra- 
que  parte  in  equacione  posite,  vnum  per  delecionem  puncti  et  alterum  in 

ß7fi 

se  multiplicando,  et  proveniunt  -3-  nf  et  1  ^%-  inter  se  equalia.    Fiat  ergo 

Processus  iuxta  preceptum  quinte  decime  regule,  ubi  nf  assimüatur  y%-^  et 
yeniunt  4,  valor  scilicet  lateris  quadrati  minoris,  cuius  quadratus  est  16 
duplus  superbiparciens  tercias  ad  latus  quadrati  maioris.  Diuidator  ergo 
quadratus  minor  per  denominationem  proportionis  ad  latus  maioris,  et  pro- 
ueniunt  in  quociente  6,  quantitas  scilicet  lateris  quadrati  maioris,  quod  in 
se  multiplicatum  facit  36,  scilicet  quadratum  maiorem,  qui  est  nonuplus 
ad  latus  quadrati  minoris,  scilicet  ad  4,  quod  fuit  quesitum. 

Item  productum  ex  tribus  lateribus  in  4  quadratos  additum  producto 
ynius  quadrati  in  se  ipsum  equum  est  ei,  quod  proyenit  ex  multiplicatione 
9  in  5  quadratos.  Queritur  de  quantitate  lateris  ynius  quadrati.  Pone, 
quod  latus  ynum  sit  1  n(^,    erit  ergo  quadratus  eius  1^,  et  quia  dictum 
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est  in  propositione,  3  latera  qnadrati  in  4  qnadratos  ducta  et  productum 
additnm  maltiplicationi  Ynios  quadrati  in  se  ipstim  equnm  est  ei,  quod 
provenit  ex  dncta  5  qnadratorom  in  9,  sunt  ergo  ista  3  latera  3  n^?  et  4 
quadrati  4^,  que  in  se  inTicem  ducta  proyeniunt(I)  12  CC,  qui  multiplicationi 
ynius  ^  in  se,  id  est  1^--^,  additi  facit(!)  aggregatnm  12  CC  --f"  ^%^  equale 
multiplicationi  5  quadratomm  in  9,  id  est  45^.  Et  quia  iam  perrentum  est 
ad  regulam  16,  ubi  scilicet  et  -jr  %^  assimilantur  ^,  quare  iuxta  preceptum 
eiusdem  procedatur,  et  yeniunt  3,  yalor  scilicet  ynius  lateris,  erit  ergo 
ynus  quadratus  9. 

Item  aggregaui  quadratum  multiplicationi  eiusdem  in  se,  et  erat  aggre-  bl  scs. 
gatum  equale  multiplicationi  prioris  quadrati  in  4  eius  latera  —  7  qua- 
dratis.  Queritur  de  quantitate  lateris  eiuAdem  quadrati.  Operare  sie  et 
pone,  quod  latus  Ulnd  sit  1  ^y  erit  ergo  quadratus  eius  1  ^,  et  quia  secun- 
dum  tenorem  propositionis  quadratus  ille  multiplicationi  eius  in  se  additus 
ducatur  ergo  1  ^  in  se,  et  erit  1  ^--^,  cui  addatur  1  ^,  et  erit  aggregatum 
l^^-f-l)^  equale  multiplicationi  eiusdem  quadrati  in  6  eius  latera,  et  quia 
1  latus  est  1  ^,  erunt  ergo  6  latera  6  nf,  que  in  1^  ducte  producunt 
6  ce,  et  sie  1%-%-  +  1%-  equalis(!)  6  cC  —  7  quadratis,  id  est  7^.  Bestau- 
rantur  ergo  7^  ex  utraque  parte  addendo,  et  proueniunt  ex  yna  parte 
1  ^^  4"  ^^  equales  8  et.  Et  quia  iam  peruentum  est  ad  regulam  septi- 
mam  decimam,  ubi  %-% — f-  ^  assimilantur  cC»  fiat  ergo  processus  iuxta  pre" 
ceptum  eiusdem,  et  yeniunt  4,  yalor  ynius  lateris,  quare  1  quadratus 
erit  16. 

Item  est  quadratus,  qui  in  se  ductus  tantum  yalet,  quantum  tres  cubi 
cum  quadrati  quadruple  iuncti.  Queritur  de  quantitate  lateris  illius  qua- 
drati. Pone,  quod  iUud  latus  sit  1  '!(>,  cuius  quadratus  est  1^,  qni  in  ^e 
ductus  secundum  tenorem  propositionis  procreat  1  ^^  tantum  yalens  ex 
ypothesi,  quantum  3  ct  cum  quadruple  prioris  quadrati,  id  est  cum  4^, 
erit  ergo  1%^%-  equalis  3  cC  4~  ^^-  ^^  ^^^  ^^^^  peruentum  est  ad  octauam 
decimam  regulam,  ubi  Ct-\-%-  assimilantur  ^-^,  quare  iuxta  preceptum  regule 
procedendo  yeniunt  4,  yalor  scilicet  lateris  quadrati. 

Item  est  quadratus,  qui  tantum  yalet,  quantum  radix  de  27  lateribus.  bl  ses'. 
Queritur  de  yalore  ynius  lateris.  Pone,  quod  latus  sit  1  nf,  cuius  radix 
est  •  1  n^?,  et  quia  mentio  facta  est  in  propositione  de  radice  (de)  27  nf, 
erit  ergo  radix  (de)  27  nf  •  27  nf  equale  (!)  yni  quadrato,  id  est  yni  j-,  Iam 
ergo  peryentum  est  ad  regulam  nonam  decimam,  ubi  ^  assimilatur  radici 
de  n(>.  Procedatur  ergo  secundum  preceptum  eiusdem,  et  yeniunt  3, 
yalor  radicis  ynius  scilicet  -ip,  quare  quadratus  iUis  radicibus  simul  coUectis 
equalis  erit  81(1),  quod  fuit  propositum. 

Item  sunt  3  quadrati,  qui  cum  simul  aggregati  tantum  yalent,  quantum 


554  S-  Wappler:  Zur  Geschichte  der  deutschen  Algebra. 

radix  quadrata  de  36  qnadratis  simul  ionctis.  Queritar  de  yalore  Tnias 
quadrati  et  radice  einsdem.  Procede  sie  et  pone,  quod  illi  tres  qaadrati 
simul  collecti  sint  3^,  qui  sunt  equales  radici  qnadrate  de  36  qnadratis, 
quare  3^  sunt  equales  «36^.  Et  quia^  assimilatur  •  ^,  quare  iuzta  pre- 
ceptum  vicesime  regale  fiat  processus,  et  veniunt  2,  radix  quadrata  (!)  uel 
latus  vnius  quadrati^  erit  ergo  ynus  quadratus  4,  et  tres  simul  coUecd  12 
equale(l)  radici  quadrati  (!)  36  quadratorum  simul  iuuctorum,  quod  fait 
propositum. 
Bi.  sei.  Item  sunt  duo  quadrati,  quorum  differencia  est  24,  et  ai  radix  ynios 

in  radicem  alterius  ducta  fuerit,  illud,  quod  provenit,  equale  est  35  0. 
Queritur  de  quantitate  lateris  vnius  quadrati  et  minoris.  Operare  sie  et 
pone,  quod  quadrati  minoris  latus  sit  1  -!(>,  erit  ergo  quadratus  minor  1^. 
Et  quia  differencia  quadratorum  est  24,  quare  quadratus  maior  est  1  ^  -t-  24, 
cuius  radix  est  •  1  ^ — [-24.  Ducatur  ergo  radix  vnius  in  radicem  altenas 
uel  1  nf  in  •  1% — |-  24,  quadrando  prius  ex  utraque  parte,  et  erit  ex  vna 
parte  1  ^  et  ex  alia  parte  1  ^  -f-  24 ,  que  in  se  inuicem  ducta  £achint  1  %^ 
-|-  24^  equales  35  0(f).  Et  quia  prius  partes  sunt  equale(s),  per  vnius- 
cuiusque  multiplicacionero  in  se  equetur  et  |0^  in  se  multiplicando ,  et  sie 
1%^% — [-24^  sunt  equales  1225  0.  Fiat  ergo  processus  iuxta  preceptom 
vicesime  secunde  regule,  et  veniunt  5,  latus  scilicet  minoris  quadrati. 
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§•  1.   Mntmafsliche  Yeranlassniig  des  Streites. 

Im  Jahre  1656  war  die  Ärithmetica  Infimtorum  von  John  Wallis^) 
erschienen,  ein  Werk,  das  auf  rein  rechnerischem  Wege  Quadraturen  und 
Euhaturen  ausführt^  die  vorher  mehr  durch  geometrische  Betrachtungen 
erstreht  worden  waren  ^).  Pierre  Fermat^)  erhielt  ein  Exemplar  dieses 
Buches  durch  den  englischen  Edelmann  Kenelm  Digby^)  mit  dem  Ersuchen, 
sein  Urteil  üher  dasselhe  abzugehen.  Da  Digbv  im  Sommer  1656  in 
Toulouse  war,  also  wahrscheinlich  mit  Fermat  persönlich  verkehrte,  so 
ist  anzunehmen,  dass  er  ihm  das  Exemplar  selbst  überreicht  hat.  Fericat's 
Urteil  üher  das  Werk  ist  in  dem  Brief  an  Digby  vom  20.  April  1657  ent- 
halten^). Fermat  legt  dar,  dafs  er  die  von  Wallis  erhaltenen  Besultate 
üher  die  Quadratur  der  Parabeln  und  der  Hyperbeln  schon  viele  Jahre  vor- 
her gefunden  und  dem  Torricelli®)  mitgeteilt  habe.  Hierauf  und  auf  die 
Ausstellungen,    die  Fermat    an    dem  Werke    macht,    soll   hier    nicht    ein- 


1)  JoHH  Wallis  (1616 — 1703)  studierte  in  Cambridge  Theologie,  war  anfangs 
Prediger  in  London,  wurde  1649  Professor  der  Geometrie  in  Oxford.  Als  Eabl  U. 
1660  den  Thron  bestieg,  ernannte  er  Wallis,  der  ein  treuer  Anhänger  Kabl's  I. 
gewesen  war,  zu  seinem  Kaplan. 

2)  Eine  treffliche  Würdiguog  der  Vorzüge  und  Mängel  dieser  Schrift  giebt 
Castob  in  seinen  Vorlesungen  Bd.  II  S.  822  u.  flgde. 

3)  PiEBBB  Febmat,  einer  der  bedeutendsten  französischen  Mathematiker,  wurde 
1601  in  Beaumont  de  Lo magno  bei  Toulouse  als  Sohn  eines  Lederhändlers 
geboren.  Er  studierte  Jurisprudenz  und  wnrde  1631  Parlamentsrat  in  Toulouse. 
Er  starb  1663  in  Castros,  einem  unweit  Toulouse  gelegenen  Städtchen. 

4)  EsinELM  DioBT,  geboren  1603  in  London,  gestorben  ebenda  1666,  ältester 
Sohn  des  wegen  Teilnahme  an  der  Pulyerverschwönmg  hingerichteten  Sir  Eyebabd 
DiQBT,  stand  in  den  politischen  und  religiösen  Kämpfen,  die  sich  in  England  ab- 
spielten, bald  auf  der  einen,  bald  auf  der  anderen  Seite  und  war  deshalb  öfters 
genötigt,  England  zu  yerlassen. 

5)  Brief  IV  des  Commercium  epistolicum  von  Wallis.  Die  Parteien  korre- 
spondierten nicht  direkt  mit  einander,  sondern  schrieben  an  Dioby,  der  die  Briefe 
der  einen  Partei  der  andern  übermittelte.  Für  die  Briefe  aus  und  nach  England 
diente  dabei  noch  als  Zwischenperson  der  englische  Priester  Thomas  WmTE. 

6)  Evauoblista  Tobbicelu,  geb.  1608  in  Faenza,  gest.  1647  in  Florenz  als 
Professor  der  Mathematik,  der  Erfinder  des  Barometers  (1643). 
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gegangen  werden.  Ich  will  nur  hervorheben,  dais  die  Darstellnngsweise 
des  Wallis,  der  mehrfach  von  anderen  bereits  hergeleitete  S&tze  nochmals 
durch  Induktion  findet  und  dann,  ohne  einen  Beweis  zu  versuchen,  f&r  all- 
gemein gültig  annimmt,  dem  an  die  Strenge  der  Alten  gewöhnten  Febmat 
im  höchsten  Grade  unsympathisch  sein  musste.  Femer  gehörte  Wallis 
einem  Volke  an,  dessen  Beziehungen  zu  Frankreich  grade  damals  —  in 
Frankreich  herrschte  Ludwig  XIV.,  in  England  Oliver  Cbomwell  —  aus 
nationalen  und  religiösen  Gründen  äuTserst  gespannt  waren.  So  erklärt  es 
sich,  dass  Febmat  zu  dem  Entschluss  kam,  seine  Kräfte  mit  Wallis  in 
einem  Zweikampf  zu  messen^  und  es  kann  uns  nicht  wunder  nehmen,  dass 
er  hierfiir  ein  Gebiet  wählte,  auf  welchem  er  sich  besonders  stark  fühlte. 
Ich  werde  im  Folgenden  versuchen,  diesen  Kampf  in  seinen  Hauptzügen 
und  unter  Beschränkung  auf  die  gestellten  zahlentheoretischen  Aufgaben  zu 
schildern. 

§.  2.   Die  beiden  ersten  AniJ^aben  Fermaf  s  nnd  die  Oegenanfgabe  des 

WalUs. 

Am  3.  Januar  1657  erliess  Febmat  folgende  Herausforderung:  „Dem 
Wallis  und  den  übrigen  englischen  Mathematikern  wird  folgende  nume- 
rische Aufgabe  gestellt: 

1.  Einen  Kubus  zu  finden,  der,  wenn  man  ihn  zur  Summe  seiner 
aliquoten  Teile  addiert,  ein  Quadrat  giebt. 

Ein  solcher  ist  z.  B.  343  =  7';  die  aliquoten  Teile  dieser  Zahl  sind 
1,  7,  49,  und  wenn  man  343  zu  ihrer  Summe  addiert,  so  erhält  man 
400  =»  20^.  Es  wird  ein  anderer  Kubus  verlangt,  welcher  dieselbe  Eigen- 
schaft hat. 

2.  Man  verlangt  ebenso  eine  Quadratzahl,  die,  wenn  man  sie  zur 
Summe  ihrer  aliquoten  Teile  addiert,  einen  Kubus  giebt. 

Ich  erwarte  die  Lösung  dieser  Aufgaben.  Wenn  weder  England,  noch 
das  belgische  oder  keltische  Gallien  sie  liefert,  so  wird  das  narbonensische 
Gallien  sie  geben  und  dem  Herrn  Digbt  als  Zeichen  wachsender  Freund- 
schaft widmen." 

Diese  Herausforderung  wurde  durch  White  dem  Lord  William 
Broukgker^)  in  London  übermittelt.  Brouncker  erhielt  sie  am  14.  März 
und  schickte  sie  gleich   den  folgenden  Tag  an  Wallis  nach  Oxford.     In 


7)  Lord  William  Broünckbr  (1620 — 1684)  erhielt  1660  in  Folge  seiner  Unter- 
zeichnung der  Erklärung  englischer  Grofsen  zu  Gunsten  Kasl^b  H.  das  Amt  eine« 
Kanzlers  und  Grofssiegelbewahrers  der  Königin.  1662  wurde  er  erster  PriUident 
der  Eoydl  Society,  in  welche  er  als  eins  der  ersten  Mitglieder  getreten  war. 
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dem  Begleitschreiben^  spiiclit  er  die  Hoffhuiig  ans,  Wallis  werde  die 
beiden  Aufgaben,  die  schwieriger  seien,  als  es  auf  den  ersten  Anblick 
scheine,  schnell  lösen  und  ihm  die  Lösung  mitteilen. 

Wallis  antwortete  schon  am  17.  März^),  die  gestellten  Aufgaben 
seien  von  der  Natur  der  Aufgaben  über  yoUkommene,  überschieiÜBende  und 
mangelhafte  Zahlen ^^);  er  sei  zur  Zeit  mit  anderen  Dingen  beschäftigt,  so 
daüs  er  sich  der  Sache  nicht  widmen  könne.  Für  den  Augenblick  gebe  er 
die  Antwort,  da&  die  Zahl  1  beiden  Aufgaben  genüge.  Er  hatte  trotzdem 
die  Divisoren-Summen^^)  für  einige  der  ersten  Zahlen  bestimmt  und  dabei 
gefunden,  dais  sowohl  1  +  ^  +  25,  als  auch  1  +  2+^  +  8  +  16  gleich 
31  ist.     Er  stellte  daraufhin  die  Gegenaufgabe: 

Es  sollen  zwei  Quadratzahlen  (wie  16  und  25)  von  der  Beschaffenheit 
bestimmt  werden,  daCs  die  Diyisoren-Summe  der  einen  gleich  derjenigen  der 
andern  sei. 

Brounoker  hatte  sich  ebenfalls  mit  den  beiden  Aufgaben  und  mit 
einer  inzwischen  eingetroffenen  dritten  Aufgabe  Fermat's,  von  der  weiter- 
hin die  Bede  sein  wird,  beschäftigt  und  seine  Lösungen  in  zwei  englisch 
geschriebenen  Briefen  an  Fermat  gesandt^).  Fermat,  der  der  englischen 
Sprache  unkundig  war,  liefs  sich  die  Briefe  von  einem  in  Toulouse  weilen- 
den jungen  Engländer  übersetzen.  Dieser  war  aber  mit  dem  Gegenstande 
nicht  vertraut,  und  daher  wollte  Fermat  kein  sicheres  Urteil  über  Brounoker's 
Lösungen  abgeben.  Er  glaubte  aber,  Broukcker  habe  die  Sache  zu  leicht 
genommen,  und  seine  Lösungen  seien  ungenügend;  in  den  Aufgaben  werden 
Lösungen  in  ganzen  Zahlen  verlangt,  nicht,  wie  Brounoker  meine,  in  blofs 
rationalen  Zahlen.  Da  Brounoker  keine  Abschrift  seiner  Briefe  zurück- 
behalten hatte,  so  ist  ihr  Wortlaut  nicht  bekannt  geworden.  Ihr  Lihalt  ist 
in  dem  Briefe  enthalten,  den  Wallis  am  7.  Oktober  1657  an  Digby  ge- 
schrieben hat^^).     Danach  hat  Brounoker  für  die  beiden  ersten  Aufgaben 

auTser  der  Zahl   1   auch  noch  die  Brüche  -^  und   für    die   erste   Aufgabe 

343  ^ 

auch  —0-  angegeben,  wo  a  jede  ganze  Zahl  sein  könne. 

Digby  hatte  die  FERHAT^schen  Aufgaben  auch  dem  in  Paris  am  Münz- 
amte angestellten  Bernard  Frenigle  de  Bebsy  (1605 — 1675)  gegeben, 
der,   ohne  Mathematiker  zu  sein,   sich   aus  Liebhaberei   mit  Zahlentheorie 

8)  Comm.  ep.  L  9)  Comm.  ep.  U, 

10)  Eine  Zahl  heifst  vollkommen,  überschiefsend  oder  mangelhaft,  je  nach- 
dem sie  gleich  der  Summe  ihrer  aliquoten  Teile  oder  kleiner  oder  grOfser  als 
diese  ist. 

11)  Die  Diyisoren-Snmme  nmfafst  sämtliche  Divisoren,  anch  die  Zahl  selbst; 
bei  der  Summe  der  aliquoten  Teile  einer  Zahl  ist  die  Zahl  selbst  wegzulassen. 

12)  Comm.  ep.  XI.  13)  Comm.  ep.  IX. 
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beschäftigte  nnd  in  diesem  Gebiet  f&r  ungemein  tüchtig  gehalten  wurde  ^^). 
Dafs,  wie  Paul  Tanke&t  (Oeuvres  de  Fermat  II,  p.  382)  annimmt,  Febmat 
die  Aufgaben  dem  Frenigle  auch  direkt  brieflich  mitgeteilt  habe,  ist  mög- 
lich, aber  —  wenigstens  soweit  die  beiden  ersten  Aufgaben  in  Betracht 
kommen  —  nicht  erwiesen.  Frenigle  übergab  dem  Überbringer  der  Auf- 
gaben sofort  4  Lösungen  und  sandte  den  n&chsten  Morgen  weitere  6.  Er 
behandelte  dann  beide  Aufgaben  und  die  Gegenaufgabe  des  Wallis  in 
einer  besonderen  Schrift,  von  der  trotz  vieler  Bemühungen  leider  kein 
Exemplar  aufzufinden  ist.  Der  Titel  ist  nach  Wallis:  Sohdio  duorum 
prohlematum  circa  nmneros  cubos  et  quadrcUos,  quae  tanquam  insoktbilia 
universis  Europae  mathematicis  a  darissvmo  viro  D.  Fermat  sunt  pro- 
posita  d:  a  D,  B,  F.  D,  B.^^)  inventa,  ParisUs  apud  Johannem  Lano- 
Lois.  1657.  Der  Inhalt  deckt  sich  ohne  Zweifel  mit  dem,  was  Wallis 
in  seinem  am  14.  März  1658  an  Digbt  gerichteten  Briefe  ^^)  und  sp&ter 
1685  im  vierten  Kapitel  (D.  Fermatu  prohlemaia  de  divisoribus  et  partibus 
aliqtu>Us)  seiner  Arbeit  De  cotnhmcUionibus ,  aUernaUombus  et  partibus  aH- 
quotis  tractatus  veröffentlicht  hat.  Die  Lösung  der  Aufgaben  setzt  die 
Bildung  einer  möglichst  weitgehenden  Tabelle  für  die  Divisoren-Summe  der 
Quadrat-  und  ebenso  der  Eubikzahlen  voraus.  Da  die  Divisoren-Summe 
des  Produkts  zweier  teilerfremden  Zahlen  gleich  dem  Produkt  der  Divisoren- 
Summen  der  Faktoren  ist^  so  sind  in  die  Tabellen  nur  die  Primzahlen  und 
deren  Potenzen  aufzunehmen.  In  der  letztgenannten  Arbeit  des  Wallis 
erstreckt  sich  die  Tabelle  für  die  Quadratzahlen  bis  499,  die  für  die  Kuben 
bis  199.  Frenigle  hatte  jedenfalls  viel  weiter  gehende  Tabellen  ^^).  Eine 
Lösung  der  ersten  FfiRiCAT'schen  Aufgabe  wird  danach  auf  folgende  Weise 
erhalten:  Nach  der  Tabelle  ist  die 

Summe  der  Divisoren  von     5^  gleich  2^.  3.  13. 

n  »  »>  n 

n  n  1)  » 

1»  w  n  11 

w  »1  »J  J) 


11» 

« 

2».  3.  61. 

13» 

« 

2>.  5.  7.  17. 

27» 

n 

2\  U\  61. 

41» 

n 

2\  3.  7.  29*. 

47» 

44 

2^  3.  5.  13.  17. 

14)  Am  12.  Dezember  1667  schreibt  Diqby  an  Fxricat  (Oetwres  de  Fkbmat 
T.  n.  p.  362),  Freniclb  wolle  sich  über  nichts  anderes  mehr  mit  ihm  unterhalten  als 
über  mystische  Theologie  und  seine  Gedanken  über  den  freien  Willen  und  die  Yoraaa- 
bestimmung;  er  gebe  so  den  Bang  eines  der  grölsten  Mathematiker  des  Jahrhmiderta, 
den  er  einnehmen  könnte,  gegen  den  eines  der  unbedeutendsten  Theologen  auf. 

16)  Dominus  Bermabd  Frehiclb  de  Besst.  16)  Camm,  ep.  ^TCTH, 

17)  Das  spricht  auch  Bbounckbb  in  seinem  Briefe  an  Wallis  vom  16.  April 
1668  aus.  Comm.  ep.  XXX.  Eine  zweckmäXsig  angeordnete  Tabelle  giebt  Eulbb 
in  seiner  Arbeit:  De  numeris  amicäbüüms  (Oomm.  arithm,  I,  8.  102). 
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Somit  ist  die  Summe  der  Divisoren  yon  [5.  11.  13.  27.  41.  47]^ 
gleich  2".  3*.  5».  7l  lll  13l  17l  29l  6lS  d.  h.  es  ist  ein  Kubus  er- 
mittelt, dessen  Divisoren-Summe  ein  Quadrat  ist. 

Ähnlich  sind  die  zweite  Aufgabe  und  die  Gegenaufgabe  von  Wallis 
zu  behandeln,  von  welcher  letzteren  Fkbnicle  eine  grofse  Anzahl  Lösungen 
giebt^^).  Dafs  man  die  Aufgaben  auf  diese  Weise  in  Angriff  zu  nehmen  habe, 
scheint  Wallis  erst  aus  der  Schrift  des  Fbeniole  gelernt  zu  haben;  er  giebt 
auch  vor  dem  25.  M&rz  1658  keine  Lösungen,  die  nicht  schon  Frenicle  gegeben 
hätte.  Dafür  reitet  er  aber  fortgesetzt  auf  der  Lösung  1  herum ^^)  und.  sucht 
namentlich  DtGBv,  der  zwar  ein  philosophisch  gebildeter  Mann  aber  kein  Mathe- 
matiker war,  weifszumachen,  dafs  er  thats&chlich  Fermat's  Forderungen  erfüllt 
habe;  denn  Fermat  habe  ausdrücklich  nur  eine  Lösung  (auTser  343)  der  ersten 
Aufgabe  und  überhaupt  nur  eine  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  verlangt,  und 
eine  solche  (für  beide  Aufgaben  1)  habe  er  gegeben.    Ebenso  verteidigt  er 

die  von  Brouncker  gegebenen  wenig  besseren  Lösungen  —^  tmd  — ,,  in 

Betreff  welcher  er  eine  lebhafte  Auseinandersetzung^)  mit  Frenicle  über 
die  Frage  hat,  ob  man  bei  einem  Bruch  überhaupt  von  aliquoten  Teilen 
sprechen  könne,  und  welches  eventuell  diese  Teile  seien. 

Daneben  betont  er  wiederholt,  solche  zahlentheoretische  Aufgaben  seien 
nicht  wert,  dafs  man  Zeit  darauf  verwende,  und  er  mufs  sich  von  Frenicle 
(Brief  vom  3.  Febr.  1658)*^)  sagen  lassen,  er  möge  nicht  Probleme,  die  er 
trotz  vieler  Bemühungen  nicht  lösen  könne,  für  wertlos  erklären,  und  es 
schicke  sich  fCkr  einen  Professor  der  Mathematik  am  allerwenigsten,  die  Be- 
rechtigung einer  wissenschaftlichen  Thätigkeit  nach  ihrem  praktischen  Nutzen 
zu  bemessen.  Auch  Fermat  spricht  (Brief  vom  7.  April  1658)  seine  Ver^ 
wunderung  darüber  aus'^),  dafs  Wallis  fortfahre  zu  verachten,  was  er 
nicht  verstehe.  Übrigens  scheint  Wallis  mit  seiner  Lösung  wenig  Beifall 
bei  seinen  Fachgenossen  gefunden  zu  haben.  Johann  Bernoulli  führt  sie 
noch  40  Jahre  später  in  seinem  Briefe  an  Leibniz  vom  3.  April  1697  als 
bekanntes  Muster  einer  nichtssagenden  Lösung  an^'). 


§  3.    Die  dritte  Fermatsehe  Aufgabe. 

Sobald  Frenicle  die  beiden  von  Fermat  gestellten  Aufgaben  gelöst 
hatte,  scheint  dieser  die  Sache,  auf  die   er  vielleicht  von  Anfang  an  kein 


18)  Comm.  ep,  XXXL  19)  Ckmm.  ep,  VE,  XVI,  XVin,  XXIII. 

20)  Camm.  ep,  XXTT,  XXIII.  21)  Carnm.  ep.  XXH. 

22)  Comm.  ep.  XXXVII^ 

23)  Leibnitix  et  Bebnocllii  Commercium  philos.  et  math.  I,  p.  263. 

Abb.  snr  0«icb.  d.  Hatbem.   IX.  86 
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grofses  Gewicht  gelegt  hatte,  als  erledigt  angesehen  zu  haben.  In  der  Thai 
war  es  leicht^  auch  wenn  die  Schrift  von  Fbekicle  nicht  das  eingeschlagene 
Verfahren  sondern  nur  die  Resultate  enthielt,  diese  letzteren  zu  analysiere 
und  dadurch  die  Lösung  zu  erhalten.  Fermat  stellte  jetzt  eine  dritte  Auf- 
gabe, die  ich  ihrer  grofsen  Bedeutung^)  wegen  in  wörtlicher  Überseteung 
folgen  lasse: 

„Es  giebt  kaum  Jemand,  der  rein  arithmetische  Aufgaben  stellt,  kaum 
Jemand,  der  sie  zu  lösen  yersteht.  Ist  der  Grund  vielleicht  der,  dajjs  die 
Arithmetik  bis  heute  mehr  geometrisch  als  arithmetisch  behandelt  worden 
ist?  Denn  das  ist  in  den  meisten  Werken  der  Fall,  sowohl  in  denen  der 
Alten  wie  in  denen  der  Neueren,  ja  sogar  im  Diophakt,  der  sich  doch 
weiter  als  die  übrigen  von  der  Geometrie  entfernt  hat,  indem  er  seine  Ana- 
lyse auf  die  Betrachtung  blofs  rationaler  Gröfsen  beschränkte.  Dafs  aber 
dieses  Gebiet  auch  nicht  ganz  von  der  Geometrie  befreit  ist,  zeigen  hin- 
länglich die  Zetetica  des  Vieta,  in  denen  Diophakt's  Methode  auf  die  stetige 
Gröfse,  also  auf  die  Geometrie  ausgedehnt  wird." 

„Indessen  hat  die  Arithmetik  ein  ihr  eigenes  Gebiet,  die  Theorie  der 
ganzen  Zahlen.  Diese  Theorie  ist  von  Euklid  in  seinen  Elementen  nur 
schwach  skizziert  und  von  seinen  Nachfolgern  nicht  genügend  ausgebaut 
(wofern  sie  nicht  in  denjenigen  Büchern  Diophant's  verborgen  ist,  deren 
uns  die  Ungunst  der  Zeit  beraubt  hat).  Die  Arithmetiker  haben  sie  also 
zu  entwickeln  oder  zu  erneuern." 

„um  den  Weg  zu  erhellen,  schlage  ich  ihnen  vor,  den  folgenden  Satz 
zu  beweisen,  resp.  die  in  demselben  enthaltene  Aufgabe  zu  lösen.  Wenn 
sie  das  fertig  gebracht  haben,  werden  sie  mir  zageben,  dafs  Fragen  dieser 


24)  Die  Gleichung,  deren  Lösung  den  Gegenstand  dieser  Aufgabe  bildet, 
wird  bedauerlicher  Weise  noch  immer  nach  dem  Engländer  Pbll  benannt,  der 
sich  durchaus  kein  Verdienst  um  dieselbe  erworben  hat  (vergl.  Caxtob,  Vor- 
lesungen IT.  S.  708).  Noch  in  der  neuesten  (1894)  Auflage  der  „Vorlesungen  über 
Zahlentheorie"  von  P.  G.  LejsunsDieichlet  heifst  es  S.  201:  „Fermat  hat  diese 
Gleichung  den  Mathematikern  zuerst  yorgelegt,  worauf  ihre  Lösung  von  dem 
Engländer  Pell  angegeben  wurde."  Auch  die  historischen  Bemerkungen  über 
die  Gleichung,  welche  Bachmanr  S.  189  seiner  „Elemente  der  Zahlentheorie"  in 
Anlehnung  an  Gauss,  Disquisitiones  202  giebt,  sind  nicht  einwandfreL  Die  falsche 
Benennung  rührt,  wie  es  scheint,  Ton  Euler  her,  der  bei  yerschiedenen  Gelegen- 
heiten die  Lösung  der  Gleichung  Pell  zuschreibt;  so  z>  B.  sagt  er  in  seiner 
„Vollst.  Anleitung  zur  Algebra"  11.  Teil  11.  Abschnitt  7.  Kapitel:  „Hierzu  hat  Tor- 
rn als  ein  gelehrter  Engländer,  namens  Pbll,  eine  ganz  sinnreiche  Methode  erfun- 
den, welche  wir  hier  erkl&ren  wollen.*'  Es  dürfte  nachgerade  Zeit  sein,  die 
Gleichung  nach  dem  Manne,  der  zuerst  ihre  Bedeutung  erkannt  hat,  die  FEBiiAT*8che 
zu  nennen. 
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Art  weder  hinsichtlich  der  Feinheit,  noch  der  Schwierigkeit,  noch  der  Beweis- 
art den  berühmtesten  Aufgaben  der  Geometrie  nachstehen." 

,,Für  jede  gegebene  Zahl,  die  keine  Quadratzahl  ist,  giebt  es  unendlich 
viele  Quadratzahlen  von  der  Beschaffenheit,  daiÜs  das  Produkt  einer  jeden 
in  die  gegebene  Zahl  bei  Addition  der  Einheit  eine  Quadratzahl  wird.'^ 

„Beispiel.  Es  sei  die  Zahl  3,  die  keine  Quadratzahl  ist,  gegeben. 
Wenn  man  dieselbe  mit  der  Quadratzahl  1  multipliziert  und  zum  Produkte 
1  addiert,  so  erhftlt  man  4,  eine  Quadratzahl.  Wird  dieselbe  Zahl  3  mit 
der  Quadratzahl  16  multipliziert  und  zum  Produkt  1  addiert,  so  erhält 
man  49,  eine  Quadratzahl.  Statt  1  und  16  kann  man  unendlich  viele 
andere  Quadratzahlen  finden,  welche  dasselbe  leisten.  Ich  fordere  aber  eine 
allgemeine  Begel,  die  sich  auf  jede  gegebene  Zahl,  welche  keine  Quadrat- 
zahl ist,  anwenden  Iftfst.  Es  möge  z.  B.  die  Quadratzahl  bestimmt  werden^ 
deren  Produkt  in  149  oder  in  109  oder  in  433  u.  s.  w.,  bei  Addition  von  1 
eine  Quadratzahl  wird." 

Der  Schreiber  Digby's,  welcher  die  für  Brouncker  bestimmte  Abschrift 
anfertigte,  mag  die  Einleitung  der  Aufgabe,  welche  ausdrücklich  die  For- 
derung ganzzahliger  Lösungen  stellt,  für  unerheblich  gehalten  und  deshalb 
weggelassen  haben.  So  erklärt  es  sich,  dafs  Broitncker  und  nach  ihm 
Wallis  meinten,  es  seien  nur  rationale  Lösungen  verlangt,  und  dafs  beide 
demgemäfs  die  Aufgabe  auf  die  von  Diophakt  an  sehr  vielen  Stellen  an- 
gewandte Art  behandelten.  Soll  nämlich  die  Gleichung  aoi^  -^  1  =^  y^  nur 
in   rationalen    Werten    gelöst   werden,    so    liefert   die    Annahme    ax^  -j-  1 

==  (1  —  rxY  durch  eine  leichte  Entwicklung  x  =    ^ ,    x^  =  >  i—  -njj 

oder  wenn  r*  =  g,  r^  —  a  =  d  gesetzt  wird,  ^^  =  ^)  ^^^  das  ist  die 

Lösung,  die  Brouncker  nach  Paris  schickte. 

Wallis  hatte,  wie  er  Digby  schreibt *'^),  am  13,  Sept.  1657  nur  ganz 
allgemein  gehört,  dafs  Fermat  eine  dritte  Aufgabe  gestellt,  und  dafs 
Brouncker  sie  gelöst  habe.  Er  sendet  in  demselben  Briefe  eine  Aufgabe, 
die  Digby  an  Fbrmat  übermitteln  möge.  Diese  Aufgabe  ist  zwar  nicht 
zahlentheoretiseher  Natur,  sie  möge  aber  doch  hier  einen  Platz  finden;  denn 
es  ist  nicht  ohne  Wert  für  die  Beurteilung  des  Wallis  zu  sehen,  was  er 
einem  Gegner  wie  Fermat  zu  bieten  wagte.  Es  soll  folgender  Satz  be- 
wiesen werden: 

Ein  von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzter  Pyramidenstumpf  habe  als 
gröfsere  Basis  das  Quadrat  über  der  Strecke  Ä,  als  kleinere  Basis  das 
Quadrat  über  der  Strecke  E^  als  Höhe  die  Strecke  F,    Konstruiert  man  nun 


25)  Comm.  ep.  VII. 
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einen  Winkel  von  120^,  macht  dessen  Schenkel  beziehungsweise  gleich  Jl  und  E 
und  legt  den  Kreis  durch  die  so  bestinunten  drei  Punkte,  so  ist  das  Produkt 
aus  der  Höhe  F  in  das  Quadrat  des  Radius  dieses  Kreises  gleich  dem 
Volumen  des  Pyramidenstumpfes. 

Es  ist  begreiflich,  dafs  Fermat,  der  sich  überhaupt  vor  schriftlichen 
Auseinandersetzungen  scheute,  mit  dieser  Schüleraufgabe  seine  Zeit  nicht 
verlieren  wollte.  Auch  war  er  damals  amtlich  sehr  in  Anspruch  genommeD: 
Er  hatte  einem  Gerichtshofe  zu  pr&sidieren,  der  über  einen  wegen  Amts- 
mifsbrauch  angeklagten  Priester  zu  entscheiden  hatte.  Der  Priester  wurde 
zum  Feuertode  verurteilt  und  das  Urteil,  das  grofses  Aufsehen  erregte,  auch 
vollzogen.  Diese  Angelegenheit,  schreibt  Digby,  würde  für  jeden  anderen 
eine  Entschuldigung  sein;  sie  sei  es  aber  nicht  für  Ferhat,  der  in  allem, 
was  er  unternehme,  unglaublich  lebhaft  und  durchdringend  sei.  Da  Fermat, 
so  oft  er  ihn  nach  dem  Satz  gefragt  habe,  immer  nur  mit  Lcbsprüchen 
geantwortet  habe,  aber  nicht  mit  dem  Beweis  herausgerückt  sei,  so  könne 
er  auf  den  Beweis  durch  Fermat  nicht  mehr  rechnen;  er  werde  also,  wenn 
er  demnächst  nach  Oxford  komme,  Wallis  selbst  darum  bitten*^).  Dieser 
giebt  ihm  den  Beweis  in  seinem  Briefe  vom  10.  März  1658''^). 

Erst  am  21.  Sept.  1657*^  erhielt  Wallis  durch  Brouncker  die  dritte 

Aufgabe  Fermat's    und    die  Lösung,    die  Brouncker  nach  Paris   gesandt 

hatte,   und    die    dem  Feumat  schlecht  übersetzt  worden   war.      In  seinem 

Briefe  an  Digby  vom  7.  Okt.  1657^*)  wiederholt  Wallis  wohl  in  Broüncsler's 

Auftrag     dessen    Lösung    und    giebt    als    eigene    Lösung    der    Gleichung 

ax^  -^  1  =  D  den  Ausdruck 

4ps 


X 


s* —  4a^*' 


welcher  ebenfalls  nach  Diophant's  Methode  gefunden  wird  und  durch  die 

4^  3 

Annahme    »  ===  1     in    a;  = —  =  -7—rz ,     also    für     s  =  2r    in 


(-•)*-  «• 


2r 
X  =    , ,  d.  i.  in  den  BROUNCKEa'schen  Ausdruck  übergeht. 

Fermat  war  natürlich  mit  Broungrer's  Lösung,  die  jeder  AnfiLnger 
in  der  Arithmetik  geben  könnte,  nicht  zufrieden,  und  stellte  (Briefe  Tom 
6.  Juni  und  15.  August  1657)^)  andere  Aufgaben,  bei  denen  er  sich  mit 
Lösungen  in  rationalen  Zahlen  begnügen  wolle.  Diese  neuen  Aufgaben 
sollen  den  Gegenstand  des  folgenden  Paragraphen  bilden. 

Als  Brouncker  erfuhr,  dafs  Fermat  nur  Lösungen  in  ganzen  Zahleo 
verlangt  hatte,  schrieb  er  an  White,  er  möge  den  Brief  des  Wallis  Tom 


26)  Comm.  ep.  XXI.  27)  Comm.  ep.  XXIII.  28)  Cbinw.  ep.  VTH 

29)  Comm.  ep,  IX.  30)  Comm.  ep.  XI,  XII. 
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7.  Oktober  1657  zurückhalten;  von  diesem  Schritt  setzte  er  auch  Wallis 

mit  dem  Bemerken  in  Eenntois,   er  wolle  sich  nfther  mit  der  Aufgabe  be- 

schft fügen.     In  der   That  konnte   er  schon  am  1.  November  1657'^)  dem 

Wallis  das  Bildungsgesetz  der  Beihe  mitteilen,  welche  für  jedes  gegebene 

a  alle  ganzzahligen  Losungen  der  Gleichung  ax^  4~  ^  »»  D  liefert,  sobald 

die  beiden   kleinsten  bekannt  sind.     Brouncker  giebt  diese  Beihe  für  15 

Beipiele,  von  denen  eins  hier  folgen  möge: 

1      ^3     ^11     ^41 


.  .  • 


66  ' 


Für  Sx*  +  1  =  D  ist  die  Beihe  1  •  3—  •  3—  •  3—  •  3 

1  4  10 

d.  h.  die  Werte  von  o?,  welche  3x'  -|-  1  zu  einem  Quadrat  machen,  sind 
1,  1  •  34-  =  4,     1  .  a^-  •  3  ^  =15,     1  .  3^-  •  3^- .  3^  =56, 

'  1  '  14  '  1  4  lo 

Was  die  Bildung  dieser  offenbar  durch  Induktion  gefundenen  Beihe  betrifft, 
so  sollten  die  beiden  ersten  Glieder  durch  Probieren  aus  dem  Ausdruck, 
der  die  Aufgabe  in  rationalen  Zahlen  löst,  gefunden  werden,  die  folgenden 
nach  der  Begel:  Der  Z&hler  jedes  Bruches  ist  gleich  seinem  Nenner  ver- 
mindert um  den  Nenner  des  vorhergehenden  Bruches,  und  jeder  Nenner  ist 
gleich  dem  Zähler  des  (unechten)  Bruches,  den  man  durch  Einrichten  der 
vorhergehenden  gemischten  Zahl  erhält. 

Später  fand  Brouncker,  dafs  der  kleinste  Wert  von  x  zur  Bestimmung 
aller  übrigen  genüge,  dafs,  wenn  a|*+  1  =ij*  ist,  auch  a  (2  ^ri)*  -^  1  =0 
sei;  in  der  That  ist  dann 

a  (2  ^nY  +  1  ==  4  aS^  (a|^  ±  1)  +  1  =  (2  a£«  +  1)^ 

Er  gab  weiter  noch  andere'^,  aus  dem  Obigen  leicht  herzuleitende  Aus- 
drucke für  die  Reihe  der  Wert«  von  x,  Ist  x  =  |,  y  =  ij  die  kleinste 
Lösung  der  Gleichung  aa?*  +  1  =  y^  und  wird  i^'  =  2  iy  gesetzt,  so  sind 
die  Werte  von  x 

I,  IV.  I(ij'*-1)>  KV'-  2  1,'),  |(V*-3V*+1), 
I  (V»  _  4  V»  +  3  1,'),  |(V-5i,'*  +  6V*-l),...; 
darin  sind  die  Koeffizienten  der  ersten  Glieder  in  den  Klammern  1,  die 
der  zweiten  die  Beihe  der  natürlichen  Zahlen,  die  der  dritten  die  Dreieck- 
zahlen 1,  3,  6,  10, . . ,  die  der  vierten  die  Pjramidalzahlen,  d.  i.  (die 
Summen  der  Dreieckzahlen)  1,  4,  10,  20, . .  .^  u.  s.  w.  Für  die  Berech- 
nung am  einfachsten  sind  die  folgenden,  ebenfalls  von  Brouncker  ge- 
gebenen Ausdrücke,  in  denen  £i;  $s,  •  •  •  die  Werte  von  x  bedeuten  und 
ri'  wieder  =  2  i}  ist.     Es  ist 

Si  =  Sil  ^2  =  ^'lii  ^8  =  v'^i  —  Sn  Si  =  n'h  —  lai  Ss  =  v'h  —  1») •  •  •  • 
So  z.  B.  hat  die  Gleichung  2  a:*  +  ^  =*  y*  ^^^  kleinste  Lösung  a:=  2,  y  =  3. 


31)  Comm,  ep.  XTV.  32)  Comm.  ep.  XVII. 
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Es  ist  also  5i  =  2,  ?/'  =  6,  und  man  erhUt  5i  =  2,  J,  =  6  -  2  =  12, 
^3  =  6-12  — 2=»  70,  14=6-70—12  =  408,  J^  =  6  •  408  —  70  =^  2378, 
Sß  =  6  •  2378  —  408  =  13860,  

Es  war  also  nur  noch  ein  sicheres  Verfahren  zur  Ermittlung  der 
kleinsten  Lösung  zu  finden.  Auch  das  gelang  Brouncker,  und  Walx.i8 
giebt  eine  Darstellung  desselben  in  den  Briefen  vom  17.  Dezember  1657 
und  30.  Januar  1658'^).  Euler  hat  dasselbe  mit  gewohnter  Klarheit 
auseinandergesetzt^).  Eier  sei  nur  bemerkt,  dafs  das  Verfahren  sich  mit 
dem  von  Lagrange  gefundenen,  auf  der  Theorie  der  periodischen  Ketten- 
brüche beruhenden  im  wesentlichen  deckt. 

Damit  war  die  dritte  von  Fermat  gestellte  Aufgabe  gelöst;  freilich 
war  der  Beweis  noch  nicht  erbracht,  dafs  das  dargelegte  Verfahren  in  allen 
Fällen  zum  Ziele  führen  müsse  ^^).  Die  Lösung  war  in  der  Hauptsache 
Yon  Brouncker  gefanden.  Wallis  hat  nur  die  ihm  brieflich  oder  münd- 
lich mitgeteilten  Gedanken  Brouncker's  zu  Papier  gebracht.  Einen  wesent- 
lichen Anteil  an  der  Sache  nimmt  Wallis  gar  nicht  in  Anspruch.  Viel- 
mehr erklärt  er  in  dem  Brief  an  Digby  vom  26.  Dezember  1657 '*),  d&Is 
Brouncker  das  Hauptverdienst  zufalle,  und  er  beglückwünscht  diesen  in 
dem  Briefe  vom  30.  Januar  1658 '^),  dafs  er  den  Buhm,  den  die  Engländer 
vordem  im  Kampfe  mit  den  Franzosen  gewonnen,  unbefleckt  bewahrt  und 
gezeigt  habe,  dafs  Englands  Streiter  in  den  Wissenschaften  ebenso  stark 
wie  im  Kriege  seien. 

Wallis,  trotz  seiner  theologischen  Studien  ein  recht  weltkluger  Mann, 
hielt  es  nicht  für  angezeigt,  den  Franzosen  auf  einmal  zu  enthüllen,  dafs 
Brouncker  die  Lösung  der  dritten  Aufgabe  vollständig  gelungen  war.  Am 
1.  Dezember  1657^)  schrieb  er  diesem,  Fermat  habe  ja  nur  unendlich 
viele,  nicht  alle  Lösungen  verlangt,  und  es  sei  vorteilhaft,  die  Beihe,  welche 
letztere  gebe,  für  später  aufzuheben.  Auch  wie  man  die  erste  Lösung 
finde,  wolle  er  vor  der  Hand  verschweigen  und  nur,  wenn  Fermat  es  aus- 
drücklich fordere,  offenbaren;  vorläufig  genüge  es  zu  sagen,  die  Lösong 
sei  eine  ganze  Zahl,  wenn  der  Nenner  der  rationalen  Lösung  in  den  Zähler 
aufgehe. 

An  demselben  Tage  schreibt  er  Dioby  einen  noch  bedenklicheren  Brief '^ 
Er  wiederholt  zunächst  die  Lösung  in  rationalen  Zahlen;  dann  wirft  er 
sich  in  die  Brust  und  erklärt,  die  Beschrilnknng,  a  dürfe  keine  Quadrat- 


SS)  Comm,  ep.  XVII  u.  XIX.       34)  Algebra  ü.  Teil,  IL  Abschnitt,  7.  EiqiiteL 

35)  Darauf  macht  schon  Hutgbns  aufmerksam  {Oewvrea  T.  IL  p.  211). 

36)  Comm.  ep,  XVIIL   VergL  auch  Wallu*  Brief  an  Hütoev«  vom  1.  Jannar 
1659  (HüYOBNs,  Oeuvres  ü,  p.  297). 

37)  Comm.  ep,  XLX.  38)  Comm.  ep.  XV.  89)  Gonm,  ep.  XVL 
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zahl  sein,  sei  unnötig;  die  gegebene  Lösung  (in  rationalen  Zahlen)  sei 
auch  für  Quadratzahlen  a  gültig.  Man  könne  auch  die  Aufgabe  verall- 
gemeinem  und  die  Gleichung  aa;*  -|-  &*  ==  D  lösen;  die  Lösung  von 
as^  -{-  1  =^  \3  sei  dann  nur  mit  b  zu  multiplizieren.  Jetzt  komme  Fermat 
mit  der  Forderung  ganzer  Zahlen,  die  vordem  nicht  gestellt  sei.  Aber 
Brouncker  und  er  wollten  auch  diese  neue  Aufgabe  lösen,  die  freilich 
nicht  so  allgemein  sei  wie  die  frühere,  da  jetzt  a  keioe  Quadratzahl  sein 
dürfe.  Übrigens  enthielten  die  allgemeinen  Ausdrücke  alle  Lösungen, 
sowohl  die  in  ganzen  Zahlen  wie  die  gebrochenen.  Wolle  man  aber  nur 
ganze  Zahlen  zulassen,  so  solle  man  eine  beliebige  ganze  Zahl  £  wfthlen, 
für  welche  a^^  4~  1  =  ^^  sei;  die  Zahl  §  möge  man  sich  auf  irgend  eine 
Weise  verschaffen;  dann  sei  2  £17  ein  neuer  Wert  von  z,  dieser  liefere 
einen  dritten,  der  einen  vierten  u.  s.  w.,  und  so  erhalte  man  unendlich  viele 
Lösungen.  Wenn  nun  Fermat  weiter  gehe  und  etwa  alle  Lösungen  der 
GleichuDg  fordere,  so  könnten  sie  ihm  auch  damit  dienen.- 

Dank  dieser  Zurückhaltung  scheinen  Fermat  und  Frenicle  erst  spät 
von  allen  Details  der  Lösung  unterrichtet  worden  zu  sein.  Fermat  weifs 
noch  am  7.  April  1658  nichts  davon *^),  und  in  dem  Briefe  Freniclb's  an 
DiGBY**),  den  dieser  am  20.  Februar  1658  an  Wallis  schickt,  halt  es 
Frenicle  für  nötig,  die  Lösung  in  rationalen  Zahlen  zurückzuweisen  und 
zu  fordern,  dafs  Wallis  wenigstens  eine  Methode  gebe,  die  ganzzahligen 
Lösungen  von  den  gebrochenen  zu  trennen.  Er  selbst  habe  bereits  für 
alle  a  unter  150  die  Werte  von  x  in  seiner  Schrift  angegeben.  Nun 
möge  Wallis,  wenn  er  wirklich  die  Aufgabe  beherrsche,  weitere  Lösungen 
geben,  etwa  bis  a  ^^=^  200  oder  wenigstens  die  Lösung  für  a  =  151,  denn 
der  Fall  a  =«  313  übersteige  wohl  seine  Kr&fte.  Diese  Aufforderung  be- 
antwortet Brouncker  in  seinem  Brief  an  Digby  vom  23.  März  1658^') 
damit,  dafs  er  die  kleinste  Lösung  der  Gleichung  für  a  =  313  angiebt. 
Er  hat  nach  seiner  Methode  in  1  bis  höchstens  2  Stunden  ausgerechnet, 
dafs 

313  •  (7170685)^  —  1  =  (126862368)*, 
folglich 

313  .  (2  •  7170685  •  126862368)*  +  l,d. i.  313  •  (1819380158564160)'  +  1 

— (32188120829134849)* 

ist,  und  Wallis  giebt  am  29.  Mftrz**)  die  kleinste  Lösung  für  a  =  151, 
n&mlich  x=  140634693,  y  =  1728148040. 


10)  Comm,  ep.  XXXVn.         41)  Comm.  ep.  XXVI.         42)  Comm.  ep.  XXVII. 
43)  Comm.  ep.  XXIX. 
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§  4.  Die  letzten  von  Fermat  gestellten  Aufgaben. 

Als  Fermat  nocli  der  Meinaog  war,  seine  dritte  Aufgabe  werde  Yon 
den  Engländern  nicht  gelöst  werden,  stellte  er^)  denselben  andere  Aufgaben, 
die  sie  in  der  Weise  Diophant's^'^),  d.  L  durch  rationale  Werte  lösen  dürften: 

Es  sollen  zwei  Kuben  gefunden  werden,  deren  Summe  gleich  der  Summe 
zweier  anderen  Kuben  sei.  Es  solle  ein  Kubus  gefunden  werden,  der  gleich 
der  Summe  zweier  Kuben  sei^^;. 

Femer  fordert  er  den  Beweis  der  beiden  S&tze: 
Die  Gleichung*^  x*  +  2  =  y*  hat  nur  die  eine  Lösung  a:=5,y  =  3. 

„  „  a;«  +  4  =  y»    „      „      „    Lösungen/^ ""      undj^ "" 

Febmat  willigte  ein,  daDs  Frenicle  sich  ebenfalls  mit  den  Aufgaben 
beschäftige;  er  werde  dieselben  nicht  so  leicht  wie  die  früheren  finden. 

Für  die  erste  Aufgabe  fand  Frenicle  sofort  eine  Anzahl  Lösungen. 
Wallis  erhielt  dieselben  durch  Bkounckeb^),  dem  Digbt  sie  brieflich 
(13.  Oktober  1657)  mitgeteilt  hatte,  und  sandte  an  Diqbt  am  1.  Dezember 
1657^^)  andere  Lösungen  derselben  Aufgabe,  indem  er  prahlend  hinzu- 
fügte, wenn  Fermat  noch  mehr  wünsche,  könne  er  in  einer  Stunde  100  Stück 
liefern;  so  leicht  sei  die  Sache.  Das  ist  aber  Geflunker;  denn  thatsSchlich 
hat  Wallis  nicht  eine  einzige  neue  Lösung  gegeben:  er  hat  Frenicle's 
Gleichungen  beiderseits  mit  derselben  Zahl  multipliziert  oder  dividiert. 
Frenicle  hat  z.  B.  die  Lösung  gegeben  9'+  10'=  l' +  12*.  Daraus 
bildet  Wallis  vier  neue  Lösungen 
27»  +  30»  =  3»  +  36»,  36»  +  40»  =  4»  +  48»,  45»  +  50»  =  5»  +  60», 

(4)'  +  5»  =  (I)»  +  6». 

Als  Frenicle  ihn  deshalb  mit  Recht  angreift»^)  (20.  Februar  1658), 
sucht  er  sein  Verfahren  (Brief »^)  an  Digby  vom  25.  Mftrz  1658)  noch  zu 


44)  Comm.  ep.  Xu. 

45)  Bei  dieser  Gelegenheit  erinnert  er  Diobt  an  das  Versprechen,  das  er 
ihm  gegeben,  auf  ein  Exemplar  dieses  Schriftstellers,  das  alle  13  Bücher  ent- 
halte, zn  fahnden  nnd  es  ihm  zur  VerfSgong  zu  stellen. 

46)  In-  seiner  Ohservatio  zu  Diophaht  n,  6  erklärt  Fbbicat,  er  könne  beweisen, 
dafs  es  unmöglich  sei,  einen  Kubus  in  zwei  Kuben,  ein  Biqnadrat  in  zwei 
Biquadrate  und  allgemein  irgend  eine  Potenz  aufser  dem  Quadrat  in  zwei  Po- 
tenzen Ton  demselben  Exponenten  zu  zeri&llen.  Vergl.  meine  Diophani>Über- 
setzung  S.  52. 

47)  EuLBB  behandelt  beide  Gleichungen  in  seiner  Algebra  II.  Teil,  IL  Abschnitt 
§  192,  198. 

48)  Comm,  ep,  X.  49)  Cmm.  ep.  XVI.  50)  Comm.  ep.  XXVI. 
61)  Cwnm,  ep,  XXVIII. 
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rechtfertigen,  indem  er  sagt,  auch  unter  Frekiclb's  Losungen  seien  einige 
auf  diese  Weise  entstandene.  Spöttisch  erwidert''^)  Frenicle  (4.  Mai  1658), 
in  Frankreich  seien  derartige  Losungen  unzulässig,  in  England  vielleicht 
nicht. 

Mit  den  übrigen  von  Ferüat  gestellten  Aufgaben  sich  zu  beschäftigen, 
lehnte  Wallis  ab^).  Er  ziehe  nützlichere  Wissenschaften  der  Zahlen- 
theorie vor.  Speziell  die  von  Fermat  gegebenen  negativen  Sätze  seien 
wertlos;  auch  sei  es  leicht,  solche  in  beliebiger  Menge  aufzustellen.  In 
der  That  giebt  er  dann  sechs  negative  Sätze,  die  dem  Dioby  imponieren 
mufsten,  die  aber  so  schülerhaft  leicht  sind,  dafs  Febmat  (Brief  an  Diqby 
vom  7.  April  1658^))  recht  hatte  darüber  zu  spotten,  und  dafs  sie  hier 
füglich  übergangen  werden  können*). 

In  demselben  Briefe,  in  welchem  Fermat  sich  über  Wallis'  negative 
Sätze  in  der  angegebenen  Weise  äuTsert,  stellt  er  ihm,  der  die  ganzen 
Zahlen  nicht  liebe,  die  beiden  Aufgaben: 

1.  zu  beweisen,  da&  es  kein  rechtwinkliges  Dreieck  in  rationalen 
Zahlen  gebe,  dessen  Fläche  eine  Quadratzahl  sei; 

2.  die  Zahl  9  =  1-^8  als  Summe  zweier  anderer  rationalen  Kuben 
darzustellen. 

Für  den  Satz  vom  rechtwinkligen  Dreieck  hat  Wallis  (Brief  an 
DiGBY  vom  30.  Juni  1668*))  einen  Beweis  gegeben,  der  nichts  als  eine 
Wiederholung  des  Satzes  mit  anderen  Worten  ist  und  wohl  nur  dem  Digby 
das  Unvermögen  des  Gebers  verhüllen  sollte '^^.     Was  die  zweite  Aufgabe 

betrifft,  so  findet  Wallis  8  +  1  =  (-=-)  4"  (~7~)  ^^^  ^^^  hinzu,  wie 
er  9  in  einen  positiven  und  einen  negativen  Kubus  zerfällt  habe,  so  würde 


62)  Comm,  ep.  XXXVm.        53)  Gomm,  ep.  XVI.         64)  Comm.  ep,  XXXVn. 
56)  Diese   Sätze  lassen  sich,   wenn   x,  y  ganze   Zahlen   bezeichnen,   kurz 
folgendermafsen  aassprechen : 

1)  Die  Gleichang  x^  -{-  ^2  ^  y^  ist  nnmöglich. 

2)  „  „         ä"  +  12  =  y*  hat  nur  die  Wurzel  a?"  =  4. 
8)    «  „  a;*  +    9  =  y«    „      „      „         „       a;*  =  16. 

4)  „  „         X*  —  y'  =  20  ist  unmöglich. 

5)  „  „         a;»  —  y»  =  19  hat  nur  die  Wurzeln  x^  =  27,  y'  =»  8. 

6)  Die  Differenz  zweier  geraden  und  ebenso  zweier  ungeraden  Biquadrate 

ist  durch  16  tnlbar. 
56)  Comm,  ep.  XLIY. 

67)  Einen  wahrscheinlich  von  Febmat  herrührenden  Beweis  des  Satzes  giebt 
Fbbuiclb  in  seinem  TraiU  des  iriangUa  rectangles  en  nonibres,  Vergl.  die  Arbeit 
von  G.  Wbbthbdi  in  der  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  44  S.  4  u.  flgd. 
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er  sicherlich,    wenn  auch  durch  längere  Rechnung  zu  zwei   positiven  ge- 
langen'^®). 

Beounckeb  verhielt  sich  den  neuen  Aufgaben  Fermat's  gegenüber 
durchaus  ablehnend.  Am  11.  Mai  1658  schrieb  er^^)  Wallis,  da  er  die 
Aufgabe  gelöst  habe,  die  Fermat  selbst  für  die  schwierigste  halte,  so  fühle 
er  sich  nicht  verpflichtet,  die  Lösung  der  andern  zu  versuchen.  Übrigens 
halte  er  dieselben  nicht  für  schwierig  und  glaube,  er  würde  sie  bewältigen, 
wenn  er  Zeit  und  Lust  dazu  hätte. 

§  5.    Franciscns  van  Schooten's  Teilnahme  an  dem  Streite^). 

Die  Herausforderung,  welche  Fkumat  an  die  europäischen  Mathematiker 
gerichtet  hatte,  scheint  auch  den  holländischen  Gesandten  in  Paris,  Wil- 
HEM  BoREKL,  interessiert  zu  haben,  und  wohl  um  seinen  Landsleuten  Gelegen- 
heit zu  geben  sich  auszuzeichnen,  schickte  er  am  26.  Januar  1657  die 
beiden  (ersten)  von  Fermat  gestellten  Aufgaben  in  einem  Briefe  an  die 
Professoren  der  Mathematik  in  Levden  ab.  Der  Bektor  der  Universität^ 
Jacques  Golius  (1596 — 1667),  ein  beiübmter  Orientalist,  der  sich  auch 
mit  Mathematik  beschäftigte,  erhielt  den  Brief  am  7.  Februar  1657,  einen 
Tag  vor  dem  Ablauf  seiner  Amtswürde,  und  öffnete  ihn  in  Schooten's 
Gegenwart  den  11.  Februar.  Schooten  schrieb  eine  Antwort,  die  er  €ro- 
Lius  mitteilte  und  am  17.  Februar  an  Boreel  abschickte.  Er  schlug  darin 
für  die  Lösung  der  ersten  FfiRMAT'schen  Aufgabe  folgendes  Verftihren  vor: 

Um  zunächst  die  Kuben  der  verlangten  Eigenschaft  zu  finden,  welche 
die  Formen  2>*,  i>^  JP^  ...  hätten,  wo  p  eine  Primzahl  bezeichnet,  solle 
man  die  Beihen 

(I)  l+p+^2^^3 

(II)  l+y+y+y_}.^5+^6 


58)  Wallis  irrt,  wenn  er  die  Zerfällung  von  9  in  zwei  positive  Kuben  far 
leicht  hält.  Davon  überzeugt  ein  Blick  aaf  die  Lösung  der  Aufgabe,  die  der 
Jesuit  Jacobüs  de  Billt  nach  brieflichen  Mitteilungen  Fbrmat^b  in  seinem  Inventwm 
navum  S.  10  (Franz.  Übers,  von  Paul  Taknebt  in  Oeuvres  de  Fbbmat  m  p.  345) 
giebt.    Die  Zerfälluug  von  Wallis  erhält  man  durch  die  Annahme  x'  4*  y'i  ^-  i- 

(^4*y)(^' — ^y+y')"=ir'^^t   ^^    ^    unbestimmt    bleibt.    Setzt    man    n&mlich 

3 

a;-f-y  =  -jr»    ^'  —  xy  -{-  y*  =  Sk,  BO  folgt    durch  Elimination   von   x  leicht 

t/  =  — r-  (8  +  y4kk'  —  3),  und  abgesehen  von  1  ist  der  kleinste  Wert,  für  welchen 


y4:k^  —  3  rational  wird,  h  «»  7. 
69)  Comm.  ep.  XXXIV. 
60)  Comm.  ep.  XXXTIt.    Franqisccb  van  Schooten  (Sohn)  (1615t-1660). 
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für  alle  Primzahlen  2,  3,  5,  ...  summieren  nnd  sehen,  ob  sich  eine 
Qaadratzahl  als  Summe  ergebe.  Für  die  Reihe  (I)  hat  Schooten  die  Sum- 
mation  mit  allen  Primzahlen  unter  100  vollzogen  und  keine  andere  Lösung 
als  die  schon  von  ¥ekuat  gegebene  1  +  7  +  4^  +  343  =  20*  erhalten. 
Die  Reihe  (II)  vorzunehmen  oder  gar  die  Kuben  zu  betrachten,  welche  un- 
gleiche Primzahlen  als  Faktoren  enthalten,  dazu  fehlte  ihm  der  Mut.  Er 
glaubt  aber,  dass  die  Aufgabe  unendlich  viele,  freilich  weit  auseinander 
liegende  Lösungen  besitze. 

Ein  ähnliches  Verfahren  schlSgt  er  fär  Feritat's   zweite  Aufgabe  vor. 
Man  soll  die  Reihen 

(I)  i+P.+P* 

(n)  i+^  +  p«  +  y  +  ^4 


für  die  Werte  ^  =  2,  3,  5,  .  .  .  summieren  und  sehen,  welche  Summe  ein 
Kubus  sei.  Dann  solle  man  ebenso  mit  den  aus  mehreren  Primzahlen  zu- 
sammengesetzten Quadraten  verfahren. 

Gleichzeitig  stellte  Schooten  seinerseits  Fermat  die  Aufgaben:  1.  Einen 
Kubus  zu  finden,  der  die  Summe  zweier  Kuben  sei,  oder  die  Unmöglichkeit 
der  Sache  zu  beweisen;  2.  zu  untersuchen,  ob  es  möglich  oder  unmöglich 
sei,  andere  vollkommene  Zahlen  als  die  durch  Euklid's  Methode  (Schlufs- 
satz  des  9.  Buches)  gelieferten  zu  finden. 

Schooten  teilte  Febu at's  Aufgaben  und  die  Lösungen,  die  er  gegeben, 
HuDDE^^)  mit.  Dieser  antwortete  ihm  am  23.  Februar  von  Utrecht,  die 
Aufgaben  mifsfielen  ihm  zwar  nicht;  er  wolle  aber  seine  Mufsezeit  wich- 
tigeren und  allgemeineren  Fragen  widmen.  Aus  Liebe  zu  Schooten  habe 
er  einen  Tag  der  Sache  gewidmet  und  einige  Abkürzungen  des  Schooten'- 
schen  Verfahrens  gefunden.  Diese  möge  Schooten  seinem  Briefe,  falls  der- 
selbe noch  nicht  abgeschickt  sei,  beifCigen.  Es  fehlt  hier  an  Raum,  auf 
diese  wenig  belangreiche  Sache  weiter  einzugehen.  Erwähnt  sei  nur  noch, 
dafs  auch  Qolius,  freilich  ohne  Erfolg,  sich  mit  den  Aufgaben  beschäftigte. 

Am  9.  März  1657  erhielt  Schooten  ein  Schreiben  von  Hüygens*^ 
und  in  demselben  einliegend  einen  Brief  des  Rechtsgelehrten  Claude  Mylon 
in  Paris,  der  sich  lebhaft  für  Mathematik,  besonders  Zahlentheorie    inte- 


61)  Johann  Hüdde  (1683—1704),  geboren  in  Amsterdam,  trat  nach  voll- 
endetem Rechtflstndiam  und  lär.^erem  Aufenthalt  in  Frankreich  in  die  Yerwaltusg 
seiner  Vaterstadt,  welcher  er  19  mal  als  Bürgermeister  vorstand. 

62)  Chbistiait  Huygenb,  1629—1696,  geb.  nnd  gest.  im  Haag,  Physiker, 
Mathematiker  und  Astronom.  Der  angeführte  Brief  steht  Oeuvres  de  B..  T.U 
No.  376. 
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ressierte.  Mtlok's  Brief  enthielt  als  Einlage^)  ebenfalls  die  beiden  ersten 
FERMAT'schen  Aufgaben  und  zugleich  die  Nachricht,  dieselben  seien  Ton 
Freniclb  gelost  und  die  Lösung  solle  gedruckt  werden.  In  demselben 
Briefe  schickte  Huyqens  die  Abschrift  eines  Schreibens  FEBMArs  an  Fre- 
niclb^), welches  die  dritte  Aufgabe  als  Lehrsatz  giebt  und  eine  Begel  zur 
Losung  fordert.  Durch  ein  sp&teres  Schreiben  Mtlon's  an  Hurcens 
(12.  April  1657),  das  ihm  tibersandt  wurde,  erhielt  Schooteh  die  Ton 
Frenicle  gefundene  LOsung  der  dritten  Aufgabe  für  einige  Zahlen^),  und 
am  18.  Mai  1657  schickte  Mylon  die  Tabelle  Fbenicle's  för  aUe  Zahlen 
bis  86  und  fOr  die  beiden  Zahlen  119,  127^). 

Durch  Mylon  erhielt  dann  Fbenicle  Schooten's  Lösungsvorschlag  der 
ersten  Aufgabe.  Er  bemerkt  dazu  in  dem  Briefe  vom  12.  April  1657,  es 
sei  besser,  die  Kuben  der  Reihe  nach  zu  prüfen,  als  Sghooten's  Verfahren 
anzuwenden.  Wolle  man  dies  doch  thun,  so  empfehle  es  sich,  gewisse 
Zahlen  von  vomherein  auszuschliefsen.  Auf  Details  dieses  (auf  die  Kuben 
p^  bezüglichen)  Ausschliefsungsverfahrens,  in  welchem  Frenicle  bekanntlich 
eine  grofse  Virtuosität  besafs,  ist  es  ebenfalls  nicht  erforderlich  hier  ein- 
zugehen. Frenicle  stellte  Schooten  zugleich  die  Aufgaben:  1.  Eine  Dreieck- 
zahl zu  finden,  deren  6faches,  vermehrt  um  1,  ein  Kubus  sei;  2.  zu  be- 
weisen, dafs  die  Gleichung  19a;' =  17^* -f- ^  ^°  ganzen  Zahlen  unlösbar 
sei.  Auf  die  zweite  Frage  Schooten's  gab  Frenicle  folgende  Antwort: 
„Gerade  vollkommene  Zahlen  giebt  es  aufser  den  durch  Euklio's  Methode 
gelieferten  nicht.  Wenn  es  ungerade  giebt,  so  müssen  dieselben  von  der 
Form  a^p  sein,  wo  p  eine  Primzahl  der  Form  4w  -|-  1  ist." 

Frenicle  liefs  Schooten  durch  Mtlon  fragen,  ob  er  zugebe,  dafs  seine 
Lösung  in  der  Schrift,  die  er  vorbereite,  mit  abgedruckt  werde.  Schooten 
willigte  ein  (29.  Mai  1657)  und  schlug  eine  Überschrift  vor,  die  erkennen 
lassen  solle,  dafs  er  nur  gezeigt  habe,  wie  man  die  gesuchten  Zahlen  finden 
könne,  dafis  er  aber  aus  Mangel  an  Zeit  dieselben  nicht  bestimmt  habe. 
Da  erschien  Frenicle's  Büchlein  ohne  Schooten's  LOsung  und  mit  einer 
Widmung  an  Digby,  die  Schooten's  Entrüstung  erregte.  Denn  Frenicle 
erklärte  darin  prahlerisch,  die  Lösung,  die  er  gebe,  sei  weder  den  Eng- 
ländern noch  den  Niederländern  gelungen.  Schooten  hatte  noch  einen  be- 
sonderen Grund,  sich  verletzt  zu  f&hlen.  In  seinen  Exercit<üume$  mathe- 
maticae  S.  4  26  sagt  er  ausdrücklich,  er  sehe  von  einer  Behandlung  der 
vollkommenen  Zahlen  ab,  weil  er  gehört,  Frenicle  habe  ein  dreibändiges 
Buch  über  figurierte  Zahlen,  Primzahlen  u.  s.  w.  geschrieben,  und  er  wolle 


63)  Oeuvres  de  H.  T.  11  No.  374.  64)  Ebenda  No.  372.  65)  Ebenda 

No.  383.  66)  Ebenda  No.  389. 
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das  Erscheinen  desselben  abwarten.  Das  Blatt,  anf  dem  das  steht,  hatte 
er  Frenicle  durch  Mylon  mit  achtungsvollen  Grüfsen  überreichen  lassen, 
und  nun  dieser  Dank! 

Yon  all  diesen  Vorgängen  erfuhr  Fermat  erst,  als  der  aus  Castres 
gebürtige  Leibarzt  des  Königs,  Pierre  Borel,  seinem  Vater  schrieb,  der 
holländische  Gesandte  wundere  sich,  dafs  Fermat  dem  Professor  Schooten 
nicht  antworte,  der  behaupte,  Fermat's  Aufgaben  gelöst  und  demselben 
neue  gestellt  zu  haben.  Fermat  erklärt  in  seinem  Brief  an  Digby  vom 
15.  August  1657^  er  habe  von  Schooten  nichts  erhalten^^). 

§  6.    Ende  des  Streites. 

Die  Lösung  der  dritten  FERMAT^schen  Aufgabe  erfüllte  sowohl  Frekiclb 
wie  Fermat  mit  grofser  Achtung  für  Wallis  und  Broun  cker;  dafs  Wallis 
nur  einen  geringen  Anteil  an  dem  Erfolge  hatte,  war  ihnen  unbekannt  ge- 
blieben. Frenicle  äufserte*®)  seine  Verwunderung  darüber,  dafs  Wallis 
mit  seinen  Talenten  so  lange  hinter  dem  Berge  gehalten  habe.  Er  bedauerte 
die  harten  Ausdrücke,  die  er  gebraucht,  die  aber  vielleicht  das  Gute  gehabt 
hätten,  Wallis  zur  Entfaltung  seiner  Kräfte  anzuspornen.  Digby  spricht 
in  dem  Schreiben  ^^),  in  dem  er  White  für  die  Besorgung  der  Briefe  dankt, 
seine  Freude  aus,  dafs  Brouncker  und  Wallis  sich  als  grofse  Mathematiker 
erwiesen  und  in  Paris  allgemeines  Ansehen  gewonnen  hätten.  In  seinem 
Brief  an  Wallis  vom  8.  Mai  1658^®)  hebt  er  hervor,  die  bedeutendsten 
Männer  in  Paris  müfsten  jetzt  zugeben,  dafs  die  Leistungen  der  Engländer 
auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  hinter  denen  keiner  andern  Nation  zurück- 
ständen. Ebenso  erkennt  Format  in  dem  Briefe  ^^),  den  Diqby  am  19.  Juni 
1658  erhielt  und  an  Wallis  schickte,  mit  Freude  an,  dafs  seine  numerischen 
Aufgaben  jetzt  gut  gelöst  seien.  Nun  möchten  aber  die  Gegner  es  nicht 
verschmähen,  die  Wissenschaft  von  den  ganzen  Zahlen,  in  der  sie  so  scharf- 
sinnig gewesen  seien,  zu  fördern.  Zu  diesem  Zwecke  schlagt  er  ihnen  vor, 
sich  um  die  Beweise  folgender  Sätze,  die  er  selbst  beweisen  könne,  zu 
bemühen: 

1)  Jede  Zahl  ist  entweder  eine  Dreieckzahl  oder  die  Summe  von  zwei 
oder  drei  Dreieckzahlen;   entweder  eine  Quadratzahl  oder  die  Summe  von 


67)  Comm,  ep,  Xn.  Wie  stark  Schootbn^s  Ingrimm  war,  kann  man  daraus 
ersehen,  dafs  er  noch  am  19.  September  1659  in  einem  Briefe  an  Hutobns  (T.  II 
No.  517)  mit  Behagen  eine  abfällige  Äufserang  zitiert,  die  Dbbcastbb  über  Febhat 
gethan  hatte. 

68)  Comm.  ep.  JXXXVIII.        69)  Comm.  ep.  XLI.        70)  Comm.  ep.  XLH. 
71)  Comm.  ep.  XLVII. 
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zwei  oder  drei  oder  vier  Qnadratzahlen;  entweder  eine  Fünfeckzahl  oder  die 
Summe  von   zwei  oder  drei  oder  vier  oder  fünf  Fünfeckzahlen;  u.  s.  w.^'). 

2)  Jede  Primzahl  ^n -\- 1  ist  die  Summe  zweier  Quadratzahlen ^'). 

3)  Jede  Primzahl  Zn  -\-  1  ist  die  Summe  einer  Quadratzahl  und  des 
Dreifachen  einer  Quadratzahl^^). 

4)  Jede  Primzahl  der  beiden  Formen  Sn  -{-  1^  8n-|-3  ist  die  Snnmie 
einer  Quadratzahl  und  des  Doppelten  einer  Quadratzahl^^). 

5)  Keine  Dreieckzahl  auüser  1  ist  ein  Biquadrat ^^). 

Femer  bittet  er  sie,  den  Beweis  der  folgenden  Sätze  zu  suchen,  die  er 
für  wahr  halte,  aber  nicht  beweisen  könne: 

1)  Man  erhält  immer  eine  Primzahl,  wenn  man  1  zu  einer  Potenz 
von  2  addiert,  deren  Exponent  ebenfalls  eine  Potenz  von  2  ist^. 

2)  Das  Doppelte  jeder  Primzahl  von  der  Form  8n  —  1  ist  die  Summe 
von  drei  Quadraten  ^^). 

3)  Das  Quadrat  einer  Primzahl  der  Form  4n  -f*  3,  die  auf  3  oder  7 
endigt,  ist  ebenso  wie  das  Produkt  zweier  solchen  Primzahlen  die  Summe 
eines  Quadrats  und  des  Fünffachen  eines  anderen  Quadrats. 

Mit  diesem  Briefe  fand  der  Streit  sein  Ende.  Dioby  schickte  den- 
selben an  Wallis  mit  einem  Begleitschreiben^^),  in  welchem  er  sich  ver- 
abschiedet, da  er  eine  gröDsere  Heise  antrete. 

Es  ist  eigentümlich,  dafs  Wallis  in  der  Selbsttäuschung  befangen 
war,  er  habe  seinen  Namen  ganz  besonders  mit  Buhm  bedeckt,  während  er 
in  Wirklichkeit  eigentlich  recht  wenig  geleistet  hatte.  Er  nahm  für  sieh 
und  B&OUNCKER  den  vollständigen  Sieg  in  Anspruch,  und  in  seinem  Ab- 
schiedsbrief ^)  (30.  Juni  1658)  an  den  einflufsreichen  Dioby  sagt  er,  die 
Gegner   würden   sich    wohl  mit   den   Aufgaben^  die  die  Engländer  gelöst 

72)  Dieser  auch  in  der  Observatio  zu  IV,  31  des  Diopraht  (vergL  meine 
Übersetzmig  S.  162)  ausgesprochene  Satz  ist  von  Cauchy  bewiesen.  VergL  Lsgexdie, 
Thiorie  des  nonibrea,  S«»»  ^d,  §§  161—167,  818,  682—662  und  Paul  BACBafAXx, 
Zahlentheorie,  4ter  Teil  S.  164. 

73)  Bewiesen  von  Euleb,  CommentaU.  arithnieL  coÜ.  I,  p.  165. 

74)  Desgl.  ebenda  I,  p.  296. 

76)  Bewiesen  von  Lagkanoe.     Oeuvres  T.  Ill  (Becherehes  d'Ärithm^Uque). 

76)  Der  Satz  ist  auch  in  der  Observatio  zu  Diophant  VI,  26  (Meine  Über- 
setzung S.  294)  ausgesprochen.  Den  Beweis  hat  Eulsb  gegeben.  CommentaH.  ek, 
I,  p.  30. 

77)  Dieser  Satz  ist  bekanntlich  von  Eülss  als  falsch  erwiesen  worden.  Com- 
mentaiianes  arithmeticae  collectae  I  S.  856.  Übrigens  hatte  schon  Hutob»  seine 
Yerwundemng  darüber  ausgesprochen,  dafs  Fsbmat  auf  eine  so  wenig  ansgedehate 
Induktion  hin  den  Satz  aufzustellen  gewagt  habe  {Oeuvres  complHes,  IL  p.  212). 

78)  Yergl.  Lxobkdbb,  TMorie  des  nombres,  3^6  id.  §  319. 

79)  Comtn.  ep.  XLVI.  80)  Comm,  ep.  XLIV. 
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hftttoD,  begnügen  nod  auf  die  Lösimg  der  übrigen  um  so  eber  yerzicbten, 
als  sie  selbst  von  den  seitens  der  Engländer  gestellten  nur  die  eine  be- 
wältigt hätten:  zwei  Qnadratzahlen  yon  gleicher  Dinsoren-Summe  zu  finden. 
Wallis  hat  dann  die  gewechselten  Briefe,  soweit  sie  ihm  abschriftlich  oder 
in  den  Originalen  zu  Gebote  standen,  unter  dem  Titel:  „Commercium  epi- 
sioUcum  de  guaesHonibus  quibusdam  maihemaiicis  nuper  habitum''  veröffent- 
licht. Die  Schrift  erschien  zuerst  1658  in  Oxford,  zum  zweitenmale  in 
der  Gesamtausgabe  der  Werke  von  Wallis  (Oxford,  1693),  in  der  sie  die 
Seiten  757  —  860  des  zweiten  Bandes  einnimmt.  Eine  französische  Über- 
setzung hat  Paul  Tannery  in  seiner  Ausgabe  der  Werke  Feriiat's  gegeben. 
(T.  m,  p.  399— 610). 

In  der  ersten  Zeit  scheint  die  Schrift  wenig  Verbreitung  gefunden  zu 
haben,  was  wohl  der  Schwierigkeit  zuzuschreiben  ist,  die  sich  der  Ver- 
sendung yon  Büchern  entgegenstellte.  Wallis  hatte  durch  den  jungen 
englischen  Edelmann  Peter  Ball,  der  nach  Leyden  ging,  um  daselbst 
Medizin  zu  studieren,  an  Hutgens  ein  Exemplar  geschickt  ^^).  Dieser  lieh 
dasselbe  Schooten^^)  und  später  Reni^  FsANgois  de  Sluse^'),  der  nach 
der  Losung  der  beiden  ersten  FERMAT'schen  Aufgaben  gefragt  hatte.  Noch 
am  26.  Dezember  1659  wurde  Hüygens  durch  Pierre  de  carcavy^)  um 
Besorgung  eines  Exemplars  gebeten,  da  die  Buchhändler  von  Paris  es.  nicht 
liefern  könnten. 

Die  Veröffentlichung  der  Briefe  durch  Wallis  rief  französischerseits 
eine  anonyme  Erwiderung  hervor,  die  nach  Taknery's  Ansicht,  der  den 
lateinischen  Text  mit  französischer  Übersetzung  1.  c.  abgedruckt  hat,  wahr- 
scheinlich Frenicle  zum  Verfasser  hat.  In  dieser  Erwiderung  wird  zu- 
nächst darauf  hingewiesen,  dafs  es  kaum  statthaft  sei,  Briefe  ohne  Zu- 
stimmung, ja  ohne  Wissen  der  Schreiber  zu  veröffentlichen.  Offenbar  sei 
Wallis  dabei  von  der  lobenswerten  Absicht  geleitet  gewesen,  den  Ruhm 
seines  Vaterlandes  zu  erhöhen.  Aber  es  sei  doch  noch  zweifelhaft,  ob  die 
Engländer  sich  mit  Recht  den  Sieg  zuschreiben  könnten.  Die  numerischen 
Aufgaben  hätten  sie  doch  erst  gelöst,  nachdem  das  Buch  von  Frenicle  er- 

81)  Oeuvres  de  Hutoess  T.  II  No.  497.  82)  Ebenda  No.  517. 

83)  Ebenda  No.  538.  Behatus  Fbahciscub  de  Slubb,  geb.  1622  in  Vise  bei 
Lüttich,  gest.  1685  zu  Lüttich  als  Grofskanzler  und  ordeotlicber  Bat  des 
Bischofs,  bewandert  anfser  in  der  Theologie  in  der  Jurisprudenz,  der  Medizin, 
dem  Griechischen,  den  orientalischen  Sprachen  und  der  Mathematik.  Er  war 
Mitglied  der  Bayal  Society. 

84)  Ebenda  No.  698.  Pibjuib  de  Gabcavt,  geb.  in  Lyon,  gest.  1684.  Er  war 
erst  Ratsherr,  dann  unter  Golbert  Bibliothekar  des  Königs.  Wegen  seiner  mathe- 
matischen Kenntnisse  wurde  er  als  eins  der  ersten  Mitglieder  in  die  Akademie 
der  Wissenschaften  aufgenommen. 
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schienen  sei,  das  ihnen  wesentlich  geholfen  hahe;  för  den  Satz,  dafs  die 
Gleichung  ax^  -^  1  ^  D  unendlich  viele  Lösungen  in  ganzen  Zahlen  hahe, 
sei  der  Beweis  noch  nicht  erhracht,  ebensowenig  dafür,  da£B  kein  Kubus 
sich  in  zwei  rationale  Kuben  zerfallen  lasse.  Auch  die  Aufgabe:  die  Summe 
zweier  Kuben  in  zwei  andere  Kuben  zu  zeifUlen,  sei  weder  allgemein,  noch 
für  den  speziellen  Fall  9  gelOst  Die  Zahl  9  als  Differenz  zweier  Kuben 
darzustellen,  sei  weder  Yeeta,  noch  Bachet,  noch  Diophant  schwer  ge- 
wesen, aber  die  Zerf&llung  in  eine  Summe  h&tteo  sie  nicht  einmal  ver- 
sucht. Endlich  sei  das,  was  Wallis  als  Beweis  des  Satzes,  dafis  die  FlSche 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  keine  Qnadratzahl  sein  könne,  vorgebracht 
habe,  nicht  als  Beweis  anzusehen.  Es  fehle  also  noch  recht  viel  an  dem 
Siege  der  Engländer. 


DIE  ENTDECKUNG  DER 

PARABELFORM  DER  WURFLINIE 

VON 
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IN   HAMBURG. 


Abh.  lur  Oesch.  d.  Mathein.  IX.  37 


Im  vierten  Band  seiner  „Geschichte  der  experimentellen  Methode  in 
Itaiien^^  hat  Bafaello  Cayerni  das  Versprechen  eingelöst,  das  er  vier 
Jahre  zuvor  in  einer  einleitenden  Übersicht  seines  Werkes  gegeben  hatte: 
an  der  Geschichte  der  Entdeckung  der  Parabelform  der  Wurflinie  als  einem 
Hauptbeispiel  nachzuweisen,  dafs  und  wie  Galilei  das  geistige  Eigentum 
seiner  bedeutenden  Zeitgenossen  für  sich  selbst  in  Anspruch  genommen 
hat.  Man  hatte  das  Becht  zu  erwarten,  dafs  der  Vertreter  einer  so  völlig 
neuen  Ansicht  in  einem  Falle,  den  er  selbst  —  um  mit  Bacon  zu  reden  — 
als  instantia  praerogaiiva  für  die  Berechtigung  seines  Urteils  betrachtet; 
mit  absoluter  Unparteilichkeit  .den  Wert  jedes  einzelnen  Beweisgrundes  ab- 
wägen, der  Vieldeutigkeit  der  gegebenen  ThatsacLen  in  vollem  Ma&e  ge- 
recht werden  und  dann  in  zwingender  Logik  darthun  werde,  dafs  wenigstens 
in  diesem  Falle  für  den  klar  Denkenden  nichts  übrig  bleibt,  als  an  den 
ehrlosen  Diebstahl  eines  grofsen  Mannes  zu  glauben;  in  diesen  Erwartungen 
hat  uns  Caverni  aufs  gründlichste  getäuscht:  seine  Beweisführung  ist  in 
allen  Teilen  die  eines  gewandten  Advokaten,  der  als  seine  Aufgabe  be- 
trachtet, nur  die  eine  Seite  der  Sache  ^zur  Geltung  kommen  zu  lassen. 
Alles  zusammen  zu  tragen,  was  sich  möglicherweise  zu  Gunsten  seiner 
einseitigen  Auffassung  verwerten  läjjst.  Alles  fernzuhalten,  was  auch  nur 
die  Vorstellung  hervorrufen  könnte,  dafs  sich  die  Dinge  in  anderer  Weise 
ansehen  lassen,  der  um  seines  Zweckes  willen  für  gestattet  hält,  mit  Ver- 
mutungen wie  mit  Thatsachen  zu  operieren,  als  erwiesen  hinzustellen,  was 
besten  Falls  wahrscheinlich  ist. 

Aber  Caverni  stellt  in  den  Dienst  der  Sache,  die  er  auf  seine  Fahne 
geschrieben  hat,  ein  ausgebreitetes  Einzelwissen,  eine  erstaunliche  Belesen- 
heit, er  ist  insbesondere  in  den  Werken  Galileis,  seinem  Briefwechsel 
und  den  handschriftlichen  Schätzen  der  Biblioteca  Nazionale  in  Florenz 
vollkommen  orientiert,  und  dieser  seltenen  Vertrautheit  mit  dem  Material 
der  Geschichte  der  Wissenschaft,  die  den  Freunden  italienischer  Wissen- 
schaft aus  früheren  Schriften  desselben  Verfassers  entgegen  getreten  war, 
ist    eine    aufsergewöhnliche  Anerkennung  dadurch  zu  teil   geworden,    dafs 

Caverni^s    „Geschichte    der   experimentellen    Wissenschaft   in   Italien"    von 
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dem  Königlichen  Institat  yon  Venedig  mit  dem  Preise  g^krGnt,  und  der 
Bericht  des  Vertreters  der  Akademie  an  der  Spitze  des  Werks  veröffent- 
licht worden  ist.  Allerdings  ist  in  dieser  einführenden  Mitteilung  Aktoxiq 
Favaro's  in  klaren  Worten  die  Erwartung  aasgesprochen,  daüs  der  Verfasser 
sein  hefremdendes  Urteil  über  Galilei  und  insbesondere  seine  ohne  Zweifel 
irrtümliche  Ansicht  über  die  Entdeckung  der  Farabelform  der  Wurflinie 
wiederholter  Prüfung  unterwerfen  und  berichtigen  werde;  es  haben  also  die 
Akademie  von  Venedig  und  ihre  Vertreter  im  Voraus  sich  dagegen  ver- 
wahrt, durch  ihr  anerkennendes  Votum  eine  Zustimmung  zu  jenem  Kampf 
gegen  die  Ehre  und  das  Ansehen  Galileis  aussprechen  zu  wollen,  der  in 
Caverni's  Buch  eine  so  groljse  BoUe  spielt  Durch  die  Erklärung  aber,  die 
von  so  gewichtiger  Seite  kommt,  dafs  ungeachtet  des  hervorgehobenen 
Mangels  die  überwiegenden  Vorzüge  des  Werks  das  Urteil  der  Akademie 
von  Venedig  rechtfertigen,  ist  zugleich  die  Möglichkeit  ausgeschlossen,  da(s 
man  über  eine  in  eben  diesem  Werke  nachdrucksvoll  ausgesprochene  und 
eingehend  begründete  Behauptung  etwa  mit  Geringschätzung  hinweggehen 
könnte,  dafs  es  dem  Verfasser  gegenüber  mit  der  grundsätzlichen  Zurück- 
weisung seiner  Methode  der  Geschichtsforschung  und  Geschichtsdarstellung 
gethan  sein  könne;  man  mufs  ihm  in  die  Einzelheiten  der  Wiedergabe  und 
der  Bearbeitung  nie  zuvor  in  gleicher  Vollständigkeit  benutzter  gäächicht- 
licher  Materialien  folgen,  um  ihn  zu  widerlegen.  Dies  soll  im  Folgenden 
versucht  werden. 

I. 

Die  Möglichkeit,  GALn.Ei'&.^nspruch  auf  die  Entdeckung  der  Parabel- 
form der  Wurflinie  zu  bestreiten,  hängt  mit  der  eigentümlichen  Weise  der 
Veröffentlichung  seiner  Bewegungslehre  zusammen.  Es  ist  bekannt,  dai^ 
erst  in  dem  vier  Jahre  vor  Galilei's  Tode  erschienenen  Hauptwerk  die  feist 
vier  Jahrzehnte  früher  in  ihren  Grundzügen  entworfene  und  dem  Haupt- 
inhalte nach  abgeschlossene  „neue  Wissenschaft  von  der  örtlichen  Bewegung^' 
allgemein  zugänglich  geworden  ist.  Als  eine  lange  zuvor  zum  AbschluDs  ge- 
brachte Lehre  ist  dieselbe  in  dem  Werk  von  1638  auch  äulserlich  dadurch 
gekennzeichnet,  dafs  ihre  Hauptsätze  als  Bestandteile  eines  besonderen 
Buches  in  dem  gröfseren  Werk  angeführt  werden.  Ein  altes  Manuskript  in 
drei  Teilen,  in  lateinischer  Sprache  geschrieben  und  in  streng  wissenschaftlicher 
Form  bietet  den  eigentlichen  Stoff  für  die  weitere  in  dialogischer  Form  und  in 
italienischer  Sprache  geführte  Diskussion.  Da  Galilei  nach  seinem  Scheiden 
von  Padua  grundsätzlich  nur  noch  in  der  Volkssprache  geschrieben  hat,  so 
ist  schon  der  Gebrauch  der  lateinischen  Sprache  in  diesen  Abschnitten  der  Dis- 
carsi  e  dimostrazioni  in  seinem  Sinne  einem  Prioritätsanspruch  gegenüber  allen 
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nach  1610  geschriebenen  Werken  verwandten  Inhalts  gleich  zu  achten.  Es 
bedarf  nicht  der  Ausfähning,  dafs  der  spät  erhobene  Anspruch  auch  in 
dieser  Form  für  den  Historiker  nicht  ohne  weiteres  bindend  ist.  Wenn 
Simon  Marius  vier  Jahre  nach  der  Entdeckung  der  Jupiterstrabanten  sagt, 
er  habe  sie  mindestens  ebenso  früh  wie  Galilei  beobachtet,  wenn  Baliani 
im  Jahre  1638  drucken  läfst,  er  habe  im  Jahre  1611  „gefanden^^  dafs  die 
Schwingungsdauer  zweier  Pendel  sich  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den 
Pendellängen  verhalten,  so  werden  die  behaupteten  Thatsachen  auf  Grund 
solcher  Aussagen  der  Nächstbeteiligten  nicht  als  geschichtlich  erwiesen  be- 
trachtet werden  dürfen;  aber  ebensowenig  wird  eine  bahnbrechende  Lehre 
Galilbi's  nicht  schon  darum  als  in  die  Zeit  vor  1610  fallend  anzusehen 
sein,  weil  sie  in  dem  lateinischen  Text  des  einen  der  drei  Bücher  de  motu 
locali  erörtert  wird.  Es  ist  nicht  nur  möglich,  sondern  höchst  wahrschein- 
lich, dafs  bei  der  Aufnahme  des  alten  Textes  in  den  Zusammenhang  des 
gröfseren  Werkes  jener  nicht  unverändert,  sondern  auf  Grund  späterer  Er- 
kenntnis vielfach  ergänzt  und  umgestaltet  zur  Wiedergabe  gelangte. 

Erwiesen  ist  allerdings,  dafs  ein  aus  drei  Teilen  bestehendes  Werk 
zur  Bewegungslehre  zur  Zeit  der  Übersiedlung  nach  Florenz  (September  1610) 
von  Galilei  seit  einiger  Zeit  in  Angriff  genommen  und  mindestens  in 
gröfseren  Teilen  ausgearbeitet  war.  Dies  Werk  wird  in  seinem  Bericht  an 
den  Staatssekretär  Vinta  (7.  Mai  1610)  unter  den  dreien  genannt,  die  er 
zu  vollenden  hoffte,  wenn  er  durch  eine  geeignete  Stellung  am  Florentiner 
Hofe  die  nötige  Mufse  gewänne.  Galilei  spricht  hier  von  den  drei  Büchern 
de  motu  loccUi  mit  ganz  ähnlichen  Worten,  wie  in  der  Einleitung  zu  den 
gleichbenannten  lateinischen  Abhandlungen  der  Discorsi  von  1638.  „Es 
ist  das^^,  sagt  er,  „eine  gänzlich  neue  Wissenschaft,  da  kein  Anderer  weder 
der  Alten  noch  der  Neueren  eine  von  den  aufserordentlich  vielen  bewunderns- 
werten Eigentümlichkeiten  entdeckt  hat,  die  ich  bei  den  natürlichen  und 
den  gewaltsamen  Bewegungen  nachweise;  und  daher  kann  ich  sie  mit  bestem 
Recht  eine  neue  und  von  mir  von  ihren  ersten  Anfängen  an  aufgefundene 
nennen.'*  Die  „neue  Wissenschaft  von  der  örtlichen  Bewegung",  die  dem- 
nach im  Jahre  1610  ihrem  Hauptinhalte  nach  jedenfalls  vorhanden  war, 
entspricht  ersichtlich  auch  in  ihrer  Einteilung  den  lateinischen  Abschnitten 
des  späteren  Werks.  Ihr  drittes  Buch  beschäftigte  sich  wie  das  im  „vierten 
Tag"  der  Discorsi  vorgelegte  mit  den  „gewaltsamen"  Bewegungen  oder  der 
Lehre  von  den  Proietti.  Schon  ein  volles  Jahr  früher  (am  23.  Mai  1609) 
antwortet  ein  Brief  des  Mathematikers  Luca  Valerio  auf  eine  Zuschrift 
Galilex's,  in  der  von  seinem  Werk  über  die  naturgemäfs  bewegten  Körper 
und  über  die  geworfenen  die  Bede  gewesen  war.  Neben  den  Untersuchungen 
über  die  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  mufs  also  eine  in  gewissem 
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Mafse    zosammenb&ngende    Wurflelire    in    Galilei^s    Handschrift   schon   im 
Frühling  1609  vorhanden  gewesen  sein. 

Von  Fragen,  die  ihm  in  Betreff  der  Bewegung  geworfener  Körper  noch 
„ttbrig  bleiben^^  die  also  einer  Folge  bereits  erledigter  Untersnchnngen  aof 
gleichem  Gebiet  sich  anschliefsen,  redet  auch  ein  Brief,  den  Galilei  am 
11.  Febmar  1609  an  einen  Prinzen  des  Hauses  Medici  gerichtet  hat.  Die 
weiteren  Ausführungen  dieses  Briefes  sind  yon  besonderem  Interesse;  sie 
boten  bis  vor  kurzem  den  einzigen  Anhaltspunkt  für  den  Versuch,  ohne 
Rücksicht  auf  die  lateinischen  Texte  der  Discorsi,  die  Wurflehre  vom 
Jahre  1609  zu  rekonstruieren,  insbesondere  für  die  Beantwortung  der  Frage, 
ob  Galilei  zu  jener  Zeit  die  Parabelform  der  Wurflinie  gekannt  hat 

Galilei  berichtet  dem  Prinzen  des  grofsherzoglichen  Hauses:  er  habe 
kürzlich  gefunden,  dafs  bei  Kanonenschüssen,  die  von  einem  hochgelegenen 
Orte  aus  in  horizontaler  Richtung  abgefeuert  werden,  die  Kugel  immer  mit 
der  gleichen  Geschwindigkeit  von  dieser  Richtung  abweicht  und  sich  der 
Erde  nähert,  mag  sie  durch  viel  oder  ganz  wenig  Pulver  getrieben  sein 
oder  auch  nur  von  so  viel  als  eben  hinreicht,  um  zu  bewirken,  daüs 
sie  den  Lauf  der  Kanone  verläfst;  er  folgert  daraus  weiter,  daüs  bei  allen 
horizontal  gerichteten  Schüssen  die  Kugel  in  derselben  Zeit  die  Erde 
erreicht,  mögen  nun  die  Schüsse  ihr  Ziel  in  weitester  Feme  oder  in 
nächster  Nähe  treffen,  und  dafs  diese  Zeit  keine  andere  ist,  als  die- 
jenige, in  der  die  Kugel  von  der  Mündung  der  Kanone  aus  lotrecht  zur 
Erde  fällt.  Aber  Ähnliches  hat  er  auch  für  die  schräg  aufwärts  gerich- 
teten Schüsse  erkannt;  Schüsse  dieser  Art,  die  eine  Erhebung  der  Kugel 
zu  gleicher  senkrechter  Höhe  bewirken,  deren  Bahn  also  zwischen  denselben 
horizontalen  Ebenen  liegt,  erreichen  bei  gröfster  Ungleichheit  der  Schufs- 
weite  die  Erde,  oder  die  gleiche  tiefer  gelegene  Horizontalebene  in  der- 
selben Zeit  und  infolgedessen  werden  auch  die  absteigenden  Hälften  ihrer 
Bahnen  in  gleichen  Zeiten  zurückgelegt,  das  heilst  in  derselben  Zeit^  wie 
die  horizontal  gerichteten  Schüsse  aus  gleicher  Höhe^). 

Diesen  Sätzen,  die  der  Kürze  wegen  als  „Gesetz  der  gleichen  Fall- 
zeiten^^  bezeichnet  werden  mögen,  ist  mit  höchster  Wahrscheinlichkeit  zn 
entnehmen,  daüs  Galilei,  als  er  sie  fand,  über  das  Prinzip  des  indifferenten 
Zusammenseins  verschiedener  Bewegungen  desselben  Körpers  völlig  auf- 
geklärt war;  denn  die  Behauptung,  dals  horizontal  abgeschossene  Kugeln 
bei  gröfster  Ungleichheit  der  horizontalen  Geschwindigkeiten  in  derselben 
Zeit  die  Erde  erreichen,  wie  ein  Körper,  der  aus  gleicher  Höhe  frei  herab- 
fällt, ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  die  Ansicht,  dafs  die  Bewegung  in 


1)  Vergl.  Galilei  opere  ed.  Alberi,  VI,  p.  68. 
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der  Bichtung  der  Schwere  durch  die  hinzukommende  Bewegung  in  der 
Bichtong  des  Schusses  in  keiner  Weise  beeinflufst  wird,  und  die  Bestimmt- 
heit, mit  der  Oalilei  seine  Begel  aufstellt,  lässt  als  ausgeschlossen  er- 
scheinen, dafs  er  sie  nicht  prinzipiell,  sondern  etwa  aus  Versuchen  ab* 
geleitet  hätte,  die  in  dieser  Beziehung  Sicheres  nicht  ergeben  konnten. 

um  die  entsprechende  Betrachtung  auf  die  schräg  aufwärts  gerichteten 
Schüsse  anwenden  zu  können,  muTste  man  überdies  gefunden  haben,  dafs 
der  aufwärts  geworfene  Körper  zum  Steigen  und  Fallen  die  gleiche  Zeit 
gebraucht.  Nach  dem  Zeugnis  von  Paolo  Sabpi  hat  Galilei  dies  schon 
vor  dem  9.  Oktober  1604  erkannt^). 

Aber  Galilei  wufste,  als  er  das  Gesetz  der  gleichen  Fallzeiten  ent- 
deckte, auch  Alles,  was  zur  näheren  Bestinmiung  der  beiden  Komponenten 
der  Wurfbewegung  erforderlich  war  und  damit  Alles,  was  neben  dem 
Prinzip  des  unabhängigen  Zusammenseins  der  Bewegungen  dazu  gehörte, 
die  Wurflinie  zu  konstruieren.  Das  Gesetz  der  Fallräume,  das  die  Ände- 
rungen der  vertikalen  Komponente  bestimmt,  wird  als  ein  jüngst  erkanntes 
in  dem  Brief  an  Sarpi  vom  16.  Oktober  1604  angeführt^).  Noch  älter 
ist  wahrscheinlich  die  Entdeckung  des  Beharrungsgesetzes  in  derjenigen 
Form,  in  der  es  noch  in  den  Discorsi  von  1638  bei  der  Konstiniktion  der 
Wurflinie  zur  Verwendung  kommt,  d.  h.  in  der  Beschränkung  auf  die  Be- 
wegung in  horizontaler  Ebene;  aus  diesem  folg^  unmittelbar  die  Gleich- 
förmigkeit der  Bewegung  in  der  Bichtung  des  horizontalen  Wurfs  und 
damit  Alles,  was  für  die  Kenntnis  der  horizontalen  Komponente  erforder- 
lich ist.  Für  die  Ableitung  dieser  dritten  Voraussetzung  seiner  Konstruk- 
tion beruft  sich  Galilei  in  der  Wurflehre  der  Discorsi  auf  die  Ausfüh- 
iningen  eines  vorhergehenden  Abschnitts  der  lateinischen  Handschrift;  dafs 
wenigstens  in  diesem  Teil  der  Gedankengang  des  1638  veröffentlichten 
Textes  ein  alter,  den  Paduaner  Tagen  angehöriger  ist,  läfst  sich  durch  un- 
zweideutige ÄuTserungen  belegen.  Es  mag  genügen  hier  darauf  hinzuweisen, 
dafs  in  einem  Brief  vom  April  1607  Castelli  als  Galilei's  Lehre  anführt: 
„Es  bedarf  des  Bewegenden,  damit  die  Bewegung  anfängt,  aber  dafür,  dafs 
sie  fortdauert,  genügt,  dafs  sie  keinen  Widerstand  findet"^). 


2)  Opere  di  Galilei  ed.  Albbsi  VlII,  p.  29.  .  . 

3)  Dieser  Brief  ist  nach  dem  in  Pisa  bewahrten  Original  zum  ersten  Mal  in 
Favabo's,  Galilei  e  lo  studio  di  Padova  H,  226  u.  f.  abgedruckt. 

4)  Diese  zuerst  von  Fayako  in  Galileo  Galilei  e  lo  sHtdio  di  Padova.  Firenee 
1883.  II,  p.  268  veröffentlichte  Äufserung  ist  mir  bei  der  Ausarbeitung  meiner 
Abhandlung  über  die  Entdeckung  des  Beharruagsgesetzes  (Zeitschrift  für  Völker- 
psychologie Bde.  XIV  und  XV)  nicht  bekannt  gewesen.  Sie  widerspricht  schein- 
bar  der   dort   durchgeführten  Auffassung,   dafs  Galilei   das  Prinzip   der   unver- 
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Galilei  yerf&gte  demnach  im  Jahre  1609,  wo  er  zuerst  toh  einem 
Buch  über  die  Warflehre  als  einem  Bestandteil  seines  Werkes  de  motn 
locali  redet,  über  alle  Vorbedingungen  für  die  richtige  Konstruktion  der 
Wurflinie;  er  brauchte  nur  auf  Grund  der  insgesamt  von  ihm  entdeckten 
Wahrheiten  eine  Zeichnung,  die  das  Gesetz  der  gleichen  Fallzeiten  Ter- 
anschaulicht,  genau  auszuführen,  um  Wurflinien  in  Parabelform  in  be- 
liebiger Zahl  vor  sich  zu  sehen;  zur  abschliefsenden  Entdeckung  war  dann 
freilich  erforderlich,  dafs  er  in  seiner  Zeichnung  die  Parabel  wiederer- 
kannte; es  ist  nicht  durchaus  undenkbar,  dafs  man  dergleichen  nidit  sieht, 
selbst  dann  nicht,  wenn  in  dem  vor  Augen  Liegenden  die  lange  gesuchte 
Lösung  eines  R&tsels  gegeben  ist;  wenn  aber  ein  Galilei  dreiOsig  Jahre 
später  sagt:  ich  habe  damals  gesehen,  was  vor  meinen  Augen  lag,  so 
müfsten  es  Gründe  der  allerstärksten  Art  sein,  die  uns  Terhindem  könnten, 
ihm  zu  glauben. 

Es  sind  nun  allerdings  einige  Thatsachen  bekannt,  die  auf  den  ersten 
Blick  den  Zweifel  rechtfertigen.  Li  den  1632  veröffentlichten  „Dialogen 
über  die  beiden  Hauptweltsjsteme^  fehlt  unter  den  zahlreichen  anderweitigen 
Mitteilungen  aus  der  neuen  Bewegungslehre  jede  Bemerkung  über  die 
Parabelform  der  Wurflinie,  aber  noch  mehr:  wo  es  sich  darum  handelt, 
die  wirkliche  Bahn  eines  Körpers  zu  konstruieren,  der,  während  er  zur  Erde 
fällt,  gleichzeitig  an  der  Rotation  der  Erde  teilnimmt,  also  um  eine  Auf- 
gabe, die  mit  dem  Problem  der  Wurflinie  im  Wesentlichen  übereinstimmt, 
wird  zwar  für  die  Lösung  der  Aufgabe  das  Verfahren  mitgeteilt,  das  bei 
angemessener  Ausführung  zur  Konstruktion  einer  parabelförmigen  Bahn 
führt,  aber  statt  der  Parabel  Iftsst  der  Salviati  der  Dialoge  durch  Zu- 
sammensetzung der  beiden  Bewegungen  eine  Bewegung  im  Halbkreis  ent- 
stehen, und  Saoredo  bricht  über  dieses  unerwartete  Resultat  in  Jubel 
aus.  Hat  nun  Galilei  in  diesem  Falle  sein  besseres  Wissen  nur  ver- 
heimlicht oder  hat  er,  als  er  jene  Stelle  der  „Dialoge"  schrieb  und  noch 
später,  als  er  sein  Buch  veröffentlichte,  die  wahre  Form  der  Wurf  linie  nicht 
gekannt? 

Eine  zweite,  vielleicht  noch  gröfsere  Schwierigkeit  bietet  die  That- 
sache,  dalüs  wenige   Monate  nach  der  Veröffentlichung  der  „Dialoge"  Fra 


änderten  Erhaltung  der  Bewegung  in  Beschränkung  auf  die  Bewegung  in  hon- 
sontaler  Richtung  vertreten  habe.  In  Wahrheit  beweist  auch  die  Äufseruog 
Castelli'b  nur,  dafs  diese  Beschränkung,  die  bei  Galilei  durch  individuelle  Ver- 
anlassungen bedingt  war,  von  seinen  Schülern  nicht  beachtet  wurde,  wie  ich  dies 
bei  Cavalieri  und  Tobricelli  nachzuweisen  versucht  habe.  Wegen  anderweitiger 
Äufserungen  Galilei's  über  das  Beharren  in  horizontaler  Richtung  vergl.  die 
soeben  zitierte  Abhandlung. 
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Bonaventura  Cavaliert,  Galilei*s  Schüler,  die  richtige  Lösung,  die  man 
in  den  „Dialogen^^  vergebens  sucht,  veröffentlicht  hat  und  dafs  er  dabei 
durchaus  nicht  sagt,  dafs,  was  er  mitteilt,  Galileis  Entdeckung  ist.  Den 
beiden  Kapiteln  zur  Bewegungslehre,  die  Cavalieki  seiner  Schrift  „Lo 
Spccchio  Ustario  overo  TraUato  delle  Settioni  Coniche"  eingefügt  hat,  schickt 
er  allerdings  die  Bemerkung  voraus,  dafs,  was  er  in  diesen  Abschnitten 
biete,  „zum  Teil"  von  Galilei  und  Castelli,  seinen  beiden  Lehrern,  her- 
rühre; im  strengen  Anschlufs  an  die  Ausführungen  des  GALiLEi'schen  Dia- 
logs erläutert  er  alsdann  die  drei  Sätze,  die  er  für  seine  Konstruktion  der 
Wurflinie  verwertet;  er  läfst  also  keinen  Zweifel  darüber  aufkommen,  dafs 
seine  Ableitung  auf  Galileis  Gedanken  ruht;  dafs  aber  Galilei  selbst 
schon  lange  vor  ihm  auf  gleichem  oder  ähnlichem  Wege  zu  demselben  Re- 
sultat gelangt  sei,  kann  niemand  dem  Kapitel  von  der  Wmflinie  im 
„Specchio  TJstorio**  entnehmen;  vielmehr  legt  der  Umstand,  dafs  in  den  hier 
in  Betracht  kommenden  Darlegungen  der  Name  Galilei  nicht  genannt  wird, 
die  Vermutung  nahe,  dafs  der  Verfasser  sie  als  eigene  Folgerungen  be- 
trachtet wissen  will,  als  den  „Teil",  der  nicht  seinen  beiden  Lehrern  gehört. 

Damit  stimmt  die  vorläufige  briefliche  Mitteilung  überein,  in  der 
Cavalieri  unmittelbar  vor  der  Veröffentlichung  Galilei  von  dem  Inhalt 
seiner  Schrift  in  Kenntnis  setzt.  „Ich  habe",  schreibt  er,  „ganz  kurz  die 
Bewegung  der  geworfenen  Körper  berührt,  indem  ich  zeige,  dafs  sie  bei 
Ausschlufs  des  Widerstandes'  der  Luft  in  einer  Parabel  stattfinden  mufs, 
sofern  Euer  Prinzip  der  Bewegung  der  schweren  Körper  vorausgesetzt  wird, 
dafs  ihre  Beschleunigung  der  Zunahme  der  ungeraden  Zahlen  entspricht, 
wie  sie  von  der  Eins  an  sich  folgen;  ich  erkläre  jedoch,  dafs  ich  zum 
grofsen  Teil*)  von  Euch  gelernt  habe,  was  ich  in  dieser  Sache  berühre, 
indem  ich  zugleich  auch  meinerseits  eine  Ableitung  für  jenes  Prinzip  an- 
führe."*) Auch  hier  bekennt  also  Cavalieri,  dafs  sein  Beweis  auf  Galileis 
Lehre  von  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung  beruht;  aber  auch 
aus  dieser  direkten  Mitteilung  wird  der  unbefangene  Leser  nicht  den  Ein- 
druck empfangen,  dafs  er  sich  bewufst  ist,  seine  Worte  an  den  Entdecker 
der  parabelförmigen  Bahn  zu  richten. 

Dafs  endlich  Cavalieri  in  den  zuvor  erwähnten  Ausführungen  der 
„Dialoge"  GALiLEfs  wahre  Meinung  zu  finden  geglaubt  hat,  wird  durch 
eine  Bemerkung  am  Schlüsse  des  vorletzten  Kapitels  seines  ,f8pecchio  TJstorio" 
vorzugsweise  wahrscheinlich.  Dem  Nachweis,  dafs  die  Krümmung  eines 
Kreises  von  sehr  grofsem  Durchmesser  von  derjenigen  einer  Parabel    und 


6)  Aus  dem  „in  parte**  der  Schrift  ist  hier  „in  grcm  partef*  geworden. 
6)  Opere  di  Galilei  ed.  Albebi  toI.  IX  p.  286. 
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Hyperbel  nicht  wesentlich  abweichen  würde,  f&gt  er  hinzu:  „Diese  Erkennt- 
nis kann  denjenigen  Befriedigung  gewähren,  die  geglaubt  haben,  die  Tom 
geworfenen  Körper  bezeichnete  Bahn  sei  eine  kreisförmige,  denn  wenn  der 
betreffende  Kreis  von  erheblicher  Gröfse  ist,  und  der  Weg  des  schweren 
Körpers  nur  ein  kleiner  Teil  der  ganzen  Peripherie,  würde  seine  Abweichung 
von  der  Parabel  nur  eine  sehr  geringe  sein/^  Es  kann  nicht  willkürlich 
sein,  in  dieser  ÄuGserung  eine  Bezugnahme  auf  Oalilei's  Betrachtungen  in 
den  „Dialogen^'  zu  suchen,  da  nirgends  sonst  mit  ähnlicher  Bestinuntheit 
von  einer  Kreisbewegung  geworfener  Körper  die  Bede  gewesen  war. 

IL 

Die  Ableitung  einer  Kreisbahn  in  den  „Dialogen*^  und  Cavaliebi's 
mindestens  verhüllte  Erwähnung  einer  Entdeckung  durch  Galilei  sind  schon 
mehrfach  Gegenstand  kritischer  Erörterung  gewesen;  man  hat  auch  bisher 
nicht  unbeachtet  gelassen,  dads  hier  Thatsachen  Yorliegen,  die  mit  der  aU- 
gemein  angenommenen  Entdeckung  der  Parabelform  der  Wurf  linie  Yor  1610 
nicht  ohne  weiteres  vereinbar  sind;  es  haben  jedoch  bisher  auch  diejenigen, 
die  hier  eine  Schwierigkeit  sehen,  nicht  daran  gedacht,  deshalb  Galilei's 
Entdeckung  in  Frage  zu  stellen;  eine  Lösung  in  diesem  Sinne  schien  aus- 
geschlossen durch  die  Antwort  Galilei's  auf  die  vorläufige  Mitteilung 
seines  Schülers  und  durch  die  weitere  Erwiderung  Cavalierts  auf  diese 
Antwort.  Galilei  hat  im  Jahre  1632  aufs  Bestimmteste  die  Entdeckung 
far  sich  in  Anspruch  genommen,  Cavalieri  hat  in  seiner  Erwiderung  die 
Thatsache  dieser  Entdeckung  als  eine  vielen  Zeitgenossen  wohlbekannte, 
von  ihm  selbst  nicht  bezweifelte  bezeichnet,  und  die  Worte,  in  denen  beide 
Männer  bei  dieser  Gelegenheit  sich  äuTsem,  haben  den  Gedanken,  dais  ihre 
Aussagen  wahrheitswidrige  sein  könnten,  nicht  aufkommen  lassen. 

Caverni's  entgegenstehende  Ansicht  geht  von  einer  ihm  eigentümlichen 
Auffassimg  der  erwähnten  scheinbaren  Widersprüche  aus.  Ihm  erscheint 
nicht  die  vereinzelte  Ausführung  in  den  „Dialogen^^  unvereinbar  mit  dem, 
was  uns  sonst  über  Galilei's  Wurf  lehre  bekannt  ist;  er  sieht  vielmekr  in 
jener  Auseinandersetzung  über  die  kreisförmige  Bahn  des  auf  bewegter  Erde 
fallenden  Körpers  Galilei's  wahre  Ansicht  auch  über  die  Form  der  Wnrf- 
linie,  die  er  mit  geringen  Veränderungen  vierzig  Jahre  hindurch  festgehalten 
hat,  und  er  findet  mit  diesem  Festhalten  an  der  Kreisbahn  der  geworfenen 
Körper  nichts  im  Widerspruche  als  die  herrschende  Meinung,  dafs  GALiLia 
der  Entdecker  der  Parabelform  sei  und  den  Anspruch,  den  in  gleichem 
Sinne  der  lateinische  Text  der  Discorsi  erhebt. 

Näher  bezeichnet  ist  die  Lehre,  zu  der  sich  nach  CAVERNf s  Auffassung 
Galilei  bis  zum  Jahre   1632  bekannt  hat,    die   des  Niccolo  Tartaglia. 
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Nach  diesem  besteht  die  Bewegung  des  geworfenen  Körpers  aus  reiner  ge- 
waltsamer und  dieser  sich  anschliefsender  reiner  natürlicher  Bewegung,  die 
rein  gewaltsame  aber  besteht  ans  einem  geradlinigen  und  einem  krumm- 
linigen Teil;  die  Erammung  des  letzteren  ist  eine  kreisförmige.  Wie  hier 
schon  angedeutet,  leugnet  Tartaglia  in  einem  andereji  Satze  seiner  Scientia 
nuoYa  ausdrücklich,  dafs  die  Bewegung  des  geworfenen  Körpers  in  irgend 
einem  Teil  seiner  Bahn  eine  gemischte,  d.  h.  gleichzeitig  gewaltsam  und 
natürlich  sein  könne.  Das  also  wftre  nicht  nur  im  Jahre  1609,  sondern 
noch  zur  Zeit  der  Veröffentlichung  der  „Dialoge"  im  Wesentlichen  Galilei's 
Vorstellung  gewesen  und  über  diese  Lehre  Tartaolia's  wäre  er  nur  in- 
sofern hinausgegangen,  als  er  in  späterer  Zeit  unter  dem  Einflüsse  anderer 
Forscher  ein  Zusammensein  beider  Arten  Yon  Bewegungen  anerkannt  hätte. 

Wer  nun  naiy  genug  ist  zu  meinen,  dafs  man  dergleichen  nicht  als 
erwiesen  betrachten  könne,  wenn  nicht  aus  einem  so  langen  Zeitraum  einige 
wörtlich  anzufahrende  Äufserungen  herbeizuschaffen  sind,  die  eine  Denk- 
weise im  Sinne  der  Lehre  Tartaglia's  in  unzweideutiger  Weise  bekunden, 
der  ist  mit  Cavekni's  Beweisführung  rasch  zu  Ende;  denn  in  Wahrheit 
giebt  es  keine  solche  Belege,  und  Cavermi  hat  auch  keine  angef&hrt.  Er 
hat  dagegen  in  einer  ungemein  weitschweifigen  Erörterung  auf  nicht  weniger 
als  13  dichtbedruckten  Seiten  grofsen  Formats  eine  Folge  von  Citaten  des 
verschiedensten  Lihalts  diskutiert,  die  Belegen  in  gewissem  Mause  ähnlich 
sehen  und  namentlich  bei  der  Cavermi  eigentümlichen  Weise,  die  fremden 
Worte  mit  den  eigenen  Kommentaren  unimterscheidbar  zu  vermischen,  den 
Eindruck  hervorrufen,  als  ob  sie  jener  Behauptung  zur  Bestätigung  dienen 
können.  Diese  dürfen  als  die  eigentlichen  Fundamente  seiner  Beweisführung 
hier  nicht  unberührt  bleiben. 

Die  Untersuchung  beginnt  mit  den  spätestens  1592  geschriebenen  Ab- 
handlungen und  dem  Fragment  eines  Dialogs,  die  im  Band  I  der  Edizione 
nazionale  unter  dem  Titel  „de  motu^'  abgedruckt  sind.  Wer  diese  ältesten 
Aufzeichnungen  von  Galiei's  Hand  ernstlich  studiert,  wird  in  ihnen  nicht 
viel  mehr  als  Vorläufer  der  eigentlich  wissenschaftlichen  Gedankenentwick- 
lung der  Paduaner  Periode  erkennen;  es  würde  daher  für  die  hier  zu  er- 
örternde Frage  ohne  Bedeutung  sein,  wenn  sich  in  jenen  ältesten  Schriften 
Beweise  daf&r  fänden,  dafs  Galilei  zur  Zeit  ihrer  Entstehung  über  die 
Wurflinie  nicht  anders  gedacht  hat,  als  Tartaglia;  aber  selbst  hier  wird 
man  bei  redlichstem  Stachen  nicht  entdecken,  was  Caverni  gefunden  haben 
will,  die  Abhandlungen  und  Dialoge  de  motu  enthalten  nicht  allein  kein 
Wort  von  einer  Konstruktion  nach  Tartaglia,  sondern  überhaupt  kein 
Wort  über  die  Form  der  Wurf  linie  und  demgemäfs  auch  keine  Andeutung 
darüber,  dafs  Galilei  dem  mittleren  Teil  derselben  die  Kreisform  zuschreibt. 
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Die  Pisaner  Handschrift  läfst  ebensowenig  erkennen,  dafs  Galilbi  —  wie 
Caverni  will  —  im  Widerspruch  mit  Cardano  und  Benedetti  —  Tar- 
TAGLiA  darin  Recht  gegeben  hat,  daXs  in  keinem  Punkte  der  Wurflinie  die 
Bewegung  aus  natürlicher  und  gewaltsamer  gemischt  sei.  Caverni  hat  für 
diese  Behauptung  keinen  andern  Beleg  als  die  Äufsemng,  dafs  „die  Kreis- 
bewegung einer  Kugel,  deren  Centrum  mit  dem  der  Welt  zusammenfUlt, 
weder  eine  natürliche  noch  eine  gewaltsame  ist". 

Ich  habe  an  anderer  Stelle  gezeigt,  daüs  diese  Äuüserung  höchst  wahr- 
scheinlich mit  Galilei's  ersten  Bemühungen,  sich  die  ewige  Dauer  der 
Rotation  der  Erde  begreiflich  zu  machen,  zusammenhftngt.  Er  beachtet, 
dafs  die  Teile  einer  mit  der  Weltsphäre  concentrischen  homogenen  Kugel 
aus  schwerem  Stoff  sich  durch  ihre  Rotation  dem  Centrum  der  Welt  weder 
nähern,  noch  von  ihm  entfernen  können,  und  folgert  daraus,  AbSs  eine  solche 
Bewegung  neben  der  natürlichen  und  der  gewaltsamen  eine  eigentümliche 
Stellung  einnimmt,  mit  der  die  dauernde  Erhaltung  des  mitgeteilten  An- 
triebs vereinbar  erscheint^). 

Es  bedarf  kaum  der  Erläuterung,  aber  Galilei  erläutert  umständlich, 
dafs  das  Gesagte  sich  nicht  auf  die  Rotation  einer  homogenen  oder  nicht 
homogenen  Kugel  an  irgend  einer  Stelle  aufserhalb  des  Zentrums  der  Welt 
bezieht;  es  kann  also  auch  nicht  auf  eine  kreisförmige  Bewegung  der  ge- 
worfenen Körper  bezogen  werden.  Caverni  ist  kühn  genug,  diese  Beziehung 
dadurch  zu  schaffen,  dafs  er  sagt:  so  ist  es  ja  auch  bei  den  geworfenen 
Körpern  (cosi  aviene  dd  proietti)]  der  Leser  soll  also  glauben,  Galilei 
sowohl  wie  Tartaglia  lassen  die  geworfenen  Körper  sich  in  solcher  Weise 
im  Kreise  bewegen,  dafs  sie  dabei  sich  dem  Mittelpunkt  der  Erde  weder 
nähern,  noch  von  ihm  entfernen! 

Dafs  in  Wahrheit  Galilei  zu  jener  Zeit  keineswegs  im  Widerspruch 
gegen  Cardano  und  Benedetti  die  Möglichkeit  einer  „gemischten"  Bewegung 
geleugnet  hat,  beweisen  seine  bestimmten  Erläuterungen  in  den  Abhandlungen 
wie  in  dem  Dialog  „de  motu".  Seine  Untersuchung  über  die  Bewegung 
des  senkrecht  aufwärts  geworfenen  Körpers  kommt  zu  dem  Ergebnis,  dafs 
dieselbe  unter  dem  gleichzeitigen  Einflüsse  der  Schwere  und  der  mitgeteilten 
Kraft  von  Anfang  bis  zu  Ende,  im  Steigen  wie  im  FaUen  eine  gemischte, 
das  heilst  aus  natürlicher  und  gewaltsamer  zusammengesetzte  Bewegung 
ist^).    Für  den  Fall  des  horizontalen  Wurfs  aber  findet  sich  in  der  letzten 


7)  Vergl.  meine  Abhandlung  über  die  Eatdeckung  des  BeharrungsgesetBes 
a.  a.  0.  XV,  74  u.  f. 

8)  Ed.  Naz,  1,  p.  322.  „Gemischt*^  das  heifst  aus  natürlicher  und  gewalt- 
samer Bewegung  zusammengesetzt,  wird  in  der  Jugendarbeit  (S.  373)  auch  die  Be- 
wegung des  schräg  aufwärts  geworfenen  Körpers  genannt;  hier  ist  jedoch  zweifei- 
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Abhandlung  der  Pisaner  Handschrift  eine  Betrachtung  über  die  Mischung 
oder  das  Zusammensein  der  Bewegung  in  der  Richtung  der  Schwere  mit 
derjenigen  in  der  Richtung  des  Wurfs,  die  mit  der  46  Jahre  später  ver- 
öffentlichten trotz  völlig  abweichender  Ausdrucksweise  im  Wesentlichen  über- 
einstimmt. In  den  Discorsi  heifst  es:  „Sobald  der  horizontal  bewegte  schwere 
Körper  die  feste  Unterlage  verlftfst,  wird  er  der  früheren  gleichm&fsigen  und 
unzerstörbaren  Bewegung  die  von  seiner  eigenen  Schwere  herrührende  Neigung 
nach  unten  hinzufügen,  es  wird  demgemäfs  eine  zusanunengesetzte  Bewegung 
entstehen,  die  ich  Wurfbewegung  nenne."  Und  zur  Erklärung  wird  später 
hinzugefügt:  dafs  die  beiden  Bewegungen  und  ihre  Oeschwindigkeiten,  indem 
sie  sich  mischen,  sich  nicht  ändern,  stören  oder  hindern.  Dem  entspricht 
in  der  Jugendarbeit  die  Erläuterung:  „Bewegt  sich  der  geworfene  Körper 
in  einer  dem  Horizont  beinahe  parallelen  Richtung,  so  kann  er  sofort  sich 
zu  neigen  anfangen  und  dadurch  von  der  geraden  Linie  des  Wurfs  abweichen ; 
denn  der  gewaltsam  treibenden  Kraft  genügt  es,  dafs  sie  den  Körper  vom 
Anfang  der  Bewegung  entfernt  und  diese  Entfernung  wird  durch  das  Neigen 
nicht  gehindert." 

Nicht  ein  Widerstreben  gegen  die  Vorstellung  einer  gemischten  Be- 
wegung im  Sinne  Tartaqlia's  läfst  sich  in  dieser  Äufserung  erkennen, 
sondern  vielmehr  ein  lebhaftes  Bemühen,  über  die  Natur  und  die  Ursache 
der  erkannten  Mischung  zur  Klarheit  zu  kommen. 

Bei  weitem  wichtiger  war  es  für  Cavbrni's  Beweisführung,  aus  der 
Blütezeit  der  Paduaner  Professur,  spezieU  aus  der  Zeit  zwischen  1602  und 
1609  Belege  für  seine  Behauptung  zusammenzustellen.  Caverni  selbst  läfst 
diesem  Zeitraum  dem  Hauptinhalte  nach  einen  grofsen  Teil  der  lateinisch 
geschriebenen  Abschnitte  der  Discorsi  angehören;  er  glaubt  jedoch  beweisen 
zu  können,  dafs  das  Gleiche  für  den  Hauptgedanken  der  Wurflehre  aus- 
geschlossen ist.  In  Wahrheit  bietet  auch  diese  Periode  für  seine  Bemühungen 
einen  Jeeren  Raum,  den  er  mit  Vermutungen  und  Verdächtigungen  ausfüllt. 
Eine  höchst  seltsame  Rolle  spielt  dabei  ein  Satz  über  die  Wurflinie,  den 
LiBRi  im  Jahre  1844  in  seiner  „Geschichte  der  mathematischen  Wissen- 
schaften in  Italien^*  aus  einer  Handschrift  der  Pariser  Bibliotheque  nationale 
veröffentlicht  hat.  Die  Handschrift  und  der  Satz  rühren  nach  Libri's  An- 
gabe von  Gaulei's  väterlichem  Freunde,  dem  Marchese  Guidubaldo  dal 
MoNTB  her.     Die  jedenfalls  bemerkenswerte  Äufserung  lautet  wie  folgt: 

„Wenn  man  eine  Kugel  mit  einer  Armbrust  oder  mit  einer  Kanone 
über  die  Linie  des  Horizonts  hinaus  abschiefst  oder  mit  der  Hand  schleudert, 


haft,   ob  der  Ausdruck  auf  die  zwiefache  Bewegung   des  einzelnen  Punktes   zu 
beziehen  ist. 
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so  macht  sie  beim  Sinken  denselben  Weg  wie  beim  Steigen  und  die  Figur 
dieses  Weges  ist  diejenige,  die  unter  die  Horizontale  herabgelassen  ein  Tan 
bildet,  das  nicht  angezogen  wird,  indem  dieses  Tau  wie  jene  Bewegung 
aus  Natürlichem  und  Gewaltsamem  zusammengesetzt  und  eine  Linie  ist,  die 
dem  Ansehen  nach  der  Parabel  und  der  Byperbel  ähnlich  ist.  Das  Ex- 
periment dieser  Bewegung  kann  man  machen,  wenn  man  eine  mit  Tinte 
gefärbte  Kugel  nimmt  und  sie  über  die  Ebene  einer  Tafel  dahin  wirft,  die 
nahezu  senkrecht  gegen  den  Horizont  steht,  es  wird  dann  die  Kugel,  auch 
wenn  sie  springt,  die  Punkte  verzeichnen,  aus  denen  man  klar  sieht,  dafs 
sie  so  wie  sie  aufsteigt,  auch  absteigt,  und  so  geschieht  es  mit  gutem  Grund, 
weil  die  Gewalt,  die  sie  beim  Steigen  nach  oben  erlangt  hat,  bewirkt,  dals 

beim  Absteigen  in  derselben  Weise   die  natür- 
liche Bewegung  auf  dem  Wege  nach  unten  das 
Übergewicht  gewinnt,  indem  die  Gewalt,  die  yon 
b  bis  c  die   Oberhand  hatte,    sich  erhält   und 
bewirkt,  dafs  cd  gleich  cb  wird,  weil   femer, 
indem  sie  beim  Absteigen  sich  allmählich  verliert, 
die  Gewalt  bewirkt,  dafs  de  gleich  ba  wird,  da 
kein  Grund  vorhanden  ist,  dafs  von  d  bis  e  die 
Gewalt  gänzlich  verloren  gehe,   denn   obgleich 
sie  nach   e  zu   sich  beständig  verliert,  bleibt  doch  noch  inuner  etwas  von 
ihr  übrig,  und  dies  ist  der  Grund,  dafs  nach  e  zu  das  Gewicht  niemals  in 
gerader  Linie  geht."^) 

Dafs  bei  dieser  Auseinandersetzung  nichts  weniger  als  eine  eigentliche 
Konstruktion  der  Wurflinie  beabsichtigt  wird,  geht  schon  daraus  hervor, 
dafs  der  Verfasser,  wie  vor  ihm  Cardano  nur  davon  redet,  welcher  Linie 
die  Bahn  „dem  Aussehen  nach  ähnlich"  (in  vista  simüe)  ist  und  dafs  er 
dabei  Parabel  und  Hyperbel  zusammenstellt;  aber  auch  das,  was  er  bestimmt 
behauptet,  dafs  die  beiden  Zweige  der  Wurflinie  einander  gleich  sind  und 
dafs  kein  Teil  derselben  geradlinig  ist,  wird  durch  seine  Worte  in  ziemlich 
unbestimmter  Weise  veranschaulicht,  keineswegs  bewiesen;  nicht  ohne  Will- 
kür kann  man  in  den  wenigen  Worten  finden,  was  Caverni  in  ihnen  liest: 
die  Meinung,  dafs  jede  zwei  Punkte,  in  denen  die  beiden  Zweige  von  der- 
selben Horizontalen  geschnitten  werden,  gleiche  Geschwindigkeit  haben.  Das 
Wort  Geschwindigkeit  kommt  bei  dal  Monte  nicht  vor,  nur  von  der  Über- 
einstimmung der  Form  an  den  korrespondierenden  Stellen  ist  die  Bede;  dals 


9)  Vergl.  LiBRi,  histoire  des  sciences  mathSmatiq'ues  en  Italie  IV  p.  397 — 98. 
Dafs  das  Original  von  Libri  genau  reprodaziert  ist,  hat  Herr  Prof.  Favabo  die 
Güte  gehabt,  in  der  Bibliothegue  nationale  konstatieren  zu  lassen. 
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die  letztere  nicht  erklärlich  wäre,  wenn  nicht  die  Geschwindigkeiten  im  Ab- 
steigen in  der  gleichen  Weise  zunähmen,  wie  sie  im  Steigen  abnehmen, 
rechtfertigt  die  Ergänzung  nicht,  man  könnte  mit  gleichem  Recht  aus  dal 
Monte's  Satze  folgern,  dafs  er  die  unveränderte  Erhaltung  sowohl  des 
horizontalen  wie  des  vertikalen  Teils  der  „gewaltsamen  Bewegung'^  annimmt, 
weil  nur  unter  dieser  Voraussetzung  seine  Behauptung  richtig  ist;  und  doch 
wird  man  so  fundamentale  neue  Erkenntnisse  nicht  zwischen  den  Zeilen 
eines  Satzes  lesen  wollen,  der,  ohne  horizontalen  und  vertikalen  Antrieb  zu 
sondern,  nur  davon  spricht,  dafs  die  „Gewalt*^  sich,  wenn  auch  allmählich 
abnehmend,  doch  bis  zum  Ende  erhält. 

Inwiefern  nun  diese  handschriftliche  Aufzeichnung  dal  Monte's  zu 
irgend  einer  Zeit  für  die  Entwicklung  der  Wurflehre  bedeutsam  werden 
konnte,  läfst  sich  nicht  mehr  ermitteln;  es  ist  nicht  bekannt,  dals  irgend 
ein  sachkundiges  Auge  vor  Libri  sie  gesehen  hat.  Dafs  ihr  Inhalt  Gegen- 
stand mündlicher  Unterredung  oder  brieflicher  Erörterung  zwischen  dal 
Monte  und  Galilei  gewesen,  ist  nicht  unwahrscheinlich.  Cavalieri  erzählt, 
dafs  etwa  im  Jahre  1622  der  Ingenieur  Müzio  Oddi  ihm  mitgeteilt,  dafs 
Galilei  und  dal  Monte  gemeinsam  ein  Experiment  über  die  Form  der 
Wurflinie  angestellt  hätten.  Dies  müfste  vor  dem  Jahre  1607  geschehen 
sein;  denn  dal  Monte  ist  im  Januar  1607  gestorben.  Es  wäre  denkbar, 
dafs  der  Versuch  eben  der  gewesen  ist,  den  dal  Monte  beschreibt,  denn 
Galilei  führt  in  den  Discorsi  von  1638  einen  ähnlichen  an,  allerdings  als 
von  ihm  selbst  erfunden  und  als  ein  Mittel,  Parabeln  zu  zeichnen,  während 
DAL  Monte  nur  von  einer  der  Parabel  und  Hyperbel  ähnlich  sehenden  Linie 
redet;  auch  der  frei  herabhängenden  nur  an  den  beiden  Enden  befestigten 
Kette  wird  bei  gleicher  Gelegenheit  von  Galilei  die  Parabelform  zuge- 
schrieben. 

Versucht  man  ohne  Voreingenommenheit  aus  diesen  späten  Angaben 
Galilbi's,  der  Äufserung  Oddi's  und  dem  Inhalt  der  handschriftlichen  Auf- 
zeichnung DAL  Monte's  kombinierend  weiteres  über  einen  Zusammenhang 
zwischen  GALiLEf s  und  dal  Monte's  Forschungen  zur  Wurflehre  zu  ent- 
nehmen, so  ergiebt  sich  mancherlei  mögliche  Deutung,  aber  kein  geschicht- 
licher Aufschlufs.  Giebt  man  Erwägungen  der  Wahrscheinlichkeit  Baum, 
so  ist  es  schwer,  bei  einem  Zusammenwirken  beider  Männer  —  welcher  Art 
es  auch  gewesen  sei  —  die  entscheidende  Anregung  dem  älteren  zuzu- 
schreiben. DAL  Monte's  Verdienste  liegen  auf  anderem  Gebiet;  auf  die 
fragmentarische  Notiz  über  die  Wurflinie  beschränkt  sich,  was  wir  von 
seiner  Beschäftigung  mit  Problemen  der  Bewegungslehre  wissen;  dagegen 
konnte  Galilei,  als  dal  Monte  starb,  auf  beinahe  zwei  Jahrzehnte  unaus- 
gesetzter und  erfolgreichster,  jenen  Problemen  gewidmeter  Forschung  zurück- 
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blicken:  wir  müssen  alle  Vorstellungen,  die  über  den  Entwicklungsgang 
seines  Denkens,  zu  denen  die  bekannten  Daten  Veranlassung  geben,  bei 
Seite  schieben,  um  zu  glauben,  dafs  ihm  Betrachtungen  zur  Warflehre,  wie 
DAL  Monte  sie  niedergeschrieben,  im  Jahre  1606  noch  rationell,  geschweige 
lehrreich  erscheinen  konnten. 

Eine  völlig  entgegengesetzte  Auffassung  der  Sachlage  hat  Cayerni  in 
seiner  „Geschichte"  nicht  etwa  als  die  besser  begründete  und  wabi^chein- 
liebere  hingestellt,  sondern  als  die  allein  zulässige  einer  frei  erfundenen 
Darstellung  des  geschichtlich  nicht  zu  ermittelnden  Verlaufs  der  Dinge  zu 
Grunde  gelegt.  Für  ihn  gilt  als  ausgemacht,  dafs  dal  Monte's  Handschrift 
bald  nach  1607,  sei  es  im  Original,  sei  es  in  Abschrift,  Galilei  in  die 
Hände  gefallen  ist,  und  dafs  er  darin  alsbald  Sätze  der  Akustik,  der 
Festigkeits-  und  Bewegungslehre  gefunden  hat,  die  er  bei  passender  Gelegen- 
heit sich  zu  eigen  zu  machen  gedachte;  da  er  aber  bei  'solchem  Vorgehen 
befürchten  mufste,  von  Leuten,  die  den  Inhalt  der  Handschrift  kennen  ge- 
lernt, zur  Rechenschaft  gezogen  zu  werden,  habe  Galilei  (so  denkt  sieh 
Cayerni),  um  jedem  Verdacht  zu  begegnen,  die  Erzählung  Yon  den  gemein- 
sam ausgeführten  Versuchen  Yerbreitet. 

Es  pafst  zu  dieser  Art,  Geschichte  zu  erfinden,  dafs  Cayerki  durch 
kleine  Auslassungen  und  Ergänzungen  die  Dokumente  Yerbessert.  Von 
„einem  Versuch''  (qualche  espcricnza)  hat  Cayalieri  reden  hören,  von  „Ver- 
suchen mit  Kanonen"  läfst  ihn  Cayerni  hören;  er  hat  es  dann  um  so  be- 
quemer sie  »als  erdichtet  erscheinen  zu  lassen,  denn  von  Versuchen  mit 
Kanonen  hätten  auch  Andere  hören  müssen,  und  doch  „haben  wir  keine 
sichere  Urkunde,  keinerlei  Bericht,  der  dergleichen  auch  nur  andeutete''. 

Aber  auch  dal  Moute^s  entscheidenden  Text  hat  Cayerni  nach  seinen 
Zwecken  korrigiert;  er  hat  die  Worte  et  iperhola  hinter paräbola  weggelassen; 
dafs  auf  diese  Weise  das  Stückchen  Wahrheit,  das  in  dal  Monte's  Worten 
gefunden  werden  kann,  um  ein  Erhebliches  vergröfsert  wird,  kann  man  in 
Cayerni's  Darstellung  sehen,  nach  der  dal  Monte  seinem  Nachfolger  nicht 
Yiel  mehr  als  den  Beweis  für  die  erkannte  Wahrheit  zu  liefern  überlassen 
hätte;  um  so  stärker  tritt  nun  in  jener  früheren  Periode  Galilei'S  Be- 
fangenheit herYor,  denn  bei  aller  Neigung  sich  anzueignen,  was  er  Gutes 
in  dem  Nachlafs  des  Freundes  findet,  Yerschmäht  er  dessen  besten  Teil, 
und  dreifsig  Jahre  Yergehen,  bis  er,  zu  besserer  Einsicht  gelangt,  sieb  ent- 
schliefst, mit  dem  Übrigen  aus  dal  Momte's  Manuskript  auch  die  Anweisung 
zum  Zeichnen  der  Parabel  in  seine  Dialoge  hinüber  zu  nehmen. 

„Galilei  Yerschmäht  die  Parabel -Ähnlichkeit",  die  ihm  dal  Moktb 
offenbart,  er  „lehnt  sie  entschlossen  ab,  als  der  Freund  sie  ihm  in  den 
Spuren  der  mit  Tinte  gefärbten  Kugel  auf  seiner  geglätteten  Tafel  zeigt"  — 
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so  kann  man  es  gedmokt  bei  Caverni  lesen.^^)  und  doch  existiert  eine 
derartige  abweisende  Än&erang  Galilei's  in  keinerlei  Form,  weder  in  seinen 
eigenen  Aufzeichnungen  ans  früherer  oder  späterer  Zeit,  noch  in  dem  Be* 
rieht  eines  Zeitgenossen,  weder  mit  Bezugnahme  auf  dal  Monte's  Worte, 
noch  in  irgend  einem  anderen  Zusammenhang.  Sie  ist  ein  Produkt  der 
Phantasie  des  Historikers,  der  hier  wie  bei  yielen  anderen  Gelegenheiten  es 
für  überflüssig  findet,  seinen  Leser  darüber  aufzuklären,  dafs  er  in  der  Form 
eines  geschichtlichen  Berichts  nichts  weiter  bringt  als  einen  Bericht  darüber, 
wie  er  sich  den  Verlauf  der  Vorgänge  denkt 

In  ähnlicher  irreführender  Darstellungsweise  hat  Caybrni  mitgeteilt, 
wie  seines  Erachtens  die  Anregung,  die  Galilei  aus  dal  Monte'b  nach- 
gelassenem Heft  empfangen,  für  seine  Wurflehre  fruchtbar  geworden  ist; 
eingehend  schildert  er,  wie  ans  dal  Monte's  Sätzen  der  Gedankengang  her- 
vorgewachsen ist,  der  Galilei  im  Jahre  1609  das  Gesetz  der  gleichen 
Fallzeiten  begreifen  oder  vielmehr  ahnen  lieis;  denn  der  Tendenz  gemäfs, 
die  Caverni  bei  dieser  Fiktion  verfolgt,  lälst  er  das  Gesetz  nicht,  wie  es 
uns  in  Galilei's  Worten  entgegentritt,  als  eine  notwendige  Folgerung, 
sondern  als  eine  unerweisliche  Vermutung  erscheinen;  nur  so  konnte  das 
Gesetz  der  gleichen  Fallzeiten  in  demselben  Kopfe  Baum  finden,  der  die 
Parabelähnlichkeit  der  Wurflinie  verwirft,  weil  er  auch  jetzt  noch  an  Tar- 
taolia's  Lehre  festhält. 

Caverni  hat  nicht  übersehen,  dafs  die  wichtigen  Erkenntnisse,  die 
der  Brief  an  den  Prinzen  Medici  enthält,  in  sehr  viel  einfacherer  Weise 
aus  dem  Prinzip  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen  abzuleiten  waren; 
er  glaubt  jedoch  beweisen  zu  können,  dafs  Galilei  über  die  „gemischten 
Bewegungen'^  erst  erheblich  später  zur  Klarheit  gekommen  ist;  erst  1624 
im  Brief  an  Ingoli  wiederholt  er  die  Behauptungen  über  die  Unabhängig- 
keit der  Fallzeit  von  der  Wurfweite  mit  dem  Zusatz,  dafs  dies  geometrisch 
zu  erweisen  sei;  eine  ähnliche  Bemerkung  ist  in  dem  Brief  von  Februar 
1609  nicht  zu  finden;  dem  scheint  zu  entsprechen,  dafs  die  Lehre  vom 
indifferenten  Zusammensein  der  ungleichartigen  Bewegungen  im  Brief  an 
Ingoli  zum  ersten  Mal  klar  vorgetragen  wird;  in  die  Zeit  kurz  vor  1624 
glaubt  deshalb  Caverni  die  Entdeckung  des  neuen  Prinzips  verlegen  zu  be- 
dürfen. Der  Brief  an  Ltgoli  knüpft  die  Erläuterung  über  diesen  Gegen- 
stand an  die  Untersuchung  über  die  Bewegungserscheinungen  auf  bewegter 
Erde;  Caverni  nimmt  demgemäfs  an,  dafs  die  Beschäftigung  mit  der  co- 
pernicanischen  Lehre  Galilei  zur  Entwicklung  seines  Prinzips  die  Veran- 
lassung gegeben  habe;  das  Bemühen  um  die  Widerlegung  der  physikalischen 


10)  A.  a.  0.  S.  624,  681. 
Abh.  xar  Geioh.  d.  Mathem.  IX.  38 
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Gegengründe  gegen  die  Erdbewegung  führte  ihn  dazn,  zu  begreifen,  dafs 
ein  fallender  Körper,  der  zugleich  die  Bewegung  des  ihn  umgebenden  Baumes 
teilt,  jede  dieser  Bewegungen  in  solcher  Weise  ausführt,  als  ob  die  andere 
nicht  vorhanden  wäre;  er  begriff,  dals  deshalb  der  Körper,  der  vom  Mast- 
korb herabfällt,  auf  bewegtem  Schiffe  ganz  ebenso  wie  auf  ruhendem  am 
Fuise  des  Mastes  zur  Buhe  kommt,  und  nun  erst,  meint  Gayerni,  konnte 
er  auch  als  notwendig  begreifen,  was  er  in  Betreff  der  gleichen  Fallzeiten 
im  Jahre  1609  nur  vermutet  hatte. 

So  wahrscheinlich  es  ist,  dafs  die  intensive  Beschäftigung  mit  der 
Lehre  des  Copebnigus  in  solchem  Sinne  für  Galileis  allgemeine  Bewegungs- 
lehre fruchtbar  geworden  ist^^),  so  befremdend  mufs  für  Jeden,  der  sich 
um  seine  wissenschaftliche  Biographie  bekümmert  hat,  die  Vorstellung  sein, 
dals  dieser  Grundgedanke  dem  Jahre  1624  angehöre,  also  in  den  vorher- 
gehenden dreüjsig  Jahren  ihm  fremd  geblieben  sei,  während  deren  die  Lehre 
von  der  Erdbewegung  und  die  Widerlegung  ihrer  Gegner  für  Galilei  ein 
Hauptgegenstand  des  Nachdenkens  gewesen  ist. 

Es  ist  nicht  nötig,  hier  den  Widersinn  einer  Chronologie  der  Gaudlei' 
sehen  Entdeckungen  nachzuweisen,  die  den  Zeitpunkt  der  erlangten  neuen 
Einsicht  mit  dem  Datum  der  ersten  Veröffentlichung  zusammenfallen  l&M, 
die  also  auch  die  Entdeckung  der  Fallgesetze  etwa  in  sein  65.  Lebenswahr 
verlegen  würde,  wenn  nicht  ein  zufälliger  Weise  erhaltener  Brief  uns  da- 
rüber aufklärte,  dafs  das  wichtigste  dieser  Gesetze  Galilei  im  Jahre  1604 
bekannt  war;  ein  ähnlicher  Zufall  gestattet  uns  nachzuweisen,  dafs  Galilei 
wenigstens  14  Jahre  vor  dem  Brief  an  Inooli  die  Bewegungserscheinungen 
auf  bewegter  Erde  nach  dem  Prinzip  des  indifferenten  Zusammenseins  der 
Bewegungen  gedeutet  hat;  in  seinen  Bandglossen  zur  Schrift  des  Lodovico 
DELLE  CoLOMBE  gegen  die  Bewegung  der  Erde^')  sind  die  physikalischen 
Argumente  des  Verfassers  gegen  die  Botationsbewegung  in  aller  Kürze 
genau  so  beantwortet,  wie  später  im  Brief  an  Imgoli  und  in  den  „Dia- 
logen über  die  beiden  Hauptweltsysteme''.  Colombe's  Schrift  ist  als  Er- 
widerung auf  den  Nimcius  sidereus  ohne  Zweifel  im  Jahre  1610  entstanden 
und  Galilbi's  Bandglossen  können  nicht  viel  später  geschrieben  sein;  denn 
sie  enthalten  in  wenigen  andeutenden  Worten  eine  Skizze  der  Kritik,  die 
Galilbi  im  Juli  1611  im  Brief  an  Gallanzoni  ausgeführt  hat.  Will  man 
nun  nicht  nach  Ca  vermies  Vorgang  annehmen,  dafs  etwa  Colombb's  tho- 
richtes  Buch  Galilei  die  erste  Veranlassung  gegeben  hätte,  sich  mit  Tycho 
Brahe's  Gegenbeweisen  und  insbesondere  mit  der  Erörterung  der  Bewegungs- 


11)  Ich  habe  die  gleiche  Auffassung  1884  eingehend  erörtert. 

12)  Edizione  Nationale  III,  p.  251  u.  f. 
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erscheiuongen  anf  bewegten  Schiffen  zu  beschäftigen,  sieht  man  vielmehr, 
wie  es  näher  liegt,  die  Antworten,  die  er  dem  Peripatetiker  erteilt,  als 
Früchte  einer  im  wesentlichen  abgeschlossenen  Lehre  an,  so  fftllt  auch  der 
Grnnd  weg,  Yorausznsetzen,  dafs  Galilei  im  Jahre  1609  gefehlt  habe, 
was  ihm  ein  Jahr  darauf  zu  Gebote  stand,  daCs  also  das  Gesetz  der  gleichen 
Fallzeiten  sich  zu  jener  Zeit  nicht  in  der  oben^')  angedeuteten  Weise  hätte 
finden  und  beweisen  lassen  und  dafs  es  dafür  einer  Ableitung  aus  dal 
Monte's  Sätzen  bedurft  hätte,  für  die  man  weder  geschichtliche  noch  psycho- 
logische Gründe  anführen  kann. 


Der  Erörterung  über  den  Brief  Ton  1609  schlie&en  sich  bei  Cayerni 
Mitteilungen  über  ein  bisher  nicht  gedrucktes  Fragment  an,  das  angeblich 
ungeföhr  der  gleichen  Zeit  entstammt  Das  Galilei  zugeschriebene  Schrift- 
stücK  enthält  in  einer  Folge  von  Kapitelüberschriften  den  Plan  für  die 
Bearbeitung  artilleristischer  Aufgaben.  Unter  den  14  Kapiteln  sollte  das 
vierte  die  Frage  beantworten:  ob  die  Kugel  sich  in  gerader  Linie  bewegt, 
wenn  sie  nicht  in  senkrechter  Richtung  abgeschossen  wird,  das  fünfte  von 
der  Bahn  handeln,  die  die  abgeschossene  Kugel  beschreibt.  Wären  mit 
den  Überschriften  auch  die  Kapitel  erhalten  und  gehörten  in  Wahrheit  so- 
wohl die  Aufgaben  wie  die  Lösungen  der  Zeit  der  Entstehung  derjenigen 
Wurflehre  an,  von  der  Galilei  dem  Mathematiker  Luca  Yalerio  berichtet, 
so  müTste  in  ihnen  die  Instantia  exclusiva  für  die  Entscheidung  der  hier  er- 
örterten Streitfrage  gegeben  sein.  In  der  That  scheint  ein  Zweifel  darüber, 
dafs  Galilei  zu  jener  Zeit  über  die  Lehre  Tartaglia's  nicht  hinaus  gekommen 
war,  nicht  gestattet,  wenn  man  als  verbürgt  betrachten  darf,  was  Caverni 
von  der  Beantwortung  der  vierten  und  fünften  Frage  berichtet.  „Diese 
beiden  Aufgaben^^  schreibt  er,  „wurden  von  Galileo  mit  Tartaglia's  Ar- 
gumenten gelöst.  Was  die  viei*te  betrifft,  so  sieht  man  in  der  That  die 
in  der  zweiten  Voraussetzung  des  zweiten  Buchs  der  Scientia  nuava  (Tar- 
taglia's)  angeführte  Betrachtung  in  den  Worten  wiedergegeben,  mit  denen 
SiMPLicio  die  Frage  beantwortet:  Wie  lange  dauert  es  nach  der  Trennung 
von  der  Hand  der  Werfenden,  dafs  der  geworfene  Körper  nach  unten  ab- 
zuweichen beginnt?  „Ich  glaube^',  erwidert  er,  „dafs  er  sofort  beginnt,  denn 
da  er  nichts  hat,  was  ihn  stützt,  ist  es  unmöglich,  dafs  die  eigene  Schwere 
nicht  wirkt.^^  „Hier  wird  also  keine  Antwort  aus  dem  Jahre  1609  mit- 
geteilt, sondern  den  „Dialogen^^  der  AufschluEs  darüber  entnommen,  wie 
Galilei  im  Jahre  1609  geantwort  haben  wird.  Dabei  bleibt  nur  unbeachtet, 
dafs  Salviati's  an  Simplicio  gerichtete  Frage  sich  mit  der  Überschrift  des 


13)  S.  S.  682. 
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vierten  Kapitels  keineswegs  deckt  und  daXis  der  Smpucio  der  „Dialoge"'  nie- 
mals die  Galilei  eigentümlichen  neuen  Gedanken  und  Betrachtungsweisen 
vertritt;  man  darf  also  mit  gutem  Becht  bezweifeln,  daCs  die  angefäiirte 
Antwort  dem  vollen  Inhalt  jenes  vierten  Kapitels  entsprich! 

unmittelbar  nach  dem  Zitat  föhrt  Cavjbr2(i  fort:  „In  voller  Überein- 
stimmung mit  diesen  Prinzipien  (Tartaoua's)  iCtot  GAIJI4E0  die  fünfte  der 
vorgelegten  Fragen,  indem  er  sagt,  (dicendo)  daXis  die  von  der  Kugel  in 
ihrer  Bewegung  beschriebene  Linie  zum  Teil  der  Art  ist,  dafs  man  sie  für 
eine  gerade  halten  kann,  und  zum  Teil  offenbar  gekrümmt  und  der  ge- 
krümmte Teil  wird  ein  Teil  einer  Kreisperipherie  sein,  wie  man  in  Tab- 
taglia's  Buch  von  der  neuen  Wissenschaft  liest/' 

So  steht  es  wörtlich  auf  Seite  519  des  vierten  Bandes  der  Caterni' 
sehen  Geschichte,  freilich  ohne  Anführungszeichen  ^und  ohne  Angabe  einer 
Quelle,  aber  doch  mit  so  unzweideutiger  Berufung  auf  Galilb^s  WSrte, 
dafe  der  Leser  schon  ein  hartnäckiger  Zweifler  sein  mufs,  um  nicht  zu 
glauben,  es  existieren  Bruchstücke  einer  Ausführung  jener  Kapitel  und 
diesen  sei  die  den  Streit  entscheidende  Antwort  entnommen.  Und  dennoch 
duldet  die  innere  Unwahrscheinlichkeit  einer  solchen  Lösung  den  Glauben 
nicht! 

Die  im  Jahre  1898  erfolgte  Veröffentlichung  des  8.  Bandes  der  Edi- 
zione  Nazionale  der  Werke  Gai<ilei's  und  in  diesem  der  sämtlichen  bisher 
nicht  gedruckten  handschriftlich  erhaltenen  Fragmente  zur  Bewegungslehre 
beseitigt  jede  Unklarheit.  Das  von  Caverni  besprochene  Fragment  findet 
sich  auf  S.  424.  Es  enthält,  wie  Caverni's  Abdruck,  die  14  Kapitelüber- 
schriften, aber  keine  weitere  Angabe  über  die  Ausfuhrung;  es  findet  sich 
kein  zweites  Fragment,  das  über  den  Inhalt  der  Kapitel  Aufschluß  gäbe, 
geschweige  Caverni's  Aufschlufs  bestätigte.  Es  unterliegt  also  keinem 
Zweifel,  dafs  unter  den  Handschriften  der  Biblioteca  nazionale  in  Florenz 
eine  handschriftliche  Aufzeichnung,  der  die  Lösung  der  fünften  Frage  zu 
entnehmen  wäre,  nicht  erhalten  ist.  Auch  hier  hat  demnach  Caverni  in 
dem,  was  er  Gaulei  sagen  läfst,  nur  nochmals  die  eigene  Meinung  zum 
Ausdruck  gebracht.     Solche  Beweisführung  bedarf  keines  Kommentars. 

m. 

Gaverni's  Versuch  zu  beweisen,  dafs  Galilei  in  der  Periode  seiner 
gröfsten  Forschungen  und  noch  darüber  hinaus  in  der  Wurflehre  an  der 
rohen  Vorstellung  seines  Vorgängers  festgehalten,  mit  ihm  auf  jede  mecha- 
nische Begründung  dieser  Vorstellung  verzichtet  hat,  ist  mifslungen;  die 
einzige  in  Wahrheit  aus  diesem  Zeitraum  erhaltene  Äufserung  ist  mit  der 
Vorstellung,  dafs  die  Wurf  lehre  von  16u9  im  wesentlichen  die  des  vierten 
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Tages  der  Discorsi  gewesen  sei,  einfach  vereinbar.  Es  mag  hier  nachtrftg- 
lich  bemerkt  sein,  dafs  auch  die  dem  Brief  an  den  Prinzen  Medigi  bei- 
gefügte Originalzeicbnnng  der  Yorstellong  widerspricht,  dafs  Galilei  im 
Februar  1609  noch  an  eine  Kreisbahn  der  geworfenen  Körper  geglaubt 
habe.  Diese  Zeichnung  ist  in  Albbri^s  Ausgabe  ^^)  ziemlich  gut  nach* 
gebildet.  Herr  Professor  Favaro  hat  die  grofse  Liebenswürdigkeit  gehabt, 
mir  fOr  den  Zweck  dieser  Veröffentlichung  ein  von  ihm  selbst  in  Florenz 
genommenes  Facsimile  zur  Verfügung  zu  stellen.  Der  beistehende  Abdruck 
wird  deutlich  genug  erkennen  lassen,  dals,  wenn  je  zuvor  Tartaglia's  Bild 
der  Wurf linie  für  Galilei  etwas  VerfOhrerisches  gehabt  hat,  dies  im  Früh- 
jahr 1609  nicht  mehr  der  Fall  gewesen  ist. 


Es  bleibt  zu  imtersuchen,  in  wiefern  ein  Beweis  im  entgegengesetzten 
Sinne  den  späteren  ÄuTserungen  zu  entnehmen  ist,  in  denen  Galilei  den 
auf  rotierender  Erde  fallenden  Stein  einen  Kreisbogen  beschreiben  läTst. 
Caverni  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  d&Ts  mit  dem,  was  in  diesw  Be- 
ziehung die  „Dialoge"  von  1632  ausfahren,  der  8  Jahre  früher  geschriebene 
Brief  an  Iiygioli  übereinstimmt.  „Der  Stein  im  Mastkorb",  heiüst  es  hier, 
„bewegt  sich,  wenn  das  Schiff  im  Fahren  begriffen  ist,  mit  dem  gleichen 
Antrieb  wie  das  Schiff,  und  dieser  Antrieb  geht  nicht  verloren,  weil  der- 
jenige, der  den  Stein  festhielt,  die  Hand  öfbete  und  ihn  fallen  liels,  son- 
dern erhält  sich  unzerstörbar  in  ihm,  so  dafs  er  vermittelst  dieses  Antriebs 
imstande  ist,  dem  Schiffe  zu  folgen;  durch  die  eigene  Schwere  aber,  die 
von  jenem  nicht  behindert  wird,  bewegt  er  sich  abwärts,  indem  er  aus 
beiden  eine  einzige  ^^)  Bewegung  (und  vieUeicht  auch  eine  kreisförmige) 
zusammensetzt,  die  in  die  Quere  geht  und  nach  der  Richtung  geneigt  ist, 
in  der  das  Schiff  sich  bewegt  ^^)." 


14)  Vergl.  Opere  dt  G.  Galilei  ed,  Eüoknio  Albebi  Bd.  VI,  Tav.  II,  Fig.  1. 

15)  Albesi's  Ausgabe  liest  hier  unverständlich  un  bei  moto;  die  Edizione 
nationale,  in  deren  Band  VI  der  Brief  an  Inqoli  zum  ersten  Male  in  korrektem 
Text  abgedruckt  ist^  hat  un  solo  moto. 

16)  Ed.  nazionäle  VI,  p.  646. 
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Offenbar  wird  durch  den  Ausdruck  et  forse  anco  circolare  wenigstens 
als  möglich  bezeichnet,  was  die  „Dialoge^^  eingehender  erörtern;  man  wird 
jedoch  diese  Übereinstimmung  nicht  so  auffassen  dürfen,  als  ob  hier  zwei 
voneinander  unabhängige,  durch  eine  Reihe  von  Jahren  getrennte  Kund- 
gebungen Yorliegen,  die  fOr  ein  Festhalten  der  gleichen  Meinung  w&farend 
eines  längeren  Zeitraumes  zeugen.  Die  Ausarbeitung  der  „Dialoge^'  ist 
nach  GALiLEfs  Aussage  vor  der  Inquisition  10  bis  12  Jahre  Yor  dem 
April  1633,  also  zwischen  1621  und  1623  in  Angriff  genommen,  der  Brief 
an  iNGOiii  ist  im  Herbst  1624  begonnen  und  vollendet;  er  ist  also  ge- 
schrieben, nachdem  ein  Teil  der  behandelten  Gegenstände  bereits  f&r  die 
„Dialoge'^  bearbeitet  war;  eine  nahezu  gleichzeitige  Entstehung  der  in 
beiden  Schriften  enthaltenen  Erörterungen  über  die  vermeintlichen  Beweise 
gegen  die  tägliche  Bewegung  der  Erde  ist  daher  vorzugsweise  wahrschein- 
lich; dem  entspricht,  dafs  gerade  in  diesen  Abschnitten  beider  Schriften 
vielfach  ähnliche,  ja  bis  auf  den  Wortlaut  übereinstimmende  Ausführungen 
gefunden  werden  ^^).  So  ist  auch  in  den  Worten  „vielleicht  auch  kreis- 
förmig^' nur  in  gewissermafsen  verdichtetem  Ausdruck  wiederholt,  was  in 
den  „Dialogen"  umständlich  teils  gesagt,  teils  umschrieben  wird.  Es  wird 
also  genügen,  auf  die  entscheidende  Stelle  der  letzteren  näher  einzugehen, 
um  zugleich  zu  erläutern,  was  die  Äufserung  des  Briefes  an  iNGOiii  be- 
deutet. 

Die  Erörterung  der  „Dialoge^' ^^)  mufis  den  aufmerksamen  Leser  durch 
einen  gleich  in  den  ersten  Sätzen  enthaltenen  Widerspruch  befremden.  Klar 
und  bestimmt  wird  von  Salviati  auseinandergesetzt,  wie  man  konstruie- 
rend verfahren  mufs,  um  die  Beschaffenheit  der  Linie  zu  finden,  die  der 
fallende  und  zugleich  an  der  Rotation  der  Erde  teilnehmende  Stein  be- 
schreibt; mit  besonderem  Nachdruck  wird  hervorgehoben,  dafs  für  den 
Zweck  dieser  Konstruktion  es  nicht  genüge  zu  wissen,  dafs  die  Bewegung 
des  fallenden  Körpers  eine  beschleunigte,  auch  nicht  dafs  die  Beschleunigung 
eine  fortwährende  sei,  sondern  vielmehr  gewufst  werden  müsse,  nach 
welchem  Verhältnis  die  Beschleunigung  des  fallenden  Körpers  erfolgt;  auf 
Sagredo's  Befragen  erklärt  dann  Salviati,  dafs  der  gemeinsame  akademische 
Freund  (Galilei)  dies  Verhältnis  entdeckt  habe,  doch  würde  es  eine  zu 
grofse  Abschweifung  erfordern,  wenn  er  darauf  bei  dieser  Gelegenheit  ein- 
gehen wollte.  So  wird  die  Erörterung  über  das  Verhältnis  der  Beschleuni- 
gung mit  anderen  Dingen  für  eine  spätere  Zusammenkunft  aufbewahrte^), 


17)  Vergl.  Dialog  über  die  beiden  hauptsächlichsten  Weltsysteme.    Übersetzt 
und  erläutert  von  E.  Strauss.     Leipzig  1891.    XLIV  u.  f 

18)  Ed.  nazionale  VII,  p.  186  u.  f.  19)  Ebenda  p.  190. 
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es  kommt  also  das,  was  soeben  als  für  die  Ausf&hrang  der  Konstraktion, 
d.  h.  für  die  Lösung  der  Aufgabe  unerläfslich  bezeichnet  worden,  thatsäcb- 
lich  nicht  zur  Sprache,  man  erfährt  nichts  über  das  von  dem  akademischen 
Freund  entdeckte  Gesetz,  und  trotzdem  wird  die  Konstruktion  in  Angriff 
genommen.  Dafür  scheint  es  nun  plötzlich  genügend  zu  wissen,  dafs  die 
Zunahme  der  Geschwindigkeit  eine  kontinuierliche  ist  und  dafs  infolge 
dessen  der  fallende  Körper  von  der  Buhelage  bis  zu  irgend  einer  bestimmten 
Geschwindigkeit  alle  dazwischen  liegenden  Grade  der  Langsamkeit  durch- 
laufe; es  wird  gezeigt,  dafs  infolge  dessen  die  Bahn  des  fallenden  Steins 
sich  von  der  parallel  der  Ei-doberfläche  gezogenen  Kreislinie  in  um  so 
stärkerem  Verhältnis  entfernen  mufs,  je  weiter  der  fallende  Körper  in  dieser 
Resultierenden  fortschreitet.  Dadurch  und  durch  die  weitere  Forderung, 
dafs  die  Linie  der  aus  Erdrotation  und  vertikalem  Fall  zusammengesetzten 
Bewegung  im  Mittelpunkt  der  Erde  endigen  mufs,  erscheint  die  Beschaffen- 
heit dieser  Linie  bestimmt.  Dafs  sie  das  in  Wirklichkeit  nicht  ist,  geht 
aus  Salviati's  einleitender  Überlegung  unmittelbar  hervor;  denn  das  Mals 
der  zunehmenden  Abweichung  von  derjenigen  Kreislinie,  die  der  Stein  in 
der  Buhelage  beschreiben  würde,  wird  nicht  bestinunt,  und  kann  mit  den 
gegebenen  Voraussetzungen  nicht  bestimmt  werden.  Nicht  als  erwiesen, 
sondern  nur  als  «ehr  wahrscheinlich  wird  daher  hingestellt,  dafs  die  ge- 
suchte, auf  der  Höhe  des  Turmes  beginnende  und  im  Mittelpunkt  der  Erde 
endigende  Linie  eine  Kreislinie  ist;  bewiesen  wird  nur,  dals,  wenn  dies  der 
Fall  wäre,  sich  drei  merkwürdige  Konsequenzen  ergeben  müfsten:  die  wirk- 
liche Bewegung  des  fallenden  Körpers,  der  an  der  Bewegung  der  Erde  teil- 
nimmt, ist  als  einfache  Kreisbewegung  eine  Bewegung  genau  derselben  Art 
wie  die  des  auf  dem  Turme  ruhenden,  er  bewegt  sich  weder  mehr  noch 
weniger,  als  wenn  er  fortwährend  auf  dem  Turme  geblieben  wäre,  denn  die 
Bogen,  die  er  in  letzterem  Falle  durchlaufen  haben  würde,  sind  genau  den- 
jenigen gleich,  die  er  als  fallender  Körper  durchläuft,  und  daraus  folgt  als 
drittes  Wunder:  die  wahre  und  wirkliche  Bewegung  des  Steins  wird  über- 
haupt nicht  beschleunigt,  sie  ist  vielmehr  immer  gleichmäfsig  und  einförmig, 
weil  alle  gleichen  Bögen  beider  Peripherien  in  gleichen  Zeiten  durchlaufen 
werden. 

Nachdem  Salviati  diese  Sätze  geometrisch  abgeleitet,  erinnert  er 
nochmals  daran,  dafs  der  Wert  dieses  Beweises  von  der  Wahrheit  seiner 
unerwiesenen  Voraussetzung  abhängt;  das  ist  offenbar  der  Sinn  seines  Schlufs- 
worts:  „dafs  aber  die  Sache  in  Bezug  auf  die  Bewegung  der  fallenden 
Körper  sich  genau  so  verhält,  will  ich  für  jetzt  nicht  behaupten  [hier  hat 
man  das  forse  circölare  des  Briefs  an  Ingoli];  wohl  aber  sage  ich,  dafs, 
wenn   die    von   dem  fallenden  Körper  beschriebene  Linie  nicht  genau  diese 


600  Emil  Wohlwill: 

ist,  sie  ihr  doch  auJOserordentlich  nahe  kommt^^  Sagrebo  aber  überhört 
den  Vorbehalt  nnd  zieht  mit  besonderer  Genugtbuong  aus  dem  Gesagten 
den  SchluTs,  dafs  infolge  der  Bewegung  der  Erde  es  in  der  Natur  über- 
haupt keine  geradlinige  Bewegung  mehr  giebt,  und  dafs  mm  selbst  die- 
jenige Funktion,  die  der  geradlinigen  Bewegung  bisher  zugestanden  war, 
die  Zurückführung  der  getrennten  Teile  zu  dem  Ganzen,  dem  sie  ange- 
hören, auf  die  Kreisbewegung  übertragen  wird. 

Zieht  man  in  Betracht,  daüis  demnach  für  die  Zusammensetzung  der 
beiden  Bewegungen  das  wichtigste  Erfordernis,  die  Kenntnis  der  Fall- 
beschleunigung, absichtlich  unbenutzt  bleibt  und  dals  daher  auch  auf  eine 
Untersuchung  darüber  Yon  yomherein  verzichtet  wird,  ob  die  vermutete 
Kreisform  der  Resultierenden  mit  dem  Gesetz  der  ungeraden  Zahlen  im 
Einklang  ist^),  so  wird  man  die  gegebene  Lösung,  die  in  Wahrheit  die 
Umgehung  einer  Lösung  ist,  kaum  als  eine  ernsthafte  ansehen  können. 
Als  eine  Fiktion  hat  Galilei  selbst  sie  bezeichnet.  Als  Piebbe  Cabcavv 
ihm  im  Jahre  1637  die  Bedenken  eines  Freundes  gegen  die  Scbeinkon- 
struktion  der  „Dialoge'^  mitgeteilt  hatte,  erwiderte  Galilei:  „da£s  durch 
Mischung  der  geradlinigen  Bewegung  des  fallenden  Körpers  mit  der  gleich- 
förmig kreisförmigen  der  täglichen  Bewegung  ein  Halbkreis  erhalten  werde, 
der  im  Mittelpunkt  der  Erde  endigt,  wurde  scherzweise  gesagt,  wie  dies 
offenbar  daraus  hervorgeht,  dafs  es  als  eine  Grille  und  ein  wunderlicher 
Einfall  (un  Capriccio  e  tma  hizzanria)  bezeichnet  wird,  das  will  sagen  jocu- 
Iuris  quaedam  aiidacia.  Ich  wünsche  deshalb,  dafs  mir  in  dieser  Beziehung 
Dispens  erteilt  wird,  umsomehr  als  diese  —  wie  ich  sagen  darf  —  poetische 
Fiktion  zu  jenen  drei  unerwarteten  Konsequenzen  führt^^ 

Dieser  Erklärung  fügt  Galilei  in  seinem  Brief  vom  6.  Juni  1637 
die  weitere  hinzu:  dafs  bei  Beschränkung  auf  denjenigen  Teil  der  be- 
schriebenen Kurve,  der  über  der  Oberfläche  der  Erde  liegt,  er  kein  Be- 
denken trage,  sie  als  eine  parabolische  Linie  zu  bezeichnen,  da  er  behaupte, 
dafs  es  solche  Linien  seien,  die  von  den  geworfenen  Körpern  beschrieben 
werden. 

Nach  Cavebni  führt  hier  Galilei  nachträglich  unehrlicher  Weise  als 
eigenen  Gedanken  ein,  was  er  inzwischen  von  Cavalieri  gelernt  hat.  Man 
kann  diese  Deutung  in  voller  Überzeugung  zurückweisen  und  doch  die  Frage 
nicht  unterdrücken:  wenn  Galilei  das  wuliste,  als  er  seine  Kreislinie  erdichtete, 
warum  hat  er  im  „Dialog^'  die  ernste  Wahrheit  verschwiegen,  die  doch 
sicher  nicht  weniger  interessant  war  als  seine  poetische  Fiktion? 


20)  Strauss  (,,Dialog*^  S.  526)  hat  sich  der  Mfihe  unterzogen,  geometrisch 
nachzuweisen,  dafs  dies  nicht  der  Fall  ist. 
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Aach  dafür  ist  die  Antwort  mit  ziemlicher  Sicherheit  Galilei's  eigenen 
Worten  zu  entnehmen.  Seine  „Dialoge  über  die  beiden  Weltsysteme^^  sind 
nachweislich  während  eines  längeren  Zeitraums  entstanden  xmd  im  Verlauf 
dieser  Zeit  hat  er  den  Plan  für  die  Anordnung  seines  Werks  mehrfach 
geändert.  Die  hier  in  Betracht  kommende  Stelle  beweist,  dafs  Gtalilei, 
als  er  sie  schrieb,  die  Absicht  hatte,  die  wichtigsten  zur  Bewegungslehre 
gehörigen  Ausführungen  in  einem  besonderen  Werk  zu  veröffentlichen  und 
in  die  vorher  zu  vollendenden  „Dialoge  über  die  Weltsysteme'*  aus  dem 
gleichen  Gebiet  nur  soviel  aufzunehmen,  als  zum  Verständnis  unerläfslich 
war.  Auf  den  „Traktat  von  der  Bewegung*'  wird  deshalb  der  wifsbegierige 
Sagrbdo  verwiesen,  als  er  näheres  über  das  Gesetz  der  Fallräume  zu  er- 
fahren wünscht.  Denkt  man  sich  den  hier  als  bereits  abgeschlossene  Schrift 
erwähnten  Traktat  als  identisch  oder  doch  dem  Hauptinhalte  nach  über- 
einstimmend mit  den  lateinisch  geschriebenen  Abschnitten  der  Discorsi  von 
1638,  so  machen  schon  die  bekannten  einleitenden  Worte  dieses  Textes 
verständlich,  dafs  von  den  „Dialogen  über  die  Weltsysteme**  nach  dem  ur- 
sprünglichen Plane  eine  Erörterung  sowohl  über  das  Fallgesetz  wie  über 
die  Wurflinie  ausgeschlossen  blieb;  denn  das  Gesetz  der  ungeraden  Zahlen 
und  die  Parabelform  der  Wurflinie  werden  in  diesen  Worten  unter  allen 
übrigen  neuen  Erkenntnissen  Galilei's  mit  höchstem  Nachdruck  als  Wahr- 
heiten hervorgehoben,  „von  denen  bis  dahin  Niemand  gewuTst  habe**.  War 
Galilei  gesonnen,  ein  zweites  Werk  mit  solcher  Einführung  an  die  Öffentlich- 
keit zu  bringen,  so  konnte  er  nicht  die  Lehren,  die  dort  als  völlig  neue 
dargeboten  werden,  in  einem  anderen  Buche  im  Voraus  gelegentlich  zur 
Sprache  bringen  wollen.  Und  daraus  ergab  sich  ohne  weiteres,  dafs  er 
auch  auf  eine  klare  und  korrekte  Ausfohmng  der  hier  besprochenen  Kon- 
struktion verzichten  mufste. 

Es  liegt  nahe,  gegen  diese  Auffassung  geltend  zu  machen,  dafs  trotz 
des  an^Uiglich  ausgesprochenen  Verzichts  die  „Dialoge  über  die  beiden 
Weltsysteme**  an  späterer  Stelle  nicht  nur  eine  Ableitung  der  Fallgesetze, 
sondern  auch  umständliche  Ausführungen  über  zahlreiche  andere  Probleme 
der  Bewegungslehre  enthalten;  die  nähere  Prüfung  ergiebt  jedoch,  dafs 
man  es  hier  nicht  mit  ursprünglich  beabsichtigten  Ergänzungen,  sondern 
mit  Einschaltungen  zu  thun  hat,  die  mit  dem  ersten  Plan  des  Werks  in 
unverhülltem  Widerspruche  stehen.  Nachdem  im  „zweiten  Tag**  der  „Dia- 
loge** die  Einwendungen  gegen  die  tägliche  Bewegung  der  Erde  gründlich 
durchgenommen  sind  und  bereits  der  Übergang  zur  jährlichen  Bewegung 
vorbereitet  ist,  kehrt  der  Dialog  noch  einmal  in  ziemlich  weitläufigen  Er- 
örterungen zu  den  soeben  behandelten  Gegenständen  zurück.  Dieselben 
knüpfen   sich  an   eine  überaus  scharfe  Zergliederung   der  schon   1615   er- 
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schienenen  Disquisitiones  mathematkae  Chuistoph  Scheiner's,  aber  ohne  Zweifel 
war  es  nicht  diese  dürftige  Schrift  und  der  Wunsch,  sie  nicht  anwiderlegt 
zu  lassen,  was  Galilei  veranlafste,  anf  die  bereits  erledigten  Beweisgründe 
nochmals  einzugehen,  sondern  die  heftigen  Angriffe  Scheiner*8  in  der  erst 
1631  veröffentlichten  Bosa  Ursina,  Den  erbitterten  Gegner  als  Ignoranten 
erscheinen  zu  lassen,  ist  der  offenkundige  Zweck  der  Einschaltung.  Scheikek 
selbst  hat  den  Verdacht  ausgesprochen,  dafs  Galilei  die  gegen  ihn  gerichtete 
Kritik  unter  Umgehung  der  Zensur  in  das  druckfertige  Manuskript  auf- 
genommen habe.  Jedenfalls  werden  nicht  leicht  in  anderer  Weise  als  durch 
die  Annahme  einer  Entstehung  der  Einschaltung  längere  Zeit  nach  der 
Vollendung  der  ersten  Redaktion  des  zweiten  Tages  die  vielfachen  Wieder- 
holungen und  die  Widersprüche  im  letzten  Dritteil  eben  dieses  „Tages" 
verständlich. 

Um  ScHEiNER  blofszustellen,  bot  neben  vielen  anderen  Schwächen  der 
„Disquisitiones"  die  Berechnung  der  Fallzeit  eines  Steins,  der  vom  Monde 
zur  Erde  gelangt,  einen  willkommenen  Stoff;  hier  kam  es  nun  darauf  an, 
der  völlig  verfehlten  die  richtige  Rechnung  gegenüber  zu  stellen  ^^),  zu 
diesem  Zwecke  fügt  Galilei  eine  Ableitung  der  Gesetze  des  freien  Falls 
und  verwandter  Teile  seiner  Bewegungslehre  ein.  Er  hat  es  nicht  für  nötig 
gehalten  oder  nicht  daran  gedacht,  diese  an  späterer  Stelle  gegebene  Ab- 
leitung mit  der  vorhergehenden  Erklärung  in  Einklang  zu  bringen,  nach 
der  er  zwar  die  Gesetze  kennt,  aber  sie  nicht  in  einer  Einschaltung  zur 
Sprache  bringen  will;  und  darum  liegt  auch  für  uns  kein  Grund  vor,  auf 
die  nachträgliche  Einschaltung  der  Fallgesetze  Bücksicht  zu  nehmen,  wo 
es  darauf  ankommt,  zu  begreifen,  weshalb  an  jener  früheren  Stelle  statt 
einer  richtigen  Ableitung  der  Form  der  Wurf  linie  ein  geometrischer  „Scherz" 
zu  finden  ist. 

Für  die  ernsten  Menschen  —  auch  Herr  Cavbrni  gehört  zu  ihnen  — , 
die  es  unerträglich  finden,  Probleme  der  Wissenschaft  in  solcher  Weise 
leicht  genonunen  zu  sehen,  noch  ein  kurzes  Wort.  Man  mag  von  einem 
höheren  Standpunkt  aus  dem  grofsen  Manne  zürnen,  dafs  er  in  geistreichem 
Spiel  sich  ergeht,  wo  er  nicht  nach  bestem  Wissen  reden  will;  wer  aber 
Geschichte  studiert,  um  Menschen  und  Vorgänge  zu  begreifen,  wird  wenigstens 
anerkennen  müssen,  dafs  die  Freude  am  Geistreichen  in  Wort  und  Sinn 
ein  wesentlicher  Bestandtheil  GALiLEfscher  Geistesart  ist  und  dafs  die  Aus- 
führungen über  die  Kreisbahn  fallender  Körper  dieser  Geistesart  entsprechen, 
(leistesspiele  verwandter  Art,  in  ähnlicher  Weise  „ergötzlich"  zu  lesen,  aber 


21)  Auf  den  Wert  dieser  Rechnung  kommt  es  hier  nicht  an.   Man  vergleiche 
über  dieselbe  E.  Strauss  a.  a.  0.  S.  533—34. 
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wertlos  für  die  Wissenschaft  bieten  seine  Hypothesen  über  den.  Ursprung 
der  yerschiedenen  Geschwindigkeiten  der  Planeten  wie  über  die  Entstehung 
der  Failbeschleimigang  durch  das  Zusammenwirken  der  unveränderlichen 
Schwere  mit  der  allmählich  abnehmenden  vis  impressa.  Wie  für  diesen 
letzteren  Fall  aus  den  Schriften  jüngerer  Jahre  streng  nachzuweisen  ist, 
bringt  er  vielleicht  auch  in  den  beiden  andern  Gedankengänge  einer  längst 
vergangenen  Periode,  die  ihm  nicht  minder  interessant  erscheinen,  weil  er 
um  besserer  Einsicht  willen  darauf  verzichtet  hat,  sie  als  richtig  zu  be- 
trachten. So  scheint  er  noch  im  Brief  an  Carcavy  eine  ausreichende 
Rechtfertigung  seiner  falschen  Annahme  darin  zu  sehen,  dafs  dieselbe  so 
völlig  überraschende  Eonsequenzen  ergiebt.  Wer  weiter  verfolgen  will,  in 
welchem  Mafse  für  Galilei  der  geistreiche  Einfall  verführerisch  und  — 
wenn  man  will  —  gefährlich  werden  konnte,  dem  mag  ein  gründliches 
Studium  des  Briefs  an  die  Grofsherzogin  Christina  von  Lothiongen 
empfohlen  sein. 


IV. 

Nichts  weiter  können  und  wollen  die  vorstehenden  Ausfährungen  glaub- 
lich machen,  als  dafs  Galilei  so,  wie  er  es  in  den  Dialogen  von  1632 
gethan  hat,  über  die  Bahn  des  fallenden  Körpers  spekulieren  und  doch  zur 
selben  Zeit  von  der  Parabelform  der  Wurf  Knie  überzeugt  sein  konnte;  wer 
dem  Gesagten  auch  nur  den  Wert  einer  zulässigen  Vorstellung  von  der 
Entstehung  der  Episode  der  „Dialoge"  zugesteht,  hat  eben  dadurch  ein- 
geräumt, dafs  aus  den  dort  vorgetragenen  Betrachtungen  ein  Schlufs  auf 
den  Inhalt  der  Wurflehre  von  1609  nicht  gezogen  werden  kann. 

Aber  Erwägungen  dieser  Art  lagen  den  ersten  begeisterten  Lesern  der 
„Dialoge"  fem;  geschichtliche  Betrachtungen  über  die  Entstehung  des 
Buches,  über  das  Verhältnis  des  Autors  zu  seinem  Werk,  über  die  Veran- 
lassungen, die  ihn  bestimmten,  Einzelheiten  weitläufig  zu  erörtern,  andere 
mit  Stillschweigen  zu  übergehen,  kurz  alles  was  für  uns,  die  das  Buch  ge- 
schichtlich verstehen  wollen,  von  besonderem  Interesse  ist,  trat  naturgemäfs 
für  diejenigen  zurück,  denen  aus  jeder  Seite  neue  Wahrheiten,  neue  Auf- 
schlüsse über  halb  Begriffenes  oder  Unverstandenes  entgegentraten;  so  ist 
kaum  zweifelhaft,  dafs  auch  die  merkwürdige  Konstruktion  des  zweiten 
„Tages"  damals  als  eine  ernstgemeinte  Lehre  des  Meisters  aufgefafst  und 
bewundert  wurde;  aber  ebensowenig  darf  es  uns  überraschen,  wenn  Gelehrte 
wie  Carcavy  und  sein  Freund,  deren  kritischen  Sinn  Galileis  Ausführung 
unbeMedigt  liefs,  ihre  Bedenken  äufsem,  ohne  irgendwie  zu  beachten,  was 
er  gewissermafsen  in  die  Stelle  „hineingeheimnist"  hat. 
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Es  ist  schon  oben  anf  die  —  zuerst  von  Cavbbni  hervorgebobene  — 
Stelle  des  Specchio  ustorio  hingewiesen,  die  es  sehr  wahrscheinlich  macht, 
dafs  anch  Catalibri  in  den  Ausf&hmngen  der  „Dialoge''  GALiLEfs  wahre 
Meinung  über  die  Natur  der  Wurflinie  zu  lesen  geglaubt  hat  um  nun 
zu  ermessen,  inwiefern  eine  solche  Vorstellung  des  hochbegabten  Schülers 
weitere  Schlüsse  auf  Oalilei's  Wissen  im  Jahre  1632  gestattet,  wird  man 
zunächst  genauer  zu  prüfen  haben,  was  auf  Cayalier^s  Ankündigung  seines 
Specchio  Galilei  erwidert  und  was  CAVAiiiBRi  selbst  auf  diese  Erwiderung 
geantwortet  hat. 

Auf  CAVALiERfs  früher  angeführte  Mitteilung  vom  31.  August  ant- 
woiiete  Oaulbi  am  11.  September  1632  nicht  ihm  persönlich,  sondern 
dem   gemeinsamen,  wie  Cavalieri  in  Bologna  ansässigen  Freunde   Cesare 

Marsigli**). 

„Ich  habe  Briefe  vom  Pater  Fra  Buonaventura  (Cavalieri)  mit  der 
Nachricht,  dafs  er  kürzlich  eine  Abhandlung  über  den  Brennspiegel  drucken 
lassen,  in  der  er,  wie  er  sagt,  bei  gegebener  Gelegenheit  den  Satz  und  den 
Beweis  von  der  Bahn  der  geworfenen  Körper  eingefügt  hat,  in  dem  er  dar- 
thut,  dafs  dieselbe  eine  parabolische  Linie  ist  Ich  kann  Euch,  verehrter 
Herr,  nicht  verhehlen,  dalüs  diese  Nachricht  mir  eine  wenig  erfreuliche  ge- 
wesen ist;  denn  ich  sehe,  wie  von  einem  mehr  als  vierzigjährigen  Studium, 
von  dem  ich  einen  guten  Teil  in  vollem  Vertrauen  dem  Pater  mitgeteilt, 
mir  nunmehr  die  Erstlingsfrüchte  genommen  und  dem  Buhm,  den  ich  mir 
von  so  langen  Mühen  versprach,  die  Blüte  gebrochen  werden  soll;  denn  in 
Wahrheit  war  das  erste,  was  mich  veranlafst  hat,  über  die  Bewegung  nach- 
zudenken, das  Bestreben,  diese  Linie  zu  finden;  ist  sie  einmal  gefunden,  so 
ist  auch  der  Beweis  dafür  nicht  allzu  schwer;  ich  aber,  der  sie  bewiesen, 
weifs,  wie  viel  Mühe  ich  gehabt  die  These  selbst  zu  finden;  und  wenn  der 
Pater  Fra  Buonaventura  mir  vor  der  Veröffentlichung  seine  Absicht  mit- 
geteilt hätte  (wie  es  vielleicht  die  Höflichkeit  erforderte),  so  würde  ich  ihn 
so  sehr  gebeten  haben,  dafs  er  mir  erlaubt  hätte,  zuvor  mein  Buch  drucken 
zu  lassen,  und  dann  hätte  er  soviel  Entdeckungen  hinzufügen  können,  wie 
ihm  beliebte.  Ich  werde  abwarten  und  sehen,  was  er  vorbringt;  aber  etwas 
Grofses  müfste  es  sicherlich  sein,  um  meinen  Unwillen  zu  beschwichtigen 
und  mit  dem  meinigen  den  der  Freunde  alle,  die  davon  gehört  und  die  zu 
grölserer  Kränkung  noch  mir  mein  allzu  grofses  Vertrauen  zum  Vorwurf 
machen.  Mein  Stern  bringt  es  mit  sich,  dafs  ich  um  das,  was  mein  ist 
kämpfen  und  auch  dabei  noch  verlieren  mufs.'^ 


22)  Vergl.  Galilei,  Opere  ed.  Albbbi  VII  p.  6. 
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Auf  diesen  Brief  antworteten  am  selben  Tage  (21.  September  1632) 
Marsioli  und  Cayax^ieri^^).     Der  Letztere  schreibt: 

„Der  Kummer,  den  Ihr  nach  der  Mitteilnng  des  Herrn  Cbsabe  Marsigli 
darüber  empfunden,  dalÜs  ich  in  meinem  Speeckio  Ustorio  die  parabolische 
Linie  berührt,  die  von  den  geworfenen  Körpern  beschrieben  wird,  ist  sicher- 
lich nicht  so  grofs  gewesen  wie  der  meine,  als  ich  vernahm,  daijs  Euch  ge- 
kränkt hat,  was  ich  mehr  aus  allzu  grofser  Ehrfurcht  als  aus  anderem 
Grunde  unterlassen.  Was  ich  von  der  Bewegung  gesagt,  habe  ich  als  Euer 
und  des  Pater  Bekedetto  Schüler  gesagt,  und  das  erkläre  ich  feierlich 
(wie  Ihr  aus  den  beiliegenden  Bogen  sehen  könnt),  da  ich  von  Euch,  ich 
kann  sagen,  das  Wenige,  das  ich  weifs,  gelernt  habe.  Wahr  ist,  dafs  Ihr 
vielleicht  sagen  werdet,  ich  hätte  etwas  deutlicher  aussprechen  sollen,  dafs 
der  Gedanke  der  parabolischen  Linie  von  Euch,  verehrter  Herr,  herrührt; 
aber  wisset,  dafs  die  Besorgnis,  vielleicht  nicht  vollständig  mit  Eurer  These 
übereinzustinunen,  bewirkt  hat,  daDs  ich  nicht  in  bestimmten  Worten  Euch 
zuzuschreiben  wagte,  was  Ihr  als  nicht  das  Eure  hättet  zurückweisen  müssen. 
Diese  Besorgnis  bewirkte,  sage  ich,  dafs  ich  mich  auf  die  allgemeinen  auf 
Seite  152  gesagten  Worte  bezog,  wo  ich  auch  den  Pater  D.  Benedetto 
nenne,  nicht  weil  ich  ausdrücken  will,  dafs  das  Folgende  zum  Teil  von  ihm 
herrührt,  sondern  weil  auch  er  mich  über  einen  Teil  dieser  Gegenstände 
unterrichtet  hat,  da  ich  über  dieselben  von  ihm  mit  andern  Schülern  Ver- 
suche habe  ausführen  sehen;  von  diesen  andern  Schülern  habe  ich  auch 
eben  diese  These  gehört,  und  mir  scheint  in  der  That  sowohl  die  These, 
wie  dafs  sie  von  Euch  herrührt,  so  verbreitet  zu  sein,  dafs  der  Gedanke, 
ich  hätte  sie  als  mein  Eigentum  in  Anspruch  nehmen  können,  nicht  auf- 
kommen kann^).  Und  wenn  ich  gegen  andere  die  Höflichkeit  gehabt  habe, 
wie  gegen  den  Herrn  Muzio  Oddi,  ihm  zu  schreiben,  ehe  ich  üjber  Dinge, 
die  zwischen  ihm  und  mir  sich  zugetragen,  etwas  drucken  liefs,  so  hätte 
ich  das  viel  eher  noch  bei  Euch  gethan,  wenn  ich  gedacht  hätte,  daCs  Ihr 
Wert  auf  die  Sache  legtet,  da  ich  Euch  so  sehr  schätze,  ehre  und  liebe, 
wegen  Eurer  vielen  Verdienste  und  der  zahllosen  Gunstbeweise,  die  mir  von 


23)  Galilei,  Opere  ed.  Albsri  TL  p.  290  n.  f. 

24)  Herr  Professor  Favabo  hat  auf  meine  Bitte  die  Güte  gehabt,  das  Original 
des  Briefes  in  Florenz  zu  vergleichen.  Dabei  hat  sich  herausgestellt,  dafs  neben 
einigen  minder  wichtigen  anderw^eitigen  Abweichungen  Albbri's  Abdruck  an  dieser 
Stelle  eine  ganze  Zeile  ausgelassen  und  dadurch  den  Sinn  nicht  unwesentlich 
verändert  hat.  Der  richtige  Text  lautet:  da*  quali  pu/re  ho  sentito  Vistessa  con- 
cljmone  parendomi  in  somma  taltnente  divulgata  la  conclusione  e  ch* 
ella  n*  era  Vautore,  che  non  potesse  eadere  etc.  Bei  Albeki  fehlen  die  hier  gesperrt 
gedruckten  Worte. 
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Ench  zu  Teil  geworden  sind.  Und  wenn,  als  Ihr  mich  nntenrichtetet,  Ihr 
mir  angedeutet  hättet,  dafs  ich  diese  oder  jene  Gedanken  nicht  an  die 
Öffentlichkeit  bringen  sollte,  so  würde  ich  es  unter  keinen  Umstanden  ge- 
than  haben,  w&hrend  ich  sonst,  wenn  ich  sie  andern  erklärte  und  als  die 
Euren  zur  Sprache  brächte,  geglaubt  hätte  zu  thun,  was  dem  guten  Schüler 
geziemt,  indem  ich  mich  wenigstens  als  verständig  Erfassenden  wenn  nicht 
als  Nachahmer  der  bewundernswerten  Bemühungen  erwiese,  die  Ihr  auf  die 
Enthüllung  der  Geheimnisse  der  Natur  verwendet.^ 

„Ich  füge  hinzu,  dafs  ich  in  Wahrheit  dachte,  Ihr  hättet  irgendwo 
darüber  geschrieben,  da  ich  nicht  in  der  glücklichen  Lage  gewesen  bin,  alle 
Eure  Werke  zu  sehen,  und  in  diesem  Glauben  hat  mich  bestärkt,  dafe  ich 
wahrnahm,  wie  diese  Lehre  so  sehr  und  so  lange  schon  verbreitet  ist,  da 
Oddi  mir  vor  zehn  Jahren  sagte,  Ihr  hättet  darüber  mit  dem  Herrn 
GuiDUBALDO  DAL  MoNTE  Versuche  gemacht,  und  auch  das  hat  mich  unacht- 
sam gemacht,  so  dafs  ich  Euch  nicht  zuvor  davon  schrieb,  da  ich  in  der 
That  glaubte,  daDs  Ihr  Euch  durchaus  nicht  darum  kümmertet,  vielmehr 
zufrieden  sein  würdet,  dafs  einer  Eurer  Schüler  bei  so  günstiger  Gelegenheit 
sich  als  Anhänger  Eurer  Lehre  zeigte,  von  der  er  bekennt,  dais  er  sie  von 
Euch  gelernt  habe." 

„Wollt  Ihr  nun  trotz  dessen,  was  ich  zu  meiner  Verteidigung  sage, 
dafs  es  ein  Vergehen  sei,  so  ist  es  sicher  keins  aus  bösem  WiUen.  Erwägt 
nun,  was  ich  thun  soll,  um  Euch  Genugthuung  zu  geben;  denn  ich  bin 
voll  bereit,  es  zu  thun.  Ich  habe  hier  in  Bologna  nur  einige  Abdrücke 
aus  der  Hand  gegeben,  und  werde  keinen  andern  ausgeben  lassen,  bis  die 
Sache,  wenn  möglich,  in  solcher  Weise  in  Ordnung  gebracht  ist,  dafs  es 
Euch  genügt;  ich  werde  deshalb  entweder  die  weitere  Ausgabe  so  lange 
verschieben,  bis  Ihr  Euer  Buch  über  die  Bewegung  habt  drucken  lassen, 
oder  es  mit  früherem  Datum  drucken  lassen  könnt,  oder  ich  lasse  die  beiden 
Bogen  noch  einmal  drucken,  unter  Vernichtung  alles  dessen,  was  Ihr  als 
Euch  benachteiligend  anseht,  oder  ich  setze  am  Bande  von  Seite  164,  bei 
Zeile  22,  wenn  Ihr  meint,  dals  ich  mit  Euch  übereinstimme,  die  Worte: 
These  des  Herrn  Galileo,  oder  endlich,  ich  verbrenne  aUe  Abdrücke,  damit 
mit  ihnen  die  Ursache  des  Verdrusses  zerstört  werde,  die  ich  meinem  Herrn 
Galileo  gegeben,  so  dafs  er  mit  Cäsar  mir  hätte  sagen  können:  Tu  quo- 
qiie  Brüte  filif  während  ich  immer  als  mein  höchstes  Glück  betrachtet,  ihn 
gekannt  zu  haben,  ihn  ehren  und  ihm  dienen  zu  können."  —  — 

„Sagt  mir  also  frei,  was  von  dem  Genannten,  wenn  ich  es  thue,  Euch 
zumeist  Genugthuung  gewähren  wird,  denn  mit  vollster  Bereitwilligkeit 
werde  ich  es  sofort  zur  Ausführung  bringen." 

Die  hier  mitgeteilten  Briefe   haben   es  Cavebni  nicht  erschwert,  den 
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Zusammenhang  der  Vorgänge  so  zu  schildern,  als  oh  durch  die  Gesamtheit 
der  Zeugnisse  der  ausschliefsende  Anspruch  Cavalieri^s  auf  die  Entdeckung 
der  Parahelform  zur  Evidenz  erhoben  w&re.  Frei  dichtend  erzählt  er,  wie 
die  Lektüre  der  „Dialoge'^  an  der  betreffenden  Stelle  Cavalieri  aufs  pein- 
lichste berührt  und  nach  kurzem  Nachdenken  zur  richtigen  Lösung  sowohl 
für  die  vorliegende  Aufgabe  wie  für  das  mathematisch  identische  Problem 
der  Wurflinie  geführt  hat.  Ln  „Specchio  ustorio"  wird  demnach  Galilbi's 
Lehre  nicht  benutzt,  sondern  widerlegt.  So  findet  auch  in  Cavalieri's  Ge- 
dankengang, wie  ihn  Caverni  —  weiter  dichtend  —  fortführt,  nur  die  eine 
Sorge  Baum:  wie  Galilei,  der  eigenwillige,  leidenschaftliche  Tyrann  es  auf- 
nehmen möge,  dafs  ^r,  der  Schüler,  gewagt,  seineu  Halbkreis  durch  die 
Halbparabel  zu  ersetzen,  und  ^ufs  höchste  ist  er  überrascht,  als  ihn  statt 
des  erwarteten  Vorwurfs  ^^)  über  diese  verwegene  Abweichung  die  Kunde 
trifft,  dafs  Galilei  fär  sich  selbst  die  Entdeckung  der  Parabelform  in  An- 
spruch nimmt. 

Mit  dem  brutalen  Ausspruch:  „soviel  Sätze,  soviel  Lügen!''  erledigt 
Caverni  die  wehmütig  bitteren  Worte,  in  denen  Galilei  dem  Schüler  gegen- 
über auf  seiner  Priorität  besteht,  aber  auch  die  unbedingte  Anerkennung, 
die  Cavalieri  in  scheinbarem  Widerspruch  mit  seinen  früheren  Äufserungen 
nunmehr  Galileis  Ansprüchen  zu  Teil  werden  läfst,  bietet  ihm  keine 
Schwierigkeiten.  Auch  Cavalieri  lügt,  aber  fast  ohne  zu  wissen,  dafs  er 
es  thut.  Im  Banne  des  dämonischen  oder  magischen  Einflusses,  den  Ga- 
lilei auf  ihn  ausübt  —  so  fafst  Caverni  sein  Verzichten  auf  —  glaubt 
„der  gute  Mensch''  zu  begreifen  und  zu  wissen,  was  Galilei  ihn  glauben 
machen  will ;  willenlos  läfst  er,  der  rechtmäfsige  Eigentümer,  sich  bewegen, 
mit  eigenen  Händen  dem  Räuber  ins  Haus  zu  tragen,  was  er  fordert;  wiUenlos 
bekennt  er  sich  überzeugt,  dafs  er  selbst  der  Räuber  gewesen  sei.^^) 

Sieht  man  davon  ab,  dafs  Caverni  auch  hier  dem  Romanschriftsteller 
die  Feder  des  Historikers  überläfst,  dafs  er  eine  Kombination  von  Möglich- 
keiten für  Geschichte  ausgiebt,  so  ist  auch  als  einfacher  Erklärungsversuch 
betrachtet,  seine  Darstellung  der  Vorgänge  eine  völlig  in  der  Luft  schwe- 
bende; sie  giebt  eine  Deutung  der  bekannten  Thatsachen  und  Äufserungen, 
wie  man  sie   erst  dann  versuchen  dürfte,   wenn   als  festgestellte  Wahrheit 


25)  Er  fürchtete,  sagt  GAVEairi,  „für  Galilei  ein  Gegenstand  der  Gering- 
Schätzung  und  des  Zorns  zu  werden,  wie  es  Kepler  aus  ähnlichen  Gründen  ge- 
worden war".  Es  ist  bekannt,  dafs  Galilei  niemals  Ejbpleb's  Entdeckung  der 
elliptischen  Bahnen  der  Planeten  zugestimmt  hat;  aber  dafs  er  dem  Entdecker 
aus  dem  Aufgeben  der  Ereisform  einen  Vorwurf  gemacht  hätte,  wie  Gayerni  hier 
andeutet,  läfst  sich  nicht  nachweisen. 

26)  Caverni,  Storia  IV  p.  630. 
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erwiesen  wäre,  was  Caverni  uns  klar  zu  machen  versprochen,  aber  in  keinem 
Teil  seiner  Auseinandersetzungen  wirklich  erwiesen  hat. 

So  wenig  man  nun  derartigen  Deutungen  Berechtigung  zugestehen 
wird  —  dafs  auch  nach  Galileis  Brief  und  CAVAijERfs  Erwiderung 
Manches  zu  erklären  übrig  bleibt,  ist  nicht  zu  bestreiten.  Mit  voller  Be- 
stimmtheit geht  aus  Cavalibri's  Aufserungen  nur  der  Wunsch  hervor,  den 
gekränkten  Meister  zu  versöhnen;  um  das  zu  erreichen,  erschöpft  er  sich 
in  der  Aufzählung  von  Gründen  dafür,  dafs  er  dem  Anscheine  nach  Galj- 
LBi's  Entdeckerrecht  nicht  anerkannt  und  seine  Zustimmung  zur  Veröffent- 
lichung nicht  erbeten  hat,  und  in  Anerbietungen  zur  Sühne  jeder  m^lichen 
Verschuldung,  die  sich  bis  zu  völliger  Preisgebung  des  eigenen  Werkes 
steigern.  Aber  die  Bechtfertigungsversuche  erklären  nicht  in  genügender 
Weise,  was  sie  begreiflich  machen  wollen;  und  die  unbegrenzte  Bereit- 
willigkeit, der  Versöhnung  Opfer  zu  bringen,  ruft  den  Zweifel  hervor,  ob 
nicht  hinter  den  ausgesprochenen  Gründen  der  Wahrheit  besser  entsprechende 
rücksichtsvoll  versteckt  sein  mögen.  Cavalebri  will  unsicher  gewesen  sein, 
ob  Galilei  den  Satz  von  der  Parabel,  wie  er  selbst  ihn  formuliert  hat,  als 
den  seinen  anerkennen  werde,  aber,  wenn  er  gewifs  war,  wie  er  bedingungs- 
los zugesteht,  dafs  Galilei  die  Parabelform  der  Wurflinie  erkannt  habe  — 
worauf  konnte  sich  seine  Unsicherheit  beziehen?  Seine  These  lautet:  „Die 
schweren  Körper,  die  von  dem  Werfenden  nach  irgendwelcher  Richtung 
aufser  in  derjenigen  senkrecht  gegen  den  Horizont  angetrieben  werden, 
beschreiben,  von  dem  Werfenden  getrennt  und  bei  Ausschlufs  des  Wider- 
stands des  Mediums,  eine  krumme  Linie,  die  von  der  Parabel  unmerklich 
verschieden  ist"^^).  Durch  die  einschränkende  Bestimmung  der  letzten  Worte 
will  Cavalieri  auf  die  für  kleine  Strecken  verschwindende  Abweichung  der 
Wurflinie  von  der  Parabelform  hinweisen,  die  dadurch  entsteht,  dafs  die 
vertikale  Komponente  stets  senkrecht  gegen  die  gekrümmte  Erdoberfläche 
gerichtet  ist.  Er  konnte  nicht  zweifeln,  dafs  Galilki  seinem  so  verstan- 
denen insensibilmente  differente  zustimmen  werde.  Aber  ebensowenig  ist  in 
dem  anderweitigen  Wortlaut  der  These  irgend  etwas  ausgesprochen,  was 
nicht  derjenige  anerkennen  mufste,  der  die  Bahn  der  geworfenen  Körper 
als  Parabel  betrachtet.  Und  wenn  in  Wahrheit  die  Ungewifsheit  in  dieser 
Beziehung  Cavalieri  zweifeln  liefs,  ob  er  Galilei  als  Entdecker  nennen 
dürfe  —  wie  leicht  war  bei  dem  unausgesetzten  brieflichen  Verkehr  der 
Zweifel  zu  beseitigen!  Es  ist  unverständlich,  dafs  er  statt  dessen  Galileis 
Namen  ungenannt  läfst,  da  er  doch  nicht  in  Frage  stellen  will,  sondern 
aufs  bestimmteste  anerkennt,  dafs  ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach  die  These 


27)  Specchio  ustorio  p.  164. 
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Galilei  gehört.  Cavalieri  meint  einen  Ersatz  fdr  die  ausdrückliche  Nen- 
nnng  in  der  allgemeinen  Bemerkung  gegeben  zu  haben,  in  der  er  freimütig 
bekennt,  die  Einsicht  in  Probleme  der  Bewegungslehre  „teilweise"  Galilei 
zu  verdanken;  aber  der  Leser  des  Specchio  ustorio  kann  um  dieser  Er- 
klärung willen  besten  Falls  als  möglich,  nie  als  klar  ausgesprochen  ansehen, 
dafs  auch  der  Satz  von  der  Wurflinie  zu  dem  Teil  des  Vorgetragenen  ge- 
hört, den  Cavalibbi  Gaulei  verdankt.  Es  kommt  dazu,  dafs  auch  Cava- 
LiEKi's  nachträgliche  Angaben  über  die  allgemeine  Verbreitung  der  Parabel- 
lehre als  einer  von  Galilei  herrührenden  keineswegs  so  bestimmt  lauten, 
dafs  man  um  ihretwillen  nicht  nur  die  Nennung  GAULEf  s  als  überflüssig, 
sondern  auch  einen  Versuch  ÜAVALiERfs,  sich  selbst  für  den  Entdecker 
auszugeben,  als  undenkbar  betrachten  mülste.  Die  vermeintliche  Verbreitung 
war  jedenfalls  nur  eine  Verbreitung  von  Mund  zu  Mund;  Gavaliebi  konnte 
kaum  zweifeln,  jedenfalls  sich  leicht  darüber  aufklären,  daijs  der  Specchio 
ustorio  die  erste  Druckschrift  war,  in  der  die  Parabelform  öffentlich  ge- 
lehrt wurde;  und  wenn  die  Thatsache,  dais  sie  durch  Galilei  entdeckt  war, 
so  offenkundig  erschien,  dafs  es  fOr  die  Veröffentlichung  der  Vorfrage  nich^i 
bedurfte,  so  konnte  es  um  so  weniger  einen  Grund  geben,  nicht  in  unzwei- 
deutigen Worten  die  Entdeckung  Gaulei  zuzuschreiben. 

Diese  Bedenken  zusammenfassend,  kann  man  sagen,  dafs  CAVALiERfs 
Verteidigung  nicht  ausreicht,  um  von  seiner  vollen  Aufrichtigkeit  diejenigen 
zu  überzeugen,  die  im  Specchio  ustorio  wie  in  dem  August-Brief  an  Galilei 
diesem  nichts  weiter  zuerkannt  sehen,  als  die  vorbereitenden  Schritte  für 
die  Entdeckung  der  Parabelform,  nicht  aber  die  Entdeckung  selbst,  wäh- 
rend in  der  Erwiderung  auf  Galileis  Brief  vom  11.  September  nicht  nur 
Galilei^  s  Priorität  aufs  Bestimmteste  anerkannt,  sondern  auch  mit  gleicher 
Entschiedenheit  in  Abrede  gestellt  wird,  dafs  eine  Verleugnung  dieses 
Verhältnisses  möglich  und  im  Specchio  ustorio  enthalten  oder  beabsichtigt  sei. 

Wie  immer  man  diesen  scheinbaren  Widerspruch  der  Äufserungen  vor 
und  nach  dem  11.  September  32  zu  beseitigen  versuchen  möge  —  der 
eccesso  dt  reverenaa^  den  Cavalieri  selbst  an  die  Spitze  seiner  Verteidigung 
stellt,  wird  dabei  eine  Bolle  spielen  müssen.  Es  unterliegt  keinem  Zweifel, 
daüs  f&r  Cavalibiii,  auch  wenn  er  selbst  und  ohne  von  Galilei  zu  wissen, 
die  Parabelform  entdeckt  hätte,  GALiLEfs  Wort:  ich  habe  sie  gefunden! 
ein  entscheidender  Beweis  seiner  Priorität  gewesen  wäre,  und  auch  das 
mufs  man  zum  mindesten  als  möglich  ansehen,  dafs  in  diesem  Falle  sein 
Verlangen,  den  verehrten  Meister  völlig  zu  beruhigen,  stark  genug  gewesen 
wäre,  um  ihn  erdichten  zu  lassen,  was  er  von  der  Verbreitung  seiner 
Lehre  sagt.  Aber  eine  Notwendigkeit,  an  solche  Erdichtung  zu  glauben, 
liegt  nicht  vor;  denn  auch  wenn  Cavalieri  in  Wahrheit  schon  in  Pisa  von 

Abb.  snr  Oeich.  d   Mathem.   IX.  39 


610  £mil  Wohlwill: 

den  Schülern  Castelli^s,  später  von  Muzio  Oddi  nnd  von  yielen  Andern 
über  Galileis  Entdecknng  hatte  reden  hören,  konnte  die  Konstruktion  der 
„Dialoge*',  die  eine  Parabelform  verleugnet,  ihm  die  Yorstellmig  glaublich 
erscheinen  lassen,  daDs  irgend  welche  Gründe  den  Entdecker  veranlalst 
haben,  seine  richtige  Erkenntnis  gegen  die  irrtümliche  Lehre  zn  yertauschen, 
die  er  in  den  „Dialogen"  als  eine  hochbedeutungsvolle  Wahrheit  vortrug; 
es  ist  begreiflich,  dafs  in  solchem  Falle  der  geniale  Mathematiker  nicht 
darauf  verzichtete,  in  seinem  Buche  den  täuschenden  Ausführungen  der 
,^ialoge'*  gegenüber  den  einfachen  auf  GAULEfs  Forschung  beruhenden 
Beweis  für  die  Parabelform  an  die  Öffentlichkeit  zu  bringen-,  aber  nicht 
minder  läfst  sich  verstehen,  dafs  er  in  diesem  besonderen  Abschnitt  von 
der  Wurflinie  den  Kamen  dessen  ungenannt  lieüs,  der  die  Parabelform 
zwar  entdeckt  hatte,  aber  nunmehr  die  verwandte  Frage  so  behandelte, 
als  ob  er  von  dieser  nichts  mehr  wissen  wolle. 

Eben  daraus  würde  sich  auch  erklären,  dafs  Cavalebri  in  jenem  ersten 
Briefe  von  der  Parabel  spricht,  ohne  erkennen  zu  lassen,  dalB  es  Gai.ilei's 
Lehre  ist,  die  er  verteidigt;  als  Leser  der  „Dialoge**  durfte  er  zweifeln,  ob 
es  noch  jetzt  die  seine  sei. 

Auch  die  sonst  befremdenden  Äufserungen  des  zweiten  Briefes  finden 
wenigstens  teilweise  im  Rahmen  einer  solchen  Auffassung  einfache  Deutung; 
ein  weniger  von  Pietät  und  Verehrung  gegen  Galilei  erfüllter  Anhänger 
hätte,  über  den  Widerspruch  der  „Dialoge**  hinweg  gehend,  ihm  die  £nt* 
deckung  der  Parabellehre  zuschreiben  k($nnen;  aber  Oavalieri  kam  über 
den  Zweifel  nicht  hinweg,  ob  jemand,  der  die  Linie  des  fallenden  Körpers 
auf  bewegter  Erde  als  eine  kreisförmige  konstruiert,  mit  dem  Satz  des 
Specchio  Ustorio  sich  einverstanden  erklären  könne,  und  ob  er  deshalb  Ga- 
lilei zuschreiben  dürfte,  was  er  früher  gelehrt  hatte. 

Auch  die  sonst  kaum  verständliche  Äulserung:  er  habe  geglaubt,  dafs 
Galilei  sich  um  seine  Lehre  von  der  Parabel  nicht  mehr  kümmere,  er- 
scheint gerechtfertigt,  wenn  man  die  Konstruktion  der  „Dialoge"  als  Aus- 
gangspunkt des  Zweifels  ansieht.  Als  drei  Jahre  später  ein  Brief  Galileis 
Oavalieri  nochmals  die  Veranlassung  gab,  die  Unterlassung  einer  Anfrage 
vor  der  Veröffentlichung  des  Specchio  zu  rechtfertigen,  beschränkt  er  sich 
darauf  zu  erklären:  er  habe  damals  geglaubt,  dafs  Galilei  auf  seine  Ent- 
deckung nur  geringen  Wert  lege*). 

Dafs  hier  so  wenig  wie  in  der  früheren  Verteidigung  hinzugefugt  wird, 
die  Konstruktion  der  „Dialoge"  habe  zu  dieser  Ansicht  die  dringendste  Ver- 
anlassung gegeben,  erklärt  sich  aus  dem  „eccesso  di  rivermjsa",  von  dem 


28)  Vergl.  Campou,  Carteggio  Gaiileano  inedito.    Modeiia  1881  p.  442. 


Die  Entdeckung  der  Parabelform  der  Wurf  linie.  611 

Gavaijebi's  Briefe  an  Qalh^bi  ohne  Attsnahme  Zeugnis  ablegen.  Ein  Wort, 
das  als  ein  kritisches  auch  nnr  gedeutet  werden  könnte,  ist  in  diesen 
Briefen  nicht  zu  finden;  aber  ohne  die  Andeutung  einer  Kritik  konnte  er 
von  dem  Widerspruch  zwischen  der  Konstruktion  der  „Dialoge*'  und  der 
richtigen  Zusammensetzung  der  Wurflinie  nicht  reden. 

WiU  man  dieser  Auffassung  gegenüber,  die  sich  im  Hypothetischen 
auf  das  Notwendigste  beschränkt,  als  wahrscheinlicher  ansehen,  daTs  Cava- 
UBKi  Galilei  zu  liebe  nachträglich  ein  Wissen  von  früherer  Entdeckung 
fingiert,  und  um  es  glaublicher  zu  machen,  thatsächliche  Einzelheiten  hinzu 
erfindet,  denen  keine  Wirklichkeit  entspricht,  so  ist  damit  doch  nichts 
weiter  gewonnen  als  eine  Voraussetzung,  unter  der  Cavalieri  als  selbst- 
ständiger Entdecker  angesehen  werden  kann,  keinenfalls  ein  ausreichender 
Grund,  Galileis  Entdeckung  zu  leugnen.  Denn  die  Vorstellung,  dalüs  Ga- 
lilei nicht  erkannt  und  irgendwie  gelehrt  haben  könne,  was  Cayaliebi 
unbekannt  geblieben  ist,  wird  durch  die  Notizen,  die  uns  über  das  Ver- 
hältnis beider  Männer  zu  Gebote  stehen,  in  keiner  Weise  gerechtfertigt. 
Wenn  Cavalieri  sich  Galileis  Schüler  nennt,  so  war  er  das  doch  in  ganz 
anderem  Sinne  als  beispielsweise  Castet.tj,  Aproino,  ANTONmi.  Seine  Be- 
ziehungen zu  Galilei  beg^uen  9  Jahre,  nachdem  dieser  Padua  verlassen, 
also  im  gewöhnlichen  Sinne  zu  lehren  aufgehört  hatte.  Im  Jahre  1619 
empfahl  der  Ejirdinal  Borromeo  den  vielversprechenden  jungen  Mann,  der 
in  Pisa  sich  mathematischen  Studien  widmen  wollte,  dem  Wohlwollen  Ga- 
LiLEi's;  in  Pisa  wurde  er  Schüler  des  Pater  Castelli;  wie  weit  dieser  sich 
berechtigt  glauben  konnte,  ihn  in  die  Lehren  einzuweihen,  die  Galilei  noch 
immer  künftiger  Veröffentlichung  vorbehielt,  läTst  sich  mit  Sicherheit  nicht 
sagen;  was  in  dieser  Beziehung  CAVALiEafs  Brief  vom  21.  September  1632 
ausfahrt,  deutet  mehr  auf  zufällige  Mitteilung  als  auf  regelmäüsigen  Unter- 
richt; ebensowenig  ist  bekannt,  in  welchem  Mafse  bei  Galilbi's  gelegent- 
licher Anwesenheit  in  Pisa  oder  bei  Besuchen  CAVALiERfs  in  Florenz  der 
junge  Mathematiker  sich  der  unmittelbaren  Belehrung  dessen  erfreuen 
durfte,  den  er  als  Meister  verehrt.  Von  solcher  Belehrung  redet  in  un- 
zweideutiger Weise  Galilei  in  seinem  Brief  an  Marsigli  vom  11.  Sep- 
tember 1632;  er  sagt  nicht  ausdrücklich,  scheint  aber  doch  nicht  zu  be- 
zweifeln, dafs  Cavalieri  auch  den  Aufschlufs  über  die  Wurflinie  seiner 
direkten  Mitteilung  verdankt.  Aber  Cavalieri  bestätigt  diese  Voraus- 
setzung nicht;  er  verneint  sie  vielmehr  durch  Schweigen.  Nicht  von  Ga- 
lilei und  nicht  von  Castelu,  sondern  von  Castell^s  Schülern  und  von 
andern  hat  er  die  These  gehört.  Dieses  Nichteingehen  auf  Galilbi's  An- 
deutung ist  umsomehr  beachtenswert,  wenn  man  annimmt^  dafs  Cavalieri, 

um  Galilei  nicht  zu   widersprechen,  sein  Vorwissen  durchaus  fingiert;  er 

39* 
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würde  also  selbst  im  Fingieren,  wo  es  auf  etwas  mehr  oder  weniger  in  der 
Willfährigkeit  nicht  ankommen  konnte,  nicht  zugestehen  wollen,  daüs  er 
Galilei  selbst  die  Kenntnis  dieser  besonderen  Lehre  Terdankt^  Mit  seinem 
Bmtns  Verhältnis  war  demnach  seiner  eigenen  Auffassung  nach  wohl  ybt- 
einbar,  dafs  Galilei  über  eine  Lehre,  auf  die  er  so  grofsen  Wert  legt,  ihn 
nicht  persönlich  unterrichtet  hat. 

Auch  der  „Specchio  Ustorio"  liefert  keinen  Beweis  in  entgegengesetztem 
Sinne.  Obgleich  Gavalieri  hier  mit  so  besonderem  Nachdruck  erkl&rt,  dals 
er  von  den  Problemen  der  Bewegungslehre  als  GAULEf  s  Schüler  rede,  ent- 
halt doch  sein  Buch  —  abgesehen  Ton  der  Parabelform  der  Wurfünie  — 
in  Bezug  auf  die  Bewegungslehre  nichts,  was  er  nicht  den  gedruckten 
„Dialogen  über  die  Hauptweltsysteme''  entnehmen  konnte  und  im  Wesent- 
lichen ihnen  entnommen  hat,  also  nichts,  was  ihn  als  vorzugsweise  Ein- 
geweihten der  GALiLEf  sehen  Lehre  erkennen  liefse. 

War  er  das  nicht  oder  läfst  sich  doch  nicht  nachweisen,  dals  er  es 
gewesen  ist,  so  kann  auch  sein  vermeintliches  Nichtwissen  für  weitere 
Schlüsse  auf  den  Inhalt  der  älteren  Galilei^ sehen  Wurflehre  nicht  ver- 
wertet werden,  geschweige  als  ein  widersprechendes  Zeugnis  in  Betracht 
konmien,  wo  Galilei  sagt:  ich  habe  sie  gefunden I 


V. 

CAVERNfs  Roman  hat  noch  eine  Fortsetzung.  Er  hat  im  ersten  Bande 
seiner  Geschichte  Galilei  als  den  gewissenlosen  Tyrannen  geschildert,  der 
um  seine  Herrschaft  zu  befestigen,  selbst  vor  Brudermord  nicht  zurück- 
schreckt, wenn  im  Bruder  ihm  ein  Nebenbuhler  ersteht  und  nur  nach 
seiner  Yemichtung  er  sich  des  geraubten  Gutes  in  Sicherheit  erfreuen  kann. 
Wie  hat  nun  der  räuberische  Tyrann  in  unserm  Falle  sich  den  Baub  ge- 
sichert? Wie  ist  er  mit  dem  Bruder  verfahren,  der  ihm  anheimgiebt 
zwischen  drei  Wegen  zu  wählen,  um  für  alle  Zeiten  gegen  seine  Ansprüche 
gesichert  zu  sein?  Caverni  weiTs  auch  davon  zu  erz&hlen;  mit  Entsetzen 
sieht  der  Leser  sich  verwirklichen,  was  die  vorhergehende  Schilderung  er- 
warten liefs.  Galilei  giebt  dem  treuen  Schüler  zu  verstehen,  dafs  von  den 
verschiedenen  Mitteln,  die  er  zur  Sühne  vorgeschlagen,  ihm  eine  Zerstörung 
der  unbequemen  Schrift  durch  das  Feuer  am  besten  gefallen  würde;  und 
Cavalieri  zaudert  nicht:  so  vollständig  fuhrt  er  das  Werk  der  Selbst- 
verleugnung aus,  dafs  heute  kaum  mehr  ein  Exemplar  seiner  Schrift  zu 
finden  ist;  schon  im  Jahre  1650  war  dieselbe  so  selten  geworden,  dafs 
Daviso,  ein  Schüler  des  grofsen  Mathematikers,  eine  neue  Ausgabe  her- 
zustellen für  notwendig  erkannte. 
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Dieser  Erz&hlung  liegt  an  Thatsächliohem  nichts  weiter  zu  Grunde,  als 
die  Veröffentlichung  einer  zweiten  Auflage  des  ,JSpecckio  Ustorio'*  im  Jahre 
1650;  alles  Übrige  ist  nicht  nur  durch  kein  heute  zugängliches  Zeugnis 
verbürgt,  sondern  mit  dem,  was  man  über  den  wirklichen  Verlauf  der  Dinge 
weifs,  im  allersch&rfsten  Widerspruch. 

GAiiiLEfs  lebhafte  Erregung  war  durch  Cavauebi's  Erklärungen  be- 
sänftigt; das  bezeugt  sein  Brief  vom  16.  Oktober  1632  an  Cesare  Marsigli. 
„Ich  habe",  schreibt  er,  „von  dem  sehr  ehrwürdigen  Pater  Buonaventüra 
einen  langen  Brief  voller  Entschuldigungen  empfangen;  deren  hat  es  wahr- 
lich nicht  bedurft;  denn  ich  habe  niemals  an  seiner  besten  Absicht  ge- 
zweifelt, sondern  mich  über  mein  MiJGsgeschick  beklagt,  das  mir  gegen 
seinen  Willen  und  seine  Meinung  zum  Kummer  werden  liefs,  was  er  gethan. 
Ich  kann  ihm  für  heute  nicht  antworten,  da  ich  aufserordentlich  beschäftigt 
bin,  und  bitte  Euch  nur  ihm  zu  sagen,  dafs  ich  nicht  wünsche,  dafs  der 
Herr  Pater  irgend  etwas  in  seinem  bereits  gedruckten  Buche  ändere,  dafs 
ich  ihm  vielmehr  danke,  für  die  ehrenvolle  Erwähnung  meiner  Person'* ^^). 

Dafs  Cavalieki  diese  Worte  so  aufgefafst  hat,  wie  jeder  Unbefangene, 
der  sie  heute  liest,  geht  in  unzweideutiger  Weise  aus  seiner  Erwiderung 
vom  7.  Dezember  hervor,  in  der  es  heifst:  „Dafs  Ihr  nunmehr  befriedigt 
seid,  da  Ihr  gesehen,  in  welcher  Weise  ich  jene  Lehre  zur  Sprache  bringe, 
ist  mir  über  die  Malten  lieb"*^). 

Inzwischen  hatte  Cavaliekk  sein  Buch  nach  Florenz  geschickt;  in  der 
Erwartung,  dafs  Galilei  es  empfangen,  bittet  er  ihn  um  sein  Urteil, 
namentlich  in  Betreff  der  dargelegten  Ansicht  über  den  Brennspiegel  des 
Archimedes,  um  dessentwillen  er  hauptsächlich  das  Buch  habe  drucken 
laSsen.  Galileis  Antwort  ist  wiederum  an  Cäsar  Marsigli  gerichtet. 
Hier  endlich  darf  man  erwarten,  den  Brudermörder  reden  zu  hören;  aber 
was  Galilei  am  31.  Dezember  1632  mitten  unter  den  aufregenden  Ver- 
handlungen über  die  Befehle  der  römischen  Inquisition  dem  Freunde  nach 
Bologna  schreibt,  ist  erfüllt  von  so  warmem  Wohlwollen  und  von  so  neid- 
loser Freude  an  den  Erfolgen  des  jüngeren  Mitarbeiters^  wie  diese  Em- 
pfindungen nur  jemals  bei  einem  groüsen  Forscher  zum  Ausdruck  gekommen 
sind.  „Mit  Euch,"  schreibt  Galilei  an  Marsigli,  „und  nicht  mit  dem  Ver- 
fasser des  „Specchio  ustorio"  will  ich  mich  der  wunderbaren  Erfindung 
erfreuen,  weil  ich  gewifs  bin,  dafs  er,  der  sie  ergründet,  über  sie  so  grofse 
Freude  empfindet,  dafs  sie  Erhöhung  nicht  duldet.  Mit  Euch  mufs  ich 
aufserdem  mich  freuen,  wenn  ich  den  glücklichen  Fortschritt  und  den  über- 


29)  Opere  ed.  Albbri  VII,  14. 

30)  Ebenda  IX,  317. 
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menschlichen  Erfolg  dieses  genialen  Kopfes  sehe,  der  vormals  Ench  von 
mir  empfohlen  und  von  Euch  begünstigt  worden  ist;  und  wenn  mein  üi^ 
teil  bei  den  dortigen  Herren  noch  in  irgend  welcher  Geltung  steht,  so 
würde  ich  ihnen  raten,  ihm  freien  Lauf  durch  das  weite  Gebiet  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  zu  gew&hren,  wohin  immer  der  Genius  ihn  zieht, 
denn  eben  der  Weg  wird  auch  der  allerbeste  sein  und  ohne  jeden  Ver- 
gleich vorzuziehen  der  Berechnung  von  Ephemeriden  oder  der  Aufteilung 
von  Horoskopen*"^). 

Es  bedarf  nach  diesen  Zitaten  keines  weiteren  Wortes,  um  darzuthun, 
dafs  —  wenn  irgend  welche  geheimnisvolle  Machinationen  der  Verbreitung 
des  Speochio  ustorio  in  seiner  ersten  Auflage  hinderlich  gewesen  sind  oder 
gar  eine  Vernichtung  erheblicher  Teile  dieser  Auflage  bewirkt  haben  — 
Galilei'b  Urteil  und  Wille  dabei  nicht  beteiligt  gewesen  sein  kann.  Aber 
auch  für  die  Thatsache,  die  durch  GALiLEfs  Eingriff  erklärlich  erscheinen 
soll,  ist  Cavebni  den  Beweis  schuldig  geblieben.  Die  Ausgabe  des  Specchio 
ustorio  von  1632  ist  allem  Anscheine  nach  heute  nicht  seltener,  als  andere 
Bücher  von  ähnlicher  Bedeutung  aus  demselben  Zeitalter;  sie  wird  in  ge- 
schichtlichen Werken  fast  ausschliefslich  zitiert  und  findet  sich  beispiels- 
weise in  gröijBeren  deutschen  Bibliotheken  ziemlich  allgemein.  Die  Aus- 
gabe von  1660  enthält  nicht  die  leiseste  Andeutung  darüber,  dafs  aufseid 
gewöhnliche  Umstände  das  Erscheinen  eines  zweiten  Abdrucks  notwendig 
gemacht  haben;  man  darf  also  annehmen,  dafs  irgend  eine  von  den  ge- 
wöhnlichen Ursachen,  um  derentwillen  zweite  Auflagen  auch  anderer 
Bücher  18  Jahre  oder  früher  nach  der  ersten  gedruckt  werden,  den  Pater 
Urbano  Daviso  veranla&t  haben  wird,  das  Werk  seines  Lehrers  und  Ordens- 
bruders zum  zweitenmal  herauszugeben. 

Der  unhaltbaren  Verdächtigung  gegenüber  liefse  sich  mit  besserem 
Grund  die  Vermutung  verteidigen,  dals  GaiiIlei  selbst  durch  seine  über- 
aus warmen  Empfehlungen  nicht  unwesentlich  dazu  beigetragen,  die  Ver- 
breitung des  Specchio  ustorio  und  dadurch  die  Erschöpfung  der  ersten 
Auflage  zu  befördern.  Galilei  begnügte  sich  nicht,  seinen  Freunden,  wie 
dem  P.  FuLOEMzio  Mioanzio  die  Lektüre  des  Buches  zu  empfehlen,  an- 
gesehene Persönlichkeiten  wie  den  Kardinal  Capponi  zur  Anknüpfung  per- 
sönlicher Beziehungen  mit  dem  Verfasser  um  des  trefflichen  Werkes  willen 
zu  veranlassen^^),  auch  in  voller  Öffentlichkeit,  in  seinem  unsterblichen 
Hauptwerk  gedenkt  er  des  Paters  Buonaventuba  Cavalieri  und  seines 
Werkes  über  den  Brennspiegel,  „das  er  mit  Bewunderung  gelesen  habe"''). 

31)  Opere  ed.  Albebi  VII,  14. 

32)  Vergl.  Gahfobi,  Carteggio  Galüeano  inedüo  p.  447,  490. 

33)  Ediz.  Nazionale  Vm,  87. 
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So  verweist  er  selbst  in  Ausdrücken,  wie  er  sie  nur  fiir  die  gröfsten 
Forscher  kennt,  seine  Leser  auf  das  Buch,  das  ihm  in  der  Veröffentlichung 
des  Hauptsatzes  seiner  Wurflehre  um  6  Jahre  zuvorgekommen  war. 

Als   widersinnig  und  unwahr,  wie   solchen  Thatsachen  gegenüber  die 
von  Cavekni  erzählte  Geschichte  des  Specchio  ustorio  erscheint,  muTs  auch 
bezeichnet  werden,   was  er  zum  ferneren  Beweis  ftbr  CAVALiERfs  Priorit&t 
von  einer  Entstehung  der  GAULEf  sehen  Wurf  lehre  in   den  Jahren    1636 
und  37  berichtet.     In    der  That  läfst   eine  Folge   von  Briefen    aus    dem 
Jahre  1637  bestimmt  erkennen,  dafs  Galilei  in  jener  Zeit,  also  unmittel- 
bar vor  der  Veröffentlichung  der  „Dialoge  über  zwei  neue  Wissenschaften" 
sich  mit  der  Lehre  von  den  Proietti  beschftffcigt   hat   und    dafs   der  hol- 
ländische Verleger  mahnen  mnfste,   um   diesen    Teil   des    Manuskripts   zu 
erhalten,  nachdem  die   vorhergehenden  bereits  gedruckt  waren.     „Die  Do- 
kumente",   sagt    Cavebni    und   verweist   dabei    auf  die    soeben    erwähnten 
Briefe,    „bezeugen,    dafs    während   die    ersten   lateinischen   Sätze    über   die 
beschleunigte   Bewegung  bis  zum  Jahre   1604   hinaufreichen,   die   auf  die 
Proietti   bezüglichen    zum    gröfsten  Teil   16B6   und  37   geschrieben   sind.^ 
Dabei  begegnet  dem  strengen  Kritiker  eine  Vertauschxmg  des  Inhalts  der 
„Dokumente"  mit  dem  Gegenstand  seiner  Beweisführung.     Die  letztere  hat 
es    mit   den   lateinisch   geschriebenen   Abschnitten   des   vierten    Tages   der 
Dialoge  von   1638  zu  thun,    die  „Dokumente"  reden    ohne  Weiteres  von 
dem  Gesamtinhalt  dieses  vierten  Tages.     Dafs  jene  in  lateinischer  Sprache 
geschriebenen  Abschnitte    in   den  Jahren    1636    und    37    entstanden   sind, 
kann  ersichtlich  nicht  daraus  entnommen,  also  auch  nicht  dadurch  bestätigt 
werden,  dafs  nachweislich  Galilei  noch  im  Jahre  1637  mit  der  Bearbeitung  des 
vierten  und  letzten  Teils  seines  Werkes  beschäftigt  gewesen  ist;  denn  dieser 
vierte  „Tag"  enthält  zwar  als  kleineren  Teil  jene  lateinischen  Abschnitte,  da- 
neben aber  einen  grölseren  in  dialogischer  Form  und  italienischer  Sprache  ge- 
schriebenen, der  die  lateinischen  Sätze  erläutert  und  ausführt;    dafs  nicht 
etwa   nur   dieser   letztere   gröfsere  Teil,    von    dem  es  sehr  glaublich  und 
wahrscheinlich   ist,    sondern    der  kleinere,    von .  dem   es  mit   gutem  Grund 
bezweifelt  wird,    Galilei  bis  unmittelbar  vor  der  Veröffentlichung   seines 
Werks  beschäftigt  hat,  wird  in  jenen  Briefen  nicht  angedeutet;    sie   reden 
allgemein    von    den    Proietti    und    lassen    daher   nur    erkennen,    dafs    der 
73jährige  Greis  gethan  hat,  was  in  ähnlicher  Lage  auch  jüngere  Leute  zu 
thun  pflegen:    er  hat  an  dem  letzten    Teil  seines  Werks  bis  zum  letzten 
Augenblick  vor  der  Veröffentlichung  gearbeitet. 
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VI. 

Caverni  richtet  gegen  das  Ende  seiner  langen  Anklageschrift  an 
Galilei  die  folgende  Heransforderang: 

„Da  Ihr,  Herr  Galileo,  f&r  gut  hefdnden  haht,  mit  der  Würde  Eurer 
handelnden  Personen  Euer  Spiel  zu  treiben  und  über  eine  Frage  von  so 
grofser  Bedeutung  in  Eurem  Hauptwerk  in  scherzender  Weise  zu  verhandehi 
beliebt,  sagt  uns,  in  welcher  andern  Eurer  Abhandlungen,  Briefe  oder 
Notizen  Ihr  während  yierzigjfthriger  Studien  über  die  geworfenen    Körper 

von  ihren  parabolischen  Bahnen  ernsthaft  geschrieben  habt'' „und 

seid  Ihr  nicht  im  Stande,  ein  glaubwürdiges  Schriftstück  zu  produzieren, 
das  vor  dem  September  des  Jahres  1682  entstanden  ist,  so  können  wir 
Euch  nicht  von  der  Anklage  freisprechen,  in  einer  Weise,  die  des  Philoso- 
phen wie  des  Mannes  von  ehrenhafter  Gesinnung  unwürdig,  die  Entdeckung, 
nach  der  Ihr  so  sehr  begehrt,  dem  Cavalieri  weggenommen  zu  haben." 

Als  Caverni  dem  toten  Helden  diese  verwegenen  Worte  ins  Grab  rief, 
hielt  er  in  eigenen  Händen  nicht  ein  einzelnes,  sondern  eine  ganze  Folge 
von  Dokumenten,  wie  er  sie  verlangt,  in  ihnen  die  entscheidende  Wider- 
legung seiner  Anklage,  die  ihn  hätte  zwingen  müssen,  den  gröfsten  Teil 
seines  Buches  zu  vernichten,  wenn  er  noch  fähig  gewesen  wäre,  das  dichte 
Gewebe  der  Selbsttäuschung,  in  das  er  sich  verstrickt,  zu  zerreüjsen. 

Durch  denselben  vierten  Band  des  CAVEBin'schen  Werkes,  der  die  hier 
erörterte  Streitfrage  behandelt,  ist  zum  ersten  Mal  in  weiteren  Kreisen  be- 
kannt geworden,  dafs  unter  den  Handschriften  der  Biblioteca  nazionale  in 
Florenz,  untermischt  mit  Entwürfen  zum  Text  der  gedruckten  Discorsi, 
Überreste  einer  älteren  Bearbeitung  der  Bewegungslehre  erhalten  sind,  von 
Galilei's  Hand  geschriebene  Fragmente,  die  allem  Anscheine  nach  der 
Paduaner  Periode  angehören  und  ohne  Zweifel  über  die  Geschichte  seiner 
gröfsten  Entdeckungen  neues  Licht  verbreiten  werden.  Caverni  hat  es  mög- 
lich gefunden,  durch  Benutzung  dieser  Handschriften  Teile  einer  früheren 
Redaktion  der  „neuen  Wissenschaft^^  zu  rekonstruieren,  die  er  in  die  Jahre 
1602  und  1604 -—10  verlegt.  Er  hat  —  wie  er  auseinandersetzt  —  für 
den  Zweck  dieser  Wiederherstellung  Argumente  formaler  wie  materieller 
Natur  benutzt,  unter  den  letzteren  hebt  er  die  Verschiedenheiten  der  Hand- 
schrift in  verschiedenen  Lebensaltem  hervor.  „Es  ist  Allen  bekannt^,  sagt 
er,  „wie  die  schreibende  Hand  durch  die  Jahre  in  derselben  Weise  einer 
Veränderung  unterliegt,  wie  die  Bewegungen  aller  übrigen  Glieder;  ein 
Jeder  kann  das  an  sich  selbst  erfahren,  wenn  er  vergleicht,  was  er  im 
3Qaten  jg^jjj.  geschrieben  und  was  im  50**®**.  Die  Verschiedenheit  würde 
ohne  Zweifel  noch  viel  merklicher  sein,  wenn  man  den  Vergleich  anstellte 
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zwischen  der  Schrift  der  ersten  Jugend  und  derjenigen  des  höchsten  Alters; 
wir  haben  nns  jedoch  an  die  20  Jahre  gehalten,  die  den  zwischen  diesen 
Schriften  liegenden  Zeitraum  ausmachen.  Dieselben  sind  im  Jahre  1610 
liegen  gelassen  und  erst  1630  planmftfsig  wieder  aufgenommen  worden,  wie 
an  betreffender  Stelle  sich  aus  den  zuverlässigsten  Dokumenten  ergeben 
wird.  Die  zwischen  1602  und  1610  bewiesenen  Lehrsätze  sind  mit  hellerer 
Tinte  geschrieben  und  mit  leichten,  runden  Formen.  Im  Jahre  1630  be- 
durfte das  Auge,  das  so  weit  geschwächt  war,  dafs  es  nach  wenigen  Jahren 
völlig  erlöschen  sollte,  besser  ausgeprägter  Zeichen;  deshalb  ist  die  Tinte 
schwarz,  die  Striche  dick,  die  Formen  viereckig"^). 

Es  mufe  den  italienischen  Gelehrten,  den  gewiegten  Kennern  der  in 
Florenz  bewahrten  Manuskripte  überlassen  bleiben,  sich  über  die  Zuverlässig- 
keit dieser  Beobachtungen  und  über  ihre  Verwertung  zu  weittragenden 
Schlüssen  für  die  Geschichte  der  Wissenschaft  zu  äuTsem;  an  dieser  Stelle 
ist  nur  hervorzuheben,  was  für  die  GALiLEfsche  Wurflehre  in  Betracht 
konmii  Caverni  benutzt  auch  hier  in  ausgedehntestem  Mause  Galileis 
ungedruckte  und  bis  dahin  unbekannte  Aufzeichnungen.  Dieselben  beziehen 
sich  auf  die  meisten  der  in  den  lateinischen  Texten  des  vierten  Tages  der 
Discorsi  behandelten  Fragen,  weichen  jedoch  im  Wortlaut  wie  in  den 
Einzelheiten  der  Beweisführung  von  den  inhaltsverwandten  Abschnitten  des 
gedruckten  Werks  mehr  oder  minder  ab;  alle  aber  gehen  in  völlig  unzwei- 
deutiger Weise  von  der  Parabelform  der  Wurflinie  als  gegebener  Thatsache 
aus.  Es  war  daher  für  den  Yei^idiger  einer  Entdeckung  durch  Cavalieri 
von  entscheidender  Bedeutung,  auTser  Frage  zu  stellen,  dafs  nicht  ein  ein- 
ziges dieser  Fragmente  nach  den  von  Cavebmi  entdeckten  „materiellen^' 
Argumenten  sich  als  ein  Schriftstück  der  Paduaner  Periode  oder  doch  als 
vor  1632  geschrieben  zu  erkennen  giebt.  Cavebni  hat  dies  stillschweigend 
verneint;  aus  der  Anordnung  seines  Buches,  in  dem  die  Entstehung  der 
wissenschaftlichen  Wurflehre  sich  an  die  Beraubung  Cavalier^s  knüpft, 
entnehmen  wir,  dafs  er  die  Fragmente,  in  denen  die  Parabelform  voraus- 
gesetzt wird,  insgesamt  als  nach  dem  Baube  geschrieben  ansieht.  Der 
Zeit  vor  1609  wurde  dagegen  jenes  vereinzelte  Fragment  zugeschrieben,  in 
dem  die  Frage  nach  der  Form  der  Wurflinie  aufgeworfen,  aber  nicht  be- 
antwortet wird;  auch  wenn  wir  von  Caverni's  willkürlicher  Einschaltung 
einer  nicht  vorhandenen  Antwort  absehen,  ergiebt  sich  daraus  eine  chrono- 
logische Sonderung  der  Fragmente,  die  sich  zu  Gunsten  der  hier  bestrittenen 
Hypothese  deuten  läfsi  um  so  mehr  scheint  befremdend,  dafs  gar  kein 
Versuch  gemacht  wird,  die  ausschlaggebende  Unterscheidung  mit  Hilfe  jener 


84)  Caverni,  Storia  del  metodo  esperimentale  in  Itälia  IV,  p.  341. 
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früher  erwähnten  materiellen  Kriterien  näher  zu  rechtfertigen;  nirgends  ist 
auch  nur  aasgesprochen,  da£3  die  Schriftzage  hier  and  dort  die  froher  ge- 
schilderten Verschiedenheiten  aufweisen  and  dadarch  die  verschiedenen  Alteis- 
stafen  des  Verfassers  verraten;  man  hat  daher  strenggenommen  keinen 
andern  Grand,  an  derartige  Ungleichheiten  za  glaahen,  als  den,  dafs  doch 
ein  verständiger  Historiker  Handschriften  verwandten  Inhalts  nicht  ganz 
nach  Gutdünken  oder  so,  wie  es  za  seinen  Ansichten  pafst,  die  eine  den 
hesten  Mannesjahren,  die  andern  dem  heginnenden  Greisenalter  zuweisen  wird. 

Durch  die  Veröffentlichung  der  zur  Bewegungslehre  gehörigen  Frag- 
mente im  achten  Band  der  Edizione  nazionale  der  Werke  Galileis  und 
durch  die  zugehörigen  Erläuterungen  des  Herausgehers  sind  wir  in  endgiltiger 
Weise  darüher  aufgeklärt,  dafs  Cavermi  die  gegen  ihn  entscheidende  Aus- 
sage der  Handschriften  in  willkürlichster  Weise  als  ein  Zeugnis  zu  Gunsten 
seiner  Beraubungshypothese  verwertet  hat. 

Durch  die  Veröffentlichung  der  Fragmente  und  die  Erläuterungen 
Antomio  Favako's  ist  festgestellt,  dafs 

1.  die  auf  die  Wurflehre  bezüglichen  Fragmente  von  der  Hand  Gali- 
leis, wie  sie  ungeordnet  zwischen  den  Blättern  des  zweiten  Teils  der  fünften 
Abteilung  der  GALiLEi-Manuskripte  gefunden  wurden,  der  Handschrift  nach 
zum  gröfseren  Teil  der  jugendlichen  Periode,  zum  kleineren  Teil  einer  spä- 
teren Zeit  angehören; 

2.  dafs  auf  mehreren  Blättern  ein  Teil  der  Aufzeichnungen  die  jugend- 
liche Handschrift  aufweist,  während  in  anderen  Teilen  entweder  im  Haupt- 
tezt  oder  in  Randbemerkungen  oder  auch  in  beiden  der  Handschrift  nach 
Ergänzungen,  Verbesserungen  oder  anderweitige  Zuthaten  aus  späterer  Zeit 
erkannt  werden. 

3.  Sämtliche  auf  die  Wurflehre  bezüglichen  Fragmente, 
mögen  sie  als  jugendliche  oder  spätere  durch  die  Handschrift 
gekennzeichnet  sein,  setzen  ihreiyi  Inhalte  nach  in  völlig  unzwei- 
deutiger Weise  die  Parabelform  der  Wurflinie  als  gegebene  That- 
sache  voraus.  Eine  Ausnahme  macht  die  oben  erwähnte  ZusanmiensteUung 
von  Fragen  oder  Kapitel-Überschriften  zur  Wurflehre,  in  der  zwar  die  Frage 
nach  der  Form  der  Wurflinie  Raum  findet,  aber  eine  weitere  Andeutung 
über  den  Inhalt  der  Antwort  nicht  gegeben  wird. 

In  sehr  interessanter  Weise  ist  in  der  Veröffentlichung  durch  die  Bei- 
gabe von  drei  Faksimiles  das  Nebeneinandervorkommen  der  verschiedenen 
Handschriften  und  dadurch  die  durch  drei  Jahrzehnte  fortgesetzte  Arbeit 
an  den  gleichen  Problemen  veranschaulicht.  Diese  Blätter  vergegenwärtigen 
uns,  wie  an  der  Schöpfung  jüngerer  Jahre  Galilei  selbst  in  späterer  Zeit 
Kritik  geübt,  wie  er  die  Ausdrücke  verändert,  die  Beweise  umgeschrieben 
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und  verbessert  oder  auch  den  früher  nur  hingeworfenen  Satz  ausführend 
bearbeitet  hat;  auf  eine  noch  spätere  Zeit  deutet  am  Eande  das  —  wie 
uns  bedünken  will  —  von  zitternder  Greiseshand  eingetragene  Wort  scriüa, 
durch  das  wir  erfahren,  daiä  der  Text  in  die  Wurflehre  der  Nuove  scienze 
aufgenommen  worden  ist. 

Soweit  ein  Faksimile  das  vermag,  gewähren  auch  die  drei  im  achten 
Bande  der  Edizione  nazionale  veröffentlichten  AufschluTs  über  die  hier  er- 
örterte Frage:  in  jedem  der  drei  reden  schon  die  an  der  Spitze  stehenden, 
von  vergleichsweise  jüngerer  Hand  geschriebenen  Sätze  von  der  Parabel- 
form. Was  auch  dem  Laien  hier  der  Augenschein  glaublich  macht,  wird 
durch  die  unter  3.  verzeichnete  Erklärung  des  Herausgebers  der  Edizione 
Nazionale,  des  gründlichsten  Kenners  der  GALiLBf sehen  Handschrift  zur 
Gewifsheit  erhoben.  Es  schien  mir  wünschenswert  an  dieser  Stelle  die  an 
sich  ausreichende  allgemeine  Erklärung  durch  genauere  Angaben  über  den 
Inhalt  solcher  Fragmente  ergänzen  zu  dürfen,  die  mit  Sicherheit  der  Periode 
jugendlicher  Forschung  zuzurechnen  sind.  Professor  Favaro  hat  mir  auch 
in  dieser  Beziehung  mit  liebenswürdiger  Bereitwilligkeit  jeden  gewünschten 
AufschluTs  erteilt. 

unter  den  jetzt  zuerst  bekannt  gewordenen  fesselte  meine  Aufmerksamkeit 
in  erster  Linie  ein  in  italienischer  Sprache  geschriebenes  Fragment,  das  mit 
den  Worten  beginnt:  „Ich  nehme  an  (und  werde  vielleicht  beweisen  können) 
dafs  der  fallende  schwere  Körper  naturgemäfs  seine  Geschwindigkeit  fort- 
während in  dem  Verhältnis  beschleunigt,  in  dem  seine  Entfernung  von  dem 
Ausgangspunkte  der  Bewegung  zunimmt.^'  —  „Das  Prinzip",  fährt  der  Ver- 
fasser fort,  „erscheint  mir  sehr  natürlich  und  allen  Erfahrungen  entsprechend, 
die  wir  an  Instrumenten  und  Maschinen  sehen,  die  durch  Stofsen  wirken, 
wo  das  Stofsende  um  so  größere  Wirkung  hervorbringt,  aus  je  gröfserer 
Höhe  es  fällt,  und  unter  Voraussetzung  dieses  Prinzips  werde  ich  das 
übrige  beweisen." 

Im  Folgenden  wird  dann  in  sehr  eigentümlicher  Weise  als  notwendige 
Folge  des  aufgestellten  Satzes  abgeleitet,  dafs  die  in  gleichen  Zeiten  von 
dem  fallenden  Körper  zurückgelegten  Wege  sich  wie  die  ungeraden  Zahlen 
ab  unifate  verhalten  und  hinzugefügt:  „es  stimmt  dies  mit  dem  überein, 
was  ich  immer  gesagt  und  durch  Versuche  beobachtet  habe;  und  so  stimmen 
alle  Wahrheiten  mit  einander  überein".  Das  Vorstehende  vorausgesetzt, 
wird  dann  weiter  bewiesen,  „dafs  die  Geschwindigkeit  bei  der  gewaltsamen 
Bewegung  in  demselben  Verhältnis  abnimmt,  in  der  sie  in  derselben  ge- 
raden Linie  bei  der  natürlichen  Bewegung  wächst"^). 


^b)Ed.  Naz,  Vm,  p.  373—74. 
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Das  Fragment  stimmt^  wie  man  sieht,  dem  Inhalte  nach  im  wesent- 
lichen mit  dem  Brief  überein,  in  dem  Galilei  am  16.  Oktober  1604  über 
denselben  (später  verworfenen)  Grandgedanken  und  seine  Verwertung  an 
Paolo  Sarpi  berichtet^).  Dieser  Brief  erscheint  als  eine  abgekürzte 
Wiedergabe  dessen,  was  in  dem  Fragment  höchst  wahrscheinlich  in  erster 
Aufzeichnung  niedergeschrieben  wurde,  unter  den  Einzelheiten,  in  denen 
der  Wortlaut  des  Fragments  von  dem  des  Briefes  abweicht,  sei  hervor- 
gehoben, dafs  in  jenem  die  Entdeckung  des  Fallgesetzes  und  die  der  Er- 
klärung durch  die  Proportionalität  der  Geschwindigkeiten  und  der  zurück- 
gelegten Wege  in  einer  Weise  zeitlich  getrennt  erscheinen,  wie  dies  aus 
dem  Brief  an  Sarpi  nicht  zu  entnehmen  war.  Der  Wortlaut  des  letzteren 
schien  sehr  wohl  mit  der  Annahme  vereinbar,  dafs  auch  die  Entdeckung 
des  Fallgesetzes  im  Jahre  1604  erfolgt  sei.  Dagegen  nötigt  uns  die  Äufse- 
rung  des  Fragments,  in  der  Galilei  das  Gesetz  der  ungeraden  Zahlen  als 
etwas  bezeichnet,  „die  ho  scmpre  detto  e  con  esperienze  osservaio",  an  er- 
heblich frühere  Ergründung  dieser  Wahrheit  zu  denken. 

Das  Fragment  selbst  darf  man,  da  es  unzweifelhaft  Autograph  ist, 
zuversichtlich  als  kurz  vor  dem  Brief  an  Sarpi  geschrieben  ansehen;  es 
gehört  also  jedenfalls  der  zweiten  Hälfte  des  Jahres  1604  an.  Mit  dieser 
Thatsache  ist,  wenn  es  dessen  bedürfen  sollte,  ein  Anhaltspunkt  für  die 
Schätzung  des  Alters  der  übrigen  Fragmente  gegeben. 

Die    Annahme,    dafs    das    hier    besprochene    Fragment    von    Galileis 

•  

jugendlicher  Hand  geschrieben  sein  müsse,  ist  von  Favaro  „mit  voller  Sicher- 
heit^^ als  zutreffend  erkannt.  Aber  mit  gleicher  Bestimmtheit  erkennt  der 
Gelehrte,  dessen  Urteil  wir  in  dieser  Beziehung  als  mafsgebend  betrachten 
müssen,  als  von  jugendlicher  Hand  geschrieben  die  nachfolgenden  zur  Wuri- 
lehre  gehörigen  Fragmente: 

1.  Pag.  424  (Mss.  Gal.  P.  V.  T.  H.  car.  193  r.). 

Es  ist  dies  die  im  Vorhergehenden  mehrfach  erwähnte,  in  italienischer 
Sprache  geschriebene  Zusammenstellung  artilleristischer  Probleme,  unter 
ihnen  die  beiden  Fragen: 

se  la  pcUla  vadia  per  linea  retta,  non  sendo  tirata  a  perpendicolo 
und 

che  linea  descriva  la  palla  nd  suo  moto, 

2.  Pag.  427  (Mss.  Gal.  P.  V.  T.  H.  car.  91  t) 

beginnend  mit  den  Worten:  determinetur  ergo  impetus.  Das  nur  aus  sieben 
Zeilen  samt  Zeichnung  bestehende  Bruchstück  formuliert  die  Aufgabe,  den 
Impetus   an   den   einzelnen  Punkten   der  Parabel   aus  dem   umner  gleich- 


36)  Vergl.  A.  Favabo,  Galileo  Galilei  e  lo  studio  d%  Padova  II,  p.  226. 
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bleibenden  horizoDtalen  und  dem  durch  senkrechten  Fall  erlangten  Impetus 
zu  bestimmen.  Dabei  wird  in  der  aus  den  Discorsi  bekannten  Weise  die 
horizontale  Geschwindigkeit  als  durch  freien  Fall  aus  entsprechender  Höhe 
erlangt  betrachtet. 

3.  Pag.  428  (Mss.  Gal.  P.  V.  T.  H.  car  110  i) 

Zahlenbeispiel  f&r  die  Berechnung  des  Impetus  an  verschiedenen  Stellen 
der  Parabel. 

4.  Pag.  428  (Mss.  P.  V.  T.  11.  car  87  t.)  „Datae  paräbolae  devaäonem 
invemre,  ex  qua  decidens  mobüe  paraholam  datam  descrihat/'  Die  Auflösung 
und  der  zugehörige  Beweis  stimmen  völlig  mit  der  entsprechenden  überein, 
die  in  den  gedruckten  Discorsi  unter  ProposiUo  Y  {Ed.  naz.  YID.  p.  293) 
mit  der  Überschrift:  „in  axe  extenso  datae  paräbolae  ptmelmn  sublime  re- 
perire  ex  quo  cadens  paräbölam  ipsam  describit^^  mitgeteilt  werden.  Dem- 
gemäTs  findet  sich  am  Fufse  des  Fragments  die  Bezeichnung  „scrittä'^  Eine 
Yergleichung  der  beiden  Überschriften  lehrt,  in  welchem  Maljse  die  spätere 
Bedaktion  bei  unverändertem  Inhalt  erhöhte  Deutlichkeit  des  Ausdrucks 
erstrebt.  Als  Abweichung  nur  im  Ausdruck  ist  femer  hervorzuheben,  dafs 
Galilei  in  den  Discorsi  als  sublmhitas  bezeichnet,  was  im  Fragment  devaäo 
genannt  wird.  Das  Wort  sublifmtas  scheint  in  den  zweifellos  ältesten 
Fragmenten  nicht  vorzukommen. 

Der  Lösung  der  Aufgabe  schliefst  sich  auf  pag.  429,  übereinstimmend 
mit  dem  CoroUarium  zu  Prop.  Y  die  Folgerung  an:  dafs  die  halbe  Basis 
die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  Höhe  der  Parabel  und  der  Er- 
hebung über  die  Parabel  ist.  Auch  hier  ist  in  den  Discorsi  suhliinitas  für 
das  „elevatio  supra  paräbölam^''  des  Fragments  gesetzt. 

5.  Pag.  429—30  (Mss.  Gal.  P.  V.  T.  n.  car.  9  a.  r.).  Das  Fragment 
beginnt  mit  Untersuchungen  über  das  Verhältnis  zwischen  der  Gröfse  des 
horizontalen  Impetus  und  der  Wurfweite  verschiedener  Halbparabeln,  sowie 
über  die  Änderung  des  Impetus  im  Fufspunkt  mit  der  Gröfse  des  hori- 
zontalen Impetus  bei  Halbparabeln  von  gleicher  Höhe.  Durch  ümkehrung 
wird  dann  die  vorhergehende  Betrachtung  auf  Yollparabeln  übertragen,  die 
dadurch  erzeugt  werden,  dafs  der  Wurf  in  der  Bichtung  der  Tangente  an 
die  Halbparabel  von  unten  her  erfolgt;  auch  für  diese  wird  das  Verhältnis 
der  Wurfweiten  bei  gleicher  Höhe  und  gegebener  ungleicher  Stärke  des 
Anfangs-Impetus  zunächst  für  einzelne  Fälle  abgeleitet.  Durch  Berechnung 
einzelner  Beispiele  wird  alsdann  mehr  veranschaulicht  als  bewiesen,  dafs 
durch  den  Wurf  in  der  Bichtung  von  45®  bei  gleicher  Kraft  eine  gröfsere 
Wurfweite  erzielt  wird  als  bei  grö&erer  und  geringerer  Neigung  gegen  die 
Horizontale.  Wie  in  den  Discorsi  wird  auch  in  diesem  Fragment  voraus- 
gesetzt, nicht  bewiesen,  dafs  ein  Körper,  der  in  der  Bichtung  der  Tangente 
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an  die  durch  horizontalen  Warf  erzengte  Halbparabel  schräg  aufwärts  ge- 
worfen wird,  die  gleiche  Parabel  beschreiben  mais. 

6.  Pag.  431  (Mss.  Gal.  P.  V.  T.  T.  11.  car.  III  r.). 

Beweis,  dafs  bei  Halbparabeln  gleicher  Amplitude  der  durch  den  Wurf 
erlangte  Impetus  kleiner  ist,  wenn  die  Amplitude  doppelt  so  grofs  als  wenn 
sie  mehr  als  doppelt  so  grofs  ist  als  die  Höhe.  Der  Beweis  stimmt  im 
Wesentlichen  mit  den  AusfCdirungen  zu  Propositio  YU  des  vierten  Tages 
der  Discorsi  überein. 

7.  Pag.  433  (Mss.  Gal.  P.  V.  T.  IL  car.  m.  t.). 

Anfang  des  Beweises  für  den  Satz  (FroposiUo  Vlll  des  4^*^  Tages  der 
Discorsi),  dafs  die  Amplituden  je  zweier  Parabeln  gleich  sind,  wenn  der 
Impetus  der  geworfenen  Körper  der  gleiche  ist  und  der  Wurf  in  Winkeln 
erfolgt,  die  vom  halben  Rechten  um  gleich  viel  oberhalb  und  unterhalb 
abweichen. 

Das  Ergebnis  dieser  Übersicht  ist  in  kurzen  Worten  zusammenzufiASsen. 

Es  sind  von  Galilbi's  Hand  aus  einer  Periode  der  GALiusi'schen 
Forschung,  die  sicher  der  Abfassung  der  „Dialoge  über  die  beiden  Haupt- 
Weltsysteme^*  vorausging,  eine  Beihe  von  Fragmenten  zur  Wurflehre  erbalten, 
in  denen  die  Erkenntnis  der  Parabelform  der  Wurflinie  vorausgesetzt  und 
überdies  die  wichtigsten  dieser  Erkenntnis  sich  anschlieHsenden  Lehren  in 
ähnlicher  Weise,  wie  in  den  lateinisch  geschriebenen  Abschnitten  der  Discorsi, 
zum  Teil  in  wörtlicher  Übereinstimmung  mit  denselben  behandelt  werden. 

Auch  in  dieser  Einschränkung  ausgesprochen,  genügt  das  Ergebnis  der 
Handschriften-Prüfung,  um  zu  beweisen,  dafs  die  Entdeckung  der  Parabel- 
form der  Wurflinie  Galilei,  nicht  Cavalibri  gehört  Es  ist  dabei  zunächst 
dem  Zweifel  Baum  gelassen,  ob  die  Ungleichheiten  der  Galileo  sehen  Hand- 
schrift eine  völlig  sichere  Unterscheidung  zwischen  dem,  was  vor  und  nach 
1610  geschrieben  ist,  gestatten  mögen.  Zieht  man  jedoch  in  Betracht,  daCs 
nach  allen  in  Galileis  Briefwechsel  vorliegenden  Angaben  ein  Abschluls 
seiner  Forschung  zur  Wurf  lehre  im  Jahre  1609  vor  der  Erfindung  des 
Femrohrs  stattgefunden  hat,  und  dafs  er  zu  dem  gleichen  Forschungsgebiet 
frühestens  zwei  Jahrzehnte  später  zurückgekehrt  ist,  so  gewährt  die  Wahr- 
nehmung, dafs  die  besprochenen  Fragmente  von  GALLLEfs  jugendlicher  Hand 
geschrieben  sind,  zugleich  ein  unzweideutiges  Zeugnis  dafär,  dafs  sie  der 
Paduaner  Periode  angehören,  also  Bruchstücke  deijenigen  Wurf  lehre  sind, 
von  der  Galilei  dem  Luga  Yalekio  und  dem  Minister  Yinta  berichtet,  und 
dafs  die  lateinischen  Abschnitte  des  vierten  Tages  der  Discorsi,  die  nur 
ausführen,  was  dem  Inhalte  nach  schon  in  den  Fragmenten  enthalten  ist, 
in  Wahrheit  sind,  was  sie  zu  sein  beanspruchen,  Bestandteile  des  in  Padua 
zum  vorläufigen  Abschlufs  gebrachten  Manuskripts  einer  neuen  Bewegungs- 
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lehre.  Galilei^s  Wurf  lehre,  wie  sie  in  den  Discorsi  vorgetragen  wird,  ist 
demnach  ein  Erzeugnis  jener  glorreichen  Zeit  seiner  besten  Mannesjahre, 
der  die  Mehrzahl  seiner  grofsen  Entdeckungen  angehört,  nicht  seines 
Greisenalters. 

So  ist  denn  auch,  CAVERNfs  kecker  Verwerfung  zum  Trotz,  jedem 
Zweifel  an  der  Glaubwürdigkeit  des  Briefes  vom  11.  September  1632  die 
Berechtigung  genommen.  Der  Brief  ist  wahr  in  allen  seinen  Teilen; 
GALiLEfs  Erklärung,  dafs  das  Suchen  nach  der  Form  der  Wurflinie  Aus- 
gangspunkt seiner  Bewegungsforschung  gewesen  sei,  muTs  wie  bisher,  auch 
fernerhin  als  festes  Datum  für  die  geschichtliche  Deutung  des  Entwicklungs- 
gangs der  neueren  Bewegungslehre  angesehen  werden. 

Mit  gröfserer  Bestimmtheit  darf  man  nunmehr  auch  den  Brief  vom 
Februar  1609  als  nach  der  Entdeckung  der  Parabelform  geschrieben,  das 
dort  zuerst  formulierte  Gesetz  der  gleichen  Fallzeiten  als  aus  der  Erkenntnis 
der  wahren  Beschaffenheit  der  Wurflinie  abgeleitet  ansehen;  wenn  Galilei 
hier  die  Yergleichung  der  Fallzeiten  der  mit  ungleicher  Ejraft  in  horizon- 
taler Bichtung  abgeschossenen  Kugeln  zu  den  Problemen  zählt,  die  ihm  zu 
erörtern  übrig  bleiben  (questioni  che  mi  restcmo  vntomo  äl  moto  dei  proietti)^ 
so  entspricht  das  durchaus  der  Vorstellung,  daiä  zu  jener  Zeit  die  Hauptsätze 
der  Wurflehre  bereits  festgestellt  waren,  das  Gesetz  der  gleichen  Fallzeiten 
nur  als  eine  weitere  Folgerung  hinzukam;  damit  scheint  zusammenzuhängen, 
dafs  diese  Folgerung,  die  Galilei  in  anderen  Schriften  offenbar  mit  besonderer 
Vorliebe  mehrfach  anführt,  in  den  lateinischen  Text  der  Wurf  lehre  der 
Discorsi  nicht  aufgenommen  ist. 

Zu  Scheinbeweisen  werden  dem  Zeugnis  der  Handschriften  gegenüber 
ohne  Weiteres  die  Widersprüche,  die  gegen  Galileis  Entdeckerrecht  aus 
den  „Dialogen  über  die  Weltsysteme"  und  aus  dem  „Specchio  tistorio"  her- 
geleitet worden  sind,  wie  alle  übrigen,  die  man  durch  Auslegung  anderer 
Stellen  konstruiert  hat  und  femer  konstruieren  könnte. 

Man  wird  trotz  dieser  endgiltig  entscheidenden  Bedeutung  der  Hand- 
schriften-Prüfung nicht  für  unangemessen  halten,  dafs  die  vorstehenden  Seiten 
sich  zumeist  mit  der  Widerlegung  scheinbarer  Gegenbeweise  beschäftigt  haben, 
also  strenggenommen  mit  dem  Nachweis,  dafs  nicht  wahrscheinlich  sei,  was  um 
stärkerer  Gründe  willen  als  falsch  betrachtet  werden  mufs.  Es  handelte  sich 
dabei  nicht  nur  um  die  Beantwortung  der  einen  Frage,  für  die  das  Zeugnis 
der  Schriftzüge  ausreicht,  sondern  um  eine  Deutung  des  geschichtlichen  Zu- 
sammenhangs in  solcher  Weise,  dafs  auch  der  Schein  eines  Widerspruchs 
zwischen  dem  Ergebnis  der  Handschriften-Prüfung  und  den  anderweitig  be- 
kannten Thatsachen  verschwand;  denn  erst  mit  der  Beseitigung  dieses  Wider- 
spruchs war  klare  geschichtliche  Einsicht  gewonnen.    Aber  noch  ein  zweites 
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liefs  die  eingehende  Erörterung  aller  vorgebrachten  Yerdachtsgrönde  ge- 
boten erscheinen.  Es  konnte  nicht  überflüssig  sein,  zu  zeigen,  dais  CAVERKf  s 
Angriff  nicht  weniger  unhaltbar  sein  würde,  wenn  nicht  durch  einen  glück- 
lichen Zufall  Dokumente  erhalten  wären,  die  an  sich  genügen,  den  Verdacht 
zu  widerlegen.  Unter  den  schweren  Verdächtigungen,  die  der  italienische 
Gelehrte  gegen  Gajlilei's  grofsen  Namen  erhoben  hat,  sind  nicht  wenige, 
denen  in  ähnlich  leichtfertiger  Weise  wie  den  hier  besprochenen  mit  Hülfe 
von  Deutung  und  Dichtung  der  Schein  von  Lebenskraft  eingeblasen  ist,  f&r 
deren  Nichtigkeit  jedoch  so  unwidersprechliche  Zeugen  wie  in  unserm 
Falle  nicht  in  die  Schranken  gerufen  werden  können.  Für  die  Unter- 
suchung dieser  andern  Fälle  mufste  es  von  Wert  sein,  an  dem  einen,  in 
dem  die  geschichtliche  Wahrheit  nicht  in  Frage  steht,  in  möglichst  voll- 
ständiger Weise  die  Methode  dargelegt  zu  sehen,  nach  der  auch  die  übrigen 
bearbeitet  sind. 
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I. 
Selbständig:  ersohienene  Werke. 

1.  Ueber  ein  weniger  gebräuchliches  Coordinaten -System.  Inaugural-Dissertation. 
Frankfurt  am  Main,  Druck  von  J.  J.  Schultheis  &  Comp.   1851.   39,  [1]  S.   8^ 

2.  Grundzüge  einer  Elementararithmetik  als  Leitfaden  zu  akademischen  Vor- 
trägen.   Heidelberg,  Verlag  Ton  Bangel  und  Schmidt,  1855.    176  S.   S^ 

3.  Mathematische  Beiträge  zum  Kulturleben  der  Völker.  Mit  vier  Tafeln.  Halle, 
Druck  und  Verlag  von  H.  W.  Schmidt  1863.   8^    XII,  432  S.,  4  Tafeln. 

4.  Euklid  und  sein  Jahrhundert.  Mathematisch -historische  Skizze.  Separat- 
abdruck aus  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Leipzig,  Druck  und 
Verlag  von  B.  G.  Teubner  1867.    1  Blatt,  72  S.   8«. 

o.  Die  Römischen  Agrimensoren  und  ihre  Stellung  in  der  Geschichte  der  Feld- 
mefskunst.  Eine  historisch -mathematische  Untersuchung.  Mit  5  (6)  litho- 
graphierten Tafeln.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner  1875. 
1  Blatt,  278  [1]  S.    8°.    6  Tafeln. 
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6.  Das  Gesetz  im  Zufall.  Vortrag.  Berlin  SW.  1877.  Verlag  von  Carl  Habel. 
(C.  G.  Lüderitz'sche  Verlagsbuchhandlung).  33  Wilhelmstrafse  33.  (Sammlnog 
gemeinverständl.  wissenschaftl.  Vorträge,  herausgegeben  von  Rud.  Virchow 
und  Frz.  von  Holtzendorff;  Xu.  Serie,  Heft  276.)    48  S.  (377—424).    S\ 

7.  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.  Erster  Band.  Von  den  ältesten 
Zeiten  bis  zum  Jahre  1200  n.  Chr.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  6. 
Teubner  1880.   VIII,  804  S.   gr.  8^   1  Tafel. 

8.  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.  Zweiter  Band.  Von  1200 — 16G8. 
Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner  1892.   X,  863  [1]  S.    gr.  8^ 

Auch  in  zwei  Hälfben  erschienen  I,  S.  1—500;  U,  X  u.  S.  501—864. 

9.  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.  Erster  Band.  Von  den  ältesten 
Zeiten  bis  zum  Jahre  1200  n.  Chr.  Mit  114  Figuren  im  Text  und  1  lithogr. 
Tafel.  Zweite  Auflage.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner  1894. 
Vn  [1],  883  [1]  S.    gr.  S\  1  Tafel. 

10.  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.  Dritter  (Schlufs-)  Band.  Vom 
Jahre  1668—1759.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.  XIV,  893 
[1]  S.    gr.  8^ 

Erste  Abtheilung.    Die  Zeit  von  1668—1699.    Mit  45  Figuren  im  Text. 

1894.    251  [1]  S. 
Zweite  Abtheilung.   Die  Zeit  von  1700—1726.    Mit  30  Figuren  im  Text. 

1896.    S.  253-472. 
Dritte  Abtheilung.    Die  Zeit  von  1727- 175S.    Mit  70  Figuren  im  Text. 

1898.    XIV  und  S.  473—893. 

11.  Politische  Arithmetik  oder  die  Arithmetik  des  täglichen  Lebens.  Leipzig, 
Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner  1898.    X,  136  S.    8®. 

12.  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.  Zweiter  Band.  Erster  Halb- 
band. Von  1200—1600.  Mit  93  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Zweite 
Auflage.    Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner  1899.    S.  1—480.   gr.  8. 

11. 
Zeitsohrüten^  an  deren  Herausgabe  Cantor  beteili^^t  viax. 

1.  Kritische  Zeitschrift  für  Chemie,  Physik  und  Mathematik.  Herausgegeben 
V.  A.  Kekul^,  G.  Levinstein,  F.  Eisenlohr  und  M.  Cantor.  Jahrgang 
1858  (einziger)  Erlangen,  F.  Enke. 

2.  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben  unter  der  verantwort- 
lichen Redaktion  von  Dr.  0.  Schlö milch  und  Dr.  B.  Witzschel  (Jahrg. 
I — III)  1856—1869;  unter  der  verantwortlichen  Redaktion  von  Dr.  0.  Schlö - 
milch,  Dr.  B. Witzschel  und  Dr.  M.  Cantor  (Jahrg.  IV)  1860;  unter  der  ver- 
antwortlichen Redaktion  von  Dr.  0.  Schlömilch,  Dr.  £.  Kahl  und  Dr.  M. 
Cantor(Jahrg.V— XXXVII)  1861— 1892;  unter  der  verantwortlichen  Redaktion 
von  Dr.  0.  Schlömilch  und  Dr.  M.  Cantor  (Jahrg.  XXXVIII— XLI)  1893— 
1896;  Gegenwärtig  herausgeg.  von  Dr.  R.  Mehmke  und  Dr.  M.  Cantor  (Jahrg. 
XLII— XLIV)  1897—1899.    Leipzig,  Verlag  von  B.  G.  Teubner  1956—1899. 

3.  Abhandlungen  zur  Geschichte  der  Mathematik.  In  zwanglosen  Heften.  I.  1877; 
IL  1879;  m.  1880;  IV.  1882;  V.  1890;  VI  1892;  VIL  1895;  VIIL  1898.  gr.  8«. 
Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner. 

Auch  als  Supplementhefte   zur  „Zeitschrift  für  Mathem.   und   Physik*' 
ausgegeben. 
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m. 

Abhandlungen  und  Beoensionen. 

A.  Aus  der  „Kritisehen  Zeitschrift  für  Chemie,  Physik  und  Mathematik". 

Stand  mir  nicht  znr  Disposition. 

B,  Ans  der  „Zeitschrift  für  Mathematik  und  Pbysik". 

I.  Abhandinngen. 

Jahrgang  1.  1856:  üeber  die  Einführung  unserer  gegenwärtigen  Ziffern  in 
Europa.  66—74.  —  Ueber  den  Werth  Ton  0®.    244—245. 

Jahrgang  2.  1857:  üeber  die  Porismen  des  Euklid  und  deren  Dinnatoren 
17 — 27.  —  Physikalische  Aufgabe  64 — 65.  —  üeber  eine  Eigenschaft  der  Bino- 
mialcoefQcienten  65 — 66.  —  üeber  eine  combinatorische  Aufgabe  103 — 107.  — 
Petrus  Ramus,  Michael  Stifel,  Hieronymus  Cardanus,  drei  mathematische  Charakter- 
bilder aus  dem  16.  Jahrhundert.  Vortrag,  gehalten  zu  Bonn  in  der  mathem.- 
astron.  Section  der  33.  Naturforscher- Vers.  353 — 367.  —  üeber  Normalstellen. 
410-412. 

Jahrgang  3.  1858:  Bamus  in  Heidelberg.  133—143.  —  Zur  Geschichte  der 
Zahlzeichen.  Vortrag,  gehalten  zu  Carlsrube  ia  der  mathem.-astron.  Section  der 
34.  Naturforscher- Vers.    325—341. 

Jahrgang  4.  1859:  üeber  vollkommene  Zahlen.  160—161.  —  Eine  unbe- 
stimmte Aufgabe.  232—233.  —  Das  pythagoräische  Dreieck.  306—309.  —  Die 
Professur  des  Bamus.    314—316. 

Jahrgang  5.   1860:  Zur  Theorie  paralleler  Curren.   219—223. 

Jahrgang  6.  1861:  üeber  arithmetische  Progressionen  Ton  Primzahlen. 
340—343. 

Jahrgang  7.  1862:  üeber  Leitlinieu.   50—52. 

Jahrgang  8.  1863:  Olry  Terquem.  Biographische  Notiz.  Litt.  Bericht. 
105—109. 

Jahrgang  9.   1864:  Galileo  Galilei.    172—197. 

Jahrgang  10.  1865:  üeber  einen  Codex  des  Klosters  Salem.    1—16. 

Jahrgang  11.  1866:  Aufgabe.  176.  —  üeber  die  Summe  von  Cubikzahlen  nach 
Prof.  Angelo  Genoccbi.  248—252. 

Jahrgang  12.  1867:  Summe  von  Cubikzahlen.  170—172.  —  Einfache  Con- 
struction  der  Berübrungslininien  an  die  Lemniscate.  428 — 429.  —  Euklid  und 
sein  Jahrhundert.    Mathem.-histor.  Skizze.   Supplementheft.    1—72. 

Jahrgang  14.  1869 :  Leibnitz.und  die  Differentation  mit  beliebigem  Index.  Litte- 
ratur-Zeitung.  30—31. 

Jahrgang  17.  1872:  Die  Familie  Fagnano.    88.  —  Barmann.  428—430. 

Jahrgang  20.  1875:  Gottfried  Friedlein  f,  eia  Nekrolog.  Hist-liter.  Abthei- 
lung. 109—113.  —  Zahlentheoretische  Spielerei.   134 — 136. 

Jahrgang  22.  1877 :  Gräco-Indische  Studien.    Hist-liter.  Abtheilung.  1  -  23. 

Jahrgang  23.  1878 :  Der  Briefwechsel  zwischen  Lagrange  und  Euler.  Hist.- 
liter.  Abtheilung.   1—21. 

Jahrgang  24.  1879:  Drei  Briefe  von  Lagrange.  Hist.-liter.  Abtheilung. 
182—184. 

Jahrgang  83.  1888:  üeber  eine  Proportion  aus  der  elementaren  Stereo- 
metrie.   119. 
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Jalirgang  38.  1893:  Ein  mathematischer  Papytus  in  griechischer  Sprache. 
Hisi-liter.  Abtheilung.  81—87. 

Jahrgang  39.  1894:  Fürst  Baldassarre  Boncompagni  Ludoyisi.  Ein  Nachruf. 
Hist.-liter.  Abtheilung.   161^163. 

Jahrgang  41.  1896 :  Functionalgleichungen  mit  drei  Ton  einander  nnabhän- 
gigen  Veränderlichen.   161—163. 

U.  Becensionen. 

!•  Weissenborn,  H.,  Die  Principien  der  höheren  Analysis  in  ihrer  Ent- 
Wickelung  Ton  Leibniz  bis  auf  Lagrange.  Halle  1856.  67 — 63.  —  Biecke, 
Frd.y  Die  Rechnung  mit  Richtungszahlen  oder  die  geometrische  Behandl.  imagin. 
Grössen.    Stuttgart  1866.     77—79. 

II.  Hoffmann,L.,  Mathematisches  Wörterbuch.  Berlin.  36—39.  — Spitz,  C, 
Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Lpzg.  u.  Heidelb.  1867.  65—68.  —  Sloman,  H., 
Leibnitzens  Anspruch  auf  die  Erfind,  der  Differentialrechnung.  Lpsg.  1867. 
94—96. 

m.  Bretschneider,  C.  A.,  System  der  Arithmetik  und  Analyais.  Jena 
1856/67.     27—29. 

IV.  Schwarz,  Herm.,  GrundzSge  einer  Elementararithmetik.  Hagen  1869. 
69 — 66.  —  L.A.  Sohnke^s  Sammlung  yon  Aufgaben  aus  der  Different.-  und  Int«- 
gral-Bechnung.  2.  Aufl.  von  H.  J.  Schnitzler.  Halle  1869.  87—88.  —  Mathemat. 
Abhandlungsregister  1868.     10—20;  76—86. 

y.  Er  ist,  Jos.,  Ueber  Zahlensysteme  und  deren  Geschichte.  Ofen  1869.  49 
bis  62.  —  Müller,  J.  H.  T.,  Beiträge  zur  Terminologie  der  griechischen  Mathe- 
matik. Lpzg.  1860.  78—74.  —  Mathemat.  Abhandlungsregister  1859.  22—33; 
86—96. 

Tl.  Nock,  Zenodorus'  Abhandlung  über  die  isoperimetrischen  Figuren. 
Deutsch  bearb.  Freiburg  1860.  1 — 8.  —  Chasles,  M.,  Les  trois  ÜTres  de  porisme 
d'Euclide  retablies  pour  la  1^'  fois.  Paris  1860.  3—7.  —  Bartolomaei,  Fr., 
Zehn  Vorlesungen  Über  Philos.  der  Mathematik.  Jena  1860.  7—8.  —  Ofter- 
dinger,  L.  F.,  Beiträge  zur  Geschichte  der  griechischen  Mathematik.  Ulm  1860. 
41 — 42.  —  Delboeuf,  J.,  Prolegom^nes  philosoph.  de  la  gäometrie  et  solut  des 
postulats.  Li^ge  1860.  42—44.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1860.  61—60; 
119—128. 

TU.  Friedlein,  G.,  Gerlert,  die  Geometrie  des  Boetius  und  die  indischen 
Ziffern.  Erlangen  1861.  59.  —  Secchi,  A.,  Intomo  alla  vita  ed  alle  opere  del 
P.  Giambatista  Pianciani.    Roma  1862.  66 — 66.  —  Mathem.  Abhandlungsregister 

1861.  44—62;  92—102. 

Till.  Scritti  di  Leonardo  Pisano  pubblic.  da  B.  Boncompagni.  2  Bde.    Roma 

1862.  41 — 47.  — Lehmann,  Fr.  A.,  Die  Archimedische  Spirale  mit  Bücks.  auf 
ihre  Geschichte.  Freiburg  1862.  47 — 48.  —  Narducci,  E.,  Catalogo  di  mano- 
scritti  ora  possed.  da  D.  B.  Boncompagni.  Roma  1862.  65—68.  —  Cantor,  M., 
Mathemat.  Beiträge  zum  Culturleben  der  Völker.  Halle  1863.  81.  —  Mathem. 
Abhandlungaregister   1862.     65—64;   125—135. 

IX.  Joachimsthal,  J.,  Elemente  der  analyt.  Geometr.  der  Ebene.  Berlin  1863. 
1 — 7.  —  Chasles,  Ph.,  Galileo  Galilei,  sa  vie,  son  procäs  et  ses  comtemporains. 
Paris  1863.  17 — 21.  —  Woepcke,  Fr.,  Passages  relatifs  ä  des  sommations  de 
sdries  de  cubes  extr.  de  manuEcr.  arabes  in^dits.  Rome  1863.    49 — 60.  —  Oeuvre« 
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de  D^sarguea,  r^un.  et  anal.  p.  M.  Poudra.  Paris  1864.  89 — 93.  —  Sturm, 
Cours  d'analyse  de  T^eole  polytechnique  2°  6d.  par  E.  Prouhet.  Paris  1863 
bis  64.  105—108.  —  Unverzagt,  Ueber  eine  neue  Methode  zur  üntersch.  räuml. 
Gebilde.  Wiesbaden  1864.  110.  —  Snell,  Ueber  Galilei  als  Begründer  der  mo- 
dernen Physik.  Jena  1864.  111.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1863.  63 — 72; 
120—128. 

X.  Heronis  Alexandrini  geometr.  et  stereometr.  reliquiae  ed.  Fr.  Hultsch 
Berlin  1864.  1.  —  Woepcke,  Fr.,  Passages  relatives  ä.  des  sommat.  des  s^ries 
de  cubes  etc.  Borne  1864.  25 — 26.  —  Metrologicor.  scriptor.  reliquiae  Coli.  Fr. 
Hultsch  I.  Lps.  1864.  41 — 42.  —  Vosen,  Chm.,  Galileo  Galilei  und  die  römische 
Yerurth.  des  kopemik.  Systems.  Frankfurt  a/M.  1865.  49—  51.  —  Mathem.  Abhand- 
lungsregister 1864.    70—80;    112— -120. 

XI*  Martin,  Th.  H.,  Observations  et  th^ories  des  anciens  sur  les  attract.  et. 
repuls.  magn^tiques  et  sur  les  attract.  electr.  Bome  1865.  21—23.  —  Quetelet,  A., 
fiistoire  de»  sciences  mathäm.  et  phys.  chez  les  Beiges.  Bruxelles  1864.  29 — 33.  — 
Mathem.  Abhandlungsregister  1865.    43 — 52;  77—86. 

XIL  Giesel,  Die  Entstehung  des  Newton-Leib nitz'schen  Prioritätsstreites  hin- 
sichtlich der  Erfind,  der  Infinitesimalrechnung  Delitzsch  1866.  44 — 46.  —  Le  Mes- 
sähat  de  Mohammed  ben  Moussa  al  Khärezmi  extrait  de  son  alg^bre  par  Arist. 
Murre  2^  äd.  Bome  1866.  47.  —  Notiz  (über  die  Annali  di  Matematica)  65.  — 
Weissenborn,  H.,  Lebensbeschreibung  des  Ehrenfried  Walther  von  Tschim- 
haus  etc.  Eisenach  1866.  79 — 81.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1866.  50—60; 
93—104. 

XI IL  Be necke,  A.,  Ueber  die  geometrische  Hypothesis  in  Plato's  Menon. 
Elbing  1867.  9 — 12.  —  Palm,  G.  A.,  Der  Magnetismus  im  Alterthum.  Stuttgart 
1867.  12 — 13.  —  Zeitschrift  für  Bibliographie  und  Geschichte  der  Mathematik, 
heransg.  von  B.  Boncompagni  in  Bom.  15 — 16.  —  Martin,  Fr.  Th.,  Galiläe, 
les  droits  de  la  science  et  la  mäth.  des  sciences  phys.  Paris  1868.  53 — 59.  — 
Mathem.  Abhandlungsregister  1867.    27—36;  69—80. 

XIT.  Bretschneider,  CA.,  Beiträge  zur  Geschichte  der  griechischen  Geo- 
metrie. Gotha  1869.  29 — 30.  —  Didion,  Notice  sur  la  vie  et  les  ouvrages 
du  g^näral  J.  V.  Poncelet.  Paris  1869.  53—56.  —  Forti,  Ang.,  Intomo  alla 
vita  ed  alle  opere  di  Luigi  Lagrange.  2.  ed.  Boma  1869.  56 — 57.  —  Mathem. 
Abhandlungsregister  1868.   37 — 44;  59—68. 

XV.  Giesel,  Jacob  BernouUi.  Leer  1869.  17—19.  —  Dreydorff,  J.  G., 
Pascal,  sein  Leben  und  seine  Kämpfe.  Lpzg.  1870.  19 — 28.  —  Mathem.  Abhand- 
lungsregister 1869.     35—44;  112—120. 

XYI*  Wohlwill,  £.,  Der  Inquisition sprocess  des  Galileo  Galilei.  Berlin  1870. 
—  Gherardi,  S.,  II  processo  Galileo  rivedato  sopra  documenti  di  nuova  fönte. 
Firenze  1870.  1 — 8.  —  Knapp,  G.  F.,  Die  Sterblichkeit  von  Sachsen.  Nach 
amtl.  Quellen.  Lpzg.  1869.  55 — 56.  —  Unverzagt,  W.,  Ueber  ein  einfaches 
Coordinatensystem  der  Geraden.  Wiesbaden  1871.  57 — 59.  —  Bretschneider, 
C.  A.,  Die  Geometrie  und  die  Geometer  vor  Euklides.  Lpzg.  1870.  65 — 70.  — 
Mathem.  Abhandlungsregister    1870.   44 — 52;  73—80. 

XYIf.  Günther,  S.,  Beiträge  zur  Erfindungsgeschichte  der  Kettenbruche. 
Weissenburg  1872.  102.  —  Friedleia,  G.,  Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathe- 
matik n.  Hof  1872.  105—110,  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1871»  53—63; 
117—128. 
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XTIII.  Nicolai  Copernici  de  Bevolutionib.  orb.  caelest.  libri  VI.  Thorani 
1878.  31—38.  —  Berichtigimg  71 — 72.  —  Friedlein,  G.,  Beiträge  zur  Ge- 
schichte der  Mathematik  IIL  Hof  1878.  86 — 86.  —  Dieci  lettere  di  Gins.  Luigi 
Lagrange  pobbl.  da  Giambatt.  Biadego.  Borna  1878.  86—87.  —  Mathem.  Abband- 
longsregister  1872.   44—64;  74—84. 

XIX.  Ziegler,  Alex.,  Begiomontanns  (Job.  Müller  a.  Königsberg  in  FrankenX 
ein  geistr.  Vorlauf,  des  Columbus.  Dresden  1871.  41—68.—  Geiser,  G.  F.,  Zur  Er- 
innerung an  Jacob  Steiner.  Zürich  1874.  66 — 67.  —  Mathem.  Abhandlongs- 
register  1873.    81—40;  76—84. 

XX.  Hankel,  H.,  Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Alterth.  und  Mittel- 
alter. Lpzg.  1874.  27 — 38.  —  Prowe,  L.,  Nicolaus  Copemicus  auf  der  UniTersit&t 
zu  Erakau.  Thom  1874.  88— 89.  — Kuckuck,  A.,  Die  Bechenkunst  im  16.  Jahr- 
hundert. Berlin  1874.  66 — 68.  —  Bosenow,  H.,  Die  Curven  dritter  Ordnung  mit 
einem  Doppelpunkt.  Breslau  1878.  69 — 70.  —  Finger,  Jos.,  Directe  Dednction 
der  Begriffe  der  algebr.  und  arithm.  Grundoperat.  aus  dem  Grössen-  und  Zahl- 
begriffe. Laibach  1873.  70—71.  —  Claudel,  La  th^rie  des  paralleles  selon 
les  g^omätres  Japonais.  Bruxelles  1876.  71—78.  —  Hipler,  Frz.,  Die  Porträts 
des  Nicolaus  Copemicus.  Lpzg.  1876.  92—96.  —  Bremiker,  C,  Tafeln  vier- 
stelliger Logarithmen.  Berlin  1874.  96 — 96.  —  Beport  of  the  commitee  on 
mathematical  tables.  London  1878.  103 — 106.  —  Die  erste  Säkularfeier  der  Ge- 
burt von  Nicolaus  Copemicus.  Thom  1874.  106. —  Oppert,  J.,  L*^talon  de  me- 
sures  Assyriennes  fixd  par  les  textes  cunäiformes.  Paris  1876.  149 — 166.  — 
Heinrici,  J.,  Lehrbuch  für  den  Bechenunterricht.  Heidelberg  1875.  172—174.— 
Mathem.  Abhandlungsregister  1874.   43  «-56;  139—148. 

XXL  Cremona,  L.,  Elemente  des  graphischen  Calcnls.  Deutsch  von 
M.  Curtze.  Lpzg.  1876.  19— 20.  —  Favaro,  A.,  Saggio  di  chronografia  dei  Mate- 
matici  dell'  Antichitä,  (Anno  600  a.  C.  —  A.  400  d.  C.)  Padora  1875.  20—21.— 
Mansion,  P.,  Notices  sur  les  travaux  de  B.  F.  A.  Clebsch.  Borne  1876.  37.  — 
Gerhardt,  Die  Sammlung  des  Pappus  von  Alexandria.  Eisleben  1876.  37 — 48.  — 
Bohn,  C,  Anleitung  zur  Vermessung  von  Feld  und  Wald.  Berlin  1876.  42 — 43.  — 
Pappi  Alex.  Collectionis  quae  supersunt.  ed.  Fr.  Hultsch  L  Berol.  1876.  70—80. — 
T.  Gebier,  C,  Galileo  Galilei  und  die  Römische  Curie.  Stuttgart  1876.  96 — 99.  — 
Günther,  S.,  Vermischte  Untersuchungen  zur  Geschichte  der  mathem.  Wissen- 
schaften. Lpzg.  1876.  99—103.  —  Majer,  L.,  Proklos  über  die  Petita  u.  Axio- 
mata  bei  Euklid.  Tübingen  1876.  181 — 188. —  Useneri,  H.,  ad  historiam  astro- 
nomiae  sjmbola.  Bonn  1876.  188 — 184.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1876. 
47—66;  116—124. 

XXII*  Bombelli,  R.,  Studi  archeologico-critici  circa  Tantica  numerazione 
italica  P.  I.  Boma  1876.  64 — 66.  —  S  t  o y ,  H.,  Zur  Geschichte  des  Bechenunterrichtes  I. 
Jena  1876.  56 — 57. — Hoppe,  B.,  Tafeln  zur  30stelligen  logarithmischen  Bechnung. 
Lpzg.  1876.  67 — 68.  —  August,  F.,  Die  Elemente  der  Arithmetik.  Berlin  1875. 
59.  —  Hermes,  0.,  Elementaraufgaben  aus  der  Algebra.  Berlin  1876.  69 — 60.  — 
Unverzagt,  K.  W.,  Theorie  der  goniometrischen  und  der  logarithm.  Quäler- 
nionen.  Wiesbaden  1876.  83 — 86.  —  Garbieri,  Isei  cartelli  di  matematica 
diafida  tra  Tartalea  e  Ferrari.  Milano  1876.  133—160.  —  Tychonis  Brahei 
et  aliorum  doctor.  viror.  epistolae  ed.  F.  B.  Friis.  Fase.  1.  Hauniae  1876.  150—154. 
—  Biasi,  Gi.,  11  calcolo  sulle  incognite  delle  equazioni  algebriche.  Verona  1876. 
160 — 162.  —  Lejeune-Dirichlet,  G.,  Vorlesungen   über  die  im  umgekehrten 
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Verhältnis  der  Quadrate  wirkenden  Kräfte.  Herausgeg.  von  Grube.  Lpzg.  1876. 
162 — 163.  —  Pappi  Alezandr.,  Collectionis  quae  supersunt  ed.  Fr.  Hultdch  II. 
Berol.  1877.  173—179.  —  Günther,  S.,  Studien  zur  Geschichte  der  mathem. 
und  physik.  Geographie  I  u.  II.  Halle  1877.  179 — 181.  —  Stoeber,  E.,  Die  römische 
Grundsteuervermessung.  Manchen  1877.  182—184.  —  Weissenborn,  H.,  Die  Ent- 
wickelung  des  Ziffemrechnens.  Eisenach  1877.  184 — 185. — Winnecke,  F.A.F., 
Gausp,  Ein  Umriss  seines  Lebens.  Braunschweig  1877.  185.  —  Wolf,  R.,  Taschen- 
buch fQr  Mathem.,  Physik,  Geodäsie  und  Astronomie.  5.  A.  Zürich  1877.  185 — 
186.  —  Bardey,  E.,  Algebraische  Gleichungen  nebst  den  Resultaten.  2.  A.  Lpzg. 

1876.  186—187.  —  Müller,  J.,  Elemente  der  ebenen  und  sphärischen  Tri- 
gonometrie. 3.  A.  von  H.  Müller.  Brannschweig  1876.  187—188  —  Mathem.  Ab- 
handlungsregister 1876.    121—132;  201—212. 

XXIII.  Wolf,  Geschichte  der  Astronomie.  München  1877.  85—88.  — 
Zuckermann,  B.,  Das  Mathematische  im  Talmud.  Breslau  1878.  88—92.  — 
Günther,  S.,  Der  Thibaut'sche  Beweis  für  das  elfte  Axiom  bist,  und  kritisch 
erörtert.  Ansbach  1877.  92—93.  —  Schenk,  Philipp  Reis,  der  Erfinder  des  Te- 
lephon. Prankfurt  a/M.  1878.  93.  —  Hügel,  Tb.,  Das  Problem  der  magischen 
Systeme.  Neustadt  a/H.  1876.  133—134.  —  Marsano,  G.  B.,  Principü  elemen- 
tari  suUe  probabilitä,.  Genova  1876.  134—136.  —  Rothlauf,  B.,  Die  Mathe- 
matik zu  Piatons  Zeiten  und  seine  Bezieh,  zu  ihr.  München  1878.  169 — 170 — 
Eieseritzky,  C,  Die  Zahlzeichen  und  Zahlensysteme  der  Griechen  und  ihre 
Logistik.  St.  Petersburg  1877.  171.  —  Molagola,  C,  Della  vita  e  delle  opere 
di  Antonio.  Urceo  detto  Codro.  Studi.  Bologna  1878.  171 — 172.  —  Haensel- 
mann,  C,  Carl  Friedrich  Gaufs.  12  Capitel  aus  seinem  Leben.  Lpzg.  1878.  173 — 
174.  —  Schlegel,  V.,  Hermann  Grassmann,  sein  Leben  und  seine  Werke. 
Lpzg.  1878.  174—175.  —  Billwiller,  K.,  Kepler  als  Reformator  der  Astro- 
nomie. Zürich  1878.  175.  —  Burmeister,  Th.,  Geschichte  der  Hageltheorien. 
Glückstadt  1877.  176.  —  Hattendorff,  K.,  Algebraische  Analysis.  Hannover  1877. 
176 — 177.    —   Vogler,  A.,    Anleitung   zum  Entwarf  graphischer  Tafeln.     Berlin 

1877.  190—191.  —  unverzagt,  W.,  Der  Winkel  als  Grundlage  mathemat. 
Untersuchung.  Wiesbaden  1878.  191 — 192.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1877. 
102—116;  196—208. 

XXrV«  Petersen,  J.,  Theorie  der  algebr.  Gleichungen.  Kopenhagen  1878. 
31—33.  —  Mansion,  P.,  Elemente  der  Theorie  der  Determinanten.  Lpzg.  1878. 
33.  -^  Pappi  Alezandr.,  Collectionis  quae  supersunt  ed.  Hultsch  III.  Berol.  1878. 
126 — 132.  —  Biadego,  G.,  Pietro  Maggi  matematico  e  poeta  Veronese.  Verona 
1879.  132.  —  Ludwig,  C,  Rede  zum  Gedächtnis  an  Ernst  H.  Weber.  Lpzg.  1878. 
133.  —  Houel,  J.,  Cours  de  calcul  infinitesimal  L  Paris  1878.  140—143.  —  Bun- 
kofer,  W.,  Zahlbüschel,  Mittelpunkt.  Aequivalente  Vertretung  von  Punktsystemen. 
Bruchsal  1878.  144 — 145.  —  Roeutgen,  R.,  Die  Anfangsgründe  der  analytischen 
Geometrie.  Jena  1879.  145 — 146.  —  Müller,  J.,  Elemente  der  analyt.  Geometrie 
in  der  Ebene  und  im  Räume.  2.  Anfl.  von  H.  Müller.  Braunschweig  1878.  146.  — 
v.  Ott,  K.,  Das  graphische  Rechnen  und  die  graphische  Statik.  I.  Prag  1879. 
146 — 147.  —  Günther,  S.,  Studien  zur  Geschichte  der  mathem.  und  physik. 
Geographie.  Halle  1877/79.  167 — 168.  —  Heiberg,  J.  L.,  Quaestiones  Archimedeae. 
Hauniae  1879.  168—169.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1878.  111—120;  209 
bis  224. 

XXY,   Caesar,  J.,  Christian  Wolff  in  Marburg.    Marb.   1879    31—32.  — 
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Gaufs,  F.  G.,  Fünfstellige  ToUst.  logarithm.  und  trigonometr.  Tafeln.  If.  Aufl. 
Zeitz  1879.  32.  —  Wolf,  B.,  Geschichte  der  Vermessungen  in  der  Schweiz. 
Zürich  1879.  36—37.  —  Hoüel,  J.,  Cours  de  calcul  infinitesimal.  EL  Paris  1879. 
71 — 74.  —  Nicolaus  Coppemicus  aus  Thom,  üeber  die  Kreisbeweg,  der  Welticörper. 
Deutsch  von  Menzzer.  Thom  1879.  99.  —  Heilermann  und  Dieckmann,  Lehr- 
und  Uebungsbuch  für  den  Unterricht  in  der  Algebra.  3  Tble.  Essen  1878/79. 
100—102.  —  Beidt,  Fr,  Arithmetik  und  Algebra.  Breslau  1879.  103—104.  — 
Beidt,  Fr.,  Planimetrie,  Stereometrie  und  Trigonometrie.  Breslau  1879/80.  194 
bis  195.  —  Scott,  Q.  F.,  Atreatise  on  the  theorie  oi  determinants  and  theirappli- 
catioDB.  Cambridge  1880.  203—204.  —  Wittstein,  Th.,  Analytische  Geometrie. 
Hannover  1880.  203—204.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1879.  110—120;  208 
bis  220. 

XXTI.  Wretschko,  A.,  Elemente  der  analyt.  Geometrie  der  Ebene.  Bronn 
1880.  26—27.-  Girard,H.,  La  Philosophie  scientifique.  Paris  1880.  27— 29.— Bnis, 
Lucien,  La  scieuce  de  ]a  quantitäe.  Bruzelles  1880.  29.  —  Götting,  B.,  Ein- 
leitung in  die  Analysis.  Berlin  1880.  71—73.  —  Günther,  S.,  Die  Lehre  von 
den  gewöhnl.  und  verallgem.  Hyperbelfunctionen.  Halle  1881.  98—104.  — 
Buchonet,  Gh.,  Elements  de  calcul  approximativ.  3  ed.  Paris  1880.  149—150.  — 
Joachimsthal,  F.,  Anwendung  der  Differential-  nnd  Integral-Bechnung  auf  die 
Theorie  der  Flächen  uod  Linien  doppelter  Krümmung.  2.  Aufl.  von  L.  Natani. 
Lpzg.  1881.  178 — 179.  —  Meyer,  Frz.,  Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des 
Baumes.  Hannover  1881.  180-181.  —  Lagrange's  mathemat.  Eiementarvor- 
lesungen.  Deutsch  von  H.  Niedermüller.  Lpzg.  1880.  181  —  182.  —  Schapira,  H., 
Grundlagen  zu  einer  Theorie  allgemeiner  Cofunctionen.  1, 1.  1.  Lief.  Odessa  1881. 
182 — 183  —  Spiess,  E.,  Erhard  Weigel,  weiland  Prof.  der  Mathem.  zu  Jena. 
Lpzg.  1881.    183  —  185.  —  Usener,  De  Stephane  Alexandrino  commentatio.    Bonn 

1880.  185 — 187.  —  Favaro,  A.,  Le  matematiche  nello  studio  di  Padova  dal 
princ.  del  secolo  XIV.  all  XVL  Padova  1880.  187.  —  Favaro,  A.,  Galiloo 
Galileo  ed  11  Dialogo  di  Cecco  di  Bonchiti  da  Bruzene.  Venezia  1881.  187 — 188.  — 
Hultsch,  Fr.,  Heraion  und  Artemision,  zwei  Tempelbauten  Joniens  Berlin  1881. 
188—189.  —  Weber,  H.,  Ueber  Causalität  in  den  Naturwissenschaften.  Lpzg.  1881. 
189—190.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1880.    111—120;  219—232. 

XXTII,  Worpitzky,  J.,  Lehrbuch  der  Different.-  und  Integr.-Bechnnng. 
Berlin  1880.  73—76.  —  Heger,  B.,  Darstellende  Geometrie.  Breslau  1880/81. 
101 — 103.  —  Simony,  0.,  Gemeinfafsl.  leicht  controllierb.  Lösung  der  Aufg.  in 
ein  geschlossenes  Band  einen  Knoten  zu  machen.  3.  Aufl.  Wien  1881.  103 — 
104.  —  Buis,  L. ,  La  science  de  Tespace.  Bruxelles  1881.  104 — 105.  —  Zucker- 
mann, Materialien  zur  Entwickelung  der  altjüdischen  Zeitrechnung  im  Talmud. 
Breslau  1882.  106—107.  —  Majer,  L.,  Proklos  über  die  Definitionen  bei 
Euclid.  1.  Stuttgart  1881.  107 — 108.  —  Archimedis  opera  omnia  c.  comm. 
Eutocii  ed.  J.  L.  Heiberg.  I— HI.  Lpzg.  1880/81.  108  — 110.  — Weissenborn,  H., 
Die  Uebersetzungen  des  Euklid  durch  Campono  und  Zamberti.  Halle  1882.  110 — 
111.  —  Favaro,  A.,  Intorno  ad  una  nuova  edizione  delle  opere  di  Galilei.  Venezia 

1881.  111 — 112.  — ;  Beinhardt,  G.,  Magister  Joh.  Sam.  Doerffel,  ein  Beitr.  z. 
Gesch.  d.  Astronomie.  Plauen  i.  V.  1881.  112 — 114.  —  Bodel,  L.,  Les  pr^tendus 
probl^mes  d'Alg^bre  du  mauuel  de  calculateur  ^gyptien  (pap.  Bhind)  Paris  1882. 
117.  —  Beyda,H.  Fr.  Th.,  Die  imaginären  Gröfsen  und  ihre  Auflösung.  Bonn 
1881.     132 — 133.   —   Heger,   B.,    Differential-  und   Integral-Bechnung.    Aus- 
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gleichsrechnung.  Breslau  1881.  133 — 136.  —  In  memoriam  Dominici  Chelini. 
cor.  L.  Cremona  et  E.  Beltrami.  Mediolani  1881.  136 — 139.  —  Henrici,  J.  u. 
P.  Treutlein,  Lehrbuch  der  Elementargeometrie  I.  Lpzg.  1881.  139  —  140.  — 
Goetting,  B.,  Die  Functionen  Cos.  und  Sin.  beliebiger  Argumente.  Berlin  1881. 
140 — 141.  —  Bremiker,  C,  Logarithm. - trigonometr.  Tafeln  mit  6  Decimalst. 
8.  Aufl.  Berlin  1881.  142.  —  Pryde,  J.,  Mathematical  Tables.  London  1880. 
142—143  —  Wittstein,  Th.,  das  maihemat.  Gesetz  der  Sterblichkeit.  Han- 
nover 1881.  143—144.  —  Günther,  S.,  Parabolische  Logarithmen  und  parabol. 
Trigonometrie.  Lpzg.  1882.  183—186.  —  Lasswitz,  K.,  Die  Lehre  von  den  Ele- 
menten während  des  Ueberganges  von  der  scholast.  Physik  zur  Corpusculartheorie. 
Gotha  1882.  186—187.  —  Bergold,  E.,  Arithmetik  und  Algebra  nebst  einer 
Gesch.  dieser  Disciplinen.  Karlsruhe  1881.  187  —  188.  —  Schroeder,  Th.  E., 
Lehrbuch  der  Planimetrie.  Nürnberg  1882.  188—189.  —  Schubert,  H.,  Illu- 
striertes Hilfsbuch  der  Flächen-  und  Eörperberechnuug.  Berlin  1881.  189—190.— 
Amthor,  A.,  Ueber  einige  Arten  der  Aussteuerversicherung  insbes.  die  MilitSa:- 
dienstvers.  Dresden  1882.  190—192.  —  Hunrath,  L.,  Aufgaben  zum  Rechnen 
mit  Systemzahleu.  Hadersleben  1882.  192—193.  —  Abendroth,  W.,  Anfangs- 
gründe der  analyt.  Greometrie  der  Ebene.  Lpz.  1882.  193  —  194.  —  Muir,  Th., 
A  treatise  on  the  theorie  of  determinants.  London  1882.  194—197.  —  Hoch- 
heim, A.,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  I.  Lpzg.  1882. 
219-220.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1881.  148—160;  232—240. 

XXYIII.  Campori,  G.,  Carteggio  Galileano  inedito  con  note  ed  appen- 
dice.  Modeua  1881.  24 — 30.  —  Suchsland,  E.,  Geometrie  und  ebene  Trigono- 
metrie. Stolp  i.  P.  1881.  37—38.  —  Schloemilch,  0.,  Uebungsbuch  zum  Stu- 
dium der  höh.  Analysis.  H.  3.  Aufl.  Lpzg.  1882.  38.  —  Henrici,  J.  u.  P 
Treutlein,  Lehrbuch  der  Elementargeometrie.  U.  Lpzg.  1882.  68—69. — Nehlz, 
Chr.,  üeber  graphische  Rectification  von  Kreisbogen.  Hamburg  1882.  69 — 70. — 
Manilius,  Transporteur  und  Mafsstab  zum  Gebr.  beim  Unterr.  in  Planimetrie  und 
Trigonometrie.  Coburg  1882.  70.  —  Veronese,  G.,  Dei  principali  metodi  in 
geometria  ed  in  ispecial  modo  del  metodo  analitico.  Verona  e  Padova  1882.  70 — 71. 

—  Schmidt,  A.^  Elemente  der  darstellenden  Geometrie.    Wiesbaden  1882.  71 — 72. 

—  Staudacher,  H.,  Elementares  Lehrbuch  der  algeb.  Analysis.  München 
1882.     72 — 73.  —  Pasch,  M.,   Einleit.  in  die  Diff.-  und  Integralrechnung.   Lpzg. 

1882.  73—76.  —  Koppe,  K.,  Die  Arithmetik  und  Algebra.  12.  Aufl.  von  W. 
Dahl.  Essen  1882.  76 — 77.  —  Kaiser,  H.,  Die  Anfangsgründe  der  Determinanten 
in  Theorie  und  Anwend.  Wiesbaden  1882.  77.  —  Günther,  S.,  Peter  und  Phi- 
lipp Apian,  zwei  deutsche  Mathem.  und  Kartographen.  Prag  1882.  77 — 78.  — 
Heiberg,  J.  L.,  LitteraturgeschichÜ.  Studien  über  Euklid.  Lpzg.  1882.  100 — 
102.  —  Böhme,  A.,  Perioden  der  Decimalbrüche.  Berlin  1882.  147.  —  Becker, 
E.,  Logarith. -trigonometr.  Handbuch  auf  5  Decimalst.  Lpzg.  1882.  198 — 199.  — 
Schubert,  H.,  Sammlung  von  arithm.  und  algebr.  Fragen  und  Aufgab.  L  Pots- 
dam 1883.  199 — 200.  —  Grube,  Fr.,  Zur  Geschichte  des  Problems  der  Anziehung 
der  EUipsoide.  Schleswig  1883.  200—201.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1882. 
161—168;  240—256. 

XXIX.  Marie,  M.,   Histoire  des  sciences  mathäm.  et  physique  L   II.   Paris 

1883.  43—46.  —  Hunrath,  K.,  Ueber  das  Ausziehen  der  Quadratwurzeln  bei 
Griechen  und  Indem.  iBadersleben  1883.  45 — 47.  —  Detlefsen,  D.,  Die  MaTse 
der  Erdteile   bei  Plinius.     Glückstadt   1883.    47—48.   —  Prowe,  L.,  Nicolaus 
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Goppemicus.  I,  1.  2.  Berlin  1883.  48—60.  —  Favaro,  A.,  Galileo  Galilei  e 
lo  studio  di  Padoya.  I.  IT.  Firenze  1883,  50  —  51.  —  Boncompagni,  B.,  In" 
torno  alla  Tita  ed  alle   lavori   di  Ant.  Carlo  MarceUino  PouUet-Delisle.     Borna 

1883.  51 — 52. —  Boncompagni,  B.,  Atti  di  nascita  e  di  morte  di  Pieiro  Simone 
Marchese  di  Laplace.  Roma  1883.  52 — 53  —  Nachreiner,  V.,  Beitrag  znr  Theorie 
der  best.  Integrale  und  zur  Attraktionstheorie.  Neustadt  a.  H.  1883.  67 — 68.  — 
Beau  0.,  untersuch,  auf  dem  Gebiete  der  trigonom.  Reihen  und  der  Fourier^schen 
Integr.  Lpig.  1883.  110 — 112.  —  Pein,  A.,  Aufgab,  aus  der  sphärischen  Astro- 
nomie. Bochum  1823.  112.  —  Henrici,  J.,  Vierstellige  logarith.  -  trigonom. 
Tafeln.  Lpzg.  1882.  113.  —  Bremiker^s  logarith. -trigonometr.  Tafeln  mit 
6  Decimalst.,  neu  bearb.  Ton  Th.  Albrecht.  10.  Aufl.  Berlin  1883.  113.  —  Rühl- 
mann,M.,  Logarithm. -trigonometr.  und  andere  für  Rechner  nützl.  Tafeln.  9.  Anfi. 
Lpzg.  1883.  114.  —  Schubert  H.,  Sammlung  von  arithm.  und  algebr.  Fragen 
und  Aufgaben.  11.  Potsdam  1883.  114  —  115.  —  Haas,  C,  Theilbarkeitsregel 
für  ein  Zahlsystem  mit  belieb,  ganzer  posit.  Basis.  Wien  1883.  146.  —  Hunrath, 
L.,  Die  Berechnung  irrationaler  Quadratwurzeln  Tor  der  Herrschaft  der  Decimal- 
brüche.  Kiel  1884.  176.  —  Marinelli,  G.,  Die  Erdkunde  bei  den  Kirchen- 
Tätern.  Deutsch  von  Neumann.  Lpzg.  1884.  176 — 177.  —  v.  Stein,  L.,  Das 
Bildungswesen  des  Mittelalters.  Scholastik,  Universität,  Humanismus.  2.  Aufl. 
Stuttgart  1883.  177—179.  —  Brockmann,  J.  J.,  System  der  Chronologie.  Stutt- 
gart 1883.  179 — 180.  —  Schubring,  G. ,  Zur  Erinnerung  an  die  Gregorianische 
Kalenderreform  (Oct.  1582).  Halle  a.  S.  1883.  180.  —  Marie,  M.,  Histoire  des 
sciences  math^m.  et  physiques  III.  Paris  1884.  180 — 183.  —  Giesel,  G.,  Fest- 
schrift zur  50jähr.  Gedächtnisfeier   der  Realschule  I.  Ordnung  zu  Leipzig.    Lpzg. 

1884.  184 — 185.  —  Die  Basler  Mathematiker  Daniel  Bemoulli  und  Leonhard 
Euler  hundert  Jahre  nach  ihrem  Tode.  Basel  1884.  185.  —  Riggenbach,  A., 
Historische  Studie  üb.  d.  Entwickel.  der  Grundbe^ffe  der  Wärmefortpflanznng. 
Basel  1884.  186.  —  Wundt,  W.,  Logik.  Eine  Untersuch,  üb.  die  Piincipien 
der  Erkenntnis.  II,  2.  Stuttgart  1883.  196—198.  —  Perozzo,  L.,  Neue  An- 
wendung der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  der  Statistik.  Deutsch  von  O.  Elbe. 
Dresden  1883.  198—199.  —  Tomasinelli,  Gi.,  Esercici  sulle  equazioni  differen- 
ziale.  Pisa  1883.  199 — 200.  —  Hoüel,  J.,  Essai  critique  sur  les  principes  fon- 
damentauz  de  la  g^omätrie  älämentaire  2^^  äd.  Paris  1883.  200 — ^201.  —  Fuhr- 
mann, W.,  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte.  Berlin  1884.  201 — 202. — 
J.  Henrici  und  P.  Treu tl ein,  Lehrbuch  der  Elementargeometrie  HI.  Lpzg.  1883. 
230  —  Hochheim,  A.,  Aufgaben  aus  der  analyt.  Geometrie  der  Ebene  IL 
Lpzg.  1883.  231.  —  BOcklen,  0.,  Analytische  Geometrie  des  Raumes.  2.  Aufl. 
Stuttgart  1884.  231 — 233.  —  Schwering,  K.,  Theorie  und  Anwendung  der  Linien- 
coordinaten  in  der  analyt.  Geometr.  der  Ebene.  Lpzg.  1884.  233—236.  —  Mathem. 
Abhandlungsregister  1883.     149—168;  239—256. 

XXX.  Boncompagni,  B.,  Lettre  de  Gh.- Fr.  Gaufs  an  Dr.  H.-G.- 
M.  Olbers  en  date  de  Braunschweig  den  3.  Sept.  1805.  Berlin  1883.  21  —  22. 
—  Hankel,  H.,  Die  Entwicklung  der  Mathematik  in  den  letzten  Jahrhun- 
derten. 2.  Aufl.  von  P.  du  Bois-Reymond.  Tübingen  1885.  22-23.  —  Euler,  L., 
Einleitimg  in  die  Analysis  des  Unendlichen  I.  Deutsch  von  H.  Maser.  Berlin 
1884.  23 — 24.  —  Czuber,  E.,  Geometrische  Wahrscheinlichkeiten  und  Mittel- 
we'rthe.  Lpzg.  1884.  24 — 27.  —  Serret,  J.  A.,  Lehrbuch  der  Difl:-  und  Integr.- 
Rechnung.    Deutsch  von  A.  Hamack.  I.    Lpzg.   1884.  28—29.  —  Reuschle,  C, 
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Graphisch -mechanische  Methode  zur  AuflGs.  der  nmner.  Gleichungen.  Stuttgart 
1884.  29 — 30.  —  Schob  loch,  J.  A.,  Ueber  Beta-  und  Gammafunctionen.  Halle 
1884.  SO — 81.  —  Hellweg,  C,  üeber  die  quadr.  und  cubisch.  Gleichungen  mit 
bes.  Berücksicht.  des  irreduciblen  Falles.  Erfurt  1884.  31 — 32.  —  Gallopin- 
Schaub,  Gh.,  Theorie  des  approzimations  num^riques.  Gen^ve  1884.  32.  — 
Grünwald,  V.,  Saggio  di  aritmetica  non  decimale.  Verona  1884.  33.  —  Be- 
noist,  A.,  Tables  de  logarithmes  ä  siz  d^cim.  Paris,  s.  d.  33—34.  —  Greve,  A., 
FQnfstellige  logarithm.  und  trigonometr.  Tafeln.  Bielefeld  und  Lpzg.  1884.  34.  — 
Hamm-er  E.,  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie.  Stuttgart 
1886.  110 — 111.  —  Simon,  M.,  Die.  Elemente  der  Arithmetik  als  Vorbereit,  auf 
die  Funktionentheorie.  Strafsburg  1884.  111—112.  —  Schubert,  H.,  System 
der  Aritfamet.  und  Algebr.  Potsdam  1886.  112 — 113.  —  Kaiser,  H.,  Die  Deter- 
minanten. Wiesbaden  1886.  113.  —  Giesius,  J.,  Neuer  Unterricht  in  der  Schnell- 
rechenkunst'.  Döbeln  1884.  118—114.  —  Krimp  hoff,  W.,  Beitrag  zur  analyt. 
Behandlung  der  Umhüllungscurven.  Coesfeld  1886.  114 — 116.  —  Marie,  M., 
Histoire  des  sciences  math^m.  et  physiques.  IV.  V.  Paris  1884.  116 — 116.  — 
Gow,  J.,  A  schort  history  of  Greek  mathematics.  Cambridge  1884.  127 — 128. — 
Dupuis,  T.,  Le  nombre  g^omätrique  de  Piaton.  Paris  1881.  Seconde  Inter- 
pretation. Paris  1883.  Troisi^me  memoire.  Paris  1886.  128  — 129.  »  Julius 
Klaproths  Schreiben  an  Alex.  y.  Humboldt  über  die  Erfindung  des  Compasses. 
Im  Auszuge  mitget.  Ton  A.  Wittstein.  Lpzg.  1886.  129  — 130.  —  Favaro,  A., 
Gli  scritti  inediti  di  Leonardo  da  Vinci  sec.  gli  ultimi  studi.  Venezia  1886. 
130 — 131.  —  Wohlwill,  £.,  Die  Entdeckung  des  Befaarrungsgesetzes.  Weimar 
1884.  131 — 132.  —  Marie  M.,  Histoire  des  sciences  mathäm.  et  physiques  VI. 
Paris  1886.  132—133.  r-  Hunrath,  K.,  Algebraische  Untersuchungen  nach 
Tschimbausens  Methode.  Hadersleben  1886.  133 — 134.  —  Nekrolog  des  Kgl. 
Würtemb.  Oberstudienraths  Dr.  Ch.  H.  von  Nagel.  Tübingen  1884.  184.  — 
Schubring,  P.,  Der  christl.  Kalender  alten  und  neuen  Stils  in  tabellar.  Form 
dargestellt.  Erfurt  1884.  136.  —  Müller,  F.,  Kalender-Tabellen.  Berlin  1886. 
136.  —  Hauck,  G.,  Mein  perspectivischer  Apparat.  Berlin  1884.  143—144.  — 
Hauck,  G.,  Die  Grenze  zwischen  Malerei  und  Plastik  und  das  Gesetz  des  BeUefs. 
Berlin  1886.  144 — 146.  —  Wie  studiert  man  Mathem.  und  Physik?  Von  einem 
Lehr,  der  Mathem.  Lpzg.  1886.  146 — 146.  —  Bibliotheca  Mathematica  heraus- 
gegeb.  von  G.  Eneström.  Stockholm  1884.  280.  —  di  Pampero,  A.,  Saggio  di 
tavole  dei  logaritmi  quadratici.  üdine  1886.  280—281.  —  Mathem.  Abhandlungs- 
register.    1884.     149—168;  284—300. 

XXXI.  Henrici,  Die  Erforschung  der  Schwere  durch  Galilei,  Huygens, 
Newton  als  Grundlage  der  rationell.  Kinematik  u.  Dynamik.  Lpzg.  1886.  38.  — 
Serret,  J.  A.,  Lehrbuch  der  Diff.-  und  Integr. -Rechnung.  Deutsch  von  A.  Harnack 
II,  1,  2.  Lpzg.  1886.  77 — 78.  —  Autolici,  de  sphaera  quae  movetur  Über, 
de  ortibus  et  occasibus  libri  duo  ed.  Fr.  Hultsch.  Lpzg.  1886.  162 — 164.  —  Der 
Über  trium  fratrum  de  geometria  herausg.  von  M  Curtze.  Halle  1886.  166 — 166. 
—  Favaro  A.,  Carteggio  inedito  di  Ticone  Brahe,  Giovanni  Keplero  e  di  altri 
celebri  astronomi.  Bologna  1886.  166 — 167.  —  Klimpert,  B.,  Kurzgefafste 
Geschichte  der  Arithm.  und  Algebra.  Hannover  1886.  167.  —  Marie,  M.,  Histoire 
des  sciences  mathem.  et  physiques  VII.  Paris  1886.  172.  —  Bohnenberger, 
J.  G.  F.,  Die  Berechnung  der  trigonometr.  Vermessungen  mit  Rucks,  auf  die 
sphäroidische  Gestalt  d.dr  Erde.    Deutsch  von  E.  Hammer.    Stuttgart  1886.    178, 


636  Verzeichnis  der  Werke,  Abhandlungen  und  Becensionen. 

—  Canchy,  A.  L.,  Algebraische  Analysis.  Deutsch  von  C.  Itzigsohn.  Berlin  1885. 
173 — 174.  —  Kau  lieh,  £.,  Lehrb.  der  kaufmännischen  Arithmetik.   4.  Aufl.   Frag 

1885.  177 — 179.  —  Baerlocher,  V.,  Zinseszins-,  Beuten-,  Anleihen-  und  Obli- 
gationenrecfanung.  Zürich  1886.  179—181.  —  Beuschle,  C,  Graphisch-mecha- 
nischer Apparat  zur  Auflös.  numer.  Gleichungen.  Stuttgart  1885.  181 — 182.  — 
Siegemann,  M.,  Grundrifs  der  Diff.-  und  Integr.-Bechnung  II.  4.  Aufl.  Yon-t-ft. 
Hannover  1886.  227  —  228.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1885.  190  —  200; 
231—248. 

XXXII«  Betti,  E.,  Lehrbuch  der  Potentialtheorie  und  ihre  Anwend.  auf 
Elektricität  und  Magnetismus.  Deutsch  von  W.  Frz.  Meyer.  Stuttgart  1885. 
16 — 17.  —  Giesel,  J.,  Beiträge  zur  Analyt.  Geometrie  der  Curven  und  Flächen 
2.  Grades.  Schaffhauseu  1877.  Derselbe,  lieber  die  rechtwinkelig  schneidenden 
Normalen  einer  Fläche  2.  Grades.  Ebd.  1885.  33—34.  —  Eckholm,  N.,  C.  v.  L. 
Charlier,  E.  L.  Hangström,  Fyrställige  logarithmisk-trigonometriska  Hand- 
tabeller.  Upsala  s.  a.  84 — 35.  —  Weierstrafs,  E^.,  Abhandlungen  zur  Funk- 
tionenlehre.   Berlin  1886.    85 —  Viola,  J.,  Mathem.  Sophismen.    2.  Aufl.    Wien 

1886.  85  —  36.  —  Liersemann,  K.  H.,  Mazima  und  Minima  analyt -geometr. 
beleuchtet.  Einleitung.  Breslau  1886.  86—37.  —  Beau,  0.,  Analyt.  Untersuch, 
im  Gebiete  der  trigonom.  Beihen  und  der  Fourier'schen  Integrale.     2.  Aufl.    Halle 

1887.  37.  —  Simon,  H.,  Die  harmonische  Beihe.  Halle  1886.  37—38.  — 
Beidt,  Fr.,  Anleitung  zum  mathem.  Unterricht  an  höh.  Schulen.  Berlin  1886. 
38.  —  Euclidis  opera  omnia  edid.  J.  L.  Heiberg  et  H.  Menge.  Elemente  ed. 
J.  L.  Heiberg  I — IV.  Lps.  1883/86.  57.  —  Bilfinger,  G.,  Die  Zeitmesser  der 
antiken  Völker.  Stuttgart  1886.  57 — 58.  —  Giesing,  J.,  Leben  und  Schriften 
Leonardo's  da  Pisa.  Döbeln  1886.  58  —  59.  —  Tann  er  y,  P.,  Notices  sur  les 
deux  lettres  arithmätiques  de  Nicolas  Bhabdas.  Paris  1886.  59 — 62.  —  Geomeiria 
Culmensis.  Herausg.  von  H.  Menthal.  Lpzg.  1886.  62—63.  —  Günther,  S.,  Die 
geometr.  Näherungsconstr.  Albrecht  Dürer's.  Ansbach  1886.  63.  —  Ungedruckte 
Wissenschaft].  Correspondenz  zwischen  J.  Kepler  und  Herwart  v.  Hohenburg.  1599. 
Herausg.  von  C.  Anschütz.  Prag  1886.  63 — 64.  —  Marie,  M.,  Histoire  des 
sciences  matb^m.  et  physiques  VHI  et  IX.  P<iris  1886.  64—65.  —  Mach,  £., 
Der  relat.  Unterricht swerth  des  philolg.  und  der  mathem. -natarwissenschaftlichen 
Unterrichtsfächer  der  höheren  Schulen.  Lpzg.  und  Prag  1886.  65 — 66.  —  Hoch- 
heim, A.,  Aufgaben  aus  der  analyt.  Geometrie  der  Ebene  VII,  2.  Lpzg.  1886. 
116.  —  Grünwald,  V.,  Del  sietemi  numerici  a  base  imaginaria.  Breacia  1886. 
116—117.  —  Legendre,  A.  M.,  Zahlentheorie.  N.  d.  3.  A.  Deutsch  von  H.  Maser. 
Lpzg.  1886.  2.  Bd.  117.  —  Garr,  G.  S.,  A  Synopsis  of  elementary  results  in 
pure  mathematics.  London  und  Cambridge  1886,  152 — 153.  —  Prytz,  H.,  Tables 
d*Antilogarithmes.  Gopenhague  s.  d.  153 — 156.  —  Gravelius,  Fünfstellige  loga- 
rithmisch-trigonometr.  Tafeln  für  die  Decimaltheil.  des  Quadranten.  Berlin  1886. 
155 — 156.  —  Günther,  S.,  Erdkunde  und  Mathematik  in  ihren  gegenseitigen 
Beziehungen.  München  1887.  156.  —  Wappler,  Zur  (jeschichte  der  deutschen 
Algebra  im  15.  Jahrhundert.  Zwickau  1887.  156 — 157. —  Marie,  M.,  Histoire  des 
sciences  mathem,  et  physiques.  X.  Paris  1886.  157 — 158.  —  Favaro,  A-,  Mis- 
cellanea  Galileiana  inedita.  Venezia  1887.  174 — 176.  —  Tychonis  Brahei 
et  ad  eum  doct.  viror.  epistolae  ab  anno  1568  ad  an.  1587  coli,  et  ed.  F.  B,  Friis. 
Hauniae  1876/06.  176—177.  —  Berichtigung  209.  —  Bothlauf,  B.,  Die  Physik 
Piatos.     Eine   Studie   auf  Grund   seiner  Werke.     München  1887.     220—221.— 
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Harnack,  A.,  Leibniz*  Bedeutung  in  der  Qeschichte  der  Mathematik.  Dresden 
1887.  221 — 222.  —  Marie,  M.,  Histoire  des  sciences  mathäm.  et  phjs.  XI. 
Paris  1887.  222—223.  -—  Ganfs,  C.  F.,  Abhandl.  zur  Methode  der  kleinsten 
Quadrate.    Deutsch  herausg.  von  A.  Börsch  und  P.  Simon.   Berlin  1887.    223 — 224. 

—  Liersemann,  E.  H.,  Maxima  u.  Minima  analyt.-geometr.  beleuchtet.  Breslau 
1887.    224.  —  Mathemat.  Abhandlungsregister  1886.     180-^200;  229—240. 

XXXIII.  Autenheimer,  Fr.,  Elementarbuch  der  Different.-  und  Integral- 
Rechnung.  3.  Aufl.,  Weimar  1887.  22.  —  Stegemann,  M. ,  Grundriss  der 
Differ.-  und  Integr.-Rechnung  I.  5.  Aufl.  von  L.  Kiepert.  Hannover  1888.  22—23.  — 
Sickenberger,  A.,  Die  Determinanten   in  genet.  Behandl.    2.  Abdr.    München 

1887.  23.  —  Zillmer,  A,  Die  mathem.  Rechnungen  bei  Lebens-  und  Renten- 
versieh.  System,  entwickelt.  2.  Aufl.  Berlin  1887.  23 — 26.  —  Jacobsen,  J.,  Freund- 
schaftl.  Bewirthung  meiner  mathem.  Brfider  mit  einem  Tractament  von  6  Ge- 
richten etc.  Flensburg  1887.  26—27.  •—  Schmid,  Th.,  Die  Form,  Anzieh.  u. 
materielle  Beschaffenh.  der  Erde.  Linz  1887.  27. —  Tannery,  P.,  La  g^omätrie 
grecque  I.  Paris  1887.  27 — 31.  —  ZangemeijBter,  Entstehung  der  römischen 
Zahlzeichen.  Berlin  1887.  98—99.  —  Scholien  zur  Sphaerik  des  Theodosios. 
Heransgeg.  von  Fr.  Hultsch.  Leipzig  1887.  100.  —  Weifsenborn,  H.,  Gerbert. 
Beiträge  zur  Kenntnis  der  Mathem.  ded  Mittelalters.  Berlin  1888.  101 — 107.  — 
Suter,  H.,  Die  Mathematik  auf  den  Universitäten  des  Mittelalters.  Zürich  1887. 
108 — 109.  —  Günther,  S.,  Greschichte  des  mathem.  Unterrichtes  im  deutschen 
Mittelalter  bis  1526.  Berlin  1887.  109—111.  —  Wohlwill,  E.,  Joachim  Jungius 
und  die  Erneuerung  der  atomistischen  Lehre  im  17.  Jahrh.  Hamburg  1887. 
111—112.  —  Tannery,  P.,  Pour  Thistoire  de  la  science  Hellene.  De  Thaies  ä. 
Empädocle.  Paris  1887.  112 — 115.  —  Demme,  C,  I)ie  Hypothesis  in  Platon's 
Menon.  Dresden  1888.  115 — 116.  —  Manitius,  K.,  Des  Hypsikles  Schrift  Ana- 
phorikos  nach  Ueberliefer.  u.  Inhalt  kritisch  behand.  Dresden  1888.  188 — 189.  — 
Euclidis  opera  omnia  edidd.  J.  L.  Heiberg  et  H.  Menge  Y.   Lps.  1888.   189 — 191. 

—  Marie,  M.,  Histoire  des  sciences  mathem.  et  phys.  XII.  Paris  1888.  191 — 
192.  —  Schumann,  E.,  Prof.  Dr.  Job.  Friedr.  Wilh.  Gronau,  1830  —  1873. 
Danzig  1888.  192.  —  Favaro,  A.,  Per  la  edizione  nazionale  delle  opere  di 
Galileo  Galilei.  Firenze  1888.  192—193.  —  Grube,  F.,  Zur  Gesch.  des  Problems 
der  EUipsoide  H.  Schleswig  1888.  193 — 194.  —  Loria,  G.,  II  passato  e  il  pre- 
sente  delle  principali  teorie  geometriche.  Torino  1887.  194 — 195.  —  Lagrange, 
J.  L.,  Analyt.  Mechanik.  Deutsch  von  H.  Servus.  Berlin  1887.  196—196.  — 
Yandermonde,  N.,  Abhandl.  aus  der  reinen  Mathem.  Deutsch  von  Itzigsohn. 
Berlin  1888.   196—197.  —  Gaufs,  C.  Fr.,  AUgem.  Untersuch,  über  die  unendl.  Reihe 

1  +  ^ X  +  "•("+^);P^P+^^ Ä*  4- . ■ .    Aus   dem   Lat.   übers,   von  H.  Simon. 
1  •  y  1  •  2  •  y  (y  -|-  1) 

Berlin  1888.   197.  —  Aldis,  W.  S.,  A  Textbook  of  Algebra.    Oxford  1887.    197— 

198.  —  Mansion,  F.,   R^sum^  du   cours   d'analyse   infinites,   de   Tuniversitd   de 

Gand.    Paris  1887.     211—213.    —    Teyxeira,   F.  G.,  Curso  de  analyse  infinite- 

simaL    Porto  1887.    213—215.  —  Schottens,  H.  G.  L.,  Ueber  Fufspunktcurven. 

Hersfeld  1887.  215.  —  Brunn,  Herm.,  Ueber  o?ale  und  Eiflächen.   München  1887. 

216.  —  Baer,  K.,  Parabel.  Koordinaten  in  der  Ebene  und  im  Räume.  Frkfrt.  a.O. 

1888.  216  —  217.  —  Solling,  Die  Quadratur  des  Zirkels.  Hamburg  1887. 
Kerschbaum,  Beweis,  dafs  es  eine  Quadratur  des  Kreises  giebt.    Ck>burg  1887. 
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Samnda,  Die  Quadratur  der  Hyperbel.  Graz  1888.  217—218.  —  Mathem.  Ab- 
handlungsregisier  1887.     16d->160;  224—240. 

XXXIY.  Neu  mann,  Frz.,  Yorlesangen  über  die  Theorie  deg  Pofcoiiials 
und  der  Kugelfunctionen.  Herausg.  von  C.  Neumann.  Leipzig  1887.  30 — 32.  — 
Holzinger,  F.  S.,  Lehrbuch  der  polit.  AriÜimetik  foür  höhere  Handelachulen. 
Brannschweig  1888.  32—34.  —  Bleicher,  H.,  (Jnmdrifs  der  Theorie  der  Zins- 
rechnung. Berlin  1888.  34.  — Redlich,  A.,  Prakt.  Anleit.  zur  algebr.  Entwicke- 
lung  der  Lösung  der  Gleichungen  der  höheren  Grade.  Breslau  1888.  35.  — 
Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte.  5.  Aufl.  I,  n.  Lpzg. 
1887/88.  35 — 36.  —  Wem  icke,  A.,  Goniometrie  und  Grundzüge  der  Trigonometrie. 
Braunschweig  1888.  36—37.  —  Möller,  F.,  Ealenderkarten f.  d.  Jahre  1800—1999. 
Berlin  1888.  38.  —  üngor.  Fr.,  Die  Methodik  der  prakt.  Arithmetik  in  histor. 
Entwickel.  vom  Ausgange  des  Mittelalters  bis  auf  die  Gregenwart.  Lpzg.  1888. 
70—73.  —  Rothlauf,  B.,  Die  Physik  Piatons.  IL  Mönchen  1888.  73—74.  — 
Eönsberg,  H.,  Der  Astronom,  Mathematiker  und'  Geograph,  Endoxus  von 
Knidos  L  Dinkelsbühl  1888.  74— 75. —  Heiberg,  J.L.,  Om  schollieme  til  Enclids 
Elementer.  Ej0benhaTn  1888.  ^5 — 76.  —  Favaro,  A.,  Bonaventura  Cavalieri 
nello  studio  di  Bologna.  Bologna  1888.  76—77.  —  Wohlwill,  E.,  Joachim  Jun- 
gius,  Festrede.  Hamburg  u.  Lpzg.  1888.  77— 78. —Ball,  W.W.  R.,  A  short  ac- 
count  of  the  history  of  mathematics.  London  1888.  103 — 105.  —  Loria,  G.^ 
Die  hauptsächlichsten  Theorien  der  Geometrie  in  ihrer  früheren  und  heutigen  Ent- 
Wickelung.  Deutsch  von  Fr.  Schütte.  Lpzg.  1888.  105.  —  Günther,  8.,  Johannes 
Kepler  und  der  tellurisch-kosmische  Magnetismus.  Wien  und  Olmüts  1888.  105 — 
106.  —  Schubert,  H.,  Die  Quadratur  des  Zirkels  in  berufenen  und  unberufenen 
Köpfen.  Hamburg  1889.  152.  —  Fuhrmann,  A.,  Naturwissenschaft!.  Anwend. 
der  Differentialrechnung.  Berlin  1888.  195 — 196.  —  Häbler,  Th.,  Mazima  und 
Minima  symmetrischer  Functionen.  Grimma  1888.  196 — 197.  —  Lieblein,  J., 
Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  algebr.  Analysis.  2.  Aufl.  von  W.  Läska. 
Prag  1889.  197.  —  Schönemann,  P.,  Ueber  die  gegenseit.  mechan.  Verwand!. 
gleicher  Dreiecke  und  Parallelogramme  mittelst  unmittelbarer  Construction.    Soest 

1888.  197—198.  —  Schmid,  Th.,  Die  Form,  Anziehung  und  materielle  Be- 
Rcbaffenheit  der  Erde.  Forts.^  u.  Schlufs.  Linz  1888.  198.  —  Ganfs,  G.  Fr., 
Untersuchungen  über  höhere  Arithmetik.  Deutsch  von  H.  Maser.  Berlin  1889. 
218—219.  —  Gaufs,  C.  Fr.,  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  ver- 
kehrten Verhältnisse  der  Quadrate  der  Entfernungen  wirkenden  Anziehnngs-  nnd 
Abstofsungskräfte.  Lpzg.  1889.  219—220.  —  Mathem.  Abhandlungsregister.  1888. 
109—120;  227—240. 

XXXT.    AU  man,  G.  J.,  Greek  Geometry  from  Thaies  to  Enldid.    Dublin 

1889.  4.  —  Ball,  W.  W.  R.,  A  history  of  the  study  of  mathematics  at  Cam- 
bridge. Cambridge  1889.  5 — 6.  —  Hartfelder,  K.,  Philipp  Melanchthon  als  Prae- 
ceptor  Germaniae.  Berlin  1889.  6 — 8.  —  Reiff,  R.,  Geschichte  der  unendlichen 
Reihen.  Tübingen  1889.  8—10.  —  Gore,  H. ,  A  bibliography  of  geodesy. 
Washington  1889.  10.  —  Dollar  ins,  J.  E.,  Janus,  Ein  Datumzeiger  für  alle 
Jahrhunderte.  Lpzg.  o.  J.  10 — 11.  —  Emmerich,  A.,  der  Brocard*8che  Winkel 
des  Dreiecks.  Eine  geschieht!.  Studie.  Mühlbeim  a.  R.  1889.  34—35.  —  Schwe- 
ring,  K.,  Aufgabe  und  Anschauung  besonders  in  der  Stereometrie.  Coesfeld  1889. 
35.  —  Müller,  R.,  Ueber  die  Kurven,  deren  Bogen  einer  Potenz  der  Abscisse 
proportional  sind.    Berlin  1889.    36.  —  Hahn,  H.,  Eulers  Methode  der  Parameter- 
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darstell,   algebr.   Kurven.     Berlin  1889.     36  — d7.  —   Gandter  u.  Rudio,    Die 
Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.   Lpzg.  1888.  37 — 38.  —  Drasch, 
H.,   Elemente  der  analyt.   Geometr.   der  Geraden  u.  d.  Eegelschn.    Wien  1889. 
69.  —  Glasen,  B.  J.,  Sur  une  nouvelle  mätfa.  de  resolut,  des  ^quations  Unfaires. 
Paris  1889.   59-60.  —  Pein,  Aufstellung  von  n  Königinnen  auf  einem  Schach- 
brett Ton  n'  Feldern  derart,  dafs  keine  von  einer  andern  geschlag.  werden  kann. 
Lpzg.  1889.    60 — 61.  ■—  Tschebyscheff,  P.  L.,  Theorie  der  Congruenzen  (Ele- 
mente der  Zahlentheorie).    Deutsch  von  H.  Schapira.     Berlin  1889.    61 — 62.   — 
Meyer,   W.   Frz.,    Zur    Lehre    von    Unendlichen.     Tübingen  1889,     62  —  68.— 
Teyxeira,  G.,   Corso  de   analyse  infinitesimal.    Oalcolo  integral  I.    Porto  1889. 
63—64.  —  Wolf,  A.  W.,  Beiträge  zur  Theorie  und  Praxis  der  Invalidenversiche- 
rung.   Lpzg.  1889.    64—66.  —  Borcbardt,  Br.,  Einführung  in  die  Wahrschein- 
lichkeitslehre.   Berlin  1889.     66 — 67.   —   Czuber,  E.,    Zum  Gesetz   der  grofsen 
Zahlen.  Prag  1889.   67—68.  —  Stadthagen,  H.,  üeber  die  Genauigkeit  logarithm. 
Rechnungen.    Berlin  1888.    68—69.  —  Frischauf,  J.,  Einleitung  in  die  analyt. 
Geometrie.    3.  Aufl.     Graz  1889.     146  —  146.  —  Wertheim,    G.,    Elemente  der 
Zahlentheorie.    Lpzg.  1887.     169—170.  —  Lübsen,  H.  B.,  Einleit.  in  die  Infini-« 
tesimalrechnung.    7.  Aufl.  von  R.  Schurig.   Lpzg.  1889.    170 — 171.  —  Abel,  N.  H. 
und  E.  Galois,  Abhandlungen  über  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen. 
Deutsch  von  H.  Maser.    Berlin  1889.     171-172.  —  Böcklen,  H.,  üeber  die  Be- 
rücksichtigung des  Historischen  beim  Unterricht  in  der  Geometrie.   Tübingen  1889. 
172 — 173.  —  Treutlein,  P.,  Das  geschieht!.  Element  im  mathem.  Unterricht  der 
höheren  Lehranstalten.    Braunschweig  1890.    173.  —  Graf,   J.  H.,   Der  Mathe- 
matiker Joh.   Sam.  König  und   das    Princip   der  kleinsten  Action.     Bern   1889. 
174.  —  Weyrauch,  J.  T.,  Robert  Mayer,  der  Entdecker  des   Princips  der  Er- 
haltung der  Energie.    Stuttgart  1890.    174 — 175.  —  Lasswitz,  K.,  Geschichte  der 
Atomistik  vom  Mittelalter  bis  Newton.  L  Hamburg  1890.    175 — 179.  -^  Festschrift, 
herausgegeben  von  der  Mathem.  Gesellsch.  in  Hamburg  anläfslich  ihrer  200  jährigen 
Jubelfeier  1890.    Lpzg.  1890.     179—182.  —  Wolf,  R.,  Handbuch  der  Astronomie, 
ihrer  Geschichte  und  Litteratur.   L    Zürich  1890.     182—183.   —   Günther,   S. 
Martin  Behaim.    Bamberg   1890.     183—184.   —  Lindner,  F.,  Üeber  begrenzte 
Ableitungen  mit  complexem  Zeiger.    Cöslin  1890.    197—198.  —  Brunn,  H.,  üeber 
Curven  ohne  Wendepunkte.    München  1889.    201—202.  —  Birchard,  J.  J.  and 
W.  J.  Robertson,  The  high  school  Algebra  H.    Toronto  1889.     202—203.  — 
Lipinski,  W.,  Tafeln  der  Hyperbelfunctionen  und  der  Kreisfunctionen.    Berlin 
1890.    203—204.  —  Fuhrmann,  W.,  Der  Brocardsche  Winkel.    Königsberg  i.  Pr. 
1889.     204—205.—  Lasswitz,  K.,  Geschichte  der  Atomistik  H.     Hamburg  1890. 
205—206.  —  Mathemat.  Abhandlungsregister  1889.     107—120;  224—240. 

XXXYL  Joachims thal.  F.,  Anwend.  der  Diff.-  u.  Integr.-Rechnung  auf 
die  allgem.  Theorie  der  Flächen  und  Linien  doppelter  Krümmung.  3.  Aufl.  von 
L.  Natani.  Lpzg.  1870.  28 — 29.  —  Loria,  G.,  U  periodo  aureo  della  geometria 
greca.  Saggio  storicc.  Torino  1890.  29  —  30.  —  Rudio,  F.,  Das  Problem  von 
der  Quadratur  des  Zirkels.  Zürich  1890.  30—81.  —  Fink,  K.,  Kurzer  Abriss 
einer  Geschichte  der  Elementar-Mathematik.  Tübingen  1890.  75—77.  —  Küns- 
berg,  H.,  Der  Astronom,  Mathematiker  und  Geograph  Eudoxos  von  Knidos.  ü. 
Dinkelsbühl  1890.  77 — 78.  —  Manitius,  K.,  Des  Geminos  Isagoge  nach  Inhalt 
und  Darstell,  kritisch  beleuchtet.  Lpzg.  1890.  96—97.  —  Diophantus  von 
Alexandria,  Die  Arithmetik  und  die  Schrift  über  die  Polygonalzahlen  übers,  von 
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6.  WertheixD.  Lpzg.  1890.  97—98.  —  Schotten,  H.,  Inhalt  und  Methode  des 
planimetrischen  Unterrichts.  Eine  yergl.  Planimetrie.  Lpzg.  1890.  98—100.  — 
Blater,  J.,  Erleichterungstafeln  für  Jedermann  znr  Erziel,  fehlerfreier  Aiufahr. 
von  Multipl.  nnd  Division.  Wien  1889.  164 — 156.  —  Fahrmann,  A.,  Natar- 
wissenschaftl.  Anwendungen  der  Integralrechnung.  Berlin  1890.  166—167.  — 
Lembcke,  E.,  Einfache  Versicherungsrechnung  I,  II.  Parchim  1890.  166—157.  — 
Ball,  W.  W.  E.,  Elementary  Algebra.  Cambridge  1890.  167.  —  Geometry  of 
religion.  London  s.  a.  168.  —  Schröder,  E.,  üeber  das  Zeichen.  Festrede. 
Karlsruhe  1890.  169—170.  —  Engel,  Fr.,  Der  Geschmack  in  der  neuem  Mathe- 
matik. Lpzg.  1890.  170--171.  —  Schultz,  W.,  Die  Harmonie  in  der  Baukunst.  I. 
Hannover-Linden.  1891.  172—176. —  Breusing,  A.,  Die  nautischen  Instrumente 
bis  zur  Erfind,  des  Spiegel  Sextanten.  Bremen  1890.  176.  —  t.  B  raunmüh  1,  A., 
Christoph  Scheiner  als  Mathem.,  Physiker  und  Astronom.  Bamberg  1891.  175 — 
176.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1890.    110—120;  227—240. 

XXXYII«  Studni6ka,  F.  J.,  Johannes  Marcus  Marei  a  Cronland,  sein  Leben 
und  sein  gelehrtes  Wirken.    Prag  1891.   39.  —  Bueler,  G.,  Verzeichnis  der  Pro- 
grammbeilagen der  schweizer.  Mittelschulen.    Frauenfeld  1890.   64.  —  Adam,  J., 
The  nuptial  number  of  Plato:  its  Solution  and  significance.    London  1891.  54— 
66.  —  Kluge,  G.,  De  Euclidis  elementor.  libris  qui  feruntur  XIV  et  XV.    Lps. 
1891.    66—66.  —  Simon,  M.,   Gnmdzüge  des  jüdischen  Kalenders.     Berlin  1891. 
56.  —  Staigmüller,  H. ,  Dürer  als  Mathematiker.    Stuttgart  1891.    56—57.  — 
Loria,  G.,    11   teorema    fondamentale    della  teoria   delle  equazioni   algebriche. 
Torino  1891.   67 — 68.   —  Rudio,   F.,   Die  Elemente   der  analytischen  Geometrie 
des  Raumes.    Lpzg.  1891.    67—68.  —  Emmerich,  A.,  Die  Brocardschen  Gebilde 
u.  ihre  Bezieh,  zu  den  verwandten  merkwürd.  Punkten  und  Kreisen  des  Dreiecks. 
Berlin  1891.    68  —  69.   —   Hobson,   E.  W.,   A  treatise  on  plane  Trigonometiy. 
Cambridge  1891.    69—70.  —  Fine,  H.  B.,  The  number  system  of  Algebra  treated 
theoretically  and  historically.  Boston  a.  N.  York  1891.    70—71.  —  Robel,  E.,  Die 
Sirenen.     Ein  Beitr.  zur  Entwickelungsgesch.  der  Akustik.    Berlin  1891.    71.  — 
Schul  1er,  W.  J.,  Arithmetik  und  Algebra  f.  höhere  Schulen.    Lpzg.  1891.    76— 
76.  —  Schüler,  W.,   Lehrbuch    der    unbestimmten   Gleichungen  des  1.  Grades 
(Diophant.  Gleichungen)  I.    Stuttgart  1891.    76—77.  —  Netoliczka,   E.,  Bilder 
aus  der  Gesch.  der  Physik.    Fortges.  Ton  A.  Wachlowski.    Wien  u.  Lpzg.  1891. 
77— .78.    —   Favaro,    A.,    Nuove   studi   Galileiani.    Venezia  1891.    87  —  91.  — 
Villicus,  Frz.,  Die  Geschichte  der  Rechenk.  vom  Alterth.  bis  zum  XVIII.  Jahrb. 
2.  Aufl.    Wien  1891.    92.  —  Hagen,  J.  G.,  Synopsis  der  höheren  Mathematik.  I. 
Berlin  1891.  161  —  162.  —  Deter,  Chr.  G.  J.,  Repertorium  der  Differ.-  und  Integral- 
Rechnung.    2.  Aufl.     Berlin  1892.    162-168.  —  Ullrich,  £.,  Das  Rechnen  mit 
Duodecimalzahlen.    Heidelberg  1891.    168—164.  —  Henrici,  J.,  und  P.  Treut- 
lein,  Lehrbuch  der  Elementargeometrie  I.  2.  Aufl.  Lpzg.  1891.  164.  —  Schlottke, 
J.,   Analyt.  Geometr.  der  Ebene.    Dresden  1891.     164 — 166.   —   Himstedt,  A., 
Ueber   Singularitäten   ebener  Curven.    Löbau  i.  WPr.  1891.     166.  —  Pauly,  N., 
Die  Decade  und  die  Ziffemschrift.    Danzig  1892.   210.  —  Köpper,  Fr.  Th.,  Notiz 
über  die   Zahlwörter  im   Abacus   des  Boethius.    Petersburg  1892.    210—211.  — 
Weissenborn,  H.,  Zur  Geschichte  der  Einführung  der  jetzigen  Ziffern  in  Europa 
durch  Gerbert.    Berlin  1892.    211—218.  —   Rudio,  F.,   üeber  den  Antheil  der 
mathem.  Wissenschaften  an  der  Cultur  der  Renaissance.    Hamburg  1892.   213.  — 
Galilei,  Galileo,  Dialog  über  die  beiden  hauptsächl.  Weltsysteme,  das  Ptole- 
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m&iscbe  und  das  Eopernikanische,  übers,  yon  E.  Straufs.  Lpzg.  1892.  213—216.  — 
Loria,  G.,  Nicolo  Fergola  e  la  scuola  di  matematici  che  lo  ebbe  a  dace.   Genova 

1892.  215—216.  —  Brückne-r,  M.,  Das  Ottojaniscbe  Problem.  Eine  mathem.- 
bist.  Studie.  Zwickau  1892.  216  —  217.  —  Mathem.  Abbandlungsregister  1891. 
10^—120;  228—240. 

XXXTIH«  Uhlicb,  E.,  Reihensamination  auf  geometr.  Wege.  Häbler, 
Tb.,  Die  Ableitung  der  ebenen  Trigonometrie  aus  drei  Grundgleicbungen.  Grimma 
1891.  38.  —  Gerland,  S.,  Geschichte  der  Physik.  Lpzg.  1892.  62.  —  Graf, 
J.  H.,  Das  Leben  u.  Wirken  des  Physikers  u.  Astronomen  Job.  Jac.  Huber  aus 
Basel  (1733—1798).  Bern  1892.  63.  ^  Maller,  F.,  Zeittafeln  zur  Gesch.  der 
math.  Physik  und  Astronomie  bis  zum  Jahre  1600.  Lpzg.  1892.  63  —  64.  — 
Budio,  F.,  Archimedes,  Huygens,  Lambert,  Legendre.  Vier  Abhandl.  über  Ereis- 
messung.  Lpzg.  1892.  64—65.  —  Burkhardt,  H.,  Bernhard  Biemann.  Vortrag. 
Göttingen  1892.  66.  —  Riemann,  6.,  Gesammelte  Werke  und  wissenschaftl.  Nach- 
lafs.  Herausgeg.  von  Dedekind  u.  Weber.  2.  Aufl.  Lpzg.  1892.  66.  —  Klein - 
stück,  0.,  Zeitgleichungstafeln.  Jena  1892.  66—67.  —  Teyzeira,  F.  G.,  Ourso 
de  analyse  infinitesimal.  Galculo  integral  IL  Porto  1892.  67-68.  —  Pad^,  H., 
Premi^res  le9ons  d*alg^bre  ^lämentaire.  Paris  1892.  68—69.  —  Müller,  E.  R., 
Yierst.  logarithm.  Tafeln  der  natürl.  u.  trigonometr.  Zahlen.  Stuttgart  o.  J.  69.  — 
Eobald,  E.,  üeber  die  Versicherung  der  Bergwerksbruderladen  u.  ähnl.  Eassen- 
einricht.  L  Leoben  1892.  70.  —  Kiefer,  A.,  üeber  zwei  specielle  Brennlinien 
des  Kreises.  Frauenfeld  1892.  71.  —  Baer,  K.,  Die  Vertheil.  der  Electricität 
auf  der  Fufspunktfl.  einer  Kugel.  Frkfrt.  a.  0.  1892.  71—72.  —  Kamp,  J.,  Die 
Finanzlage  der  €k>thai8chen  Staats -Diener- Witt  wen -Societät  am  81.  Dec.  1890. 
Dresden  1893.  137—141.  —  Per  il  terzo  Centenario  della  inaugnrazione  deir  Li- 
segnamento  di  Galileo  Galilei  nello  studio  di  Padova.  Firenze  1892.  Omaggi 
di  Galileo  Galilei  per  il  terzo  Centenario.  Padova  1892.  197—198.  —  Algorismus 
Prosaicus  Magistri  Christani  anno  fere  1400  scriptus.  Nunc  pr.  ed.  F.  J.  Stud- 
nicka.  Pragae  1893.  198—199.  —  Hultsch,  Fr.,  Die  N&herungswerthe  irratio- 
naler Quadratwurzeln  bei  Archimedes.  GOttingen  1893.  223  —  224.  —  Apollonii 
Pergaei  quae  graece  exstant  cum  comment.  ed.  J.  L.  Heiberg  L  IE.  Lps.  1891/93. 
224 — 226.  —  Boncompagni,  B.,  Catalogo  di  Layori  di  Enrico  Narducci.   Roma 

1893.  226.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1892.     149—160;  228—240. 
XXXIX.    Krumb  ach  er,   K.,  Woher  stammt  das  Wort  Ziffer  (Chiffre)? 

Paris  1892,  u.  Nochmals  das  Wort  Ziffer.  Lpzg.  1893.  16.  —  Wertheim,  G., 
Die  Arithmetik  des  Elia  Misrachi.  Frkft.  a.  M.  1893.  16—17.  —  Koppe,  M., 
Die  Behandl.  der  Logarithmen  u.  der  Sinus  im  Unterricht.  Berlin  1893.  18 — 19.  — 
Maller,  F.,  Carl  Heinrich  Schellbach.  Gedächtnisrede.  Berlin  1893.  19-20.  — 
Mansion,  P.,  Notice  sur  les  travaux  scientiffques  de  Louis-Philippe  Gilbert. 
Paris  1893.  20—21.  —  Saalschütz,  L.,  Vorlesungen  über  die  Bernoullischen 
Zahlen.  Berlin  1893.  21—22.  —  Erler,  W.,  Einleit.  in  die  analyt.  Geometrie  u. 
in  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten.  2.  Aufl.  Berlin  1893.  22—23.  —  Simon, 
M.,  Leitfaden  d.  analyt.  Geometrie  d.  Ebene.  Berlin  1892.  23—24.  —  Tannery, 
P.,  Becherches  sur  Thistoire  de  Tastronomie  ancienne.  Paris  1893.  181 — 182.  — 
T anner y,  P.,  La  correspondance  de  Descartes  dans  les  in^dits  du  fonds  Libri 
^tudi^e  pour  Thistoire  des  Math^matiques.  Paris  1893.  183 — 184.  —  Loria,  G., 
Le  scienze  esatte  neir  antica  Grecia.  Libro  I.  Modena  1893.  186—186.  — 
Weifsenborn,  H.,   Die  Berechnung  des  Kreisumfangs  bei  Archimedes  und  Leo- 
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nardo  Pisano.  Berlin  1894.  186 — 187.  —  Obenrauch,  F,  J.,  Monge,  der  Be- 
gründer der  darstellenden  Geometrie  als  Wissenschaft.  Brunn  1893.  187 — 188.  — 
Schotten,  H.,  Inhalt  und  Methode  des  planimetr.  Unterrichtes  II.  Lpzg.  1893. 
188—190.  —  Mathemat.  Abhandlungsregister  1893.     113—120;  232—240. 

XL«  Peano,  G.,  Notions  de  logique  math^matique.  Turin  1894.  61—52.— 
Burale-Forti,  C,  Logica  matematica.  Milano  1894.  62.  —  Vivanti,  G., 
II  concetto  d'Infinitesimo  e  la  sua  applicazione  alla  matematica.  Mantova  1894. 
62 — 53.  —  Günther,  S.,  Abriss  der  Geschichte  der  Mathem.  und  der  Natior- 
wiesenschaften  im  Alterthume.  2.  Aufl.  München  1893.  58.  —  Eorteweg,  J.  D., 
Het  Bloeit^perk  der  wiskundige  wetenschappen  in  Nederland.  Amsterdam  1894. 
63—54.  —  Berthold,  G.,  Der  Magister  Joh.  Fabricius  und  die  Sonnenflecken. 
Lpzg.  1894.  64.  —  Becker,  H.,  Die  geometr.  Entwickelnng  des  lufinitesimal- 
begrifies  im  Ezhaustionsbeweis  bei  Archimedes.  Insterburg  1894.  54 — 56.  —  Les 
m^chaniques  ou  T^l^vateur  de  Häron  d'Alezandrie  publ.  sur  la  vers.  arab.  de 
Costa  ibn  Lüqä.  par  le  Baron  Garra  de  Yauz.  Paris  1894.  55 — 56.  —  Bierens 
de  Haan,  D.,  Bonwstoffen  voor  de  geschiedenis  der  uis-  en  natnrkondige 
wetenschappen  in  de  Nederlanden.  Amsterdam  1893.  66 — 57.  —  B^n^  Des- 
c arte 8,  Die  Geometrie.  Deutsch  von  L.  Schlesinger.  Berlin  1894.  57—58.  — 
Riesseu,  Ein  ungedrucktes  Rechenbuch  aus  d.  Jahre  1676.  Glückstadt  1893^^. 
58.  —  Graf,  J.  H.,  Prof.  Dr.  Rudolff  Wolf  1816—1893.  Bern  1894.  69.  — 
Rudio,  F.,  Erinnerungen  an  Moritz  Abraham  Stern.  Zürich  1894.  60 — 61.  — 
Robel,  E.,  Die  Sirenen  U.  Berlin  1894.  61.  —  Klussmann,  R.,  Systemat.  Ver- 
zeichn.  der  Abhandl.,  welche  in  den  Schulschriften  s&mmÜ.  am  Programmentausch 
theilnehm.  Lehranstalt,  erschienen  sind.  11.  Lpzg.  1893.  61 — 62.  —  Bohrbach, C, 
Vierstell.  logarithm.-trigonometr.  Tafeln.  Gotha  1893.  62.  — Eobald,  E.,  Ueber 
das  Versicherungswesen  der  Bergwerksbruderladen  etc.  II.  Leoben  1893.  62—63.  — 
Hagen,  J.  G.,  Synopsis  der  höheren  Mathematik.  II.  Berlin  1894.  63—64.  — 
Tannabaur,  J.,  Berechnung  von  Renten  und  Lebensyersicherungen.  Wien  1893. 
Derselbe,  Zinseszins-  und  Rententafeln.  Wien  1893.  64.  —  Annuaire  du  Bu- 
reau des  LoDgitudes.  Paris  1893  et  1894.  64—65.  —  Fitz-Patrick,  J.,  et 
G.  Chevrel,  Ezercices  d'Arithm^tiques.  Paris  1893.  65—66.  —  Lucas,  Ed., 
R^crdations  math^matiques.  III,  IV.  Paris  1893  et  1894.  66— 67.  —  Hullmann,  E., 
Die  Wissenschaft  und  ihre  Sprache.  Lpzg.  1894.  101.  —  Wundt,  W.,  Logik. 
Eine  Untersuch,  d.  Principien  d.  Erkenntuiss  und  d.  Methode  der  wissenschafll. 
Forschuog.  E  Bde.  II.  Bd.  1.  Abth.  2.  Abschn.  .2.  Aufl.  Stuttgart  1894.  101 
bis  102.  —  Fort  und  SchlOmilch,  Lehrbuch  der  analyt.  Geometrie.  I.  6.  Aufl. 
von  R.  Heger.  Lpzg.  1893.  102.  —  Ganter,  H.,  und  F.  Rudio,  Die  Elemente 
der  analyt.  Geometr.  der  Ebene.  H.  Aufl.  Lpzg.  1894.  102—103.  —  Stege- 
mann, M.,  Grundriss  der  Diff.-  und  Integral-Rechnung  II.  5.  Aufl.  yon  L.  Kiepert. 
Hannover  1894.  103—104.  —  Smith,  H.  J.  S.,  CoUected  mathematical  papers 
edid.  by  J.  W.  L.  Glaisher.  Oxford  1894.  2  vol.  104—106.  —  Herschel,  GL, 
Frontinus  and  his  Two  books  on  the  water  supply  of  the  city  of  Rome  A.  D.  97. 
Ithaca  N.  Y.  1894.  106.  —  Oben  rauch.  Fr.  J.,  Monge,  der  Begründer  derdarstelL 
Geometrie.  Forts.  Brunn  1894.  106.  —  Haas,  E.,  Ueber  einige  Apparate  zur 
Demonstr.  der  Präcession  und  ihrer  Folgen.  Wien  1894.  130.  —  Hipparchi  in 
Arati  et  Eudoxi  Phaenomena  commentariorum  libri  HI.  rec.  C.  Manitius.  Lps.  1894. 
130.  —  Boll,  F.,  Studien  über  Claudius  Ptolemaeus.  Lpzg.  1894.  131—132.  — 
Jamblichi    in  Nicomachi   arithmeticam  introductionem  liber   ed.   H.   Pistelli. 
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Lp8.  1894.  182.  —  Abhandlungen  über  Variationsrechnung.  2  Thle.  Herauegeg. 
Ton  P.  Stäckel.  Lpzg.  1894.  132—133.  —  Eggenberger,  J.,  Beiträge  zur  Dar- 
stellung des  Bemoullischen  Theorems,  der  Gammafunction  und  des  Laplaceschen 
Integrals.  Bern  1893.  133 — 134.  —  Euclidis  opera  omnia  edid.  J.  L.  Heiberg 
et  H.  Menge.    Vol.  VII.    Euclidis  optica  ed.  J.  L.  Heiberg.    Lps    1895.   134  bis 

135.  —  Die  Arithmetik  des  Magister  Georgius  de  Hungaria  aus  d.  Jahre  1499. 
Herausgeg.  von  C.  Ton  Szily  und  A.  Heller.    Budapest  und  Berlin  1894.   135  bis 

136.  —  Rudel,  K,  Georg  Philipp  Harsdörffer  als  math.  und  naturpbilos.  Schrift- 
steller. Nürnberg  1894.  136—137.  —  Weyer,  G.  D.  E.,  Ueber  die  parabolische 
Spirale.  Kiel  und  Lpzg.  1894.  137.  —  Anmerkungen  und  Zusätze  zur  Entwerf. 
der  Land-  und  Himmelskarten  von  J.  H.  Lambert  (1772).  Ueber  Eartenprojection. 
Von  Lagrange  (1779)  und  Gaufs  (1822).  Herausgeg.  von  A.  Wangeriu.  Lpzg.  1894. 
137—138.  —  Schenkel,  H.,  Eritisch-histor.  Untersuch,  über  die  Theorie  der 
Gammafunctionen  und  der  Eulerschen  Integrale.  Usteri- Zürich  1894.  138—139.  — 
Fink,  E.,  Lazare- Nicolas -Marguerite  Carnot,  sein  Leben  und  seine  Werke. 
Tübingen  1894.  189.  —  Festschrift  zur  Feier  des  25jährigen  Bestehens  der  Ge- 
sellschaft ehemal.  Studier,  der  eidgen.  und  polytechn.  Schule  zu  Zürich.     Zürich 

1894.  139—140.  —  Loria,  G.,  Le  scienze  esatte  neir  antica  Grecia  IL    Modena 

1895.  218—219.  —  Wohlwill,  £.,  Galilei  betreffende  Handschriften  der  Ham- 
burger Stadtbibliothek.  Hamburg  1895.  219—220.  —  Cajori,  Fl.,  A  History  of 
mathematics.  New- York  and  London  1896.  220—221.  —  Robel,  E.,  Die  Sirenen 
in.  Berlin  1896.  221—222.  —  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes.  Paris  1895. 
222.  —  Comte,  Aug.,  La  g^ometrie  analytique,  nouv.  ed.  prdc^d^e  de  la  geomätrie 
de  Descartes.  Paris  1894.  222—223.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1894.  109— 
120;  226—240. 

XLI.  Niewenglowski,  B.,  Cours  de  Geometrie  analytique.  I,  U.  Paris 
1894/95.  26—28.  —  Pascal,  E.,  Lezioni  di  calcolo  infinitesimale  I,  II.  Milano 
1895.  28-29.  —  Maupin,  G.,  Questions  d'alg^bre.  Paris  1895.  29—30.  — 
Münder,  F.,  Die  eiförmigen  Curven.  Bern  1894.  30.  —  Hrabäk,  J.,  Praktische 
Hilfstabellen  für  Logarithm.  und  andere  Zahlenrechnungen.  3.  Aufl.  Lpzg.  1893. 
30 — 81,  —  Autenheimer,  F.,  Elementarbuch  der  Differ.-  und  Integr.- Rechnung. 
4.  Aufl.  Weimar  1895.  81—32.  —  Dölp,  H.,  Aufgaben  zur  Differ.-  und  Integr.- 
Rechnung.  6.  Aufl.  Giessen  1895.  32.  —  Eiepert,  L.,  Grundriss  der  Differ.- 
und  Integr.- Rechnung  I.  7.  Aufl.  Hannover  1895.  32 — 83.  —  Haas,  A.,  An- 
wendung der  Differentialrechn.  auf  d.  ebenen  Curveu.  Stuttgart  1894.  33.  — 
Sturm,  A.,  Das  Delische  Problem.  Linz  1895.  76 — 77.  —  Obenrauch,  J., 
Monge,  Der  Begr.  der  darstell.  Geometrie  als  Wissenschaft.  Schluss.  Brunn  1895. 
77—78.  —  Diophanti  Alezandrini  Opera  omnia  c.  graec.  comm.  ed.  P.  Tannery. 
I,  U.  Lps.  1893/95.  101 — 104.  —  Musici  scriptores  Graeci  recogn.  Carol.  Janus. 
Lps.  1895.  104—106.  —  Engel,  F.,  und  P.  Stäckel,  Die  Theorie  der  Parallel- 
linien yon  Euklid  bis  auf  Gaufs.  Eine  Urkundensammlung.  Lpzg.  1895.  105 
bis  106.  —  J.  C.  Poggendorffs  Biograph.-literar.  Handwörterbuch  z.  Gesch.  der 
exact.  Wissenschaften  III.  (die  Jahre  1858—1888  umf.).  Herausg.  von  B.  W.  Feddersen 
und  A.  J.  von  Oettingen.  1.  Lief.  Lpzg.  1896.  181—182.  —  Zeuthen,  H.  G., 
Geschichte  der  Mathematik  im  Alterth.  und  Mittelalter.  Eopenhagen  1896.  182 
bis  188.  —  Ball,  W.  W.  R.,  A  primer  of  the  history  of  mathematics.  London 
1895.  183—184.  —  Boscha,  J.,  Christian  Huygens,  Rede  am  200.  Gedieh tnisst. 
seines  Todes  gehalten,    üebers.  von  Th.  W.  Engelmann.   Lpzg.  1895.    184—185.  — 
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Rosenberger,  F.,  Isaak  Newton  und  seine  physikaliBchen  Principien.  Lgzg.  1895. 
186 — 186.  —  Günther,  S.,  Erd-  und  Himmelsgloben,  ihre  Gesch.  und  Conatruction 
nach  Matteo  Fiorini.  Lpzg.  1896.  186—187.  —  Green,  G.,  Ein  Versuch,  die 
mathem.  Analysis  auf  d.  Theorie  der  Elektricit&t  u.  d.  Magnetismus  anzuwenden 
(1828).  Herausg.  von  A.  J.  t.  Oettingen  u.  A.  Wangerin.  Lpzg.  1895.  187.  — 
Beman,  W.  W.  and  D.  £.  Smith,  Plane  and  solid  geometry.     Boston  U.  S.  A. 

1895.  187—188.  —  SchlGmilch,  0.,  Vorlesungen  über  einzelne  Theile  der  höheren 
Analysis.  4.  Aufl.  Braunschweig  1895.  188 — 189.  —  Nernst,  W.,  u.  A.  Schön - 
flies.  Einführ,  in  die  mathem.  Bebandl.  der  Naturwissenschaften.  München 
u.  Lpzg.  1895.  189 — 190.  —  Pascal,  E.,  Esercizi  e  note  critiche  di  calcolo  in- 
finitesimale. Milano  1895.  190.  —  Steiner,  J.,  Die  geometr.  Constructionen, 
ausgef.  mittelst  der  geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises  (1838).  Herausg.  Ton 
A.  y.  Oettingen.  Lpzg.  1895.  216.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1895.  110 
bis  120;  219—232. 

XLII.  Wolf,  B.,  Taschenbuch  für  Mathem.,  Geod&sie  und  Astronomie. 
6.  Aufl.  von  A.  Wolfer.  Zürich  1895.  9.  —  Schmidt,  Th.,  Das  Dualitätsgesetz. 
Steyer  1895.  9.  •—  Euler,  L.,  Zwei  Abhandl.  über  sphärische  Trigonometrie  (1753 
u.  1779).    Uebers.  von  E.  Hammer.    Lpzg.  1896.   36—37.  —  Abel,  N.  H.,  Unter- 

suchungen   über  die  Reihe  1  +  ~  ä  H — ^ — ^  x*  -j .    (1826).    Herausg.  von 

A.  Wangerin.  Lpzg.  1895.  87.  —  Schimpf,  E.,  Eine  Theorie  der  Konvergenz 
unendl.  Reihen.  Bochum  1895.  37—88.  —  Wellisch,  S.,  Das  2000jährige 
Problem  der  Trisektion  des  Winkels.  Wien  1896.  38.  —  Eisenlohr,  A.,  Ein  altbaby- 
lonischer Felderplan.  Lpzg.  1896.  41.  —  v.  Jacobs,  H.,  Das  Volk  der  Siebener-Zähler. 
Berlin  1896.  42.  —  Ruska,  J.,  Das  Quadriuium  aus  Severus  Bar  Sakku^s  Buch 
der  Dialoge.  Lpzg.  1896.  42—43.  —  Heath,  F.  L.,  Apollonius  of  Perga  Treatise 
on  conic  section  edited  in  modern  notation.  Cambridge  1896.  43 — 44.  —  Seren i 
Antinoensis  Opuscula  ed.  J.  L.  Heiberg.  Lps.  1896.  44.  —  Faye,  N.,  Sur 
Torigine  du  monde.    Thäorics  cosmogoniques  des  anciens  et  des  modernes.   Paris 

1896.  44 — 45.  —  Eh  eil,  C.  P.,  üeber  einige  ältere  Bearbeitungen  des  Buch- 
haltungstraktes des  Luca  Pacioli.  Prag  1896.  46.  —  Müller,  Chr.  F.,  Henricus 
Grammateus  u.  s.  Algorismus  de  integris.  Zwickau  1896.  46 — 47.  —  Günther,  S. 
Jacob  Ziegler,  ein  bayerischer  Geograph  und  Mathemat.  Ansbach  u.  Lpzg,  1896. 
47.  —  Carli,  A.,  et  A.  Favaro,  Bibliografia  Galileiana  (1568—1895).  Roma  1896. 
47.  —  Fischer,  E.,  Ueber  die  Begründung  der  Lifinitesimalrechnung  durch  New- 
ton und  Leibniz.  Lpzg.  1896.  48—49.  —  Boger,  J.,  Le  math^maticien  France- 
Comtois  Fran9.  Jos.  Servois.  B^san9on  1895.  49 — 50.  —  Günther,  S.,  Kepler  u. 
Galilei.  Berlin  1896.  56.  —  Volkmann,  P.,  Franz  Naumann  (11.  Sept  1798  bis 
23.  Mai  1895).  Ein  Beitr.  z.  Gesch.  deutsch.  Wissensch.  Lpzg.  1896.  50—51.  — 
Graf,  J.  H.,  Ludwig  Schläfli  (1814—1895).  Bern  1896.  51—52.  —  Mansion,  P., 
Notice  sur  les  travaux  mathemat.  de  Eng. -Charles  Catalan.  Bruxelles  1896. 
52.  —  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes.  Paris  1896.  52—58.  —  Neppi- 
Modona,  A.,  e  T.  Vannini,  Queationi  e  formole  di  geometria  analitica.  Palermo 
1896.  53.  —  Niewenglowski,  A.,  Cours  de  gäom^trie  analytique  IIL  Paris  1896. 
53 — 54.  —  Loria,  G.,  II  passato  ed  il  presente  delle  principali  teorie  geometriche 
2^  ed.  Torino  1896.  54 — 55.  —  Euclidis  data  cum  comment.  Marini  et  scholiis 
antiquis  ed.  H.  Menge.  Lps.  1896.  194.  —  Sturm,  A.,  Das  Delische  Problem. 
Forts.    Linz  1896.    195.  —  Wertheim,  G.,  Die  Arithmetik  des  Elia  Misrachi. 
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Ein  Beitr.  z.  Gesch.  d.  Maihem.  2.  Anfl.  Braunschweig  1896.  195>-196.  — 
Favaro,  A.,  Intomo  alla  yita  ed  ai  layori  di  Tito  Livio  Burattini.  Yenezia  1896. 
196—197.  —  Dickstein,  S.,  HoSne  Wrofiski.  Lego  iycici  prace  w.  Erakowce 
1896.  197.  —  Festschrift  der  naturforsch.  Gesellsch  in  Zürich.  1746 — 1896.  Zürich 
1896.  197 — 198.  —  Henrici,  J.  u.  P.  Treutlein,  Lehrbuch  der  Elementar- 
geometrie n.  2.  Aufl.  Lpzg.  1897.  198.  —  Schubert,  H.,  Arithmetik  u.  Algebra. 
Lpzg.  1896.  Derselbe,  Beispielsamml.  zur  Arithmet.  u.  Algebra.  Daselbst  1896; 
198.  —  Die  Grundlage  der  modernen  Werthlehre :  Daniel  BemouUi,  Versuch  einer 
neuen  Theorie  der  Werthbestimm.  von  Glücksfällen.  Aus  d.  Latein.  Ton  A.  Frings- 
heim.  Lpzg.  1896.  199.  —  Jacobi,  C.  G.  J.,  Ueber  die  Bildung  und  die  Eigen- 
schafken der  Determinanten  und  über  Functionaldeterminanten.  1841.  Herausg. 
von  P.  Stäckel.  Lpzg.  1896.  199.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1898.  96  bis 
112;  211—224. 

XLin.  Bibliotheca  mathematica.  Zeitschr.  für  Gesch.  der  Mathem.  Herausg. 
von  G.  EnestrOm.  Generabregister  für  Band  I— X.  1887—1896.  Stockholm  1897. 
48.  —  Villicus,  F.,  Die  Geschichte  der  Bechenkunst  Tom  Alterth.  bis  zum 
XVm  Jahrb.  3.  Aufl.  Wien  1897.  49.  —  Troisi^me  centenaire  de  la  naissance 
de  Descartes.  Paris  1896.  49—60.  —  Amsperger,  W.,  Christian  WolflFs  Verhältnis 
zu  Leibniz.  Weimar  1897.  50—51.  —  Graf,  J.  H.,  Nicolaus  Blauner,  d.  erste 
Prof.  der  Mathem.  an  der  Bemischen  Akademie.  Bern  1897.  51.  —  Wessel,^., 
Essai  sur  la  repräsentation  analytique  de  la  direction.  Copenhague  1897.  51 — 52. 
—  Hesse,  L.  0.,  Gesammelte  Werke.  München  1897.  52  —  63.  —  Steiner,  J., 
Sjstemat.  Entwickelnng  d.  Abhängigkeit  geometr.  Gestalten  von  einander.  Lpzg. 
1896.  53.  —  Kiepert,  L.,  Grundrifs  der  Different.-  und  Litegral-Bechnung  L 
8.  Aufl.;  IL  6.  Aufl.  Hannover  1897.  63—54.  —  Serret,  J.  A.,  Lehrbuch  der 
Different.-  und  Integral-Bechnung  bearb.  von  A.  Hamack.  2.  Aufl.  von  G.  Bohl- 
mann. L  Lpzg.  1897.  54—55.  —  Schubert,  H.,  Fünfstellige  Tafeln  und  Gegen- 
tafeln für  logarithm.  und  trigonometr.  BechnuDgen.  Lpzg.  1897.  55 — 56.  — 
Poggendorffs  Biograph.-litterarisches  HandwOrterbueh  zur  Gesch.  der  exacten 
Wissensch.  1I[.  (die  Jahre  1858—1883).  Herausg.  von  Dr.  B.  W.  Feddersen  und 
A.  J.  v.  Oettingen.  Lpzg.  1896/98.  98—99.  —  Sturm,  A.,  Das  Delische  Problem 
(SchluJb).  Linz  1897.  99.  —  Jaeger,  0.,  Grundzüge  der  Gesch.  der  Natur- 
wissenschaften. Stuttgart  1897.  150  —  151.  —  Obenrauch,  J.,  Geschichte  der 
darstellenden  und  projectiven  Geometrie.  Brunn  1897.  151—152.  —  Laisant, 
C.  A.,  La  mathämatique.  Philosophie.  Enseignement.  Paris  1898.  203—204.  — 
Laub,  H. ,  An  elementary  course  of  infinitesimal  calculus.  Cambridge  1897. 
204  —  205.  —  Beman,  W.  W.,  Higher  Arithmetic.  Boston  und  London  1897. 
205—206.  —  Ball,  W.  W.  B.,  Bäcräation  et  probl^mes  mathem.  des  temps  anc. 
et  mod.  3«.  ed.  trad.  p.  J.  Fitz-Patrick.  Paris  1898.  206.  —  Schubert,  H., 
Mathematische  Mufsestunden.  Leipzig  1898.  206—207.  —  Haussner,  B.,  Tafeln 
für  das  Goldbachsche  Gesetz.  Halle  1897.  207.  —  Hammer,  E.,  Lehrbuch  der 
ebenen  und  sphär.  Trigonometrie.  Stuttgart  1897.  207 — 208.  —  Goldschmidt,  L., 
Die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Hamburg  u.  Lpzg.  1897.  208 — 209.  —  Wolf- 
gangi  Bolyai  de  Bolya  Tentamen  etc.  Ed.  H.  ed.  S.  König  et  M.  B^thy. 
Budapestini  1897.  209 — 210.  —  Galois,  E.,  Oeuvres  math^matiques.  publ.  p. 
Emil  Picard.  Paris  1897.  210—211.  —  Graf,  J.  H.,  Der  Mathematiker  Jacob 
Steiner  von  ützentorf.  Bern  1897.  211.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1897. 
103—120;  215—224. 
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XLIY«  Heath,  T.  L.,  The  works  of  Archimedes.  Cambridge  1S97. 
—  Petri  Philomeni  de  Dacia  in  Algorism.  Tulgar.  lohannis  de  Sacrobosco 
commentariuB  ed.  M.  Curtze.  Havniae  1897.  8 — 9.  —  Jordan,  W.,  Opos  Pala- 
tinum.  Sinus-  und  Cosinus-Tafeln  von  10"  zu  10".  Hannover  und  Leipzig.  1897. 
9—10.  —  Schwab,  F.,  P.  Aegyd  Everard  von  Reitenau,  1606  —  1675.  Salzbui^g 
1898.  10 — 11.  —  Speck,  Q.,  Critique  de  Tenseignement  des  mathdmatiqnes. 
Lausanne  1898.  11.  —  Simon,  M.,  Analyt.  Geometrie  der  Ebene.  Lpzg.  1897. 
11—13.  —  Vasilieff,  A.,  P.  L.  Tchöbychef  et  son  oeuvre  scientifique.  Turin  1S98. 
62.  —  Claudii  Ptolemaei  opera  quae  exstant  omnia  volumen  L  Syntaxis 
mathematica  ed.  J.  L.  Heiberg.  p.  I.  Lpzg.  1898.  62—63.  —  Encyklop&die  der 
mathemathischen  Wissenschaften  mit  Einschlufs  ihrer  Anwendungen.  Herausg. 
von  H.  Burkhardt  und  W.  Frz.  Meyer.  I,  1.  1.  Helt.  Lpzg.  1898.  76—76.  — 
V.  Budislavljcvic,  E.,  Grundzüge  der  Determinanten -Theorie  in  der  project. 
Geometrie.  Aualyt.  Geometr.  Wien  und  Lpzg.  1898.  76 — 77.  —  Mikuta,  A., 
Grundzflge  der  Diff.-  uud  lutegr.-Bechnung.  Wien  und  Lpzg.  1898.  77 — 78.  — 
Schur,  Fr.,  Lehrbuch  der  analyt.  Geometrie.  Lpzg.  1898.  78—79.  —  Simon,  M., 
Analyt.  Geom.  des  Raumes.  Lpzg.  1898.  79—80.  —  Fort,  0.  und  0.  Schlö- 
milch,  Lehrbuch  der  analyt.  Geometrie.  H.  6.  Aufl.  von  R.  Heger.  Lpzg.  1898. 
80.  —  Salmon-Fiedler,  Analyt.  Geometr.  des  Raumes  L  4.  Aufl.  Lpzg.  1898. 
80^81.  —  Wundt,  W.,  Die  geometrisch -optischen  Täuechungen.  Lpzg.  1898. 
86 — 87.  —  Baer,  E.,  Über  das  logarithm.  Potential  einer  Pascalischen  Schnecke. 
Kiel  1897.  87.  —  Baer,  K.,  die  Kugelfunction  als  LOsung  einer  Differenzen- 
gleich.     Kiel  1898.     87—88.  —  Mathem.  Abhandlungsregister  1898,  L  92—100. 

G.  Aus  „Archiv  der  Mathematik  and  Physik"  von  J.  A.  Grunert. 

Theil  XIX.  1852:    Einige  Sätze   zur  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen 
88—96. 

Theil  XX.  1853:  Ueber  Leitlinien.    249—269. 

D.  Aus  „Ballettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle  scienze  matematielie  e 

fisiehe"  pubbl.  da  B.  Boncompagni. 

Tomo  V:  Euclide  e  il  suo  secolo.  Saggio  storico-matematico.  Traduzione 
di  Q.  B.  Biadego.     1—64. 

Tomo  IX:  Die  Rechenkunst  im  sechszehnten  Jahrhundert  von  A.  Kuckuck. 
Separatabdr.  Berlin  1874.  Traduzione  del  Dr.  Alfonso  Sparagna.  Articolo  biblio- 
grafico.  183  —  187.  —  Goffiredo  Friedlein.  Necrologia.  Traduz.  del  Dr.  A,  Spa- 
ragoa.  531 — 535.  —  Sulla  nazionalita  del  Copernico.  Traduz.  del  Dr.  A.  Spa- 
ragna.   701—716. 

Tomo  XI:  I  sei  Cartelli  di  matematica  disfida,  primamente  intorno  alla 
generale  risoluzione  delle  equazioni  cubiche  di  Ludovico  Ferrari,  coi  sei  contro- 
cartelli  in  risposte  di  Nicoib  Tartaglia  etc.  pubbl.  da  Enrico  Giordani  etc.  — 
Milano  1876.  Articolo  biliograf.  Traduzione  del  Prof.  Ant.  Favaro.  177 — 196. 
—  II  carteggio  fra  Lagrange  ed  Euler.    Traduz.  del  prof.  A.  Favaro.    197 — 216. 

E.  Aus  „Repertoriam  der  litterarischen  Arbeiten  auB  dem  GeMete  der  reinen 

nnd  angewandten  Mathematik",  herausgegeben  von  L.  Koenigs- 
berger  und  G.  Zeuner. 

Bd*  1:  Selbstanzeige  von:  Die  roemischen  Agrimensoren  nnd  ihre  Stellung 
in  der  Geschichte  der  Feldmefskunst.    Leipzig  1875.    117—128. 
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F.  Aus  „Allgemeine  Deutsche  Biographie*^ 

Bd.  I.  1875:  Karl  Adams.   47 — 48.  —  Gerardus  Adriaens  oder  Drunaeus.  122. 

—  Johann  Thomas  Ahrens.  163.  —  Franz  von  Aiguillon  oder  Aguillon  oder 
Aquilonius.  166.  —  David  Algoewer.  842.  —  Joseph  Amuel.  418.  —  Johannes 
Arduser.  613.  —  Peter  Friedrich  Arndt.  653.  —  Arthur  Ameth.  664 — 655.  — 
Ernst  Ferdinand  August.   683—684. 

Bd.  IL  1875:  Dominions  Beck.  212—218.  —  Johann  Isaak  Berghaus.  184.— 
Jacob  BemouUi  I.  470—473.  —  Johann  Bemoulli  I.  473—476.  —  Nicolaus  Ber- 
nouUi  I.  476 — 477.  —  Nikolaus  Bemoulli  II.  477 — 478.  —  Daniel  Bemoulli. 
478—480.  —  Johann  Bemoulli  II.  480—482.  —  Johann  Bemoulli  III.  482.  — 
Jacob  Bemoulli  II.    482—483.  —  Tobias  Beutel  487—488. 

Bd.  III.  1876:  Georg  Heinrich  Borz.  183.  —  Benjamin  Bramer.  234.  — 
Johann  Georg  Brand.  236.  —  (xeorg  Friedrich  Brandes.  240 — 241.  —  Franz 
Brasser.  269.  —  Isaak  Bmckner.  419.  —  Friedrich  Johann  Bock.  494.  —  Jobst 
Burgi  (Justus  Byrgius,  Joist  Burgh,  Just  Borgen).  604—606.  —  Abel  Burga  (Bürga). 
620—621.  —  Heizo  Buscher.  643.  —  Friedrich  Gottlob  von  Busse.  649—650.  — 
Karl  Herbert  Ignatius  Buzengeiger.   678.  —  Johann  Wilhelm  von  Camerer.  727. 

Bd.  lY.  1876:  Giovanni  Francesco  Mauro  Melchior  Salvemini  genannt  Ca- 
stillioneus  oJer  Caetilhon.  67 — 69.  —  Ludolph  van  Ceulen  oder  van  Keulen  oder 
van  Collen.  93.  —  Adam  Mathias  Chmel.  130.  —  Jacob  Christmann.  222.  — 
Wilhelm  Ludwig  Christmann.  223—224.  —  Christlieb  von  Clausberg.  285.  — 
Heinrich  Wilhelm  Clemm.  321—322.  —  Adam  Andreas  Cnollen.  354.  —  Johann 
Konrad  Creiling.  583—584.  —  August  Leopold  Crelle.  689—590.  —  Peter  Crflger. 
626.  —  Joseph  Melchior  Danzer.  756.  —  Johann  Martin  Zacharias  Dase.  750.  — 
Heinrich  Wilhelm  Feodor  Deana.    790. 

Bd.  V.  1877:  Franz  Eduard  Desberger.  68—69.  —  Wilhelm  Adolf  Diesterweg. 
163.  —  Peter  Gustav  Lejeune-Dirichlet.  251 — 252.  —  Enno  Heeren  Dickson. 
252  —  253.  —  Johann  Gabriel  Doppelmayr.  344—345.  —  Karl  Ereiher  Drais  von 
Sauerbronn.    873.   —   Comelius  Drebbel.    384.    —   Justus  Heinrich  Dresler.  397. 

—  Johann  Baptist  Eberenz.  532.  —  Johann  Paul  Eberhard.  669.  —  Philipp 
Eckebrecht.  609.  —  Christian  Leonhard  Philipp  Eckhardt.  617.  —  Moritz  Eil- 
mann. 768.  —  Johann  Caspar  Eisenschmidt.  773 — 774.  —  Ferdinand  Gotthold 
Max  Eisenstein.     774—776. 

Bd.  VL  1877:  Hieronymus  Christoph  Wilhelm  Eschenbach.  338—339.  — 
Leonhard  Euler.  422—430.  —  Johann  Albert  Euler.  430.  —  Karl  Euler.  430.  — 
Christoph  Euler.  430—431.  —  Anton  Felkel.  612.  —  Carl  Wilhelm  Feuer- 
bach.   747. 

Bd.  Vn.  1878:  Thomas  Pinck  (Finkius).  13—14.  —  Ernst  Gottfried  Fischer. 
62—63.  —  Gotthold  August  Fischer.    68.  —  Wilhelm  August  Förstemann.     162 

—  Traugott  Samuel  Franke.    266—266.  —  Johann  Gottlieb  Friedlein.    398—399. 

Bd.  VUI.  1878:  Johann  Nikolaus  Frohes  genannt  Frobesius.  129  —  130.  — 
J.  C.  Gartz.  384—385.  —  Karl  Friedrich  Gaufs.  430—445.  —  Cornelius  Gemma- 
Frisius.    665.  —  Bainer  Gemma-Frisius.    556—566. 

Bd.  IX.  1879:  Christian  Goldbach.   330—381.  —  Gustav  Adolf  Goepel.    370. 

—  Karl  Heinrich  Gräffe.  672—574.  —  Grammateus  (Heinrich  Schreyber).  678.  — 
Hermann  Grafsmann.  696 — 598.  —  Justus  Günther  Grafsmann.  698  —  599.  — 
GregoriuB  a  Sancti  Yincentio.    631 — 633. 

Bd.  X.  1879:    Johann  August  Grunert.    60—51.  —  Johann  Philipp  Gruson 
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(GrüBon).  66 — 66.  —  Christoph  Gndermann..  87 — 88.  —  Hermann  Haedenkamp. 
310.  —  Elkan  Markus  Hahn.  868.  —  Hermann  Hankel.  616—619.  -  Joseph  Hantschl. 
649 — 660.  —  Siegmuud  Ferdinand  Hartmann.     703. 

Bd.  XL  1880:  Karl  Friedrich  Hauber.  38—39.  —  Johann  Karl  Friedrich  Hauff. 
48.  —  Johann  Christoph  Heilbronner.   313. 

Bd.  XII.  1880:  Johann  Jacob  Hentsch.  11.  —  Jacob  Hermann.  181 — 182.  — 
Ludwig  Otto  Hesse.  306  —  307.  —  Karl  Ferdinand  Hindenburg.  466— '467.  — 
Meyer  Hirsch.  467 — 468.  —  Johann  Josef  Ignatz  von  Hoffinann.  604 — 606.  — 
Georg  Jonathan  von  Holland.     748 — 749. 

Bd.  Xlll.  1881 :  Daniel  Huber.  228—229.  —  Christian  Huygens.  480—46.  — 
Simon  Jacob  y.  Coburg.  669.  —  Karl  Friedrich  Andreas  Jacobi.    693. 

Bd.  XIV.  1881:  Ferdinand  Joachimsthal.  96t— 97.  —  Jordanus  Nemorarius. 
601—602.  —  Ernst  Friedrich  Junge.     706.  —  Johannes  Junge..    706. 

Bd.  XV.  1882:    Abraham  Gotthelf  Kaestner.    439-441. 

Bd.  XX.  1884:  Ludwig  Imanuel  Magnus.  91—92.  —  Paul  Mak^  de  Eerek 
Gude.    162.  —  Eonrad  Gottlieb  Marquardt.   417.  —  Johann  Mathias  Matzko.  602. 

Bd.  XXI.  1885:  Meinzo  yon  Constanz.  240.  —  Albert  Ludwig  Friedrich 
Meister.    261—262.  —  Mathias  Metternich.    627. 

Bd.  XXII.  1885:  August  Ferdinand  MObius.  38—43.  —  Leopold  Mefsbrugger. 
404—406.  —  Franz  Moth.  406—407.  —  Anton  Müller  (1799—1860).  614.  —  Jo- 
hann Heinrich  Traugolt  Malier  (1797—1862).  629—631. 

Band  XXllL  1886:  Karl  Dietrich  yon  Mflnchow.  8.  —  Friedrich  Wilhelm 
August  Muchard  62—63.  —  Christian  Heinrich  yon  Nagel.  214.  —  Jobann  Chri- 
stian Nelkenbrecher.  417 — 418.  —  Georg  Heinrich  Ferdinand  Nesselmann.  446.  — 
Anton  Nokk.    767. 

Band  XXIV.  1886:  Martin  Ohm.   203—204.  —  Ludwig  Oettinger.    568—669. 

Band  XXV.  1887:  Johann  Friedrich  Pfaff.  592—693.  —  Johann  Wilhelm 
Andreas  Pfaff.   698—594.  —  Christoph  Friedrich  yon  Pfleiderer.   678. 

Band  XXVI.  1888:  Johann  Friedrich  Polack.  381.  —  Friedrich  Theodor 
Poselger.   456 — 466.  —  Moritz  yon  Prasse.   610.  —  Leopold  Prowe.  671. 

Band  XXVIL  1888:  Joseph  Ludwig  Baabe.  66.  —  Johann  Heinrich  Behn. 
174—176.  —  Reimarus  Urans  (Nicolaus).   179—180. 

Band  XXVIII.  1889:  Karl  Gustay  Reuschle.  298.  —  Georg  Friedrich  Bern- 
hard Biemann.   666 — 669.  —  Adam  Biese.   676 — 677. 

Band  XXIX.  1889:  Johann  Georg  Bosenhain.  209.  —  Heinrich  August  Bothe. 
349—360.  —  Christoff  B^udolff.    671—572. 

Band  XXX.  1890:  Kasper  Sagner.  173.  —  Johann  Michael  Joseph  Salomon. 
281—282.  —  Michael  Scheffelt.    676. 

Band  XXXII.  1891:  Franz  yan  Schooten  d.  Aelt.  328.  —  Franz  yan  Schooten 
d.  Jung.    328—329. 

Band  XXXIU.  1891:  Franz  Ferdinand  Schweins.  364.  —  Daniel  Schwenter. 
413—414.  —  Ludwig  August  Seeber.  665—666. 

Band  XXXIV.  1892:  Franz  Seidewitz.  92.  —  Gustay  Skfiyan.  460.  —  Ben^ 
FraD9ois  de  Sluse.  469—470.  —  Budolf  Snel  yan  Bogen  (Snellius).  602;  Wille- 
brord  Snel  yan  Boijen  (Snellius).  502—503.  —  Friedrich  Wühelm  Daniel  Snell. 
506.  —  Karl  Snell.  607.  —  Ludwig  Adolf  Sohnke.  646. 

Band  XXXV.  1893:  Friedrich  Wühelm  Spehr.   96.  —  Simon  Spitzer.  223.  — 
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Eonrad  Dietrich  Martin  Stahl.  402—408.  —  Simon  Stampfer.  485.  —  Jacob  Steiner. 
700—703. 

Band  XXXVI.  1S93:  Simon  Stevin.  168—160.  —  Michael  Stifel.  208—216.  — 
Johann  Friedrich  Stockhaueen.  292—298.  —  Georg  Wilhelm  Staudt.  528.  —  Emil 
StrauHB.  532.  —  Jacob  Strave.  687. 

Band  XXXVII.  1894:  Andreas  Taquet.  340-341.  —  Johann  Dietrich  Adolf 
Tellkampf.  558.  —  Bernhard  Friedrich  Thibaut.   745—746. 

Band  XXXVJII.  1894:  Heinrich  Augast  Töpfer.  445. 

Band  XXXIX.  1895:  Hermann  Umpfenbach.  278.  —  Wilhelm  unverzagt.  821 
— 322.  —  Benjamin  Ürsinua.  865.  —  Georg  Freiherr  von  Vega.  523 — 525.  — 
Ferdinand  Verbiest.   612—613. 

Band  XL.  1896:  Adrian  Vlack.  86.  —  Andreas  Völler.  247—248. 

Band  XLI.  1896:  Johann  Christoph  Weingärtner.   503—504. 

Band  XLII.  1897:  Johannes  Widmann  von  Eger.  855. 

Band  XLIII.  1898:  Benjamin  Witzschel.  677. 

Band  XLIV.  1898:  Franz  Woepcke.  209— 210.  —  Gustav  Friedrich  Wucherer. 
261—268. 

G.  Ans  „Rendieontl  delP  Istitnto  Lombarde  di  Scienze  e  Lettere**  Mailand 
Hoepli. 

Vol.  IX ,  anno  1876 :  Studi  greco-indiani  (Traduzione  italiana  sul  MS.  origi- 
nale, di  G.  Schiaparelli)  818  -  842.  (Siehe  oben  „Zeitschrift  für  Mathem.  n.  Physik. 
22.  Bd.    1877.) 

H.  Ans  „Jenaer  Litteratnrzeitnng"  herausgegeben  von  Eletke. 

Jahrg.  1877.  Nr.  25:  Günther,  S.,  Studien  zur  Geschichte  der  mathem.  und 
physik.  Geographie  1,  2.  Halle  1877.  888—389.  —  Nr.  28:  Abhandlungen  zur 
Geschichte  der  Mathematik.   I.   Leipzig  1877.    434 — 435. 

Jahrg.  1878.  Nr.  8:  Gerhardt,  C.  J.,  Geschichte  der  Mathem.  in  Deutsch- 
land. München  1877.  112—113.  —  Nr.  14:  Günther,  S.,  Studien  zur  Geschichte 
der  Mathem.  und  physik.  Geographie  3.  Halle  1878.  203— 204. —  Nr.  25:  Hoch- 
heim,  Käf!  fil  Hisäb  des  Abu  Bekr  Muhammed  Ben  Abu  Husein  Alkarkht.  L 
Halle  1878.  375—376.  —  Nr.  33:  Matthiefsen,  L.,  Grundzüge  der  antiken  und 
modernen  Algebra  der  litteralen  Gleichungen.  480 — 481. —  Nr.  46:  Curtze,  M., 
Inedita  Copernicana.  Leipzig  1878.  653—654.  —  Nr.  47:  Günther,  S.,  Studien 
4.  u.  5.    Halle  1878.     662—663. 

Jahrg.  1879.  Nr.  20:  Abhandl.  zur  Gresch.  der  Mathem.  IL  Leipzig  1879. 
271—273.  —  Nr.  27:  Hochheim,  Käfi  fil  Hisfib.  H.    Halle  1879.  899—400. 

J.  Aus  „Bihliotheea  Mathematica,  Zeitschrift  für  Geschichte  der  Mathematik" 
herausg.  von  G.  Eneström. 

Neue  Folge  2,  1888:  Ahmed  und  sein  Buch  über  die  Proportionen  7 — 9. 

Nene  Folge  11,  1897:  Häponse  d.  la  question  40.    (Betrifft  Bürmann)  31—32. 

K.  Aus  „Comptes  rendns  de  FAcad^mie  des  Sciences".    Paris. 
T.  LI.    1860:  Sur  Tage  de  Zenodore  630—633. 

L.  Aus  „Nene  Heidelberger  Jahrbücher".    Heidelberg.  8*^. 

I  (1891):  Verzeichnis  der  Vorträge,  die  M.  Cantor  im  Historisch -philo- 
sophischen Vereine  zu  Heidelberg  in  den  Jahren  1863—1890  gehalten  hat.   8.  — 
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Albrecht  Dürer  als  Schriftsteller.  Vortrag,  gehalten  im  Hi8t.-philos.  Vereine  zu 
Heidelberg  am  12.  Febr.  1888.    17—31. 

II  (1892):  Zeit  and  Zeitrechnung.  Vortrag,  gehalten  im  Hist.-philos.  Vereine 
zu  Heidelberg  am  Donnerstag,  den  8.  Dezember  1891.  190—211. 

V  (1895):  Zahlensymbolik.  Vortrag,  gehalten  in  Heidelberg  am  18.  Dezember 
1894.     26—45. 

M.  Aus  „Clegenwart^S 

XII,  1877:  Die  Aktenfälschung  im  Prozes&e  gegen  Galileo  Galilei.    11  S. 

N.  Ans  „Beilage  zar  Allgemeinen  Zeitnng^*  (Manchen). 
Stand  mir  nicht  zur  Disposition. 

0.  Ans  „Litterarisches  Centralblatt". 
Stand  mir  nicht  zur  Disposition. 

P.  Aus  „National-Zeitang^*  Berlin. 
Stand  mir  nicht  zur  Disposition. 

Q.  Aus  „Verhandlangen  des  Natnrwissenscb.-Medicin.  Vereins  zn  Heidelberg". 

1,  1857 — 59:  Mathematik  des  Pyihagoras.  1  S. —  Zahlzeichen  der  Araber.  2  S.  — 
Die  Kenntnisse  der  Griechen  in  der  Zahlentheorie. 

B,  Aus  dem  „Bulletin  des  Sciences  niath<^matiqae8^^    2<'  s^rie. 

T.  XIX,  mars  1895:  M.  Zeuthen  et  sa  G^omätrie  supdrieure  de  TAntiquit^. 

S.  Aus  „Nord  nnd  Sfid".    Eine  deutsche  Monatsschrift. 
Bd.  XVI:  Sir  Isaac  Newton.    106—117;  201—217. 
Bd.  XLV:  Vier  berühmte  Astrologen.    81—91. 

Bd.  LXIX:  Kardinal  Nikolaus  von  Cusa.  Ein  Geistesbild  aus  dem  XV.  Jahr- 
hundert.    188—202. 

T.  Aus  „Festschrift,  herausgegeben  von  der  Mathematischen  Ge- 
sellschaft in  Hamburg  anläfsl.  ihres  200jähr.  Jubelfestes 
1890". 

Ueber  einige  Konstruktionen  von  Lionardo  da  Vioci.    8 — 15. 

ü.  Aus  „Hermes*',  Zeitschrift  für  klassische  Philologie. 

1881:  „Über  das  neue  Fragmentum  Mathematicum  Bobiense*^    640 — 642. 

F.  Aus  dem  „Archiv  der  Gesellschaft  für  ältere  deutsche  Geriehtsknsde". 

Bd.  V:  Ein  Schreiben  Mainzos  Ton  Gonstauz  an  Hermann  den  Lahmen  (mit 
E.  Dömmler).     202—206.     2  Tafeln. 

W.  Aus  den  „Preussischen  Jahrbüchern". 
Bd.  XXXII,  1873:  Blaise  Pascal.    212—237. 

X.  Aus  „Nonvelles  Annales  de  Math^matiques". 

XIV,  1855 :  Thäoräme  sur  les  däterminants  Cram^riens.  1  S.  —  Le  th^r^me 
de  Wheatstone.  1  S. 

XX,  1861:  Note  historique  sur  Textraction  abräg^e  de  la  racine  carr^e.  15. 

Y.  Aus  „Sybels  Historiseher  Zeitschrift". 

X.  War  Leibniz  ein  Plagiator?    63  S. 

Z.  Aus  „Westernianns  Monatsheften". 
XII,  1878:  Lionardo  da  Vinci.    12  S. 
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Gelcich  103. 

Gellins  Sasc«rides26.27. 28. 
Geminus  279. 
Gemma  Frisius  287.  467. 
Georg  (von  Sachsen)  435. 
Georgius  Chrysococcas  171. 
Gerardas  Cremonensis  216. 
Gerbert  (Papst  Sylvester  I  i .) 

151. 
Gergonne  76. 
Gerhardt  (Archäologe)  364. 

366. 
Gerhardt     (Mathematiker) 

172.  173.  306.  316.    432. 
Gerlin^  403.  404.  409.  410. 
Germam  143. 
Gilbert  150. 

Ginzburg  (Günzburg)  480. 
Giordano  arrmo  134.   135. 

136.  138. 
Glaisher  36. 
Glogowski  528.  629. 
Gmunden  (Johann  von)  183. 
Goethals  134.  169. 


Goldenthal  481. 

Gossonin  482. 

Graef  438. 

Graesse  213.  217. 

Graetzer  91. 

Graf  113.  116.  117. 

Grammateus       (Schreiber) 

309.  310.  452. 
Grandi  246.  253.  257.  268. 

269. 
Grashof  143. 
Graunt  96. 
Grimani  476. 
Grimme  632. 
Grisar  290. 
Gruber  73.  77. 
Grunert  264.  265. 
Gruson  68.  69. 
Grynaeus  435. 
V.  Gültlinger  437. 
Günther  (L.)  136. 
Günther  (S.)    33.    35.    102. 

123.  127.  132.  133.    137. 

139.  150.  196.  304.    305. 

306.  308.  810.  311.   321. 

333. 
Guiducci  611. 
Gurland  477. 

Haccohen  482. 
Haebler  138. 
Haendel  279. 
Haertrecht  604. 
Hagecius  17.  19. 
Hsdley  33.   34.  81.  83.  84. 

86.  86.  88.  89.  90.  91.  92. 

93    94.  96. 
Halma  194.  195.  198.  208. 

280.  281.  282.  289. 
Hanmier  143. 
Hankel  73.  77.  78. 
Harsdoerfer  315.  319.  320. 

321.  323.  324.  326.    328. 

329.  331. 
Hartmann  18. 
V.  Hartmann  433.  436. 438. 
Hasenclever  402.  405. 
Hauber  461. 
Heath  153. 
Hederich  134. 
Hegel  71. 
Heiberg  161.  194.  196.  198. 

200.  280.  339.  344.   490. 
Heideloff  306.  307. 
V.  Heimbnrg  (Gregor)  126. 
Heinitz  635. 
Heller  139.  147.  175. 
Hebnholtz  292.  482. 
Henricpetri  128. 
Henry  100.  264.  270. 
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Heraclides    Ponticus    126. 

128.  278.  280.  282. 
Hennanii    (Ermanno)   245. 

246.  247.  260. 
Herodianas  341. 
Herodotus  337. 
Heron  147.  148.    193.   104. 

195.  839.  443. 
Herrmann  83. 
Herrlinger  433. 
Herwagen  (Herrogiue)  441. 

449. 
Hesse  390. 
Heydemann  356. 
Heynfogel   305.    310.    332. 

333. 
Heyse  477. 
Hicetas  128. 
Hill  423. 
Hindenburg  68. 
Hipler  282. 
Hipparchns  13.  81.  98.  199. 

200.  203.  204.  206.    207. 

208.  278.  280. 
Hippocrates  234.  329. 
Hodder  35. 
Hoesch  306. 
Hohenlohe  (FOrst)  401. 
Holtcmann  (s.  Xylander). 
Hooke  150.  300. 
Hoael  418. 
Hudde  262.  571. 
Hugi  134. 

Huguenet  115.  117.  122. 
Hultsch  191.  193.  195.  339. 

341.  346.  348. 
T.   Humboldt    (Alei ander) 

132.  135. 
Hunraih  211. 
Hunt  35. 
Hub  132. 

V.  Hütten  (Ulrich)  441. 
Hutton  33.  34. 
Hujgens  183.  272.  380.  566. 

571.  572.  574.  575. 
Hypsicles  442. 

Jacob  (Simon)  312.320.321. 

322.  324.  325.  326.    327. 

328.  329.  830.  331.    332. 
Jacobi  291. 
Jahn  138. 
Janse  85. 
Janfson  503. 
Ibn  Haitham  (Alhazen)  476. 

479. 
Ideler  193.  200. 
Jechiel  Ben  Reuben  478. 
lUgen  521.  635. 
Immanuel  Ben  Salomo  476. 


Imser  436.  437. 

logoli  593.  694.  597. 

Joachim  Ernst  (von  Bran- 
denborg-Ansbach)  316. 

Joestel    22.  23.  25.  28.  29. 

Johannes  Cbarsionites  171. 

Johannes  De  Muris  353. 

Jolly  119. 

y.  Jolly  146. 

JordanuB  Nemorarius  446. 
466. 

Josef  Ben  Samuel  474. 

Josef  Tischbi  476.  477. 

Joubert  119. 

Isac  Argyrus  169.  170. 

Isac  Israeli  475. 

Isaschar  ihn  Suchan  479. 

Israel  De  Baesa  478. 

Israel  Tafus  (?)  478. 

Julius  II.  (Papst)  474. 

Julias  Caesar  364. 

V.  Jungingen  364. 

Justi  403. 

Kaestner  35.   85.   87.   138. 

141.  146.  216.  444.    445. 

451.  468. 
Kant  78.  129.  180. 
Karl  I.  (von  England)  557. 
Karl  II.  (von  England)  557. 

558. 
Karl  IV.  (Kaiser)  119. 
Karl  y.  (Kaiser)  434.  441. 
Kendall  108. 
Kepler  19.  134.   136.  277. 

278.  287.  288.  315.    322. 

323.  324.  325.  326.    327. 

328.  329.  330.  331.    332. 

333.  423.  433    436.    468. 

607. 
Kersenboom  95. 
Kircher  102. 
Kirchhoff  292. 
Klein  79. 
Klügel  77. 
Knapp  83.  84.  85.   87.   90. 

91.  92.  93.  94.  95. 
Koebel  308.  309.  310.  313. 

319.  327.  331. 
Koehler  (Heidelberg)   395. 
Koehler  (Tabingen)  437.438. 
Korn  528. 

Krebs  (s.  Nik.  Cusanus). 
Kretschmer  150. 
Krumbacher  164.  170. 
V.  Krusenstern  107. 
Kubitschek  340. 
Kuentzi  118. 
Küttner  535. 
Kuhlenbeck  135.  136. 


Lacroiz  68.  72, 
UAdmirance  121. 
Lagny  267. 
Lagrange  65.    67.    69.    70. 

71.    72.    73.   74.   75.    76. 

262.  297.  426. 
Lalanne  396. 
Lambert  39.  403.  404   409. 

413.  414.  416.  424.    425. 
Lange  130. 
Langlois  560. 
Larswitz  146 
Le  Brun  119. 
Le  Clerc  118. 119. 120. 121. 
Legendre  110. 264. 410.  413. 

415.  574. 
Lehmann  423.  424. 425.  426. 

427. 
Leibniz  67.  68.  73. 134.  251. 

273.  274.  404.  617.    561. 
Le  Monnier  100. 
Lenz  341. 

Leon  Magentius  164. 
Le  Prenx  122. 
Lewicki  132. 
Lezis  85. 

L'Höpital  251.  270. 
Libri  144.  590. 
Lindau  147. 

Lionardo  da  Vinci  152. 
Lionardo  Pisano   (s.  Fibo- 

nacci). 
Lippert  85. 
Lobatschewskij    401.    402-. 

410.  415.  417.  418.   427 
Loeb  482. 
Loening  85. 
Loewenberg  134. 
Longomontanus  19.  22.  29. 

141. 
van  Loon  356. 
Loria  241.  273. 
Lorini  99. 
Loih  493. 

Lucas  (Frater,  s.  Paciuolo). 
Lucretius  178. 
Luther  132. 
Lutz  142. 
Luzzati  481. 

Mackay  110.  111. 
Maclaurin  259.  270. 
Maedler  132.  147. 
MaesÜin  433.  437.  468 
Maffei  243.  244.  254   256. 
Magini  26.  27. 
Ma|^us  353. 
Maignan  148. 
Maimonides  480.  481. 
Main  (Herzogin  von)  253. 
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Mainardi  273. 
Malfatti  273. 
Mamün  43.  44.  68. 
Mandella  256.  256. 
Manfredi  247.  249.  260.  252. 

266.  264.  273.  274. 
Manni  266. 
Mansion  78.  276. 
Marcheiti  263. 
Margoliontti  481. 
Mariette  119. 
Manigli  604.  606.  613. 
Martin  260.  277. 
Marzagaglia  266.  264. 
Maser  264. 
Maseres  38. 
Mathieu  121. 
Mattatja  ßen  Salomo  482. 

483. 
MatthiefBen  260.  261.  266. 
Mayer  (Robert)  183.  186. 
Mayr  (A.)  137. 
Mayr   (S.,    Simon  Marius) 

314.  316.  324.  326.    326. 

327.  328.  329.  330. 
Maximilian  L  (Kaiser)  146. 
Maximas  Planades  166. 171. 

172. 
Medici  693. 
Megenberg    (Konrad    von) 

306. 
Mebmke  306.  396. 
Melancbtbon  133.  287. 
Menachem  Ben  Samuel  477. 
Menaechmns  329. 
Mendtbal  305. 
Meray  79. 
Mercator  133.  287. 
Mersenne  99. 148.  504.  606. 

606.  611.  612. 
Metelka  141.  142.  143. 
Meyer  (W.  F.)  293. 
Micanzio  258.  614. 
Michael  474.  478.  479. 
Moebius  396. 
Mohammed  Ibn  Müsa   (s. 

Alkhwarizmi). 
Moigno  291. 
Moiyre  262. 
Molinelli  160. 
Moliweide  143. 
Monaco  (Fürst  yon)  160. 
Montacla  17.  34.  39.  249. 
Morelli  169.  172.  243. 
Morgan  36.  38.  39. 
Morfsianns  446.  447. 
Moses  Ben  Maimon  (s.  Mai- 

monides). 
Moses  Ma^  Halli  477. 
Moses  Proyinciale  481. 482. 


Motot  (Simon)  481.  482. 
Müller  (F.)  301.  317.    320. 

329 
Maller  (J.)  196. 
V.  Münchow  410.  413. 
Münster  142.  143.  476. 
Muir  296. 
Maratori  266.  266. 
Mydorge  604. 
Mylius  524. 
Mylon  571.  672.  673. 

Nagl  306.  307.  336. 
Napier  (of  Merchiston)  33. 

34.  36.  36.  38.  479.  612. 
Narducci  249. 
Natalis  632. 
Nazari  243. 
Neopbytns  166.  174. 
Netto  296. 

Neubauer  474.  478.  479. 
Neumann  91. 
Newton  67.  182.  254.   278. 

290.  291. 
Nicaenus  (s.  Hipparchus). 
Nicander  85.  90. 
Nicephorus  171. 
Nicolaus  Germanus  (De  Do- 

nis)  144. 
Nicolaus  Rhabdas  171. 
Nicoll  496. 
Nicomachus  164. 
Noether  78. 
Nonius  (Nunes)  479. 
V.  Nordenskiöld  141.  143. 
Kotker  Labeo  304. 

Oddi  691.  606. 

Ohm  (G.  S.)  420. 

Ohm  (M.)  73. 

Olbers  403. 

Olleris  160. 

Oporinus  440.  441. 

Oppenheim  478. 

Origanus  141. 

Ortelius  141. 

Osiander  286.  287    289. 

Otho  216. 

Ottheinrich  (von  der  Pfalz) 

447. 
Ottmar  447. 
Ozanam  (Ozonam)  33.    39. 

113.  116.  118.  122. 

Paciuolo  319. 
Pantaleon  433.  434.  435. 
Panzer  474. 

Pappus  195.  196.  201.  204. 
207.  208.  233.  342.    344. 
Parthey  146. 


Pascal  253.  509.  517. 

Pasquich  68. 

Pauly  199.  206. 

Pell  662. 

Peschel  132.  134. 

Pessuti  270. 

Petaviua  193. 

Peter  (der  Grofse)'ll9. 

Petrejus  466. 

Petty  96. 

Petzensteiner  307. 

Peurbach  131.  216.  483. 

Peutinger  142.  143. 

Pfaff  434.  446. 

Philolaus  128.  277.278. 290. 

Philon  147. 

Philoponus  168.  169. 

Pinder  14^. 

Pinel  479. 

Pinzger  618. 

Pirckheymer  141.  142. 

V.  Pirkenstein  316.  317.  318. 

319.  320.  322.  324.    326. 

826.  327.  328.  329.    330. 

331.  332. 
Pitiscus  20.  24.  29.  330. 
Pixis  134. 

Piaton  256.  331.  344.  490. 
Plücker  394.  396. 
Plutarchus  136.   486.    487. 

489.  490. 
Poggendorff  132.  148.  249. 

403.  423. 
Poggiali  99. 
Poincarö  79.  277.  292. 
Poisson  73. 
Poleni  243.  263. 
Polo  (Marco)  144. 
Polybius  341. 
PorcQS  440.  441. 
Porto  29. 
Posidonius  193.    194.    279. 

286. 
V.  Prantl  147. 
Praxiades  485. 
Price  90. 

Pringsheim  79    297. 
Proclus  193.  194.  196.  196. 

208. 
Prosdocimo  de*  Beldomandi 

126. 
Prowe  128. 
Ptoiemaeus  43.  69. 132. 138. 

143.  144.  171.  172.    194. 

196.  198.  199.  200.    201. 

203.  204.  206.  206.    207. 

215.  216.  278.  280.    283. 

285.  286.  326.  362.   476. 

477. 
Pflhler  150. 
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Pusey  493. 

Pythagoras  256.   303.  319. 
327. 

Qaandt  279. 
Quaritch  477. 
Quetelet  127.  396. 

Ramati   (Samuel  Ben  Sa- 

lomo)  477. 
Rampezetto  99. 
Ramus  (De  Ram^e)  433. 
Rangabö  339.  340.  341.  354. 
Rajmarus  Ursas  (Keimers) 

18.  23.  26.  26.  27. 
Regiomontanus    125.    127. 

131.  215.  216.  232. 
Reichelstein  308. 
Reichensperger  307. 
Reiff  33.  67. 
Reimmann  126. 
Reyher  316.  317.  318.  319. 

322.  323.  324.  325.    326. 

328.  329.  330.  331.    332. 
Rheticas  18.  28.  211.   213. 

215.  216.  283.  287. 
Rhind  8. 
Riccardi  99. 
Hiccati  (Graf  G.)  259.  260. 

268.  269. 
Riccati  (Graf  J.)  244.  246. 

246.  247.  248.  249.    270. 

273. 
Riccati  (Graf  V.)  269.  270. 
Riediger  115. 
Rieger  474.  480. 
Riemann  402.  425. 
Riese  309.   312.    321.    468. 

541.  544. 
Rinaldis  256. 
Ripa  253.  254. 
Ritter  (C.)  132. 
Ritter  (H.)  129. 
Rivius  146.  150. 
Roberti  243. 

Robertus  Anglicas  41.  43. 
Roberval  511. 
Rogg  316.  318. 
Roriczer  307. 

Rosenberger  146.  147.  359. 
Rosenthal  473. 
Rofsmann  518. 
y.  Roth  435.  436.  437. 
Rothmann  18.  19.  131.  217. 
Rovero  (Graf)  272. 
Radio  383. 
Radolff    (Christoph)     309. 

310.  312.  320.  322.    325. 

432.  445.  452.  459.    461. 

462. 


RufEni  273. 

Roge  132.  141.  142.  144. 

Sabina  (ron  Württemberg) 

217. 
Saccheri  403.  404.  409. 413. 

414.  424.  427. 
Sacchi  101. 

Sacharja  (s.  Zacharias). 
Sacrobosco  310.  322.  482. 
Sagredo  584.  595.  596.  601. 
Sainte  Croix  505.  506. 
Saladino  270. 
Salignac  457. 
Salomo  Abigedor  482. 
Salomo  Ben  Isac  481.  482. 
Salvi  101. 

Salviati  584.  595.  596.  597. 
Salvini  99. 
Salviucci  101. 
Santorio  148. 
Santzares  172. 
Sarpi  583.  620. 
Saverien  34.  39. 
Saz  142. 
Schanz  127.  137. 
Scharpff  126.  130. 181. 133. 

134.  135.  138.  145.    147. 
Schegk  438. 
Scheibel  18.  22. 
Scheiner  (C.)  602. 
Scheiner  (J.)  134. 
Scheubel  310.  320.  321.  328. 

429.  432.  433.  435.    436. 

437.  438    439.  440.    441. 

442.  443.  444.  445.    446. 

447.  448.  449.  450.    451. 

452.  453.  454.  455.    456. 

457.  458.  459.  460.    461. 

462.  463.  464.  465.    466. 

467.  468.  469. 
Scheybl  (s.  Scheubel). 
Schiaparelli  277.  279.  280. 
Schiefs  628. 
Schiffeli  122. 
Schleiermacher  129. 
Schmidt  (Wilhelm)  145. 195. 
Schmidt    (Wolfgang ; 

Schmid)    312.    323.   324. 

325.  326.  327.  328.    329. 

330.  331.  332. 
Schmuttermayr  307. 
Schoenblum  474. 
Schoene  196. 
Schoener  466. 
Schoenflies  298. 
van  Schooten  219.  232.  239. 

570.  571.  672.  573. 
Schreiber  (s.  Grammateüs). 
Schreokenfuchs  477. 


Schubert  296.  450. 
Schutt  528. 
Schultz  68.  71. 
Schweikart  (A.)  402.  403 
Schweikart  (K.  J.)  401.  403. 

404.  410.  418.  419.    423. 

424. 
Schweikart  (L.  J.)  401. 
Schwenter   150.    151.    315. 

317.  320.  321.  323.    324. 

325.  327.  328.  329.    330. 

331.  332.  333. 
Scultetus  17.  20. 
Sodillot  475. 
Selzlin  451. 
Semigli  110. 
Semolo  110. 
Serret  69. 
Serrois  69.  76. 
Sforno  (Obadja)  480. 
Slangs  171. 
Siderocrates  437.  451. 
Sigsbee  150. 
Simon  67. 

Simplicius  279.  595. 
Simpson  95. 
Singrenius  125. 
Sizlin  450.  451. 
Slusius  (De  Sluse)  575. 
Sniadecki  73.  76. 
Socrates  442. 
Solon  341. 
Sonnleitner  122. 
Sonzogno  289.  291. 
Sophocles  164. 
Speidell  35.  36.  37.  38.  39. 
Sporer  308. 

Staeckel  399.  412.  414.  4a7. 
Staelin  305. 
Staigmüller  429. 
Stallini  266. 
Stampio^n  636. 
Steinschneider  471. 
Stembetg  480. 
Stitel  309.    312.    317. '319. 

320.  321.  322.  323."  431. 

432.  452.  456.  457.^  458. 

461.  462.  466.  467.    468. 

469. 
Slipriaan  Luiscius  150. 
Stoeffler  311.  323. 
Stoelzlin  421. 
Stolz  77. 
Storm  141. 
Strabon  486. 
StrauTs  596.  600.  602. 
Stuber  122. 
Studiapesi  246. 
Studni6ka  25.  77. 
Study  297. 


Namenverzeichnis. 


657 


Stübi  122. 

Sturm  (A.)  485. 

Sturm  (J.  C.)  315.  316.  317. 

319.  320.  322.  323.    324. 

325.  327.  328.  329.    330. 

331.  332.  333. 
Sturm  (L.  C.)  316.  317.  320. 

321.  323.  324.  325.    326. 

328.  329.  331.  332.    333. 
Süfsmilch  95. 
Suter  491. 

Tannery  43.  44.   166.    174. 

199.  205.  209.  264.    270. 

277.  279.  485.  487.    501. 

660.  570.  575. 
Tarrant  524. 
Tartajflia  586.  587. 588. 589. 

595.  596. 
Tartini  99. 
Taurinus   (F.  A.)  399.  401. 

402.  404.  405.  408.    410. 

411.  412.  413.  414.    416. 

416.  417.  418.  420.    423. 

425.  427. 
TaurinuB  (J.  E.)  401. 
Taylor  67.    71.  72.  73.  77. 

250.  254. 
Thaies  193.  194.  483.  484. 
Theodosius  425. 
Theon   Alexandrinus    196. 

268.  352.  442. 
Theon  Smyrnaeus  280.  321. 
Thirion  279. 
Thomas  Aquinas  282.  283. 

289. 
Thurmann  122. 
V.  Thum  und  Taxis  97. 102. 

103. 
TimaeuR  331.  344. 
Tissot  143. 
Todhunter  26. 
Toepke  125. 
Torricelli  100. 258.  274.  557. 

584. 
To8('>anelli  (Paulus   Physi- 

ci-s)  126.  144. 
Treuthardt  118. 
Treutlein  308.  321. 432. 465. 

457.  458.  461.  464.    465. 

466. 
Tycho  (8.  Brahe). 

Ulrich  (von  Württemberg) 
434.  435.  436. 


Ulug  Beg  475. 

Unger    306.  307.  308.  309. 

515. 
Unverzagt   383.    385.    386. 

387.  389.  391.  392.    393. 

394.  395.  396.  397. 
Urban  Vm.  fPapst)  289. 
Uri  493. 

Urseolus  a  Ponte  258. 
Usener  170. 
Uzielli  126. 

Talerio  (Luca)  581.  622. 

Valerius  Mazimus  313. 

Valla  129. 

Yallisnieri  243.  256. 

Yarignon  245. 

Venturi  288. 

Verzaglia  245.  246. 

Vidal  479. 

Vierow  111. 

Vieta  211.    213.    219.   221. 

224.  225.  227.  235.    236. 

239.  240.  433    576. 
Vietor  125. 
Vincent  339. 
Vinta  581.  622. 
Vitali  33.  39. 
Vitruvius  146. 
Vivanti  78. 
Viver  129. 

Viviani  99.  100.  102. 
Vogelstein  474.  480. 
Vulpi  122. 

Wächter  427. 
Wackerbarth  36. 
Waersberg  503. 
Waesenaer  506. 
Wagner  (H.)  144. 
Wagner  (M.)  307. 
Waitz  155.  156.    157.   158. 
Wallis    39.  127.   264.   409. 

556.  557.  558.  659.    560. 

561.  662.  664.  665.    566. 

567.  568.  569.  570.    573. 

674.  676.  676. 
Walther   (s.  Gauthier  von 

Metz). 
Wapowski  137. 
Wappler  309.  537. 
Wargentin  81.  84.  85.    86. 

87.  88.  89.  90.  92.  93.  96. 
Warner  478. 
Weidler  478. 


Weierstrafs  79. 
Welser  (Velserus)  340. 
Werner  17.  18.  137.  216. 
Wertheim  29.  477.  556.  669. 
Wesseling  146. 
Westergaard  85.  94. 
Westfal  340. 
Weyer  110. 
Weyermann  461. 
Whewell  369. 
White  657. 
Widmann  308. 309. 319. 640. 

641.  548. 
Wilberg  143. 
Wilhelm  IV.  (von  Hessen) 

17.  19.  27.  216. 
Wilhelm    von    Beichenau 

(Bischof)  142. 
Will  102. 
Wilson  (A.)  136. 
Wilson  (J.  M.)  169. 
Winkler  628. 
Winter  403. 
Wissowa  199.  205. 
Wittich  17.  18.  19.  20.  21. 

26.  27.  28. 
Wohlwill  138.  577. 
Wolf  (Astronom)   24.    115. 

131.  132.  148. 
Wolf  (Bibliograph)  480. 
V.  Wolff  39. 
Wolkenhauer  150. 
Wronski  69.  73.  74.  75.  76. 

Ximenes  126. 

Xylander  313.  316. 320. 322. 

324.  325.  326.  327.    328. 

329.  330.  606. 

V.  Zach  206. 
Zacharias  Levita  482. 
Zanetti  169.  172. 
Zendrini  245.  246.  273. 
Zeno  (A.)  243.  244. 
Zeno  (P.  C.)  243.  244.  266. 
Zenodoms  268. 
Zenon  490. 

Zeuthen  199.  200.  209.  490. 
Ziegler  193. 
Zimmermann  (B.)  134. 
Zimmermann  (W.)  129. 
Zirkel  462. 
Zoeckler  132. 
Zoeppritz  146. 
Zunz  479.  480. 
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&axi88,  Carl  Friedricil,  Werke.    Herausgegeben  7on  der  Kgl.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  in  Göttingen.  9B&nde.  gr.  4.  kart. 
Band  I:  Disqnisitiones  arithmeticae.  2.  Abdr.  [478  S.] 

1870.  n.JC20.— 

—  II:  Höhere  Arithmetik.     2.  Abdr.     [ö«8  8J    1876.  n.  JC  20  — 

Nachtrag  z.  ersten  Abdr.  d.  S.Bandes.  [33  S,]  1876.  iL  JC    2 .  — 

—  ni:  Analyaia.     «.  Abdr.     [499  S.]     1876.  n.  JC  20.— 

—  IV:  Wahrscheinlichkeitsrechnung  U.Geometrie. 

2.  Abdr.     [492  8.1     1880.  n.JC^b  — 

—  V:  Mathematische  Physik.  2.  Abdr   [642  S.]  1877.  n.  .€  25.— 

—  VI:  AstronomischeAbhandlungen.  2.Abdr.  [664S.] 

1874.  n.  ^33.— 

ftnsillUUBll'Bv  H6nnilll2l,  gesammelte  mathematische  und  physi- 
kalische Werke.  Auf  Veranlassung  der  mathematisch -physischen 
Klasse  der  Kgl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  unter 
Mitwirkung  der  Herren:  Jakob  Ltlroth,  Eduard  Study,  Justus 
Grassmann,  Hermann  Grassmann  d.  J.,  Georg  Scheffers 
herausg.    von   Friedrich    Engel.      In  3   Bänden.     L  Band.     In 

2  Theilen.     gr.  8.     geh.  n.  JC  28.— 

Einzeln: 
I.  Band.    I.  Theil:  Die  Ausdehnungslehre  Ton  1844   und  die  geo- 
metrische Analyse.    Mit  einem  Bilde  Grassmann's 
in  Holzschnitt  u.  36  Figuren  im  Text.    [XV  u.  435  S.] 
1894.  n.  JK  1«.— 

I.    —       IL     —      Die  Ausdehnungslehre  Ton  1862.    Mit  87  Figuren 

im  Text.     [VIII  u.  611  S.]     1896.  n.  JC  16.— 

CJPortsetsuog  in  Yorbereitxuig.] 

Hantzsoh,  Victor,  Sebastian  Münster.  Leben,  Werk,  wissenschaft- 
liche Bedeutung.     [II  u.  187  S.]    Lex.-8.     1898.    ÄGWphXVUI. 

n.   e/Äc    6 .  — 

Heiberg,  J.  L.,  Dr.  phil.,  philologische  Studien  zu  griechischen 
Mathematikern,  gr.  8.  geh.  I.  11.  [44  S.]  1880.  n.  JC  1.20. 
in.     [28  S.]    1881.    n.  ./«  —  .80.    IV.    [35 S.]     1884.    JCl.— 

— — —  litterargeschichtliche  Studien  über  Euklid.  [IV  u. 
224  S.]    gr.  8.    1882.    geh.  ^  n.  UK  5.60. 

Matthiessen,  Dr.  Ludwig,  ord.  Professor  der  Physik  an  der  Universität  zu 
Rostock,  Grundzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra 
der  littetalen  Qleichungen.  Zweite,  wohlfeile  Ausgabe.  [XVI 
u.  1001  S.].  gr.  8.    1896.    geh.  n,  JC  S.— 

— —  Grundriss  der  Dioptrik  geschichteter  Linsen- 
sjsteme.  Mathematische  Einleitung  in  die  Dioptrik  des  mensch* 
üchen  Auges.    [Vm  u.  276  S.]    gr.  8.     1877.    geh.    xl  JC  S.— 

HfQler,  Dr»  Felix,  Professor  am  Königlichen  Luisengymnasium  zu 
Berlin,  Mitglied  der  Kaiserlich  Leopoldinischen  Akademie,  Zeit- 
tafeln zur  Geschichte  der  Mathematik,  Physik  und  Astro- 
nomie bis  zum  Jahre  1600,  mit  Hinweis  auf  die  Quellen- Literatur. 
[IV  u.  104  S.]     gr.  8.     1892.     In  Leinwand  geb.       n.  JC  2.40. 

BudiO,  Dr.  F.,  Professor  am  Polytechnikum  in  Zürich,  Geschichte 
des  Problems  Ton  der  Quadratur  des  Zirkels  von  den 
mtesten  Zeiten  bis  auf  unsere  Tage»  Mit  vier  Abhandlungen  (in 
deutscher  Übersetzung)  Uber  die  Kreismessung  von  Archimedes, 
Haygens,  Lambert,  Legendre.  Mit  Figuren  im  Texte.  [VIII 
u.  166  S.]     gr.  8.     1892.     geh.  n.  JC  4.— 
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Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 


JMathematische  ^nnalen. 

Begründet  1868  durch 

Alfred  Clebsoh  und  Oarl  Netunann. 

Unter  Mitwirkung  der  Herren 

P.  &ordan,  D.  HilbeYt,  C.  Nenmaim,  M.  NoetheTt  E.  YonderMiilill« 

H.  Weber 

gegenwärtig  herausgegeben  yon 

P.  Klein  W.  Dyok  A.  Mayer 

In  Götdngexi  in  HUnohen  in  Leipxig. 

61.  Band.   1899.    gr.  8.  Preis  für  den  Band  von  4  Heften  u.  «i^  20.— 

Generalregister  zu  den  Bänden  1--50,   zusammengestellt   von 
A.  Sommerfeld.     [XI  u.  202  S.]     gr.  8.     1898.     geh.  n.  UK   7 . — 


Zdtschri|t  |Br  JKathematik  und  fhysik. 

Begründet  1856  durch  0.  Sohlölllilell. 

Gegenwärtig  herausgegeben  von 

Dr.  R.  Mehmke  und  Dr.  M.  Cantor. 

44.  Jahrgang.     1899.     gr.  8. 
Preis  für  den  Jahrgang  Ton  6  Heften  n.  Jit  20. — 

Generalregister  zu  den  Jahrgängen  1—25.     [123   S.] 

gr.  8.     1881      geh.  n.  JL  3.60. 


Zeitschrilt  |Br  mathematischen 
nn9  natnrvissenschajtlichen  ttnterridit. 

Ein  Organ  für  Methodik, 
Bildungsgehalt  and  Organisation  der  exakten  Unterrichtsföeher  an  Gymnasien, 
Realschulen,  Lehrerseminarien  und  gehobenen  Bürgerschulen. 

(Zogleich  Organ  der  Sektionen  fClr  math.  and  natnrw.  Unterricht 
in  den  Versammlangen  der  Philologen,  Katarforscher,  Seminar-  und  Volkaschullehrer,) 

Herausgegeben  von 

J.  C.  V.  Hoff  mann. 

80.  Jahi*gang.     1899.    gr.  8. 
Preis  für  den  Jahrgang  Ton  8  Heften  n,  JL  12. — 
Generalregister  zu  Jahrg.  1—25  nnter  der  Presse. 


Probehefte  gratis  und  ft-anko«  Abonnements  nehmen  en^egen 
alle  Postanstalten  und  Buchhandlungen,  in  Ermangelung  soleker  die 
Yeriagsbuchhandliing  roii  B.  6«  Teubner,  Leipzig,  Foststr.  8, 
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